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doadrant.  Der  vierte  Tbeil  der  Kreis-  und  in  vier  congruente  Stücke  zerfiUlt, 
linie.  Man  pBegt  auch  oft  den  vierten  z.  B.  einer  Ellipse  oder  Lemniscate  als 
Thell  jeder  Gurre,  die  geschlossen  ist,  Quadrant  zu  bezeichnen. 

Quadrant  (elliptlacher).  So  werden  die  beiden  bestimmten  Integrale: 

K=r^====  - 


und 


K'=r  f 


oft  genannt,  wo  k und  *'  die  Gleichung 
erfüllen: 

Wie  nämlich  bei  den  Kreisfnnctionen  der 
vierte  Theil  der  Periode,  also  5,  zugleich 

der  Quadrant  einer  Kreislinie  ist,  deren 
Radius  gleich  der  Einheit  gesetzt  wird, 
so  drücken  auch  diese  beiden  Integrale 
in  Bezug  auf  die  elliptischen  Functionen 
erster  Ordnung  die  vierten  Theile  beider 
Perioden  ans. 

Qnadrant  (Maner-)  Aatronomle.  Ein 

im  Ortsmeridian  befestigter,  getheilter  und 
mit  einem  Fernrohre  versehener  Quadrant, 
welcher  dazu  dient,  die  Declination  und 
Rectascension  der  Sterne  und  ihre  H&he 
zu  bestimmen.  (Fig.  I.)  Sei  DFO  die 
Ebene  des  Ortsmeridians,  OB  der  Durch- 
schnitt des  Horizontes  mit  derselben,  OA 
der  Durchschnitt  des  Aeqnators.  DB 
selbst  ist  eingetheilt,  und  in  0 befindet 
sich  das  in  der  Meridianebene  verschieb- 
bare Fernrohr  P.  Soll  nun  ein  Stern 
5 beobachtet  werden,  so  wartet  man  den 


V’sinq  • 

Augenblick  ab,  wo  derselbe  in  seiner 
obem  Cnlmination  durch  den  Meridian 
geht,  und  richtet  dann  das  Fernrohr 
auf  denselben.  Winkel  AOQ , den  die 
Qesichtslinic  des  Sternes  mit  dem  Ae- 
qnator  macht,  oder  Bogen  AQ  gibt  un- 
mittelbar die  Declination;  dieselbe  ist 
positiv,  wenn  der  Stern,  wie  hier  ange- 
nommen wurde,  oberhalb  des  Aequators, 
negativ,  wenn  er  unterhalb  desselben 
culminirt.  Bogen  BQ  oder  Winkel  BOQ 
gibt  die  Hohe  des  Sternes  an. 

Um  die  Rectascension  zn  bestimmen, 
ist  die  21eit  zu  messen , in  welcher  der 
Stern  culminirt.  Die  Uhr,  mittels  wel- 
cher dies  geschieht,  wird  am  besten  nach 
Sternenzcit  gestellt,  und  als  Null  oder 
12  Uhr  ist  der  Zeitpunkt  zu  bezeichnen, 
in  welchem  der  aufsteigende  Knoten  oder 
Frfihlingspunkt  culminirt.  Da  die  Recta- 
scension die  Entfernung  des  Sternes  von 
dem  durch  den  FrOhlingsponkt  gehenden 
Meridian  ist , und  entgegengesetzt  der 
Bewegung  des  Himmels  gezählt  wird,  so 
ist  die  Uhrzeit,  welche  zur  Zeit  der  Cnl- 
mination des  fraglichen  Sternes  stattfin- 
det, seine  Rectascension,  nnd  man  brancht 
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Quadrant  (Mauer-)  Astronomie.  2 


Ficor  1. 


die  StnndcnzHhl,  welche  die  Uhr  «nsiht.  Olaadrat  (Geometrie).  Ein  Parallclo- 
nnr  mit  15  »n  multijiliren,  um  die  Kccln-  );rnmm  mit  vier  gleichen  Seiten  und  vier 
sccnsion  in  Graden  zu  haben.  rcehten-  Winkeln. 

Manerquadranten  sind  jetzt  nicht  mehr  Vermftgo  der  ersten  Eigenschaft  gehört 
gebräuchlich;  man  bedient  sieh  Jetzt  statt  das  Quadrat  zu  den  Khoinbcn  oder  Rän- 
deren der  Vollkrcisc,  deren  Einrichtung  ten,  nimmt  daher  an  der  Eigenschaft  der- 
aber  auf  demselben  Principe  beruht.  selben , dass  beide  Diagonalen  auf  ein- 
Abcr  auch  diese  Instrumente  sind  nur  ander  senkrecht  stehen,  Theil.  Der  Icti- 
für  solche  Sterne  und  zu  soleben  Zeiten  tem  Eigenschaft  wegen  gehört  das  Quadrat 
anwendbar,  welche  nicht  bei  Tage  oder  zu  den  Oblongen  oder  Rechtecken,  und 
wahrend  der  Dämmerung  eulminiren.  daher  sind  auch  beide  Diagonalen  gleich. 
Dies  hat  keinen  Einfluss  auf  diejenigen  Bei  fast  allen  Messungen  dient  das 
Fixsterne  und  Planeten,  welche  das  ganze  Quadrat  als  Gnindeinheit  der  Flächen- 
jahr oder  einen  grossen  Theil  desselben  massc,  derart,  dass  man  dazu  immer  dss- 
hindnreh  sichtbar  sind,  und  bei  denen  jenige  Quadrat  wählt,  dessen  Seite  die 
man,  da  Sternen-  und  Sonnenzcit  nicht  gewählte  Längeneinheit  ist.  Ist  also  ein 
gleich  sind,  immer  eine  Zeit  bestimmen  Fuss  oder  ein  Meter  als  Längeneinheit 
kann,  wo  sie  während  der  Nacht  eulminiren.  gewählt,  so  ist  der  Quadratfass  oder 
Bei  solchen  Sternen  dagegen,  die,  wie  Quadratmeter  die  Einheit  des  Flächcn- 
I.  B.  einige  Cometen,  nur  kurze  Zeit  masses.  ... 

sichtbar  sind,  bedarf  man  solcher  In-  Auf  dieso  Ausdruckswoise  beziehen  sich 
strumente,  welche  nicht  bloss  im  Orts-  alle  Formeln  in  der  Theorie  der  Flächen- 
meridian,  sondern  in  jedem  beliebigen  massc. 

Meridian  aufzustcllen  sind.  Dies  sind  Aus  den  ersten  Sätzen  der  Elementar- 
die  Aequatorialinstrumcnte.  geomctric  folgt  die  Art  ^d  Weise,  wie 

man  auf  geometrischem  Wege  jede  von 
Gnadrant  (Spiegel-  oder  Reflectlons-).  graden  Linien  begränzte  Figur  in  ein 
Ist  ganz  wie  der  Spicgelsextant  cinge-  Quadrat  verwandeln  kann,  und  zwar  ist 
richtet  (siche  den  Artikel  Se.xtant),  nur  der  Gang  hierbei  der  folgende, 
mit  dem  Unterschiede,  dass  orstcrer  einen  Aufgabe  I.  Eine  beliebige  gradlinige 
Viertclkreis  enthält.  Figur  oder  ein  Vieleck  in  ein  anderes 
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*n  verwandeln,  weirlica  eine  Seite  weni- 
ger hat. 


Fig.  2. 


Anl'IOanng.  Sei  Sechseck  ahcäef  die 
gegebene  h'ignr.  Man  sehncidet  Dreieck 
abf  ab,  lieht  Linie  aq  parallel  bf,  ver- 
längert tf,  bis  sie  ag  in  g selineidet,  und 
verbindet  b nnd  g-,  gbede  ist  dann  die 
verlangte  Figur,  welche  der  gegebenen 
gleich  ist  unil  eine  Seite  weniger  hat. 

UlTcubar  nämlieli  ist  gbede  ein  FUnf- 
cek . bat  also  eine  Seite  weniger  als 
nbtdrf.  Mit  letzterer  Figur  hat  bedrg 
aber  Stuck  bedef  gemein.  Das  Stück 
gbf  aber  ist  mit  abf  fliiehcngleieh , da 
beide  die  Urnndlinie  bf  gemein  haben, 
und  zwischen  den  Parallelen  bf  und  ag 
liegen. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens 
kann  also  jedes  Vieleck  In  ein  Dreieck 
venvanilelt  werden. 

Aufgabe  II.  Ein  Dreieck  in  ein 
Reckteck  zu  verwandeln. 


Fig.  8. 


Auflösung.  Sei  abc  das  Dreieck. 
Ziehe  durch  c de  parallel  ab,  ad  und  be 
auf  ab  senkrecht,  halbire  da  und  be  in 
f und  g , so  ist  fgba  das  verlangte 
Rechteck. 

Denn  offenbar  hat  cs  mit  dem  Drei- 
ecke die  Grundlinie  ab  gemein,  seine 
Höhe  af  ist  aber  die  U&lfto  von  der 
Höhe  ad  des  Dreiecks. 


Angabe  III.  Ein  Rechteck  in  ein 
Quadrat  zu  verwandeln. 

Von  dieser  wichtigen  Aufgabe  gibt  es 
viele  Auflösungen,  von  denen  wir  die 
einfachsten  anfahren. 


Fig.  l. 


Auflösung  I.  Seien  AB,  RC  die 
anstossenden  Seiten  des  Kcehtceks.  Ma- 
che Fig.  5.  ab— AB,  bc=BC,  errichte 


Fig. 


Uber  ac  als  Durchmesser  einen  Halb- 
kreis, nnd  ziehe  bd  senkrecht  auf  ac,  so 
ist  bd  die  Seite  des  verlangten  Quadrats. 

Zieht  man  n&mlich  cd  und  ad,  so  ist 
rad  ein  rechter  Winkel;  in  jedem  recht- 
winkligen Dreieck  aber  ist  das  Quadrat 
des  ans  der  Spitze  des  rechten  Winkels 
auf  die  Il.vpntennsc  gefillltcn  Lothes  db 
gleich  dem  Rechteck  ans  beiden  Ab- 
schnitten der  Ilypotennse. 

Auflösung  II.  Mache  Fig.  6. 
ab=AB,  br=BC,  ziehe  Ober  ab  einen 


Fig.  6. 
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Halbkreis,  cd  senkreckt  anf  a6,  und  bd,  den  Abschnitten  bc  und  ba  einer  Secante, 
so  ist  bd  die  Seite  des  Quadrates.  welche  dieselbe  schneidet. 

Denn  da  bäa  ein  rechtwinkliges  Drei*  Dorch  diese  Constnictionen  lässt  sich 
eck  ist,  muss  das  Quadrat  der  Kathete  also  in  der  That  jedes  Vieleck  in  ein 
bd  gleich  dem  Hechteck  aus  der  Pro-  Quadrat  veraandeln.  Wie  krummlinige 
jection  derselben  bc  auf  die  Hypotenuse  Figuren  in  Quadrate  zu  verwandeln  sind, 
und  der  ganzen  Hypotenuse  ba  sein.  siehe  in  dem  Artikel  Quadratur. 
Auflösung  111.  Mache  Fig.  7. 

bc~BCy  errichte  über  uc  einen  Qaadrat  (Algebra).  Die  zweite  Potenz 

einer  Zahl,  oder  das  Product  der- 
selben mit  sich  selbst. 

Da  der  Flächeninhalt  eines  Recht- 
ecks gleich  dem  Product  zweier  an- 
st()s^enden  Seiten,  beim  Quadrat 
dieselben  aber  gleich  sind,  so  ist 
a*azza^  in  der  That  der  Aus- 
druck fQr  den  Flächeninhalt  eines 
Quadrates  mit  Seite  a.  und  daher 
die  Uebertragung  dieses  Namens. 
Das  Quadrat  eines  Binomen  gibt 
die  Formel 

(a-f-Ä)*  = a*4-2aÄH-6*, 

Halbkreis,  und  ziehe  von  b an  denselben  die  sich  durch  Multiplication  von 
Tangente  Arf,  so  ist  diese  die  Seite  des  (n-f 6)* (a  + 6)  unmittelbar  ergibt.  Eben 
Quadrates.  Denn  das  Quadrat  einer  so  wird  augenblicklich  gefunden  das 
Tangente  bd  ist  gleich  dem  Rechteck  aus  Quadrat  eines  Polynomen : 

(«, + «,+«,+  ••  o„)*  = n, +n„* 

+2«,rt,+2n,rt,+  . • • +2a,rt, 

+2a,a,+  • • • +2a,a^ 


oder  abgekürzt: 

(5:(“,))’=  .T(a;«+2Jr(a^«p, 

wo  f und  < alle  Werthe  von  1 bis  n annchmen.  Oder  in  Worten:  das  Quadrat 
eines  Polynomen  ist  gleich  der  Snmme  der  Quadrate  aller  Glieder  plus  der  Summe 
aller  doppelten  Prodnete  von  jo  zweien  derselben. 

Sehr  wichtig  ist  auch  die  Formel,  welche  lehrt,  eine  homogene  ganze  Function 
zweiten  Grades  von  beliebig  viel  Variablen  in  eine  Summe  von  soviel  Quadraten, 
als  Variable  vorhanden  sind,  zu  verwandeln.  Es  sei  die  gegebene  Function: 


1,  1 2,2  2 ^ 


1,2  12'^  1,3  1 3^ 

+ 2»,3V3+ 


i — . 


+2a 


>1,»  H^i  » 


BO  setze  man  dafür: 

(*l,t*l  + ‘l,2^2+‘l,3'3+  • * • + V.)’  + (V2  + *2,3^3+  ‘ ' +*2,.*J’ 

+ • • • • +(*.-l,.-l'.-l  + *.-l,.^)’  + (V.)’- 

Es  ergeben  sich  dann  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  a nnd  b leicht  die 
nOthigen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  b.  Sind  s und  I beliebige  Zahlen 
zwischen  1 nnd  n,  so  sind  diese  Gleichungen  von  der  Form: 


b ’ + t,  ’+  * • • +4  ’=a 

b.  b,  +4  b +4  4,  4-  • • • +4  4 =a  . 
2,.  2,f  3,f  3,1  fl,i  1,1 


t..  1,1 
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Alan  bat  hierans  also  zum  Beispiel,  tl.  b.,  wenn  man 
wenn  man  s = l setzt: 


also: 


M I.» 


setzt, 


<1  a 
M U* 
\n  a 
1.«  V 




wo  t grösser  als  1 ist. 

Setzt  man  s = 2,  so  ergibt  sieb: 

*1,2  '*'*2,2  ~“i2 

*l,2*l,i'*‘*2,2*2,i~  '*2,:’ 
woraus  mit  Hülfe  der  vorigen  Gleichung 
“icli  und  4^2  ergeben,  wo  ( grösser 
als  2 ist. 

Setzt  man  dann  s:=d,  so  kommt: 

1,3  ^®2,3  ^ 33  3,3’ 

*1.3*1,, ■*■*2,3*2., '*■*3,3*3, . = 
und  so  fort. 

Die  Theorie  der  Determinanten  bietet 
aber  auch  das  Mittel  die  independenten 
Ausdrücke  für  die  Grössen  6 zu  ünden. 
Setzt  man  nämlich  die  für  b und  b 
1.1  1,1 

gefandenen  Werthe  in  das  zweite  System 
von  Gleichungen  ein,  so  kommt: 


*2.,=- 


y 


2,2  1,1 

Diese  Werthe  werden  in*s  nächste  System 
gesetzt,  also: 

rt  ’ » ^ 

^7-^^-^*3,3'  = “3.3' 

1.1  2,2  M 

d.  h.  mit  Berücksichtigung  des  Werthes 
von 

b ’ - *2,3* 

“l,l  \2'*l,r  '’2.2“m 

oder,  wenn  man  setzt: 


d'  = 


2,2\.  4 1 / * 3 3 

9 ’ 3,3  1/  ’ - 

2,»  .,«1  y 2,2*'l,l 

und  vermöge  der  zweiten  Gleicbong  dei 
Systems : 

vv,^'%A,^l/ZS;.  =. 

, -a  3.,  3,,. 

1,1  2,2  l,t  f 2,2  1,1 


also: 


1.2  , t 

— + Ö2_2 

^ 

der  Zähler  dieses  Warzelatudmckes  hat 
die  Form  einer  Determinante. 


i 


■’3,3  i _‘\,_\3'\,_  *3,1 


'’2,2“l,l  %,l  'Vl,i~“l,lV 


wo  y =y  = 

>,<  ,,' 


» 9 

2,2  2,. 

* 

2,'  • 


gesetzt  worden  ist,  also: 


Sei : 


*3,<- 


9' 


3,, 


tt  tx 

1.1  1..  = ,»  , 
“l,s“,,»| 


y*'3,3  • ^.2  • “m 


es  ist  dann: 


‘-ib 


ferner  erhält  man  aus  der  zweiten  Glci> 
chnng  des  Systems: 


d.  h. 


b =«  , 
“M  '■'  *■' 


(a  d — d a ) 

^ 2,1  1,1  1,2  i/ 

*■'  y#.  .-o. 


2,2  1,1 


Man  sieht  augenblicklich,  dass  die  Werthe 

*2,2*”  *2,°°^ *3,3  *3, 

sen  sind. 

Nnn  ist  zn  erkennen,  dass  man  allge- 
mein haben  wird 

6 :r—  ‘‘ 

J„«*-2)J— 3)  ’ 

V#  9 ...»  a 

f 2,2  1,1 

wo  gegeben  ist  durch  die  rc- 

currente  Formel: 

I atr-3)  „(r-3) 

'•-1.  r-1.  r-l,. 

~ ^'•-3)  ,,('•-3) 

I r— 1,,  ’ 
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Quadrat  (Algebra), 


Sei  jetzt 


1,N  n 


2.» 


= 0 
-0 


Tafel  der  Quadrate  der  Zahlen  von  1 bis  1000. 


0 

100 

2(X1 

1 

1 

10201 

40401 

2 

4 

lOlOl 

4<).'<04 

3 

9 

1(K’8)9 

41-2(89| 

4 

10 

10810 

41616' 

5 

25 

11)825 

■42025, 

0 

.30 

li2:i(i 

424;i6: 

7 

49 

11449 

42849: 

8 

04 

11004 

43264 

9 

81 

11881 

4:4681 

10 

100 

121ID) 

44KKI 

11 

121 

12:421 

44521 

12 

141 

12:->41 

44944 

13 

109 

12709 

•4ö36<) 

14 

190 

12990 

457;iG 

15 

225 

i:4225 

40225 

IG 

2,50 

1:11:50 

4G(j.*><> 

17 

289 

13089 

4708;i 

18 

324 

l:t;824 

47.524 

19 

3G1 

14101 

47;))!1 

20 

4<D) 

149X1 

484(X) 

21 

441 

1-9141 

48841 

22 

484 

14884 

4;i281 

23 

.529 

1512;) 

49729 

24 

570 

ir)37r> 

50170 

25 

625 

1.5025 

.5)Di25 

20 

r»7G'  15H7») 

:51070 

27 

729 

1012;i 

.51:52;i 

28 

784 

10384 

51984 

29 

841 

10041 

.52441 

,30 

900 

1(19(D1 

,52;«  Dl 

.31 

961 

17101 

5:4:101 

32 

1024 

17424 

.5:1824 

33 

1089 

17(Wi;) 

54289 

34 

11.56 

179.% 

.54750 

3ö 

1225 

18225 

5:5225 

3(j 

1296 

18190 

.5,%;«; 

37 

1369 

18709 

50109 

38 

1444 

1;H444 

50(444 

39 

1521 

19321 

.57121 

40 

lOCKJ 

19)K)0 

.57000 

41 

1681 

i;i881 

58081 

42 

1764 

20104 

.^>8564 

43 

1849 

20149 

5:t049 

44 

19:46 

20736 

59536 

45 

2(825 

21(825 

60025 

46 

2116 

21316 

60516 

47 

22)89 

2KXI9 

61009 

48 

2.304 

2V.m 

61504 

49 

2404 

22201 

62001 

50 

2500 

22500 

62500 

100  200  ;)»H1  ! 400  f)00  OOO  700  800  ooo 


I 


2r)i(X)h:!0i2oi 

2r)2iKil;:t02lo:i 

2r>;itK)<) 

2Mol0|0t)-t810 
2r>T)02r)  :h;i;o2.') 
2')(;(j:!i;  ;h;72;ir> 
2.57010  :h!844!) 
2.5'8Mil  iWlMiOl 
2.5!MW1;!7o.S81 
2(>0100|:i721(Kl 


100801 
lOlOOl 
1021O!l 
10;l21ä 
10102,5, 

1048;vi 
IOtCIO 
100401 
107281 
1081(K) 

11^:121:201121 
109744  202141 
170:'>09  20;1109 
171:190  204190 
17222r)i20ö22r> 
2002.50 
207289 
i2(HC124 
209:101 
270100 
271441 
272184 
27:b529 
274571) 
27.5025 


1H>!01 
91201 
91.009 
92410 
_9:hy.5 
TlOOlO 
94249 
94801 
9.5481 
90100 
90721' 

97:M4 
97909 
98:590 
‘1922.5 

99.8:50[  17:105(> 
lotitHo;  17:18,89 
1011241174724 
10170147.5.501 
U»24<K)i  170100 
10:1041  177241 
io:1(W'17.8o,84 
104:t29|l789->9 

I04970I17977O 

10502.5  1.80025 
101270  1811701270070 
100929  1.82:12912777211 
107.584  18:1181  278781 
108241  il.S4041  279841 
1^;  KKIj  IHlfM  lol  2.80900 
lia'STl  18:5701  !28lljÖl 
28:1021 
28-40891 
2851.">0 
280225 
1287290 
288309 
289444 
290521 
291_000i 
292081 
29:i704 
294819 
2959:10 
297025j 
2;i8lio' 
29920;: 
:«K.cio4i 
iloiloi 
:1025(K)1 


110224480024 
110889  187489 
111550488:4.% 
112225  189225 


112890 

11:1509 

114244 

114921 

lir>G00 

116284 

1109041 

117049 

118330 

119025 


11971G 

120409 

121104 

I2I8OI1 

122500 


190096 

190!M;9 

191844: 

192721 

19:4000 

194481 

195301 

190249i 

1971:401 

19802,5; 

198910: 

199809; 

2(K)7(4 

201001 

202:500 


:47:4:i2i 

374.544 

:4757tl9[ 
370990 
;478225' 
:47  9 45o] 
3.80089' 
:481924 
383104 
:484400 


'491401 

4;i28oi 
4942»  19 
497>010 
;497025 
49.84:10 
4;«)849 
.501204 
.')02t«41 
.504100 
f>0:5.521 
.5H4944 
.'■>08309 
;')O9790 

51 1225 

:>  1 20;  >0 ! 005'S,5<) 
514089 C074.89 
51.5.521  009124 
5109011070701 
.5184(Kl'072bKI 


641001 811801 
043204  813(X)4 
044809  8ir>409 
040410817210 
04.8025819025 
0490:40820836 
051249  822649 
<>528)44824464 
0.544811820281 
0,50100  828100 


057721 

(■.59:144 

0(4O!)09 

())>2,590 

00422.5 


829921 

.8:41744 

83,3569 

Ä35396 

837225 

8:490.50 

840889 

842724 

844.501 

.840400 


:V8.5tUl  519841  '074041 1848241 
:i80884  .52 1 28 1 07:5)  I.S4  K5X)84 
:488129!:522729l077:429l851929 
:l.89:47)i.52417(i[07897);;853776 

.*i!  M M »'iä  !:*.") ' ( M)2r)  I ^^r)5t>25 

•t!^ö7r»'r>2707(;,(>S->27i»  ^>7476 
:49:4129!528529  )8:4929  8.59329 
:49  4:4,8t  ;52:  <9.84  <8:5584 ' 80 1 1 84 
:!9.%4 1 i.5:ll  441 1)87241  8)4:4041 
:490;)00  5329)  Di  )889(K)|.804900 
398161  5643oVö;HK5iri , .8(1)4701 
399424 .5358241)492224  808024 
4<DH89  r>:l7289'093889  870489 


401 950':5:87.50  (49,5550 


4o:4225  ;540225 
4541096 
);543109 
1544644 
1 .546121 
J. 547(4)  K)[ 
:'>49)81 
l .5;'>(k5(44 
) 5.521  >49 
I ;5.5:45:4)4 
) 5f>.5(D_’5l 


097225 

0^96 

700T.69 

702244 


8723.50 

874225 

876090 

877969 

879844 


70:4921  !881 721 
70.50)  Di:  8.83(400 
707281  885481 
17089(44  887304 
|7I)N449  881824;) 
n2;4:4(;  8911:4)4 
1 71-1025  89:4)  D25 
i|.5.'’>);5io  7T5fi(:;8;i4;)io 
9 ■ .558)  D i;  I 7 1 7 4 19 1 ,8; )) 4809 


5,59:504 
:-d;iikh 
) ;502.5(K) 


719104  898704 
72O8).llj90(D401 
722.5(D)  1DD2:500 
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Tafel  licr  Quadrate  der  Zahlen  von  1 bis  1000. 

0 100  200  300  400  I .^iOO  000  700  800  900 

51  2001  22801  OlhXll  12;i20ll20;uol!30.‘}00l|42:j801^56-10ol'724201  904401 
,52  2704  23104  OOfHil  123iH>4  204304  3047(4i4251o4  .50.5r>o4  72.5904  900304 

53  280ft  23409  04<Kl9  121009  2o52o9'305809  4204091507009,727009.  908209 

54  2916  23710  04510jl2.5:!10  2O0110'3(X;910  42771G,5O8.510|7293I0:  910116 

55  3025  2402.5  (x)(l2.5|  120(»^)  ai7(K2£V3(IS02.5'4^^  912025 

■5Ö  3130  ”2l3;i0  (15.530  i 207.30;2(>79.!(!  »ilhlh;  lllOiWofellOÄ^^  913936 

57  3249  24049  0(KH9  127449'20K8 19  310219  431049  573049  734449  915849 

58  3304  24904  OOfdll  1281O4|2O9704  311.3(41 4321K14'.571.504'736104  916764 

59  :3481  25281  07081  128.881  210081[31248lj43428li57(X(8r  737881  919681 

60  3000!  25(«KI  07600  129000. 21100(  313000  435000  577600  7.391WO  921600 

■gT  "3721!  2592^1  G812"i  l.t(i32l!^252lj3i472lU.3i!(2r579l4M!^  ‘923521 

62  3841  26244  (W644il31014  2131 1 4315841  438214  .580041  7430  M 925444 
(s3  3969  26;'>09  09K;9ll317(;9l2143(!9  310909'439ri09 .582109  744769  927369 

64  4096  20896  090‘H):i321!M;'2l.529(i'318>96 41O890j.'’)83690'746496  929296 

65  _4^25.  27^25  7(r^.jljW^>I‘.^^)|319225 ;4t22255W^ 

“66  “4ä56''^.^50  7077)0  1339.5oj2171.5o'3‘2oa50  4435.50,58077>6;749956  933156 
67!  4489;  27889  71289,134(489  218(.)89L321489l444889!.588289  751689  935089 
(W  4624  28224  71824  437)424'219024  322024'446224  589824  753424  937024 

09!  4761  2.8,")01  72:!0i;i36101  219901  323761  447.561  5913011755161  938961 

70|  4900  28900  72!((i(i  l.‘169O)‘^W(X)|3249(iü|448;HK([.5921MK(|7f>6900  940900 
Tl  “50441  ■^(■JIl  T3l4T  i:i7(]4 1^841  326(“>41  45()241  7)9i44l!758(i41  942841 

72  5I84I  29.581  73981  13K!84'222781  327184  451581. 5959841760384  944784 

73  5329 1 29929  74529  139129J223729  328329:452929  597529i7(!2129  946729 

74  5476  30276  77)076  1398761224670  329470  4,54276  599076,763876  948676 

75  5025;  30625  778i25;HO(525|225)25  3i^i25  455625|600()25!7656  950625 

7()'  .577*)  301(76  7t)I70  141376, 2267)70. 331776|456976  (X)2176i  (67376  952576 

77  5929  3i.!29  7(;729  142129  •2275’29  332929  458329  603729  7(i9129  954529 

78  6084  31684  7728-1  142884  228484  334084, 459084'007)284  770884  956484 

79  6241  32041  7784lll43641  229441  335241  461041  606841  772641  958441 

80  64<JO  32400  78400|144400  230400  33(44<X(4(;240o^6084ü0  774400  960400 
“81  “6561'  ."0761  78961  147)161  2313(11  .337.501 403761 '609961  776i61  962361 

82  0721  3.3121  79.52114.5924  2.32324  338724  405124,011.524  777924  964324 

83  6889  .381.8!)  8))()89  140689.233289  339889  406489  613089  779689  966289 

84  70.V1;  33856  806(56, 147450i2.3427)0  3410,50'4(37850;614656  781456  968256 

R5  7225  34^  81225, ^482^1-^5^)  342225 1469227)  Gl0225|^32%  970225 

“86  “7396'“34596  '8lf9Ö  1489%‘'23(;i96  343396;470596,617796  784990  972196 

87  7.569  34969  82309  149769'237109  3447)69|471969, 619369, 786769  974169 

88  7744  36344  829M  17)0.544  238141  347>744|4733U  620944  788544  976144 

89  7921  35721  K1.521  151321  239121  346921  474721,622.521  790321  978121 

1X1  8100  36KK1  84100  ^UX)  2W1W(  024100, 792K»  ^80100 

“91  “8281  “äi-iSi  “84(l8i'l.5288ll2n08l  349281  !47748i(l2.5()8r,793881  982081 

92  8164  :X1804  852(i4  lö30O4'2420(;4!:l,5O464  478864  627264|795664  984064 

93  8049  3724!(;  8')849  1.54449  24'X)-4;)|37)1649!480249  628849,797449  986049 

94  88,36  .37630  80430  15.5236  2440;h;i3528'36l481636  631-H.36  799236  988036 

_95  9025  jW>25|  _87(J;^)  156(_(^  24.’’)( (25  :r)4025' 483025  632025;801025  _9900fö 
“96  9216  “3(4101 ‘(ffOlG  15(1810  24()(>1(r;i5.521o'484416  633616  802816  992016 

97  9K(9  38801(1  ,882(Ki  17)7(X(9  2170<K(l3564O9l485809  635209  804609  994009 

98  9604  392041  88804  17)8.1(41248(X)4  357604  487204  636804  806404  996004 

99  9801  39601 1 89401  1.59201 1249(X)1. 358801  488601638401808201  998001 
lOOKXXX)  40(X(0|  90(00  160(XX)i250000j360000  490000|640000  SIOCXX)  1000000 
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Quadrat  (Algebra). 


ao  ergibt  sich,  wenn  man  climinirl: 


'V2  + *W"3+ 


+»,  * =0 

•5,11  n 


\,2"2+»..3"3  + 


+ 0^  X 

H,tl  ■ 


WO  gesetzt  wird: 


9 Xi 


und  durch  Elimination  von  x^i 

^'3.3-'3+*'3,t"4+ 
«'«3"3  + »Vt"4+ 


+ -’'3.A 

= 0 


+»' 


4,» 


9’  ,*,+  »'  ,».+ 
»,3  3 «,4  4 


+ X =a», 


2,2  1,1' 


wo  = 

*»• 


'’m-V 


Eliminirt  man  auch  x^  u.  ß.  w.  so  erhält  man: 

r,r  *•  r,r+l  r+1  ' 

(r_2)  -(r-2)  , . »C-*> 

^+l.r^+^+l.  r+l^+l  + 


+ »'  / J =0 

r-fl,»»  *» 


»,r  n a.r+t  r+1 

(»—2) 

und  BO  fort:  9 x 

m.n 


, Jr-Z)  A'-3)  (r-4) 

+ .•»  X =n9  9 • 

»,»  • r— l,r— 1 r— 2.T— 2 

.(•-3)  ,(»-4) 

= ''»_l,a-l\-2,*-2  • • ■ \z\l- 


Wollte  man  aber  x direct  berechnen,  so  erhielte  man : 

» 

lü  -X  = A,  •«. 

» 1 


WO  A = 


also  durch  Vergleich  beider  Ausdrücke  ergibt  sich: 

,(^2, 

A _ n^n 


a 0 * • 

1.1  1,2 

\n 

a a • • • • 
1,1  1,2 

‘ ' \»-i 

na  • • 

2,1  2,2 

\n 

“2,l‘’2,2  ■ ■ ■ ■ 

■ ’ \n-i 

11,1  »,2 

• a 

f),n 

‘’«-l,l".-2,2  ■ 

• • a 

n— 1,«— 1 

(»-4) 


4*^  a 

2.2  1.1 


«— 1,»— 1 ^1— 2,  Ä— 2 

Da  nun  die  eben  gegebenen  Determinanten  mit  denen«  welcher  wir  ans  früher 
bedienten«  in  der  Form  übercinstimmen,  so  ist  auch 


b =]I<;1 =]U 


Dieser  Satz  wird  dämm  hier  gegeben,  weil  bei  Gelegenheit  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  auf  ihn  wird  znrflckgcwiesen  werden  müssen. 


Digilized  by  Google 


Quadrat  (magisches  oder  Zauber-},  i)  Quadrat  (magisches  oder  Zauber-). 


ftnadnt  (oagtuhes  oder  Zanber). 

Seme  EnUtchDngtweise  ist  die  folgende. 
Man  theilt  ein  Quadrat  in  eine  Anzahl 
kleinerer  Quadrate.  In  jedes  der  letz- 
teren wird  eine  Zahl  geschrieben,  welche 
alle  eine  arithmetische  Keihe  bilden. 
Die  Zahlen  müssen  dann  so  angeord- 
net werden,  dass  alle  diejenigen,  wel- 
che in  einer  vertikalen  oder  in  einer  ho- 
rizontalen Keihe  stehen , oder  eine  Dia- 
gonale bilden,  dieselbe  Summe  geben. 

Das  einfachste  Zaubcrqna- 
drat  ist  das  hier  belindliche. 
Es  sind  die  9 Zahlen  1 bis 
9 so  vertheilt : dass  die  senk- 
rechten Spalten : 4,  3,  8 — 
9,  5,  1 — 2,  7,  6.  eben  so 
wie  die  horizontalen  4,  9,  2—3,  5,  7 — 
8,1,6  und  die  Diagonalen  4,  5,  6 — 
2,  5,  8 dieselbe  Summe,  nämlich  15, 
ergeben.  Die  Anzahl  der  Zahlen  mnss 
offenbar  immer  eine  Qnadratzahl,  also 
gleich  n’  sein,  und  die  constante  Snmme 
der  einzelnen  Reihen  wird  der  ntc  Theil 
der  Summe  aller  vorhandenen  Zahlen  sein. 
Sie  wird  also  in  unserm  Beispiele 
IH-2-1-34-4-1-5-1-6+7-1-84'9 

3 = 

betragen,  denn  es  sind  n Reihen  (hori- 
zontale oder  vertikale)  vorhanden,  die 
zusammen  alle  gegebenen  Zahlen  ent- 
halten und  da  eine  jede  Reihe  dieselbe 
Summe  gibt,  so  mnss  letztere  der  nte 
Theil  der  Qesammtsumme  sein. 

Wir  wenden  uns  zu  einigen  Regeln 
Ober  die  Anfertigung  von  Zauberquadra- 
ten,  wobei  wir  annehmen  wollen,  dass 
die  Glieder  eines  solchen  die  natürlichen 
Zahlen  von  1 an  seien.  Auf  diesen  Fall 
lassen  sieh  n&mlich  die  andern  zurück- 
ffihren.  Wir  unterscheiden  folgende  Fille : 
Fall  I.  Die  Seite  des  Quadrats  ent- 
halte eine  ungrade  Anzahl  von  Theilen, 
also  2n-|-l. 


Zanberqnadrat  mit  25  Feldern. 


11 

18 

25 

2 

9 

10 

12 

19 

21 

3 

4 

6 

18 

20 

22 

23 

5 

7 

14 

16 

17 

24 

8 

15 

Auflösung,  Man  schreibt  die  Zahl 
1 in  das  mittlere  Feld  der  untersten  Uo- 
rizontolrcibe , und  fährt  fort  die  natür- 
lichen Zahlen  2,  3 n.  s,  w.  in  folgender 


Zauberquadrat  mit  49  Feldern. 


22 

31 

40 

49 

2 1 11 
1 

20 

21 

23 

32 

41 

43 

3 

12 

13 

15 

24 

33 

42 

44 

4 

5 

14 

16 

25 

34 

36 

45 

46 

6 

8 

17 

26 

35 

37 

38 

47 

7 

9 

18 

27 

29 

30 

39 

48 

1 

10 

19 

28 

Weise  zu  schreiben , jede  Zahl  kommt 
rechts  von  der  vorhergehenden  in  der 
unter  derselben  beündlichen  Reihe,  z.  B. 
7 rechts  unter  6 zu  stehen.  Würde  in 
dieser  Weise  irgend  eine  Zahl,  wie  s.  B. 
schon  2 unterhalb  der  untersten  Horizon- 
talreihe kommen , so  snbstitnirt  man  an 
deren  Stelle  die  oberste  Reibe  derart, 
dass  die  Vertikalreihe  der  oben  gegebe- 
nen Regel  nach  gewählt  wird.  Ebenso 
wenn  eine  Zahl  rechts  von  der  letzten  Ver- 
tikalreihe stehen  würde.  Sie  nimmt  dann 
ihren  Flatz  in  der  ersten  Vertikalreihe 
links,  ohne  dass  die  Uorizontalreihe,  die 
sich  aus  nnserer  Regel  ergibt,  geändert 
wird.  Z.  B.  in  dem  aus  25  Feldern  be- 
stehenden Quadrate  müsste  2 in  der  un- 
terhalb 1 befindlichen  Horizontalrcibe 
nnd  im  vierten  Felde  derselben  stehen, 
da  eine  solche  Horizontalreihe  nun  nicht 
vorhanden  ist,  so  wird  2 ins  vierte  Feld 
der  ersten  Horizontalreihe  kommen.  23 
müsste  in  die  rechts  von  22  befindliche 
Vertikalreihe  nnd  im  vierten  Felde  der- 
selben stehen,  da  sich  aber  22  in  der 
letzten  Vertikalreihe  befindet,  so  kommt 
23  ins  vierte  Feld  der  ersten  Vcrtikol- 
reibc.  Ist  ferner  der  Platz,  auf  welchen 
nach  diesen  Regeln  eine  Zahl  gestellt 
werden  muss,  schon  ansgefüllt,  so  ist  die 
fragliche  Zahl  vertikal  über  die  zuletzt 
geschriebene  zu  stellen.  Z.  B.  in  dem 
aus  25  Feldern  bestehenden  Quadrat  ist 
das  Feld  rechts  nnd  unterhalb  der  5 
schon  durch  1 ausgefullt,  6 wird  also 
über  5 geschrieben,  der  Platz  der  7 er- 
gibt sich  nach  der  ersten  Regel.  Nach 
diesen  Regeln  sind  die  beiden  hier  hin- 
zugefügten  Quadrate  eonstmirt. 

Beweis  der  Regel.  Unser  Qnadrat 
besteht  ans  (2»-f  1)’ Feldern,  auf  denen, 
wie  leicht  zu  sehen  ist,  je  2n-f-l  auf  ein- 
andcrfolgende  Zahlen  so  nach  unserer  Re- 
gel gmppirt  werden,  dass  unter  denselben 


■J1 

9 

2 

3 

5 

7 

00 

1 

6 

Quadrat  (magisches  oder  Zauber-).  10  Quadrat  (magisches  oder  Zauber-). 

nie  2 in  derselben  Vertikalrcihe  nnd  auch  reihe  angchörigen  Zahlen  beliebig  in  die- 
nicht  in  derselben  Horizontalreihe  zu  stc-  scr  Keibe  verrücken,  wenn  nur  ihre  Ho- 
hen kommen.  Dies  ergibt  sich  daraus,  rirontalstellung  dadurch  nicht  berührt  wird, 
dass  man  ja  immer  zugleich  nach  unten  Statt  daher  die  Zahlen  zugleich  nach  rechts, 
und  nach  rechts  fortschrcitet  Wir  bc-  und  nach  unten  rorschreiten  zu  lassen, 
weisen  zunächst,  dass  die  Vcrtikalreihcn  ist  cs  uns  gestattet,  nur  nach  rechts  in 
gleiche  Summen  geben,  für  diesen  Be-  derselben  Uorizontalrcihe  vorzurücken, 
weis  können  wir  die  derselben  Vertikal-  Die  Ordnung  wird  dann  die  folgende: 

Allgemeine  Formel. 

?— (p— 1)'  ? — (P~2),  q—'i,  q-%  ? — 1 


2p-t-3,  2p +4,  2p -1-5, 

p-|r2,  p-l-3,  p-l-4, 

1,  2,  3, 

ZahlenbciepicI  für  2«-l-l  = .5. 


25, 

21. 

22, 

23, 

24 

19, 

20, 

16, 

17, 

18 

13, 

14, 

15, 

11. 

12 

7, 

8, 

9, 

10, 

6 

1, 

2, 

3, 

4 

5 

WO  in  der  allgemeinen  Formel  p für 
2«  + l,  q für  (2rt  + l)'^  gesetzt  ist.  Es 
ist  hier  nur  die  Ordnung  der  Zahlen  in- 
nerhalb der  einzelnen  V'^crlikalrcihcn  ge- 
ändert, wodurch  die  Summe  dieser  Ver- 
tikalrcihen  nicht  berührt  wird.  Die 
ersten  p (itn  Zahlenbcispicl  5)  Zahlen 
bilden  die  unterste  Reihe,  über  der  letz- 
ten dieser  Zahlen  p oder  5 kommt  der 
Regel  gemäss  p+1  oder  G,  also  ins 
letzte  horizontale  Feld  , ins  erste  Feld 
p-|-2  oder  7 und  so  fort,  über  2p  oder 
10  kommt  2p+l  oder  11,  in  gleicher 
Weise  wird  fortgefahren.  Die  unterste 
Reihe  enthält  also  die  Zahlen  von  1 bis 
p,  die  zunächst  darüber  stehende  die  von 
p+1  bis  2p  n.  8.  w.  Jede  Zahl  der 
ersten  Reihe  hat  also  die  Form  rr.  Jede 
Zahl  der  nächsten  Reibe  die  Form  p + o', 
der  folgenden  2p-!-«"  n.  s.  w,,  wo  die 
Grössen  alle  Werthe  von  1 bisp 

annehmen.  Die  Anordnung  aber  ist,  wie 
augenblicklich  zu  sehen,  der  Art,  dass 
in  derselben  Vertikalrcihe  nie  dasselbe 
« 2raal  Vorkommen  kann ; es  rührt  dies 
daher,  dass  jede  Reihe  gegen  die  vor- 
hergehende um  eine  Stelle  verschoben  ist. 
Da  nun  jede  dieser  Veriicalreihcn  aus 
p Gliedern  besteht,  und  in  jedem  Gliedc 
ein  anderes«,  also  alle  Zahlen  von  « = 1 
bis  « = 7 Vorkommen,  so  ist  die  Summe 
einer  jeden  dieser  Reihen: 

p + 2p4* .. . +0*  — 1) p+ 1-1-2 + 3+.  ..+p. 

Die  Vertikalreihen  haben  also  in  der 
That  dieselbe  Summe. 

Wir  wollen  jetzt  die  Summen  der  Ho- 
rizonialrcihen  bestimmen,  und  können 
ans  diesem  Grunde  die  Zahlen  beliebig 


. • . • 3p,  2p -hl,  2p-)-2 

. . . . 2p  — 1,  2p,  p-l-1 

p-2,  p-1.  p 

aus  einer  Vcrtikolrcihc  in  die  andere 
seucn,  wenn  wir  nur  die  Ordnung  inner- 
halb der  Huriiontalreihen  bewahren.  Wir 
w&hlcn  folgende  Anordnung: 

Allgemeine  Formel. 


p — 1,  p-bl  • • • • , — 3 
p,  p-t-2  • • • • q — 2 
1,  p + 3 ■ . • • 9-1 
Zahlcnbcispiel. 

2,  !t,  11,  IS,  25 

3,  10,  12,  19,  21 

4,  6,  13,  20.  22 

5,  7,  14,  16,  23 

1,  8,  1.5,  17,  24 

Die  1 beginnt  unten,  2 steht  darüber 
in  der  ersten  Horiiontalreihe , wie  cs 
die  Regel  verlangt:  wir  haben  nns  eben 
nur  gestattet,  diese  Zahl  nicht  nach  rechts 
iLU  verrücken,  was  ja  nur  die  2 in  eine 
andre  Vertikalrcihe  bringen  würde,  wo- 
rauf wir  jetzt  keine  Rücksicht  nehmen, 
p-fl  oder  6 kommt  der  Regel  gem&ss 
in  die  zweite  Vertikalrcihe  über  p oder 
5,  p-1-2  oner  7 unmittelbar  unter  p-t-1 
oder  6 nnd  so  fort;  es  ist  klar , dass 
sich  nunmehr  die  horizontalen  Reihen 
ganz  wie  früher  die  vertikalen  aus  den 
Zahlen  o,  p-bn’,  2p-l-«'’.  ■.  zusammcii- 
setzen;  auch  kann  dasselbe  n nicht  2mal 
in  derselben  Vertikalrcihe  Vorkommen, 
denn  wie  man  sieht,  springen  die  Grössen 
1,  p-j-1,  2p-(-l,  oder  im  Zahlen-Bcispicl 
1,  6,  11  immer  um  2 Felder  gegen  das 
vorhergehende  in  die  Höhe,  Es  könnte 
hierbei  nur  dann  eine  Horizontnireihe 
2 der  Zahlen  »p-bl  und  *p-(-l  enthalten, 
wenn  p durch  2 theilbar  wäre;  p aber 
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i8t  nach  nnaerer  Annahme  ungerade,  ee  gleich  2n+l  geeetxt  wird,  daes  jede 
werden  alio  alle  Horizontalreihen  ein-  Reibe  von  2n-(-l  Zahlen  n Felder  tiefer 
mal  und  nur  einmal  a = l,  n = 2...a  = p als  die  vorhergehende  die  Diagonale 
enthalten.  Die  Summe  einer  solchen  trifft  (also  fflr  2n-|-l=5  um  2 Felder, 
Horizontalreihe  ist  also  gleich  der  bei  für  2n-l-l  = 7 um  3 Felder  tiefer),  vor- 
den  Vertikalreihcn  gefundenen.  ausgesetzt  dass  die  unter  dem  tiefsten 

Jetzt  haben  wir  noch  die  Diagonalen  gedachten  Felder  durch  die  am  hfichsten 
zu  nntersuchen.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  liegenden  der  Diagonale  ersetzt  werden, 
dass  die  von  links  nach  rechts  hinab-  wie  dies  ja  unsre  Regel  verlangt, 
steigende  Diagonale  die  natürliche  Reibe  Man  sicht  dies  am  leichtesten  ein, 
derjenigen  p auf  einander  folgenden  wenn  man  bemerkt , dass  die  mittlere 
Zahlen  enthalt,  welche  in  der  Mitte  der  Zahlenreihe  (bei  2n-f-l  = 5 die  Reihe  11, 
p*  ersten  Zahlen  liegen ; diese  sind  offen-  42,  13,  44,  1.5)  unsere  Diagonale  in  der 
bar:  wenn  i-f-1  die  kleinste  dieser  Zah-  Mitte  trifft,  die  folgende  Gruppe  aber 
len  ist:  im  äussersten  Felde  unten,  also  in  der 

s-(-l,  s-t-2,  ...  i+p,  That  n Felder  tiefer;  dies  findet  aber 

also  ihre  Summe  ps-i-l-l-2-r3  . . . -f-p.  allgemein  statt,  da  die  Gruppen  ja  in 
Es  ist  aber  leicht  ersiebdieh,  dass  i + l Bleicher  Weise  sich  gegen  einander  ver- 
n’  + l p— 1 halten. 

gleich  — 2 2~  Es  ist  aber  anch  zu  erkennen,  dass  wenn 

* , s(2n-f-l) -(-«  die' Zahl  einer  Gruppe  ist, 

oder  gleich  1+?-^^  ist;  es  ergibt  welche  die  Diagonale  triff!,  (j-(-l)  (2n  + l) 
^ 4*rt  — (rt  — 1)  die  entsprechende  der  näch- 

sich  also:  s = 1+2+ . . +p- 1 Gruppe,  also  dafür  n'  = «-(n-l) 

2 ^ sein  muss.  Dies  erhellt  ebenfalls  angen- 

also : blicklich  für  die  mittlere  Reihe,  wo  rr  :=  n*fl 

ps  = p + 2p+  . . . +(p  — l)p»  ist,  und  für  die  folgende,  wo  a'  die  «weite 

BO  dass  für  diese  Diagonale  die  oben  ge-  ZahlderGnippc,also«'  = 2 -n-f  1 — (n  — l) 
gebene  Summe  der  Vertikal-  und  Hori-  ist;  allgemein  folgt  dies  aus  dem  glci- 
zontalrcihen  ebenfalls  stattündet.  chen  Verhalten  zweier  auf  einander  fol- 

Betrachten  wir  jetzt  die  von  Rechts  gendon  Gruppen  gegen  einander.  Für  den 
nach  Links  hinabsteigende  Diagonale  Fall  wo  rr  — (n  — 1)  negativ  wird,  ist 

Da  dieselbe  sich  in  entgegengesetzter  2n  + l hinzu  zu  fügen;  dies  ergibt  sich 

Richtung  nach  unten  bewegt,  als  wir  bei  daraus,  dass  eine  Zahl,  die  unterhalb  des 
der  Bildung  des  Quadrats  jeden  Cyclus  untersten  Feldes  zu  stehen  kommen 

von  p auf  einander  folgenden  Zahlen  würde,  oben  zu  schreiben  ist. 

fortschrciten  Hessen,  so  wird  immer  eine  Es  möge  nun  fi  die  der  mittleren 

Zahl  aus  jeder  der  p Gruppen  einmal  Gmppe  angchörende  Zahl  der  Diagonale 

diese  Diagonale  treffen,  und  sie  besteht  sein,  so  ist: 
also  ebenfalls  aus  den  Zahlen  r-,  p^tt\ 

+ u.  8.  w.  Jedoch  ist  nicht  er-  a = ^ =M(2«  + l)-f  n-f  1 

wiesen  und  auch  nicht  allgemein  richtig,  ^ 

dass  jedes  a hier  nur  einmal  vorkummt.  und  also  das  zugehörige  n wird  gleich 

indess  sieht  man  leicht,  wenn  p wieder  m+1,  die  Summe  der  a aber  wird  dann: 

Ä + ■ . • =(n+ 1 — 2n)-l- (n -f- 1 — 2/1— 2)4'  • ■ • 4‘(w4‘l“2)-f*(rt+l) 

4-(n+l+2)4-(n-f  1+4)4*  ■ . • 4-(«+l  f2n), 
wo  für  jede  dieser  Zahlen,  die  negativ  wird,  2/i4-l  hinznzufügen,  für  jede  die 
grösser  als  2/t 4-1  ist,  diese  Zahl  abzuziehen  ist,  dies  gleicht  sicli  jedoch  vollstän- 
dig aus,  und  man  erhält  schliesslich: 

«4"*^4"f*^^4"  • •*  = (2h4“  1) (tt4*l)  — 14"34*34'  4"2/i4'l  — 14‘24"3  . . • 4~p. 

Diese  Summe  ist  also  genau  dieselbe,  Anfl.  Man  thcilt  das  Quadrat  in 
als  die  Summe  der  a in  den  Horizontal-  kleinere  Quadrate,  deren  jedes  4 Thcile 
und  Vcrtikalrcihen,  hiezu  kommt  noch  des  grosseren  enthalt,  so  dass  die  mitt- 
ganz wie  dort  f>4-2//4"  • • ♦ +(P~1)/^»  4 Felder  ein  Quadrat  bilden;  nach 

wie  oben  gezeigt  wurde,  so  dass  in  der  ausseu  hin  werden  dann  Felder  übrig 
That  beide  Diagonalen  unter  einander  bleiben,  die  nicht  im  Quadrate  unter- 
und  mit  den  HorizonUil-  und  Vertikal-  zubiingcu  sind,  wie  dies  das  beigefügte 
reiben  dieselbe  Summe  geben.  Quadrat,  dessen  Seite  8 Theilc  hat,  an- 

Fall  U.  Die  Seite  des  Qnadrats  ent-  zeigt.  In  diese  Zeichnung  trägt  man 
halte  eine  grade  Anzahl  von  Theilenund  nun  von  links  oben  beginnend  die  Zah- 
sei  von  der  Form  4n.  len  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  der- 
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art  ein,  dass  immer  abwechselnd  eins 
der  durch  die  Zeichnung  gegebenen  Qua- 
drate und  Rechtecke  ausgefüllt  wird,  und 
eins  leer  bleiht;  die  zu  den  leeren  Fel- 
dern gehörigen  Zahlen  hleihen  darum 
weg.  Z.  B. : 


Die  Zahlen  2,  3,  5,  8 u.  s.  w.  wor- 
den hier  in  die  übersprungenen  Felder 
kommen  und  bleiben  darum  weg. 

Nun  fangt  man  die  Zahlenreihe  von 
neuem  an,  aber  von  unten  rechts,  derart, 


dass  man  nur  die  vorhin  übergangenen 
Felder  mit  den  zugehörigen  Zahlen  aua- 
füllt,  also; 


1 

15 

14 

4 

12 

6 

7 

9 

8 

10 

11 

5 

13 

3 

2 

16 

1,  4 u.  s.  w.  bleihcn  fort,  weil  die  ent- 
sprechenden Felder  schon  ausgefüllt  sind. 

So  sind  die  hoifolgcnden  Zauberqua- 
dratc  gebildet: 

64  Elemente. 
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28 
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Beweis  der  Regel.  Znoichst  Was  nnn  die  Horizontal-  und  Verti- 
sieht  man  angenblirklich , dass  beim  kalreihen  anbetrifft,  so  wollen  wir  2a  = s 
Schreiben  der  ersten  HSlfte  der  Zahlen  nnd  die  (2<)*  ersten  Zahlen  wirklich  in 
bereits  beide  Diagonalen  ausgeruUt  sind,  der  Form  eines  Quadrats  geschrieben 
dass  sich  also  in  ihnen  dicüclbcn  Zahlen  denken,  also  2>  in  jede  Horizontal-  nnd 
befinden,  welche  darin  enthalten  sein  Vertikalreihc.  Je  zwei  Reiben  (vertikale 
würden , wenn  mau  die  natürliche  Zali-  oder  horizontale),  welche  von  den  Seiten 
lenrcihe  in  Form  eines  Quadrats  schriebe,  des  Quadrats  glcichweit  absteben,  mOgen 
Ist  f die  Anzahl  der  Thcilc  der  Seile,  so  entsprechende  Reihen  heissen , also  die 
werden  diese  Diagonalen  von  den  Zah-  kte  und  die  2s— k+ltc;  wenn  man  dann 
len:  1,  p + 2,  2p  + 3,  3p+4...p.  p nnd  dielläirte  der  Zahlen  einer  (horizontalen 
von  : p,2p— 1,3p— 2,4p— 3. . .(p— oder  vertikalen)  Reihe  mit  denjenigen 
gebildet.  Die  Summe  beider  arithmeti-  der  entsprechenden  Reihe  vertanscht, 
sehen  Reihen  ist  aber  gleich:  (1  + 24--. ■ welche  so  weit  vom  Endo  entfernt  sind, 
+ p— 1,  P+1+2+3+  . . • p,  ganz  wie  als  die  ersten  vom  Anfang,  so  haben 
schon  bei  Fall  I.  die  Summe  der  einzel-  alle  Reihen  gleiche  Summen.  Denn  die 
nen  Reihen  des  Quadrats  angegeben  wurde,  kte  Reihe  ist: 

2(A-1)  j+1,  2(*-l)s+2  . . . 2(*-l)s+i  . . . 2(k-l)s+2«-l,  2ts, 
die  entsprechende,  also  2s— i-f-lte: 

2(2s-k)  s+1,  2(2i-*)  s+2  . . . 2(2s-k)  s+2s-i-|-l  . . . 2(2i-A)  s+2i-l, 

2(2s-A+l)j. 

Die  Summe  zweier  beliebigen  Glieder 
beider  Reihen,  die  gleich  weit  von  den 
Enden  stehn,  ist:  4i’  + l.  also  die  Summe 
jeder  der  beiden  Reihen  2s  (4s’ + 1). 

Es  ist  aber  leieht  zu  sehen,  dass  bei 
nnserm  Verfahren  diese  Vcrtanschnng 
sowohl  für  die  vertikalen  als  für  die 
horizontalen  Reihen  vorgenommen  ist, 
worans  die  Richtigkeit  des  Verfahrens 
folgt. 

Fall  III.  Die- Theile  der  Seite  des 
Quadrats  seien  grade  und  von  der  Form 
4a+2. 

Anfl.  Die  Auflösung  beruht  anf  den- 
selben Prinzipien,  als  die  des  vorber- 
gebnden  Falles,  ist  jedoch  complioirter. 
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Man  ordnet  zon&chet  alle  Zahlen  von 
1 biB(4»+2)  * in  eine  quadratische  Form, 
derart,  dass  die  1 das  erste  Feld  links 
oben  inne  hat,  wie  dies  hier  für  die 
Werthe  n = l und  fi^2  geschehen  ist. 
Die  links  geschriebene  vertikale  Ziffer- 
reihe zeigt  die  Ordnungszahl  der  horizon- 
talen Spalten  an,  w&brend  die  Ordnung 
der  vertikalen  Spalten  durch  die  erste 
Zifferreibe  bestimmt  ist.  Durch  die  Ver- 
einigung zweier  dieser  Ordnungszahlen 
ist  dann  jedes  Feld  und  die  darin  be- 
findliche Zahl  bestimmt,  so  nimmt  z.  B. 
in  der  ersten  Figur  die  Zahl  28  das 
Feld  (4,  5)  ein  , d.  h.  sie  ist  die  vierte 
Zahl  in  der  fünften  Vertikalrcihe. 

Nun  bilde  man  folgendes  Schema,  das 
ans  Zeilen  und  2n-|-l  Vertical- 

colnmnen  besteht. 

ln  die  erste  Colnmnc  kommen  alle 
Zahlen  von  1 bis  2n-f-l  und  neben  ihnen 
ihre  Erg&nznngen  zu  4n-f-3.  Die  erste 
horizontale  Reihe  wird  gebildet,  indem 
man  neben  1 noch  n+1  der  übrigen 
Glieder  als  Anfangsglicdcr  der  Columnen 
schreibt,  diese  Columnen  werden  dann  so 
aosgefOllt,  dass  unter  dem  Anfangsglied 
die  folgenden  in  der  Ordnung,  wie  sie 
in  der  ersten  Columne  stehen,  sich  be- 
finden, indem  man  das  erste  Glied  als 
auf  das  letzte  folgend  betrachtet. 

Die  in  der  ersten  Columne  befiudlichcn 
Zahlen  werden  mit  den  horizontalen,  die 
der  übrigen  mit  den  vertikalen  Ordnungs- 
zahlen der  Columnen  in  I.  und  11.  iden- 
tificirt.  Die  Glieder  unserer  Quadrate  I. 
und  11.,  welche  dann  durch  die  Verbin- 
dung einer  der  Zahlen  der  ersten  Co- 
lumnen  ans  unserm  Schema  mit  einer 
der  beiden  in  der  letzten  Columne  be- 
findlichen Zahlen  in  derselben  Zeile  be- 
stimmt sind,  haben  wir  durch  einen  Strich 
unter  der  Zahl  bezeichnet,  diejenigen, 
welche  durch  Verbindung  einer  der  Zah- 
len der  ersten  Columne  im  Schema  mit 
einer  daneben  stehenden  der  vorletzten 
Colnmnc  bestimmt  sind , wurden  mit 
einem  Strich  oberhalb  versehen.  Dieje- 
nigen Zahlen  der  Quadrate,  welche  der 
Verbindung  einer  Zahl  der  ersten  Co- 
lumne  mit  einer  dancbcnstchendcn  ir- 
gend einer  andern  im  Schema  (mit  Aus- 
nahme der  letzten  nnd  vorletzten  Columne) 
entsprechen,  sind  mit  hervorstechender 
Schrift  gedruckt.  Dies  wird  sich  durch 
Vergleich  der  Quadrate  I.  und  U.  mit 
den  hier  bcigef&gten  beiden  Schema  er- 
geben. 

Bier  ist  z.  B.  in  Fig.  II.  51  mit  dem 
Strich  unterhalb  verfehen,  weil  sie  der 
Combination  (1,6)  ans  d«r  letzten  Columne 
als  Schema  entspricht,  76  hat  den  Stricli 


Schema  zu  Fig.  I. 
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oberhalb,  weil  die  Combination  (6,8)  atu 
der  ersten  und  vorletzten  Spalte  entnom- 
men ist,  68  ist  fett  gedrn^t,  weil  die 
Combination  (8,7)  von  der  ersten  und 
zweiten  Spalte  des  Schema  berrührt.  Das 
Quadrat  enthält  nun  4 Arten  Zahlen, 
mit  denen  man  folgendermaassen  verfährt. 
1)  Die  weder  gesuicbenen  noch  fett  ge* 
druckten  behalten  ihren  Platz.  2)  Von  den 
oben  gestrichenen  vertauscht  man  je  vier 
zusammengehörige,  d.  h.  welche  von  den 
einander  gegenüber  liegenden  Seiten  des 
Quadrats  gleich  weit  entfernt,  wenn  sie 
<!•••& 

die  Stellung  [ | haben,  derart,  dass 

c • • • rf 
rf  • • * c 

ihre  Stellung  ] * wird.  3)  Von  den 

fl  • • • 6 

unten  gestrichenen  werden  immer  4 zu- 
sammengehörige so  vertauscht,  dass  sie 

fl  ...  5 


aus  derStcllnng  I *in  die  Stellung 


. 

6 . . . 
in  2. 
6 . . . 

fl  . . . 


c • • • d 

fl 

* übergehen  (statt  dessen  kann 
c 

c • • • d 

auch  Stellung  ' * in  3. 

fl  ...  6 

c 

* genommen  werden).  So  z.  B. 
d 
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verwechselten  in  h'ig.  2 die  oben  gestri» 

3 • . 8 

ebenen  Zahlen  * * ihre  Stelle , so 

93  • • 98 
98  • • 93 

das»  daraus  ’ * wird,  dagegen  gc- 

3 . • 8 

35  • • 38 

ben  die  unten  gestrichenen  Zahlen 

05  ■ • 68 

66  • • 35 

in  ' * Ober,  wo  die  zuerst  be- 

36  • • 65 

xeichnete  Stellung  gewählt  ist.  4)  Die 
fett  gedruckten  Zahlen  aber  werden  wie 
ln  Fall  II.  ersetzt,  man  fangt  nämlich 
die  natürliche  Zahlenreihe  abermals  an, 
aber  von  rechts  unten  beginnend,  nnd 


füllt  die  den  fett  gedruckten  Zahlen  ent> 
sprechenden  Felder  durch  die  nunmehr 
anf  sie  fallenden  Zahlen  aus.  Auf  diese 
Weise  nehmen  die  Figuren  I.  und  II. 
folgende  Gestalt  an. 
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Der  Beweis  der  Richtigkeit  beruht 
auf  denselben  Frindpien,  wie  der  zum 
Fall  II.  Anf  die  angegebene  Weise  wer- 
den nftmlicb  in  jeder  Horizontal  - und 
Vertikalreihe  die  Hälfte  der  Zahlen  durch 
die  Zahlen  der  entsprechenden  Reihe  er- 
setzt; der  Unterschied  vom  vorigen  Falle 
ist  indess  der , dass  mit  den  znrückblei- 
benden  Zahlen  Verwechselungen  inner- 
halb ihrer  Reihen  geschehen,  was  natürlich 
die  Summen  nicht  berührt.  Uebrigens 
behalten  die  Diagonalzahlcn  die  Stelle, 
weiche  sie  in  der  natürlichen  Zahlenreihe 
einnehmen,  nnd  somit  gilt  für  sie  das 
oben  in  Fall  11.  Gesagte  ebenfalls. 


Ausser  diesen  Constructionen  gibt  es 
noch  viele  andere,  und  sind  dieselben 
auch  mancherlei  Bedingungen  zu  unter- 
werfen. So  kann  man  z.  B.  einem 
Zauberquadrate  eine  magische  Einfas- 
sung geben,  d.  h dnreh  Einfassung  ein 
neues  grösseres  Quadrat  bilden,  welches 
ebenfalls  die  Eigenschaft  eines  magischen 
hat. 

Wir  haben  immer  in  die  Quadrate  die 
mit  1 beginnende  natürliche  Zahlenreihe 
gesetzt.  Es  ist  jedoch  ohne  Weiteres 
ersichtlich,  dass,  wenn  man  statt  dessen 
eine  beliebige  aritbmetisebo  Reihe : 
a+6,  nd~26,  a-1-44  • • • 
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nimmt,  es  eben  nur  auf  die  Zahlenfacto- 
ren  von  6 1,  2,  3,  4 . . . ankommt  und 
mit  diesen,  so  wie  hier  gezeigt  wurde, 
verfahren  werden  kann. 

Was  die  Gescliichte  der  magischen 
Quadrate  anbetrifft,  so  sind  sic  wahr- 
scheinlich indischen  Ursprungs,  und  ha- 
ben wohl  zunächst  als  Talisman  oder  in 
irgend  anderer  Weise  dem  Aberglauben 
gcdicut.  In  Europa  hat,  soviel  man 
weiss,  zuerst  der  Grieche  Emanucl  Mo- 
schopulos,  der  ums  Jahr  1400  lebte, 
über  magische  Quadrate  geschrieben,  wahr- 
scheinlich auch  mit  Uficksicht  auf  ihre 
angenommenen  übcrnutürlichcn  Eigen- 
schaften , dann  Agrippa  von  Nettesheim 
(gestorben  welcher  die  Quadrate, 

deren  Seiten  3 bis  9 Zahlen  enthalten, 
aufstellte.  Er  ist  deshalb  der  Zauberei 
angeklagt  worden.  Bacdict  de  Mcziriac, 
sein  Schüler,  fand  eine  Methode  für 
alle  Quadrate , deren  Wurzel  ungrade 
ist.  Frenielc  (im  17.  Jahrhundert)  zeigte 
die  Art,  wie  und  wie  oft  man  Qua- 
drate versetzen  krmne , auch  lehrte  er 
den  Quadraten  magische  Einfassungen 
zu  geben. 

Poignard,  Canonicus  in  Brüssel,  schrieb 
1703  über  magische  Quadrate;  er  zeigte, 
w’ie  man  z.  B.  ein  Quadrat  von  86  Fel- 
dern in  der  Weise  der  magischen  mit 
nur  den  6 ersten  Zahlen  ausiUllen  künnc, 
derart,  dass  eine  Zahl  nie  zweimal  in 
derselben  horizontalen  oder  vertikalen 
Reihe  oder  in  einer  Diagonale  vorkommc; 
auch  ersetzte  er  die  ariüimctiscbc  Ueihe, 
welche  die  Zahlen  bilden  sollen,  durch 
eine  geometrisehc.  La  Hire,  welcher 
1705  über  diesen  Gegenstand  in  den 
memoiret  de  Vacademie  geschrieben  hat, 
gibt  ebenfalls  allgemeine  Methoden  für 
die  ungraden  Zahlen , und  in  denselben 
Memoiren  hat  sich  1710  Sauveur  hiermit 
beschäftigt.  Von  Deutschen  ist  Adam 
Riese  (1550)  su  nennen,  ln  neuerer 
Zeit  bat  MoUweide  {De  quadrat^s  ma~ 
picii  commenlatio,  Lipsiae  1816)  diesem 
Gegenstände  eine  Schrift  gewidmet. 

WissenschafUicheAnwendung  haben  die 
magischen  Quadrate  selbstverständlich 
nicht  gefunden. 

anadrate  (Methode  der  kleinsten). 

1)  Der  Zw'eck  dieser  von  Gauss  herrüh- 
renden Theorie  ist  es,  in  einer  Fnnction, 
welche  gewisse  Constanten  enthält,  wel- 
che durch  Beobachtung  spccicllcr  Fälle 
zu  bestimmen  sind,  diese  Constanten 
auch  dann  zu  bestimmen,  wenn  die 
Anzahl  der  Beobachtungen  die  Anzahl 
der  zur  Bestimmung  erforderlichen  Glei- 
chungen übersteigt.  Da  nämlich  in  der 


angewandten  Mathematik,  Astronomie 
Physik  und  in  den  verschiedenen  prak- 
tischen Rechnungen  dergleichen  Beob- 
achtungen durch  Wägen,  Messen  u.  s.  w. 
erfolgen,  jede  dieser  Beobachtungen  aber 
einen  von  verschiedenen  Ursachen  her- 
rühremlen  Fehler  enthält,  so  wird  auch 
dem  Resultat  ein  mehr  oder  minder 
grosser  Fehler  ankleben.  Bestimmte 
man  also  die  Constanten  durch  nur  so- 
viel Beobachtungen , als  um  die  erfor- 
derlichen Gleichungen  zu  haben  nöthig 
ist,  Hesse  dann  gewisse  Beobachtungen 
weg  und  ersetzte  sie  durch  eben  so 
viele  neue  und  bestimmte  aus  diesen  die 
Constanten,  so  würden  iu  der  Hegel  von 
den  Enten  mehr  oder  minder  abwei- 
chende Hcsnltate  sich  ergeben,  und  man 
wüsste  nicht,  welches  Resultat  dem  andern 
vorzuziehen  wäre. 

Es  empfiehlt  sich  also,  gleich  alle 
gemachten  Beobachtungen , so  viel  auch 
deren  seien,  zu  benutzen,  und  aus  diesen 
die  Constanten  so  zu  bestimmen,  dass 
der  Fehler,*  der  sich  daraus  ergibt,  ge- 
mä.ss  den  Gesetzen  der  Wahrscheinlich- 
keit möglichst  klein  sei.  Der  Zweck 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ist 
cs,  dies  zu  erreichen,  und  sie  ist  also 
als  eine  Anwendung  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung auf  die  angewandte  Ma- 
thematik zu  betrachten. 

Sei  F(a,  6,  r,  ir  ...)  eine  be- 

liebige Fnnction  der  Variablen  w,  v,  ir  und 
a,  by  c stellen  Constanten  vor,  deren  Zah- 
Icnwerthe  durch  Beobachtungen  zn  be- 
stimmen sind.  Man  braucht  dazu  die 
Beobachtung  so  vieler  specieller  Falle 
als  Grossen  a,  6,  c . . . vorhanden  sind. 
Seien  in  einem  dieser  Fälle,  V|,tC|  . .. 
die  Werthe  der  Variablen  «,  r,  w,  C der 
Werth  von  F(«,  A,  c «Cj  ..  .), 

wie  er  sich  durch  die  Beobachtung  er- 
gibt, 80  wäre,  wenn  die  letztere  voll- 
kommen genau  wäre, 

F=C-, 

da  aber  dies  nicht  der  Fall  ist , so 
setzen  wir 

F-C=x 

und  nennen  x den  Beobachtungsfebler. 
Er  ist  desto  kleiner,  je  besser  die  ge- 
brauchten Instrumente  und  je  gewandter 
der  Beobachter  ist. 

Wir  haben  jetzt  gemäss  den  Gesetcen 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  be- 
stimmen, wie  gross  die  Wahrscheinlich- 
keit sei , dass  ein  gegebener  Fehler  t 
wirklich  vorkorome. 

Hierbei  macht  Gauss  folgende  Schlüsse. 

Der  einfachste  Fall  unserer  Aufgabe 
wäre  der,  den  wahrscheinlichen  Werth 
einer  Grosse  (u)  durch  versebiedeue  Be- 


-•It 
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obftchtiingen  zu  bestimmen,  die  nicht 
völlig  gleiches  Resultat  geben.  Seien 
die  Beobaclitungswerthe: 

M=  r,,  ...  HzzCh 

SO  ist  es  ein  allgcraeiii  angeuommener 
Grundsatz,  dass  die  arithmetische  Mitte: 
+ • » • + C« 
t n 

der  wahrscheinlichste  Werth  von  w sei. 
Von  diesem  Grundsätze  ausgehend,  ge- 
lingt es  Ganss,  die  Wahrscheinlichkeit 
eines  gegebenen  Fehlers  im  allgemeinen 
Falle  zu  ermitteln. 

Es  sind 

V — C^=T^,  U-C,  . U-Cn=Jtm 

die  Beobachtungsfohlcr  bei  der  Bestim* 
mung  von  i#,  der  wahrscheinlichste  Werth 
von  u aber  ist: 

^^1  ~f*  ^*1  + » « > + C« 

n t 


V(j-)  soll  der  Ausdruck  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Vorkommens  eines  ge- 
gebenen Fehlers  x sein,  also  die  zu  be- 
stimmende Grösse.  Kach  einem  Satze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (siehe 
Artikel  Wahrscheinlichkeitsrechnung)  wird 
nun  die  Wahrscheinlichkeit  des  gleich- 
zeitigen Vorkommens  mehrerer  von  ein- 
ander unabhängiger  Ereignisse  durch  das 
Produkt  der  Wahrscheinlichkeiten  des 
Vorkommens  jedes  einzelnen  gegeben, 
und  es  ist  somit 

W = v(j-.)  -/(j-,)  ... 

der  Änsdrurk  fOr  die  Wahrsolicinliehkeit, 
dass  die  Felder  jr„  x,  . . . x.  glcichici- 
tig  Vorkommen.  Setzt  man  also  hier 
hier  in  11'  für  x,,  x,  ...  ihre  wahr- 
scheinlichsten Worthe,  so  wird  W ein 
Maximam,  d.  h.: 

y-c.)  »(/--c,) ....  .,(r-Cn) 

= Maximum 

und  da  für  diesen  Fall 


also  auch  die  wahrscheiulichsten  Werthe 
der  Fehler: 

x,=f—C\,  x,=f—C,,  ...  X.  =f  — Cn  wird,  so  ist: 


df  ^ -/(f-c,)  df  + + v(/-lc.)  ~dr~ 

Da  diese  Gleichung  richtig  sein  muss,  welches  aneh  die  beobachteten  Werthe 
von  « seien,  so  setzen  wir  n — 1 deraelbeu  unter  einander  gleich,  also: 

. • c,  = c,  = c.  . . . = c = c 

n 

und  es  wird  t 

1 d'l  y-C.) _ _ (x-l)  d.,(f-C) 

fir-Cx)  df  ~ df  i 


d',if~C^)  _ 


es  war  aber : 


^ = ...  -+-C.)=  i(C.  + («-1)0 

Wir  setzen  diese  Werthe  in  die  vorige  Gleichung,  indem  wir  noch 


setzen,  also: 


1 

vV) 


iiW- 


dk 


V.((«-l)  (C-C,)]  = _(„_!)  ,^[-(C-C,)] 


oder,  wenn  man 

C,-C=ß 

setzt,  und  durch  (1— n)ß  dividirt: 

y[(i-")fi]  _ v(ß) 

I)  (l-n)ß  ~ ß • 

» ist  zunächst  eine  beliebige  ganze 
Zahl.  Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen, 
dass  sie  eine  ganz  willkürliche  reelle  Zahl 
sein  kann. 

Denn  setzt  man  zunächst  so 

kommt: 


da  aber 

i/.(-ß)_ 

-ß  ~ («-l)ß 

ist,  so  folgt,  wenn  man  n — 1 = » setzt, 
aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit 
Gleichung  I; 

V'(ß)  _ v>(»ß)_  IA(— »ß) 

U)  B ~ %B  ~ -sB 

d.  h.  j kann  auch  eine  negative  ganze 


xp{B)=-xf,{-B), 

also 


Zahl  sein.  — Es 


sei  nun  ß = 


y 

T 


so  ist, 


-ß  “ B ' 


wenn  man  in  II)  ß 


_y 

“ (' 


$~t  setzt; 


2 
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Z r 

I 


und  ausserdem: 


«■(¥)  ►(-:) 


/ / 

woraus  sich  erpicht,  wenn  man  den  be- 
liebigen positiven  oder  negativen  Bnieh 


j = 9 setzt : 

^Hr) 

9'/  ^ y 

Es  kann  aber  auch  9 eine  Irrationalzahl 
sein,  da  solche  immer  als  Grenzwerihe 
eines  Bruches  zu  denken  ist,  dessen  Zah- 
ler und  Nenner  ins  Unendliche  wachsen. 
Wenn  man  also  irgend  einen  angenaher- 
ten  Werth  von  dem  irrationalen  g in  die 
letzte  Gleichung  setzt,  so  bleibt  sic  rich- 
tig, und  da  diese  Annäherung  kleiner 
als  jede  gegebene  Grösse  sein  kann,  so 
ist  damit  die  Allgemeinheit  der  Glei- 
chung 

1/  (/f)  i//(y) 

erwiesen,  wo  9y  = ß gesetzt,  und  ß ganz 
beliebig  ist.  Mit  Rücksicht  anf  den  Werth 
von  9/  (y)  kommt  nun ; 
dg{y) 

— /-\^=0O!lBt. 

Y<v)<tY , 

und  durch  Integration; 

lg'/(j')=  — + U 

wo  const.  = gesetzt  wurde  un«l  C eine 
neue  Constantc  ist,  also: 

— n*y* 

= re 

ist  der  Ausdruck  für  das  Vorkommen 
des  Bcobachlungsfehlers  y. 

So  strenge  diese  Schlüsse  sind,  die 
sich  aus  der  Annahme  ergeben,  dass  die 
arithmetische  Mitte  der  Beobachtungen 
der  wahrscheinlichste  Werth  einer  zu  be- 
stimmenden Constanten  ist,  so  ist  doch 
diese  Annahme  eigentlich  noch  zu  recht- 
fertigen. 

Die  Formel 

C,  -!-••• 

/•  = 

n 

ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

es  ist  also  unser  Satz  gleichbedeutend 
mit  dem.  dass  der  wahrscheinlichste  Werth 
der  Grosse  der  wäre,  welcher  eich  er- 
giebt, wenn  man  die  Summe  aller  Bcob- 
acbtungBfchlcr  gleich  Null  setzt.  Es 


möchte  dieser  Satz  vielleicht  unmittelbar 
cinlenchtcn,  iur  den  Fall,  wo  n = 2 ist, 
denn  die  Formel 

/•-c,+/--c,  = ü 

oder 

spricht  eben  nur  aus,  dass  beide  Beob- 
achtungsfehler (abgesehen  vom  Zeichen) 
gleich  sind.  Ist  nun,  wie  man  doch  an- 
nehmen kann,  irgend  ein  Beobachtungs- 
fehler  der  wahrscheinlichste,  so  ist  auch 
am  wahrscheinlichsten,  dass  man  einen 
gleichen  bei  jeder  der  beiden  Beobach- 
tungen gemacht  liabe , und  da  nicht  an- 
zunehmcD  ist,  dass  beide  Fehler  dasselbe 
Zeichen  haben,  da  eben  so  gut  nach  einer 
als  noch  der  andern  Seite  eine  Abwei- 
chung möglich  ist,  so  sind  sie  mit  ent- 
gegengesetzten Zeichen  zu  nehmen.  In- 
dess  Selbst  diese  Betrachtung  findet  keine 
Anwendung  mehr,  wenn  n grösser  als  2 
ist.  Es  empfiehlt  sich  also  aus  diesem 
Grunde,  den  Werth  für  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Vorkommens  eines  gegebe- 
nen Fehlers  noch  auf  eine  andere  Art 
nbzulcitcn.  Wir  thnn  dies  nach  Hagen 
(Grundzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, 1837).  Die  Schlösse,  welche  der- 
selbe macht,  sind  folgende: 

Jede  Boohachtung  besteht  aus  ver- 
schiedeiiCD  Manipulationen , und  man 
kann  im  Allgcmcmcn  die  Anzahl  dersel- 
ben als  sclir  gross  betrachten,  um  so 
mehr,  du  jede  Manipulation  wieder  in 
andere,  und  zwar  so  viel  man  deren  wrill, 
zerlegt  werden  kann.  Aus  jeder  dieser 
Manipulationen  ergiebt  sich  ein  Fehler, 
der  im  Allgemeinen  als  sehr  klein  an- 
genommen w’crden  muss  ; aus  der  Summe 
dieser  vielen  kleinen  Fehler  setzt  sich 
dann  der  ganze  Bcobachtungsfchlcr  je 
zusammen.  Wir  nehmen  an,  diese  uu- 
cndlich  vielen  kleinen  Elcmentarfehler 
seien  alle  unter  sich  gleich;  cs  rechtfer- 
tigt sieh  diese  Annahme  dadurch , dass 
jede  Manipulation  doch  wieder  als  ans 
amlcm  zusammengesetzt  betrachtet  wer- 
den kann.  Sind  also  die  sich  aus  ge- 
wissen Manipulationen  ergebenden  Feh- 
ler ungleich , so  kann  man  diejenigen, 
welche  grossere  Fehler  geben,  sich  der- 
art getheilt  denken,  dass  schliesslich  die 
Fehler  gleich  werden.  Diese  Gleichheit 
gilt  aber  nur  für  die  absoluten  Werthe 
der  Fehler;  was  ihr  Zeichen  anbetrifft, 
so  nehmen  wir  an,  dass  jeder  derselben 
sowohl  in  positiver  als  in  negativer  Rich- 
tung cinwirken  könne,  in  der  Thal  ist 
eins  so  gut  möglich  als  das  andere.  ^ 
Bezeichnen  wir  nun  einen  dieser  Elc- 
mentarfehlcr  durch  9 und  sei  2m  die 
Anzahl  aller  Klcmeniarfehlcr;  der  wirk- 
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liehe  Beobachtongsfehlcr  summirt  (ich  binstionsrechnun^  auf  2ai  verschiedene 
dann  ans  den  positiven  und  ncgiitiven  Arten  geschehen.  Ist  der  Fehler  (2m— 4)y, 
y.  Ist  nnn  der  Fehler  '2m  q,  so  kann  so  müssen  2m— 2 Manipulationen  posi- 
dies  nur  eintreten,  wenn  alle  Elementar-  tive  und  2 negative  Elementarfehler  er- 
fchler  positiv  sind;  ist  er  (2m— 2)j,  so  ....  2m(2m  — 1) 

ist  dies  nur  möglich,  wenn  2m  — 1 Mani-  dabei  sind  FlllemOg- 

pulationen  positive  Elementarfehler  und  üd,  „„,i  ^diält  auf  diese 

eine  einen  solchen  negativ  ergeben,  dies  Weise  folgende  Tafel : 
aber  kann  nach  den  Gesetzen  der  Com- 

Beobachtungsfebler.  Anzahl  der  Fälle. 

1 

2m 

2m  (2m  — 1) 

2m(2m  — l)(2m— 2) 

i72.”3 


2m(2m  — 1)  . . . (m  + 2)(m4-l) 
1.  2.  3 m 


'2mq 

2(m  — 1)7 

2(m-2)7 

'2[m-Sjq 


2(m  — m)9  =0 


— 2(m  — 1)9 

—2*«9 

Von  dem  mittleren  Gliedc  2, ^»«“»1)9 
oder  0 an  sind  die  Binomialeocfdcicntcn, 
welche  die  Anzahl  der  Fälle  nngeben, 
nllc  symmetrisch,  und  die  entsprechen- 
den Beobachtungsfehler  nnterscheiden 
Beobachtungsfchler.  A 


2« 

1 

sich  nur  durch  die  Vorzeichen.  Wir  kön- 
nen also  der  Tafel  auch  folgende  Ge- 
stalt geben,  indem  wir  2y  = r setzen  nnd 
von  der  Mitte  beginnen : 

nzafal  der  Fälle. 


2m  (2m -1)  (2m -2)  . 

. (m  + 1) 

1.  2.  3 

. . . m 

2m  (2m -1)  (2m -2)  . 

. (m  + 2) 

1.  2.  3 ...  . 

• (™-l) 

2m  (2m  — 1)  (2m— 2)  . 

. (m  + 3) 

1.  2.  3 

• ('»-2) 

2m(2oi  — l)(2m  — 2)  . . . + 

1.  2.  3 (m-j) 

. ..  2m(2m-l) (,i  + , + 2) 

^ 1.  2.  3 (m-s-1) 


+mr 

Sei  nnn(r  = x,  ((-(-l)r=*-f  so 
ist  der  Zuwachs  der  Beobachtungs- 
tehlcr.  Zieht  man  die  Zahl  der  Fälle, 
in  welchen  der  Fehler  sr  von  derjenigen 
Zabl  ab , welche  angiebt , in  welchsr  er 
(>4-l)r  ist,  80  erhält  man  den  Zuwachs 


1 

oder  die  Abnahme,  welche  diese  Zahl 
beim  Uebergange  von  x in  x+/ix  er- 
leidet; ist  also  tf  die  Anzahl  der  Fälle, 
in  denen  der  Fehler  x Vorkommen  kann, 
so  wird  diese  Zahl  mit  ^,7  zu  bezeich- 
nen sein,  und  man  hat: 

2* 


Digitized  by  Google 


Quadrate  (Methode  der  kleinsten).  20  Qundrate(Methodederkletn»ten). 


^y  = 


2m(2«-l)  (2«-2)  ■ ■ ■ (.n+»+2)  2w  (2m-l)(2«-2)  ■ ■ . (m  + 5+1) 


1.  2.  :l (ni  — « — 1) 

2m  (2m  — 1)  (2«i— 2)  . . . (m^  s^-1)/  wi— < 


1.  2.  3 (m-0 


1.  2.  3 . 


lii)j  JÜZf-lU-, 


2f  + l 


oder  da  i=  — — war: 

r 


= -»(m 

Hierbei  ist  Folgendes  zu  bemerken. 
Zunächst  seien  x,  x,  zwei  beliebige 
Werthe  von  xundy,  y,  die  zugehörigen 
von  y,  60  geben  letztere  offenbar  das 
Verhältnis8  der  Wahrscheinlichkeiten  an, 
in  welchem  diese  Fehler  Vorkommen  wer- 
den , denn  da  die  Wahrscheinlichkeit 
(siebe  Artikel  Wahrscheinlichkeit)  der 
Anzahl  der  gQnstigen  Fälle  durch  die 
Anzahl  aller  Fälle  dividirt  gleich  ist,  so 
ist  das  Vcrhältniss  zweier  Wahrschein- 
lichkeiten gleich  dem  Verhältnisse  der 
Anzahlen  y^  und  y,  der  cntsprcclicnden 
Fälle.  Man  kann  also  die  Grösse  y als 
die  relative  Wahrscheinlichkeit  de«  Feh- 
lers x in  Bezug  auf  andere  mögliche  Feh- 
ler betrachten. 

Ferner  nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die 
sehr  kleine  Grösse  r oder  /‘..-r  verschwin- 
dend klein,  also  gleich  dx  sei,  so  ist 
auch  /^^yzidy.  Die  Anzahl  der  Elcmen- 
Urfehlcr  in  ist  dann  als  unendlich  gross 
zu  betrachten.  Der  grösste  mögliche 
Fehler  mr  oder  mj\x,  welcher  entsteht, 
wenn  alle  Manipulationen  nach  derselben 
Richtung  gehende  Elementarfehlcr  erge- 
ben, ist  im  Allgemeinen  als  unendlich 
zu  betrachten,  die  letztgcfuiidenc  Formel 
giebt  also,  wenn  man  A-r  gegen  2x,  x 
und  C\x  gegen  das  unendliche  tn  ver- 
nachlässigt, und  übrigens  durch  dx  di- 
vidirt: 

rfj/  _ _ 2j-y 

dx  mdx  > 


»Aj  _ ydx 


2x-f-  i^x 

1-  1)  L,Xi-X* 

mdx*  wird  wieder  endlich  sein,  da  das 
unendliche  «irfx  mit  dom  unendlich  klei- 
nen dx  inullipUcirl  ist;  sei  demnach 

mdx  = — « so  ergiebt  sich: 
dx 


“2rt*xy 


oder  durch  Integration: 


d.  h. 


r»  — 


f-y'  f 


y^ce- 

Pies  ist  der  oben  gefundene  Werth.  — 
Um  die  Constantc  C zu  bestimmen  , sei 
für  xxO,  y = !/o*  kommt  C=y,: 

Da  die  Wahrschcinlichhoit  nur  eine  re- 
lative ist,  HO  ist  der  Werth  von  y^  durch- 
aus ohne  Bedeutung.  Suchen  wir  aber 
die  absolute  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
tretens des  Fehlers  x , so  ist  offenbar 
die  Anzahl  y dcrl’'älle,  in  denen  der  Feh- 
ler X cintritt,  durch  die  Zahl  aller  mög- 
lichen Fälle  zn  dividiren,  welche  wir  mit 
2y  bezeichnen,  denn  dies  ist  die  Defi- 
nition des  Begriffs  der  Wahrscheinlich- 
keit. Sei  dieselbe  gleich  b*,  so  ist  also: 


aber  da  unendlich  viele  Fehler  cintreten 
können: 

Ä — «*x* 

_ = _ rf-r 

+ 00  ft’x’ 

— 00 


dx 


denn  die  Grösse  x kann  ja  alle  Werlhc  von  — x bis  +x  auuehmen.  Aus  der 
Theorie  der  bestimmten  Integrale  bat  man: 


/ 


— k’x* 


dr: 


J_ 


folglich 


tü  — 


dx 


absolute  Wahrscheinlichkeit  eines  einzel- 
nen unendlich  klein. 

Sucht  man  aber  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  der  Fehler  zwischen  zwei  ge- 
Es  darf  nicht  befremden,  dass  die  Grösse  gebenen  Gränzen  x,  und  Xj  liege,  so 
ut  mit  dx  multiplicirt  ist;  denn  da  un-  ist  die  Summe  aller  zugehörigen  <u  der 
endlich  viele  Fehler  möglich  sind,  ist  die  Ausdruck  für  diese  WahrschciBlicbkeit, 


Vn 
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die  wir  mit  ir  bezeichnen , d.  h*  da  die 
Summe  die  Intcgralform  annimmt: 


Kamentlich  Ut 


‘‘-yd  -X. 


e 


=—  r't 

Vn.l  „ 


X. 

tJ  , 


dr 


tU 


der  Ansdruck  dafür,  dass  der  Fehler  ab-  kleiner  wird  ic  oder  die  Wahrsehcinlioh- 


aolut  gcDomnien  nieht  grCseer  aU  x,  sei. 
Das  Integral 

e 


dk 


ist  in  endlkher  Form  nicht  darstellbar, 


keit,  dass  ein  Fehler  in  gewissen  ge- 
gebenen Grenzen  eintretc , mit  andern 
Worten,  diclicsultatc  werden  mit  wachsen- 
dem ft  verlRsslichcr. 

Derjenige  absolat  genommene  Werth 
von  X,  für  den  die  Wahrscheinlichkeit, 


Jedoch  durch  mechanische  Quailratur  ji^ger  Fehler  nicht  überschriUcn 

leicht  annäherungsweiBC  au  ermitteln.  Man  1 

hat  dafür  Tafeln  berechnet,  aus  denen  den  es  gerade 

sich  ergiebt,  dass  es  sich  mit  wachsen-  eben  so  wahrscheinlich  ist,  dass  die  Bc- 
dem  rXj  bald  dem  Werthe  nRhert,  den  obachtungsresultatc  einen  kleineren,  aU 
cs  für  ax,  = oo  annimmt.  dass  sie  einen  grossem  Fehler  ergeben, 

Die  Grösse  n heisst  auch  Maass  der  heisst  wahrscheinlicher  Fehler;  sei  er 
Präzision,  je  grösser  nämlich  n ist,  je  gleich  (j,  so  ist: 

1 _ 2«  /‘p  — f«*x>  2 — A* 

2-n/.  ^ ^ 

Hat  man  eine  Tafel,  die  zu  jedem  achtnng  ist,  desto  kleiner  ist  der  wahr- 
ffXj  das  zugehörige  /r  giebt,  so  kann  liehe  Fehler. 

man  umgekehrt,  indem  man  ir  = j setzt,  3)  Kehren  wir  jetzt  zu  unserer  Äuf- 
das  zugehörige  ax,=:ftp  Hnden,  und  in  gäbe  znrück.  Es  war,  wenn  F die  ge- 


der  That  ergichl  sich : 

«p-0,47GJ»m 

mithin  ist 

047693CO 

= — — 


gebenc  Function  in  einem  bestimmten 
Falle,  C der  beobachtete  Werth  derselben 
für  diesen  Fall  ist, 

F-C=x 

der  Beobachtungsfchler.  Seien  nun 
der  wahrscheinliche  Fehler;  er  ist  folg-  F,  F,  ...  bestimmte  Werthe  von  F, 
lieh  dem  Maase  der  Präcisioii  umgekehrt  und  C\,  C,,  C,  ...  die  ihnen  entspre- 
proportional , je  genauer  also  die  Beob-  chenden  Beobachtongsrcsultatc,  ferner 


F,-Cj=xi,  F,-C,=j 


die  Bcobnchtungsfchler,  tu,,  tu,,  tu,  . . . setzen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ttfm  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Verkom-  (s.  Wahrscheinlichkeitsrechnung)  gleich 
mens  derselben,  so  ist  die  Wahrschein-  tu,  tu,  ...  lUm,  oder  wenn  man  die  Tor- 
lichkeit  Sl  des  gleichzeitigen  Vorkom-  hin  gefundenen  Werthe  von  tu  einsetzt: 
mens  aller  dieser  Fehler  nach  den  Ge- 


</x-^e 


— rt*x,‘ 


dx 


(t 


-n’Xrn* 


äx. 


(1.  h. 


(adx\«>  — ß>(x,»  + x 

Vn/  ® 


Wären  die  Werthe  <7,  A,  r . . . der  in 
F enthaltenen  Constanten  bekannt,  so 
w'ärc  £l  demnach  gegeben  Da  dies  aber 
nieht  der  Fall  ist,  so  ist  zu  untersuchen, 
welche  Bestimmung  der  tr,  A,  e ...  zu 
treffen  sei,  damit  das  Resultat  ein  so 
viel  als  möglich  der  Wahrheit  sich  an- 
näherndes sei. 

Hier  ist  non  folgende  Botrachtnng  zn 
machen.  Mögen  verschiedene  Ursachen 
.4,,  ...  Am  eine  gewisse  Wirkung 

hervorbringen  können,  welche  bei  allen 
dieselbe  sei , aber  nur  von  einer  der  ge- 


,'+  . . . -|-X„>) 


gebpnen  Ursachen  herrührt,  wir  wissen 
nicht  welche,  und  fragen,  wie  gross  die 
Wahrscheinlichkeit  sei , dass  etwa  A ^ 
wirklich  die  Ursache  sei.  Möge  A,  in 
I),  Fällen  diese  Wirkung  herbeiführen 
können,  A,  in  p,  Fällen,  and  so  wei- 
ter, so  ist  offenbar  diese  Wahrscheinlich- 
keit   — , im  Nenner  ste- 

P1+P1+  • • ■ +P« 

hen  nämlich , wie  dies  der  Begriff  der 
Wahrscheinlichkeit  verlangt,  alle  mög- 
lichen Fälle,  welche  die  entsprechende 
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Wirkung  hcrbeiffihrcn  können^  im  Zäh> 
Icr  die  günstigen.  Seuen  wir  voraus, 
(lass  alle  Ursachen  gleich  möglich  seien, 
und  jede  von  ihnen  überhaupt  q Erfolge 
habe,  so  ist  unter  dieser  Vornussettung 
der  gleichen  Wahrscheinlichkeit  aller 
Ursachen  dieses  q für  alle  Ursachen 
dasselbe;  und  mithin  kann 
man  in  unsern  Bruche  für 


VxP%  • Pm 

bezüglich 

— — "p  — • \ y •••  — *Hi 

9 H H 

setzen,  so  dass  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  Ursache  A^  stattgefunden  habe, 

gleich  wird,  d,  h.  gleich  der  Wahr- 

scheinlichkeit Tj  dass  die  gegebene  Wir- 
kung cintreten  könnte,  wenn  nur  die 
Ursache  A ^ vorausgesetzt  würde,  dividirl 


durch  die  Summe  aller  Wahrscheinlich- 
keiten, die  unter  Voraussetzung  jeder 
der  gegebenen  Ursachen  cintreten. 

In  unserm  Falle  nun  bestehen  die  Ur- 
sachen des  verlangten  Erfolgs  darin,  dass 
irgend  eine  Verbindung  der  Constanten 
rt,  ft,  c . . . stattfimkt,  die  Wirkung  ist, 
dai>s  die  Beobachtnngsfehler  die  Gestalt 
. . . r haben,  und  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  dies  unter  Voraos- 
»etznng  der  eben  gegebenen  Ursache  ein- 
trele,  ist  = also  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  wirklich  die  Constanten  die 
Gestalt  fl,  6,  c . . . hatten,  ist  nach 

Obigem  gleich  ''"o  Zfthler  für 

die  Constanten  die  Werthe  a,  ft,  c . . . 
au  setzen,  im  Nenner  alle  möglichen 
Werthe  derselben  von  — -x  bis  zu 

nclimen  sind.  Man  erhalt  dann  für  die 
verlangte  Walirscheinlichkcit: 


wo 


da  dbdc  , . 

L — 

j 

— X J 

/•+3C 

1 -X.i 

r+x 
r _co 

. . Slda  db  de  , 

zz  k Sl  da  db  de 

— X . 

/•+ao 

/ — « ,i 

/•+  oc 
r 

. Sl€ladbdc  . . 

. gesetzt  ist. 

Diejenige  Auswahl  der  Constanten  wird  tbunlich.  Da  dies  unmöglich  ist,  muss 
die  vortheilhafteste  sein,  für  welche  diese  man  statt  dessen  sich  mit  der  grOsst- 
Wabrschciulicbkcit  cinMaximum  ist.  Hätte  möglichen  Wahrscheinlichkeit  begnügen, 
man  nämlich  Gewissheit,  dass  diese  Con-  Es  ist  also  kSlHadbdc  ...  oder  £l  . , . 
stanten  eine  gewisse  Grösse  haben,  so  als  Maximum  zu  setzen.  Es  war  aberr^ 
wäre  die  genaue  Bestimmung  von  F 

welche  Grösse  ein  Maximum  wird,  wenn 


Jfx>  = x.>-f-J-,>  + 

ein  Minimum  ist. 

Somit  sind  die  Constanten  derart  zu 
bestimmen,  dass  die  Quadratsumme  aller 
Beobachtungsfchlcr  ein  Minimum  wird, 
daher  rührt  fUr  diese  Methode  der  Name 
der  kleinsten  Quadrate. 

4)  Es  wurde  bis  jetzt  die  Sache  so 
angesehen,  dass  alle  Beobachtungen 


nnd  es  mnss 

. . . 

ein  Minimum  werden.  Dieser  Fall  lässt 
sich  aber  auch  auf  den  vorigen  znrück- 
fübren  durch  folgende  Betrachtung.  Da 
cTj  ...  jedenfalls  nur  annäherungs- 
weise bestimmt  werden  können,  so  kann 
man  sie  mit  einem  beliebigen  Grade  der 


. . . *f  X«,  * 

gleich  gut  seien  und  ihnen  gleicher  Ein- 
ffuss  cingeräumt  werden  müsse , d.  h. 
dass  diePiäcision  n constant  sei.  Heben 
wir  jeui  diese  Voranssetzung  auf,  und 
mögen  den  Beobachtungen  die  entspre- 
chenden Präcisionen  . r* 

zukoromen,  so  wird  offenbar: 

. .. 


Xni*  :=  X* 

Genauigkeit  als  Brüche  betrachten,  und 
diese  auf  gleichen  Nenner  i bringen,  cs 
sind  demgemäss: 

Ä*  «,  *,  Ä*  a,*,  . . . A*  am* 
ganze  Zahlen,  die  wir  mit  , ß^ 

bezeichnen,  dann  ist : 
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Der  Aoftdruck;  welcher  ein  Miniinmn  werden  muss,  ist  dann: 


Nimmt  man  uim  an«  die  Anzahl  der  Be- 
obachtungen sei  + . . . -f 

da  s&mmtlichc  ß ganze  Zahlen  sind,  und 

giebt  jeder  die  PrJlcision  i,  den  ersten 

den  Beobachmngsfclder  x, , den  fol- 
genden den  Beobachtiingsfehler  x,, 
und  so  fort,  so  erhält  man  nach  der  in 
2)  gegebenen  Kegel  den  entsprechenden 
Werth  Ton  ii  gan»  wie  hier. 

Die  CoefHcicnteu  ßxß%  > • • bezeich- 
nen die  relative  Günstigkeit  oder  das 
Gewicht  der  Beobachtungen.  Es  ist  na- 
türlich nur  absehatziingswcisc  möglich^ 
die  Gewichte  von  Beobachtungen  zu  be- 
stimmen. Es  setzt  die  IMifung  der  In- 
strumente und  auch  der  Messenden 
voraus. 

Hat  man  zwei  Beobachtungen  von  un- 
gleicher Genanigkeit,  and  hat  man  sich 
irgend  wie  Überzeugt,  dass  bei  der  einen 


der  Fehler  x,  ebenso  leicht  verkommen 
könne,  als  in  der  andern  der  Fehler  x„ 
60  sind,  wenn  rc,  die  entsprechenden 
Präcisionen  sind,  die  relativen  Wahr- 
scheinlichkeiten des  Vorkommens  dieser 
Fehler,  wie  in  1)  dargetliau  ist, 

und  diese  GrOssen  sollen  gleich  sein, 
w’oraus  sich  ergiebt : 

-Ti* 

und  sind  aber  die  Vcrbältmase 
der  Gew  ichte,  also : Die  Gew'ichtc  verhalten 
sich  umgekehrt,  w'ie  die  Quadrate  der  als 
gleich  Tcrmuthetcn  Fehler. 

5)  Da  <ler  Ausdruck 

i(x>)  = i(F-C) 

ein  Mi  nimum  ist,  so  sind  die  partiellen 
DifTcrcntialquotienten  nach  c . . . . 
gleich  Null  zu  setzen.  Man  erhält: 


= 0, 


de 


:0. 


Uebrigens  ist  die  Annahme,  dass  die 
Function  F («,  6,  c . . . n,  r,  if  . . .) 
dieselbe  Form  für  alle  Gleichungen  ha- 
be , aus  denen  sich  a b c ergeben  soll, 
eine  durchaus  unwesentliche,  and  alle 
bis  Jetzt  gemachten  nnd  künftig  zu  ma- 
chenden Schlüsse  bleiben  richtig,  wenn 
man  für  die  einzelnen  Gleichnngcn  sich 
.die  Form  von  F geändert  denkt. 

Die  Anzahl  unserer  eben  entwickelten 
Gleichungen  ist  offenbar  gleich  der  der 
CoDstanten  a , b , r . , . und  ist  also 
durch  deren  Auflösung  das  Problem  ge- 
lüst. Indessen  werden  die  Gleichungen 
linear,  wenn  a,  b,  c . , , selbst  linear 
in  F enthalten  sind,  und  auf  diesen  Fall 
lässt  sich,  W'ie  wir  gleich  sehen  werden, 
die  allgemeine  Aufgabe  zurückführen. 
Sei  also 

Fzzau-i-bt-^cw  . . 

so  werden  unsere  Gleichungen,  wenn 
wir  wieder  Fj  — C,  = x,,  F^’-C^  = x. 


, du 

ÖF 

öF 

U.  8.  w. 

setzen 

W 

U.  8.  w.  ist. 

•^1», 

,+x,«. 

4-x,  u 

,+  . . . 

= 0 

X,  e, 

,-1-x,  r. 

-fx,  r 

= 0 

*•«•1 

,-l-x,ir, 

-fXjir 

= 0 

Da  aber 

x,=oii|4*i®i  + c«*,  — C| 
x,  = B«,+6r,+ctr,  — C, 
u.  8.  w.,  SO  erhält  man 
alu^  -f  cZi*ic+  . , , = JT«C 

n2'uc  d-c.i'ricd--  . . . = 2v  C 

d2’f<*c-f6j’rtrd-c.2'ir*d-  . • . 


Bei  der  Auflösung  ist  es,  namentlich, 
wenn  die  Anzahl  der  Gleichung  g^oss 
ist,  w'ohlgethan,  die  Werthe  der  u und  v 
cinzusetzen,  nnd  die  so  entstehenden 
numerischen  Gleichungen  aufzulOsen,  statt 
a,  bj  c , , . zuerst  in  Bachstaben -For- 
meln zu  entwickeln.  Da  flbngcns  z.  B. 

-{«'•)  = (“+ ®) Y-^(“  - ®)  ’ 

ist,  so  lassen  sich  die  Coeffleienten  der 
Unbekannten  a,  b,  c immer  auf  Quadrate 
zurücklnhrcn,  und  daher  wird  eine  Ta- 
fel der  Quadralzahlen , wie  eie  hier  im 
Artikel  Quadrat  sich  befindet , wesent- 
liche Dienste  leisten. 

Wenn  nun  die  Grossen  /''(a,  4,  c 
. . . u,  r,  ir)  nicht  linear  sind,  so  kann 
man  folgendes  Verfahren  einschlagen. 
Man  berechne  atu  einer  beliebigen  An- 
zahl der  Beobachtnngen , die  gleich  der 
der  Constanten  a,  4,  c ist,  die  letztem 
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seien  ß,  C . . . die  so  gefundenen  ans,  so  lässt  sich  dagegen  der  Sat*  Ton 
Wcrtbc,  man  kann  dann  allgemein  setaen : der  arithmetischen  Mitte  erweisen. 

t — n i o — r durch  die  Methode  der  klcin- 

+ c—  -t-y  . . Quadrate  erhaltenen  Werthe  von 

wo  iiß,C  die'gefundcuen  Zahlcnwerlhe  a,  h.  c . . , sind,  obgleich  die  wahrachein- 
nnd  ..  im  Allgemeinen  nur  klein  liebsten,  doch  nie  völlig  genau.  Hwte 

sind.  Betrachtet  man  nun  als  die  man  dergleichen  Werthe,  so  könnte  man 

ru  bestimmenden  Constanten,  so  ist  auch  die  Beobnehtangen  rectifleiren,  und 
f (A,ß,C, . . 1/,  r,ir.. .)  dteKchler  derselben  — 
df'  v4-  bestimmen,  woraus  sich  dann  auch  die 

r *r  Prfteision  « und  der  wahrscheinliche  Fehler 

0.47(59360  . , ri.  ,Ka. 

ergeben  wurde.  JJa  aber 


' dC‘ 

wo  F in  den  partiellen  Diffcrenwalquo- 
tienten  immer  die  Funktion  .. . 

«,r,ie  .. .)  bedeutet,  und  wo  die  hohem  genauen  Werthe  von  tt,  6,  c.  . . nicht 
mit  «*,  nß...  multiplicirten  Glieder  der  bekannt  sind,  so  kann  es  sieh  nur  dämm 
Taylorschen  Reihe  wegen  ihrer  Kleinheit  bandeln,  von  den  letztgenannten  Grössen 
ausser  Betracht  kommen.  In  diesen  ^ic  wahrscheinlichsten  Werthe  zu  ermit- 
Gleicbnngen  ist  (r,ß.y- . • aber  linear  ent-  j^In,  und  nach  der  Wahrscheinlidikeit  zn 
halten,  und  das  oben  entwickelte  Ver-  fragen,  welche  slattfindc,  dass  zwischen 
fahren  hat  statt  Sollte  man  die  sich  so  <iiesen  wahrscheinlichsten  und  den  wahren 
ergebenden  Werthe  von  nicht  Werthen  eine  gewisse  gegebene  Differenz 

für  hinreichend  genau  halten,  so  setze  stattfindc. 


:ß' 


nehme 

a = A'  + u\  Ä = ß'  + iS',  r=C'+y'  . . . 

und  wiederhole  das  obige  Verfahren,  vro 
dann«',jS',y'  die  neuen  viel  kleinem  Un- 
bekannten sind,  mit  denen  man  die 
Werthe  der  früheren  verbessert. 

Der  einfachste  mögliche  Fall  ist  der,  wo 
Fz:a 

ist,  also 

11  = 1,  r = w=  . . . =0, 
in  diesem  Falle  ist  also  nur  der  wnhr- 


Diese  Betrachtungen  sollen  hier  noch 
ausgeführt  werden. 

Der  Werth  der  Wahrscheinlichkeit,  dass 
irgend 'eine  Verbindung  der  Constanten 
fl,  A,  c stattfindc,  war  nach  2) 

L = kiidndbdc  . . . , 


1 /•+0O/4-CC  l+cc 

ä — OC*'  —00 


ferner 

Unter  a,A,c  ...  sind  die  durch  die  Me- 


schcinlichstc  Werth  einer  Gonstuntc  u thode  «1er  kleinstcnQuadrate  gegebnen,  also 


durch  Beobachtungen,  deren  Anzahl  m 
sei,  zu  finden.  Die  Gleichung 

aSu^  -\-bluv-{‘Clute~\-  . . . = 2uC 
verwandelt  sich  hierbei  in 

_ C\  -f-  C|+  ■ . * •4' 


dm=-jrC,  a = - 


wo  die  Ausdrücke  C die  beobachteten 
Werthe  von  F oder  a sind,  d.  h.  der 
wahrscheinlichste  Werth  einer  durch  Bc- 


die  wahrscheinlichsten  Werthe  dieser  Con- 
stante  jetzt  zu  verstehen;  unter x,  x,  . . . 
die  denselben  entsprechenden  Fehler,  das 
Maximum  von  Sl  sei  ferner  jetzt  durch 
ü>  bezeichnet.  Mögen  nuu  diese  Con- 
siantcn  sich  um  sehr  kleine  Werthe  J«, 
d6,  dr  ...  ändern,  so  dass  die  Fehler 
ebenfalls  um  dx,,  dx,,  dx,  . . . wachsen. 
Das  Gesetz  dieser  Aenderung  von 
fl, A.c  ...  ist  ein  beliebiges. 

Da  nunmehr  fl,  6,  e . . . constant,  dfl,  JA, 


obachtungen  zu  bestimmenden  Constnntc  veränderlich  betraebtet  werde..; 

ist  die  arithmetische  Mitte  aller  Bcob- 


achtungen.  Von  diesem  Satze  ging,  wie 
wir  sahen,  Gauss  aus,  und  leitete  von 
ihm  den  Ausdruck  für  die  Wahrschein- 
lichkeit des  jedesmaligen  Fehlers  ah. 
Geht  man  von  der  Hagcnschcn  Annahme 

(flddxx*"  — a*.Z(x-t-dx)* 

Tr)  " 


rf(ö+  Jn)  — d-frt , 
dix  fflr  rfx  u.  8.  w.  zu  setzen,  also; 


— a*^(x-f-dx)>  — «‘.i'x* 


Die  Wahrscbeinlichkeit,  dass  irgend  eine  abweiche,  ist  gegeben  durch  Gleichung:  ^ 

Verbindung  von  Werthen  um  da,  dA,  L — kStddaddbddc  ..  . 

de  . . . vou  den  gefundenen  a,  A,  c . . . wo 
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r=/'”  /’*  .adJadöhdJc... 

* ./  — cc  — cc  •'  — oc 


d.  h. 


l-hoe  ^ ^ ^ ^ ^ ^ Ujad^bdi^c 


Wir  können  aber  auch  vorausscUen,  und  da 
dass  die  Function  Feine  lineare  Function 
von  tfj  c , , . sei,  da  sich  die  Aufgabe 
ja  immer  auf  diesen  Fall  «urückführcu 
liess.  Ks  ist  dann  noch  dx  eine  lineare 
Funktion  von  t/n,  dbj  Je  . . , nämlich 
z.  B.: 

Jjr  = w J<j -f  r J6 -f  IT  Je 


dx_ 

db 


fix 

da 

ist,  BO  hat  man : 

djr  ^ OT  ..  dx 

dxzz  Jb-^-^  de  -\- 

da  ob  Oc 

cs  wird  dann: 


Da  aber  JSx*  ein  Maximum,  also: 
dx  dx  ^ 

war,  so  hat  man : 

L = kme~"'~^'^-'^’ difadJkdJc . 
WO  die  dx  durch  die  Gleichungen 
jJj-j  =11, Jrt-bfj JÄ  + ir, Jc-f 
|jx,  = li, Jrt-f  r j JA-f-ir, Jc-f- 
gegeben  sind,  und 


(rtJJx\i 

V^) 


-a»Zx* 


zu  setzen  ist.  A ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  wahren  Werthe  der  Constanten  die 
Unterschiede  da,  db,  de  von  den  gefunde-- 
nen  w’ahrscheinlichsteu  haben.  Suchen 
wir  jetzt  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  der  wahre  Werth  nur  der  ersten  Con- 
stantc  um  da  von  dem  wahrschciulichsten 
abweiche,  während  die  andern  Coustanten 
völlig  unbestimmt  bleiben.  Diese  ist 
offenbar: 


w . /*+x  /»+'J0  -rt*Jf(Jr)» 

.If,  = k(t)ddnl  j / . . . e JJ6JJc  * • ., 

J —X  ./  — X ./  —X 

denn  sie  ist  gleich  der  Summe  aller  Wahr-  auf  JA,  Jr,  nicht  aber  anf  da  zu  intc- 
schcinlichkeitcn , dass  a und  Ja  wächst,  griren.  Der  Ausdruck  -J(Jx)*  lässt  sich 
während  die  Zunahme  von  A und  r alle  vermöge  der  Gleichungen  für  Jx,,  Jx,  ... 
möglichen  Werihc  von  — xbis  4 x un-*  leicht  anf  die.  Form  bringen: 
nehmen  können , es  ist  also  in  Bezug 

.Jjx*  = Ja*Jt'«*  4- JA*^>*  4- Je* ’ + ...  4:  22'Mcdrt(iA4-22‘u(T  JaJc*f  , . . 
4-22'riTtJ AJc4-  . . . 

Dieser  Ausdruck  aber  ist  eine  homogene  Zn  dem  Kndc  wollen  wir,  um  die  An- 
Funktion  zw’citen  Grades  von  den  Grössen  zahl  der  Constanten  anzudeuten,  dicscl- 
Ja,  JA,  Je,  und  kann  also  in  eine  Summe  ben  mit 

von  Quadraten  verwandelt  werden  (siehe  « a,a,  ...  a . statt  mit  aAc  ., 
Artikel  Quadrat). 

Z(lx>  = («J  + 


+ e da 

2.M-1  »• 


.,+  «/«)*  • • • 


«— 1 

hczcidinen.  dann  ist: 
da 

«- 1 

da 


wo  die  C leicht  zu  bestimmende  Grössen  sind,  die  sich  aus  den  Ausdrücken  2'ti*, 
2‘wr  u.  8.  w.  ergeben.  Setzen  wir  noch: 


• • • ■¥ 

2,2  2 2.3  3 2 2 


SO  erh&lt  man: 


e da  +e  da 

« — 1,11  — 1 «—1  • — 1 


= i 


n~l 
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r+*  .... 


! p+CC 

-o>.r.;x« 

. . . e 

■j.l  —X 

p+oj  / 

•+X 

■ ■ e , 

— X ' 

1 g-ii'e'Ja' 

=v— ) 

'■|,l'’2,2  • • • '»-1 

k; 

,dJn  0^1" 

'l,l'2,2  ■ • 

■ '■«-l,.-t\  « / 

i«— 

. dXm — 1 


«— 1 — 


In  1)  fanden  wir  für  die  Wabrschcinlii'h-  • • • bann  man  ganz  ähnliche  Aus- 

keit  eines  bestimmten  Bcobachtungsfeh-  drücke  bilden : 

Icrs  den  Ausdmek  : 77^^  ^ ^ dxi 

V ^ Wj  = ffc  . . . 

die  Prädsion  der  zngchörigen  Beobach-  d)  (2) 

tnog  war;  unsere  Präcision  in  der  Be-  indem  man  e c so  aus  e enUtchen 
Stimmung  des  wahrscheinlichsten  Wer-  Iftsßti  dass  man  in  diesem  Aasdme  c 
thes  der  Constantc  a wird  also  sein:  ^ niit  n,  otler  a mit  a,  «.  s.  w,  Tcr- 

tauscht. 

ii-ffe;  2ur  Bestimmung  der  Grösse  k hat- 

'För  die  andern  Constanten  6,  r . . . oder  ten  wir: 

k J —00./  —X./  —X 

wie  sich  ergiebt,  wenn  man  fiir  St  »einen  Werth  setzt.  Dieser  Ausdruck  »her 
llUst  »ich  wie  oben  finden,  wenn  man  noch  tja-t  »cUt: 

_„>{t,>  + t,>  + ..+  A*  ,+t’) 

1 w /•+*  r+®  /•+®  , 

/ / I ...e  dl.  . . .dt,  .dk 

* '1,1  -«•/  -«•' 

^ 

t ft, t'i, 2 ■ ■ ■ '»-1,  «-iV  " ' 

,,  w«  Was  endlich  den  Ausdruck  für  t anbe- 


und  eben  »o : 


rn 

W __  II  IJg  s 

K '• 


trifft,  »o  erhalt  man,  wenn  man  die  Reihe 
*1,1  *1,2  ■ ' *l,“-l*l'2,*  ' ' 

*2  ■ ■ ‘ *»-l.«-l  *»-l* 
mit  der  im  Artikel  Quadrat  aufgesteHten 
Reihe  der  6 vergleicht,  *„,  = «,  also  wie 
am  Schliisße  diese»  Anikels  dargethan 
worden  ist:  / ' 


e = 1 / 

da  eit  = //  war.  )'  A , 

Der  wahrscheinliche  Fehler  bei  Be-  wo  . 

Stimmung  von  x war  nach  (1)  A»)'  -1  «)  -(^)  • • • 

0£69^  _ 5(“r)  llrir)  :T(.c).  . . . 

^ .... 
jetzt  wo  H = ea  an  die  Stelle  von  n .... 

tritt,  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  in  ’ ' ' ' . 

der  Bestimmung  der  Constanten  n:  „„d  ^ die  betreffende  Untenletermi- 

0 47G3360  g nantc  ist,  die  sich  mit  Weglassung  alle 

P-~  ' mit  « behafteten  Glieder  ergibt,  also: 

ite  f , , 

i(ty  S(ttr)  . . . 

und  ebenso:  • • • 

p -J_  ?_  A , = • • • 


Digitized  by  Goot^le 


Quadrate  (Methode  der  kieiusten).  27  Quadrate  (Methode  der  kleinsten). 

Diese  Betrachtungen  geben  ein  Uesultnt  ^ welches  die  Kcctinnng  wesentlich  er- 
leichtert. 

Es  waren  nämlich  diejenigen  Gleichnngcn,  woraus  die  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Constanten  bestimmt  wurden: 


a sT(w)*  + + c 2’(uir)  -f-  . , 

, . = 2’C« 

rt  -^(mc)  -f  6 -2Yr)*  4-  c — (rir)  -f  , , 

. = ^Cv 

rt  J(iiw)  b jS(ric)  -|-  c JT(ir)*  . , 

, = ^Cw 

und  die  daraus  zu  berechnenden  Werthe  der  Constanten  nehmen  die  Form  an: 
n = A SuC+A  StC+A  ^trC+  . . . 

6 = .4,  v„c+v^,(‘)  . . . 

c = ^,  vuC+y4,0  ^KiC’+  . . . 


Aus  der  Theorie  der  Gleichungen  folgt  aber,  daaa  A = ^^  i«t,  ebenso  ist  A,  der- 

jenige  Werth  der  ans  — 1 entsteht,  wenn  man  u mit  » vertauscht  u.  s.  w.:  es 

A 

ist  also  auch; 


e=t/X,  P=y±,P=^::L. 

\ 1 r ^ (•) 


. also: 


ll=nJ}  = II,  = y 

M i^c)  ’ r^c) 
p=v\  Ä,  i',^vy7p>  ■ • 

Diese  Bemerkung  erleichtert  die  Rechnung,  wenn  die  Grossen  .-I,  a/  ^ be- 
reits bekannt  sind. 


./  1 


7)  Es  wurde  im  vorigen  Abschnitt 
die  Prtdsion  « der  gegebenen  Beob- 
achtung immer  als  bekannt  vorausgesetst. 
Da  die  Bestimmung  derselben  aber  im 
Allgemeinen  unthunlicb  ist,  so  muss  man 
sich  begnügen,  den  wahrscheinlichsten 
Werth  dieser  Grösse  au  ermitteln,  und 
dies  geschieht  auf  folgende  Art.  Der 
Ausdruck : 


leigto  die  Wahrscheinlichkeit  an,  welche 
daTür  stattfand,  dass  sich  die  Beobach- 
tungswertbe  C,,  C,  ...  C.  für  die  in 
bestimmende  Function  ergaben.  Man 
denke  sich  darin  jetzt  die  Grossen  a k e 
constant,  und  n vcrlnderlich;  dies  findet 
I.  B.  statt  wenn  a,  b,  c die  walireu 


zu  setzen;  dies  gibt: 


Werthe  der  Constanten,  Sx'  die  Sum- 
men der  Quailrate  der  wahren  Beobach- 
tungsfchler  ist.  Die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  den  beobachteten  Werthen  C,  C, . . . 
Cm  ein  gegebenes  n entsprochen  habe, 
ist  dann,  wie  früher  crOrtert  wurde. 


Zit 


Sldu 


— -ISlda 
ildu 


wo 


1 

i 


zu  setzen  ist.  . 

Für  den  wahrscheinlichsten  Werth  der 
Präcision  muss  dieser  Ausdruck  ein 
Maximum  sein.  Za  dem  Ende  ist  also 


ndx\H  —it£x* 

vV  ^ 


=0 
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als  wahrächcinlichstcn  Werth  der  Präd- 
sion.  Es  wird  dann,  da 
0,470.9360 

e = 

der  wahrscheinlichste  Fehler  war,  jetit 
« = 0,4769360  i 


n + tta  ein  beliebiger  Werth  der  Pffteision. 
E»  ist  dann,  wie  oben  geieigt  wurde  : 


Man  kann  nun  trän*  denselben  Weg 
einschlagcn,  der  in  Abschnitt  G)  in  Bc- 
zug  auf  die  wahrscheinlichsten  Werthe 
von  ö,  b,  c ...  eingeschlagcu  wurde. 

Wir  verstehen  also  jetzt  unter  « immer  ^ 


und  wegen  der  Gleichung 


"=l/w 


den  Ausdruck 


also  die  wahr- 


/Jtt 


seheinlichite  Pracision,nnter  öden  entspre- 
chenden grössten  Werth  von  i2,  endlich  sei  zu  setzen.  Man  hat  aber: 


/,  d«\  i<tn  1 iTtt*  1 <ta'  Y 

1+  + Yn'+Sn*  ■) 

also  auch:  also  da  dieser  Fehler  positiv 

tfu  / lJu  \ tiv  sein  kann,  so  ist  die  Wahl 

— « keit  — h dass  die  wahre  Pri 

llziatC  . 1 Grenzen! 


Die  Wahrscheinlichkeit  eines  gegebenen 
Wenhes  der  Prfteision  a+d'rr,  ist  dann, 
wenn  man  ganz  wie  in  G)  verfährt : 

Szi  ISläJny 


zu  setzen  ist.  Es  ergiebt  sich  aber 
mittels  des  Werthes  von  Sl: 


also  da  dieser  Fehler  positiv  und  nega- 
tiv  sein  kann,  so  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit = dass  die  wahre  Präcision  sich 
in  den  Grenzen : 

/ 0.47G93G(K  0,47693GO\ 

behndc.  Denn  nach  der  Definition  des 
wahrscheinlichen  Fehlers,  war  ja  dessen 
Wahrscheinlichkeit  Diese  beiden  Aus- 
drücke heissen  daher  wahrschciulichc  Gren- 
zen der  Prfleision.  Elien  so  sind : 


U,47G93üb  und  0,47G9360 

pr- 


, . , f * oder  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von 

oder  wenn  wir  annchmen,  uu  wäre  im 

Vergleich  mit  a nur  sehr  klein:  1 ....  . 

* ^ j ^ vernachlässigen  kann: 

..a  J,/*» 

Dieser  Ausdruck  mit  dem  schon  früher  \ Vn  / \ V«  / 

« •— fi’j*  .15«  Gic  wahrscheinlichen  Grenzen  des  wahr- 

betrachtoten  .>-C  * •*'*  Kcheinltchon  BeohÄchtunL^sfphlpr«. 


-pz  vernachlässigen  kann: 

K»»  


/ 0,47G93(J(K  / 0,4769360\ 

e(l— )und  ) 


Wahfecheinlichkeit  des  Beobachtuiigsfch- 
1er«  darstelltc,  verglichen,  zeigt,  dass 
1 " 


scheinlichen  Beobach tungsfchlcrs. 

Es  spielt  in  diesen  Betrachtungen  der 
Ausdruck 


f n a 


der  Werth  der  Präcision  für  unsere  Grosse  . • r.  , . . . 

i,f  der  wahrscheinliche  Fehler  in  *">«.  *®'"  Q«*>1™‘  ist  die  anth- 

. L..r’RpstimDmne  ist  dann  : metische  Mitte  aus  den  Quadraten  aller 


dieser  Bestimmung  ist  dnni 

0,4769360  . n 

V» 


Beobachtungsfehlcr.  Man  nennt  daher 
auch  diesen  Ausdruck  den  mittleren  Feh- 
ler; cs  ist  dann; 
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/ 0,7071068 

— und 


^ = 0,4769360 


= 0,674^1897  #. 


draten-Summe  der  wahren  Bcobachtungs- 
fehler  haben,  sind  unter  x,  ...  die 
wahrscbeinUchsten  Bcobachtungsfeblcr 
verstanden,  so  ist  also 


Da  das  Quadrat  des  mittleren  Fehlers  < 
die  arithmetische  Mitte  aller  Fehlerqua* 
(Irate  ist.  so  ist  auch  das  wahrschein* 
liebste  aller  Fehlcrquadrate. 

8)  Um  den  mittleren  Fehler  » au  dn* 
deD|  müsste  man  JT(jr)*  oder  die  Qua- 


/.r(x+jx)« 

i " 


ZU  setzen,  und  man  kann  fOr  2'(j*  + cfx)’ 
wieder  den  wahrscheiulichstcn  Werth  die- 
ser Qrösse  subsiituircn.  Ganz  wie  in  6. 
setzen  wir  unter  Voraussetzung  der  li- 
nearen Form  der  Function: 


also 


ist 


jr(x  + ifx)  * — 2’  jr*  = £(u<frt  -f.  r /&  + »eje  . . .)*, 

2* (j  + Jx)  ■ = ^’x»  -f  2'(u(f<i  -f  tjb  -f  und 

bekannt.  2'(«{fa4-rdA4'»f*«10  wurde  in  6)  auf  die  Form  gebracht: 


uach  6)  aber  war  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  dieses  Fehlers: 


s-  I 


-«*(!.>  +. 


(ijadjbddc 


ktre  dl^ 


äl§^tiU 


Es  ist  hier  s als  Anzahl  der  Constan- 
ten  genommen,  um  es  von  n,  welches 
jetzt  die  Anzahl  de/  Beobachtungen  an- 
zeigt, zu  unterscheiden. 

Da  nun  die  Wahrsrlicinlichkeiten  des 
Vorkommens  von  ...  nach  dem 

Obigen  gleich 

#r  n -ft»;,» 

rfi, .... 


■ ■ ■ '.-1,-1 

X.  ^ n*x* 

sein  müssen  (dn  ,-7=e  rfx  die  Wahr- 

Bcheinlichkeit  des  Vorkommens  von  x 
war),  die  wahrscheinlichsten  Werthe  die- 
ser Qnadratc  aber  dnreh  die  Grosse 
2 

^ ini  vorigen  Paragraphen  gege- 
ben wurtlen,  so  ist  der  wabrsehcinlichito 
Werth  von 


^ (uita  + rjt  + irjc+ 


an  setzen,  nnd  man  hat  mithin  - 

Es  war  aber: 

.S(x+  (fx)*  = 

also 


(h-s)»»  = 2’x> 


Dies  ist  der  wahrscheinlichste  Werth  des 
mittleren  Fehlers,  s ist  die  Anzahl  der 
Constanten,  n die  der  Beobachtungen, 
Zx>  die  Summe  der  wahrscheinlichsteo 
Fehlcrquadrate;  es  werden  dann  die  wahr- 
schcinliehstcn  Werthe  der  Prieision: 

0,7071068 

<r  — — 

f 

und  des  wahrscheinlichen  Fehlers : 

e = 0,6744897». 

9)  Ein  einfaches  Beispiel  dieser  Me- 
thode entnehmen  wir  einer  Abhandlung 
von  Theodor  Wittstein  über  diesen  Ge- 


genstand, welche  seiner  Uebersetanng 
von  Nnviers  Differenzial-  und  Integral- 
reeJinung  (Hannover  1848)  angchingt  ist. 
Diese  Ahhandlnng  ist  Qbcrbanpt  bei  die- 
sem Artikel  benntzt,  obgleich  mit  man- 
cherlei Ergknxungen  and  Vervollstlhdi- 
gnngen. 

Es  soll  das  spedfisclic  Gewicht  des 
Icgirtcn  Silbers  als  Funktion  seines  Fein- 
gehalts dargestellt  werden.  Sei  e der 
Feingehalt  des  Silbers  in  Grftn  (die  Mark 
zu  288  Grkn),  a das  specifischc  Gewicht 
des  znr  Legirung  verwandten  Kupfers, 
li  die  Zunahme  des  spccifischen  Gewichts 
der  Legirung,  wenn  der  Feingehalt  nm 
ein  Gran  vermehrt  wird,  dann  ist 

die  gesuubte  Funktion,  a and  6 sind  zu 
bestimmen. 

Es  sind  nun  90  Bcobachtnngen  ge- 
macht, welche  die  folgende  Tabelle  ent- 
hält, C ist  das  beobachtete  specifisebe 
Gewicht  der  Legirungou,  säinmtlieh  in 
gepikten  Münzen  bestehend,  t der  ge- 
actnliclK!  Feing:4ialt  derselben. 
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Quadrate  (Methode  der  kleinsten).  .SO  Quadrate  (Methode  der  kleinsten). 


Tafel  1. 


» I 

C 

r 

C 

e 

V 

— V — 

1 

286 

I0,4!r2 

25 

259.2 

10315 

49 

240 

10190 

73 

162 

9,746 

2 

— 

10.487 

— 

10302 

50 

— 

10198 

74 

150 

9,663 

H 

— 

10,4.'>8 

27 

— 

10  289 

51 

— 

10.202 

75 

9,662 

4 

— 

10.480 

2H 

— 

10289 

52 

— 

10.203 

76 

9,646 

5 

— 

lO.W) 

29 

— 

10.271 

.53 

— 

10189 

4 

9,640 

6 

— 

10.497 

30 

— 

10,300 

.54 

216 

10.100 

78 

9,667 

7 

— 

10,467 

31 

— 

10,288 

50 

— 

10092 

79 

9.662 

8 

284 

10,464 

32 

~ 

10273 

,5<i 

~ 

10.072 

80 

9.681 

9 

266,4 

10  374 

.33 

— 

102;»l 

57 

— 

10.067 

81 

_ 

9,672 

10 

— 

lo.m 

34 

— 

10,281 

."■rS 

10.074 

82 

144 

9.637 

11 

— 

io.a-)i 

3.5 

— 

10,272 

.59 

- 

10,073 

03 

126 

9Ä32 

12 

— 

lo.a'j.'') 

.36 

2.52 

10.2(kl 

60 

— 

10.05.5 

84 

108 

9.439 

13 

— 

10,373 

37 

250 

10,265 

61 

213 

10,068 

05 

96 

9.385 

14 

264 

10,332 

.38 

— 

10.261 

62 

19.3 

9.944 

8^5 

9.383 

U> 

261 

10,30t> 

3!» 

— 

10.257 

63 

192 

9.890 

87 

90 

9.333 

IC 

260 

10.312 

40 

— 

10250 

64 

liK) 

9.888 

88 

9,306 

17 

— 

10274 

41 

— 

102:52 

(J;'? 

— 

9,9.31 

89 

— 

9 317 

18 

_ 

10321 

42 

240 

10.237 

(h) 

168 

9,810 

90 

64 

9,203 

19 

^i9,2 

10.314 

43 

— 

10211 

67 

— 

9,776 

91 

— 

9,196 

20 

_ 

10.309 

44 

— 

10.211 

— 

9,767 

92 

63 

9,196 

21 

_ 

10296 

45 

— 

10.208 

69 

— 

9.705 

93 

— 

9.237 

22 

— 

10282 

46 

— 

10,207 

70 

9.744 

94 

— 

9,153 

23 

— 

10,297 

47 

— 

10.204 

71 

9.7(ki 

95 

— 

9,197 

24 

- 

10,316 

48 

- 

10.2t>2 

72 

- 

9,768 

Die  in  Abschnitt  3 gegebenen  Glei-  memien  Summen  lässt  sich  erleichtern, 
ebungen  für  die  wahren  Werthe  der  wenn  man  diese  Summen  fOr  diejenigen 
Constanten  sind  jetzt,  da  w = l,  A'w=:0.5  Beobaebtungen  einzeln  ausreehnet,  wel- 
lst, 95n  + A(r)  .b~£C  ehe  zu  demselben  r gehören,  wie  z.  B 

i(r),«d-2(r’). A = jr(rC).  die  Werthe  1 bis  7,  und  dann  alle  Par- 

Die  Berechnung  der  hierin  vorkom-  tialsuinmen  addirt,  also: 


Tafel  2. 

Ar) 

IC 

Z{rC) 

1-7 

2002 

.57572 

73.38<i 

20988,4 

8 

281 

H0th)6 

10.464 

2971.8 

9-1.3 

1.332 

0->484,5 

51.798 

i.37iao 

14 

264 

696!t6 

10.3.T2 

2727.6 

15 

261 

(»121 

10,306 

26899 

16-18 

780 

202800 

.30.'K)7 

8035.8 

19-.35 

440<;.4 

1142139 

174.985 

4.5356,1 

36 

2.52 

6.3.504 

10  2(» 

2585,5 

37-41 

12.50 

312.500 

51.285 

12821,3 

42-53 

2880 

691200 

122.462 

29390,9 

.54-60 

1.512 

326592 

70..533 

1.5235.1 

61 

21.3 

4.5369 

10,068 

2144.5 

62 

193 

37249 

9,944 

1919.2 

63 

192 

.3(»64 

98!t0 

1898,9 

64-65 

380 

72200 

19.819 

3735.6 

66-72 

1176 

197:5(» 

68.396 

11490.5 

73 

162 

26244 

9,746 

1578,9 

74-81 

1200 

180000 

77.293 

11594,0 

82 

144 

20736 

9,637 

1387,7 

83 

126 

15876 

9532 

1201,0 

84 

108 

11664 

9,439 

1099,4 

85-86 

192 

18432 

18,7(W 

1801.7 

87-89 

270 

243(H) 

27,9.56 

2516.0 

90-91 

128 

8192 

18,399 

11.775 

92-95 

2.52 

15876 

36.783 

2317.3 

Summa  | 

19959,4  1 

4.595196  1 

952,388  1202413,6 
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Quadrate  (Methode  der  kleinsten).  81  Quadrate  (Methode  der  kleinsten). 


Dieve  Worthe  in  Uic  beiden  Gleichnn- 
gen  fUr  a und  6 e<^.setzt  geben: 

95a  + 19959,46  = 952,388 
19959,4a -|-4595195i  = 202413,6 
hieraus  fulgt: 

a = 8.81297 , A = 0.00570)5 

also 

F = 8.81297 + O.lXhmor . 


Uin  die  Genauigkeit  der  einzelnen 
Beobachtung  zu  prüfen»  berechnet  naan 
Tür  jedes  in  der  ersten  Tabelle  enthaU 
tene  r das  zugehörige  F mittels  dieser 
Formel.  F^C=r  ist  dann  der  Beob- 
aehtungsfchlcr.  Derselbe  und  sein  Qua- 
drat ist  in  der  folgenden  Tafel  ent- 
halten. 


Tafel  3. 


T X*  ix  X* 


1 



0(X)2 

0.000841 

49 

+ 0,008 

0,000064 

2 

_ 

24 

576 

50 

— 

0 

ü 

3 

+. 

5 

25 

51 

— 

4 

16 

4 

— 

17 

289 

52 

— 

5 

25 

r> 

— 

42 

1764 

53 

+ 

9 

81 

*i 

_ 

.34 

11.5»; 

.54 

— 

41 

1681 

7 

4 

16 

.55 

— 

33 

1089 

8 

— 

12 

144 

.5»; 

— 

13 

169 

!» 

~ 

24 

576 

57 

_ 

8 

64 

10 

+ 

5 

25 

58 

15 

22.5 

11 

— 

1 

1 

.59 

14 

196 

lü 

- 

5 

25 

60 

+ 

4 

16 

13 

' — 

23 

52;» 

61 

26 

676 

14 

+ 

4 

16 

62 

17 

289 

15 

+ 

13 

169 

63 

+ 

31 

961 

16 

+ 

01 

0001 

64 

+ 

21 

441 

17 

+ 

39 

1.521 

65 

_ 

22 

484 

18 

8 

64 

6»; 

28 

784 

19 

— 

5 

25 

67 

+ 

6 

36 

20 

— 

0 

0 

68 

+ 

15 

225 

21 

+ 

13 

169 

69 

+ 

17 

289 

22 

+ 

27 

729 

70 

+ 

38 

1444 

23 

+ 

12 

144 

71 

+ 

16 

256 

24 

— 

7 

49 

72 

+ 

14 

196 

25 

— 

6 

36 

73 

+ 

2 

4 

26 

+ 

7 

49 

74 

+ 

15 

225 

27 

+ 

20 

400 

75 

+ 

16 

256 

28 

+ 

20 

400 

76 

32 

1024 

29 

+ 

:« 

1444 

77 

+ 

38 

1444 

30 

+ 

9 

81 

78 

11 

121 

31 

+ 

21 

441 

79 

+ 

16 

256 

32 

+ 

36 

1296 

80 

3 

9 

3S 

+ 

18 

0324 

81 

+ 

6 

36 

34 

+ 

28 

784 

82 

+ 

7 

149 

35 

+ 

37 

1369 

83 

8 

64 

36 

+ 

7 

40 

84 

3 

9 

37 

_ 

10 

100 

85 

_ 

18 

324 

38 

6 

36 

86 

_ 

16 

i256 

39 

— 

2 

4 

87 

— 

1 

1 

40 

+ 

5 

25 

88 

+ 

26 

676 

41 

+ 

3 

9 

89 

+ 

15 

225 

42 

— 

39 

1521 

;to 

21 

441 

43 

— 

13 

169 

91 

_ 

14 

196 

44 

— 

13 

169 

92 

— 

19 

361 

45 

— 

10 

100 

93 

60 

3600 

46 

_ 

9 

81 

94 

+ 

24 

576 

47 

6 

36 

95 

+ 

20 

400 

48 

- 

4 

16 

= 0.038053 
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Quadrate  (Methode  derkleinston).  32  Quadrate  (Methode  der  kleinsten). 

Es  ist  also  der  wah.scl.einliohstc  Werth  sohcinliehen  Grenzen  des  wahrsehoinlichen 

iUfi  mittlpren  Fehlers*  Fehlers  gehen,  sind: 

des  mitilertn  i<uuers.  0.012976,  0,014312. 

Die  wahrscheinlichen  Werthe  der  Coii- 
stanten  ft  und  b haben  die  wahrschciii- 


ÄfL  = 1 ■ = 0.0-20-2-2H, 


I «-»  I 


93 


der  wahrscheialiehste  Werth  des  wahr-  liehen  Fehler  (siehe  6): 
seheinlichen  Fehlers: 

p = 0.6744897,  = 0,013644 

/ 0,4769360  \ 


(i+- 


V" 

welche  die  wahr- 


wo  e leicht  mit  Hftlfe  des  unter  dem 
Artikel  Quadrat  angezcigien  directen 
Verfahrens,  oder  durch  die  Formeln 
in  6) 


und  die  Werthe  q 
0,4769360  \ 

yir  ) " 

'Ä” 

''“l'  Ä",’  - "UX'"’). 

bestimmt  wird,  denn  dies  sind  die  Werthe  War  p der  mittlere  Fehler,  so  ergab 
der  entsprechenden  Determinanten  für  sich  np  = 0,4769.360;  es  ist  also 
n = 2.  Hier  ist  übrigens  ii  = l, 
also  A = 9,').ir,’  - [.^(r)l’  ’ “ 


= Z(.0>.S(r)»  -[i(«r)]>,  A 


untl 

und 


mit  llCilfc 
S(r): 


der  Werthe  von  .Ir’ 


_ /38fts)677 
'4595195 
p = 0,00473 

Für  e'  erhalt  man,  indem  man  « mit 
r vertauscht  A^i  = — «’=95,  wahrend 
A ungeÄndert  bleibt;  es  kommt 

, ..  /3H165877 
p,  =0.0000215. 

Setzt  man  aber  in  P und  Pj  für  p die 
wahrscheinlichen  Grenzen  des  wahrschein- 
lichen Beobachtongsfehlers,  also; 

0,012976  und  0,014312 


0.4769360 

der  Werth  des  Fehlers  ausgcdrückt  ln 
Thcilen  des  wahrschcinUchcn  Fehlers. 
Es  sei  noch  0,4769360=9,  so  nimmt  un- 
sere Tafel  auch  die  F'orm  an: 

7 0 = 0 
7 9 =0.5 
7 1,247790.1=0,6 
7 1..5366189  = 0.7 
7 1.900(V!29  = 0.8 
7 2.0it67169  = 0.8427008 
7 2,43ö(W49  = 0.9 
7 3.8189309  = 0.99 
7 4.8804759  = 0,999 
7 5,7682049  = 0,9999 
7 00  =1 

also  es  ist  z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  der  Beobaohtnngsfehler  1.247790  des 


so  erhalt  ilal''alB  «"ahrscheinliche  Gren-  w^ahrsehcinlichenFchlers  nicht  überschreite, 
zen  des  wahrscheinlichsten  Werthes  von  fl:  gleich  O.h  u.  s.  ».  -m  nmt.niele  die 

nrauiiA  nnd  0 00496  l-*  wurde  also  in  unserm  Boispiete  uio 

1 y.  Wahrscheinliehkeit,  dass  der  Fehler  x 

0,oÖ0O204  und  0,00(Xt226  «1«»  wahrscheinlichen 

10)  Es  ist  noch  eine  Bemerkung  über  übersdircitct,  =7(«)-i  X, 

' 9 /Vj*  — i*  würde  unter  9o  Fallen  47mal  \or^m 

das  Integral  -7=  / ® <Ü  zu  ma-  men,  w as  aus  Tafel  3 sich  als  zutreffend 

\ II''  ° ...  ergiebt;  in  der  That  sind  47  der  unter 

eben,  welches  die  Wahrscheinlichkeit  an-  ^ enthaltenen  Ealilen  absolut  genommen 
gab , dass  der  Fehler  nicht  grösser  als  „Is  0,0136.  Dass  der  Fehler  den 

X ist.  Bezeichnen  wir  dasselbe  mit  v..g),rsi.iie|„lichcn  nicht  um  das  Doppelte 

ytflx),  SO  ergiebt  sieh  mittelst  nicelia-  (ibertreffe,  dafür  ist,  wenn  man  zwischen 
niseher  Quadratur  oder  tlarch  Beihenent-  zahlen  1,9000326  und  2,0976716  in- 


wickclung : . 

7 0,4769.363  z:0,.5(XK>kH) 
7 0,.5951161=0,<X)0(.X»00 
7 0.7328691  =0,7(XXXKK) 
7 0,9(Xn939=r0,80(XKX)0 
7 1 =0.f4172(M)8 

7 1,1630872  = 0,;XKX)000 
V 7 2,326754  = 0,99iX)OiX) 
7 2,7510654  = 0,9999000 

7(*)  z;  1. 


UCU  -1-- 

tcriiolirt,  7 (2)  = 0,82,  d.  h.  cs  wurde  dies 
unter  95  Fällen  78m8l  Vorkommen,  was 
sieh  chenfiills  durch  Tafel  3 bestätigt. 

10)  Auf  den  Nutzen  der  Anwendung 
der  kleinsten  Quadratsummen  der  Fehler 
hat  zuerst  Legendrc  {Xovrelles  melhodn 
ponr  /ö  deleriiiiiifttiou  dts  urbites  des  co— 
«iples,  f'arij  1806)  öffentlich  aufmerksam 
gemacht.  Gatiss  hat  dieselbe  aber  einer- 
seits selioii  früher  gekannt,  andererseits 
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Quadratische  Factoren. 


33  Quadratische  Factoren. 


dieielbe  aber  auch  luerst  genauer  aus- 
gerührt und  begründet.  Seine  Arbeiten 
darüber  sind  enthalten  in  der  Thtoria 
motiM  Corporum  CoeUslium  (llamimrg 
1809)  in  zwei  Abhandlungen  in  der  Mo- 
natlichen Currespondenz  Theil  XX,  14 
und  in  der  Zeitschrift  für  Astronomie 

Bd.  I,  ferner  in  der  Theoria  Combina-  _ 

tionis  obtervalionum  erroribut  minimiu  ({x)z:x  +A  x +A  x 


sehen  Jahrbüchern  von  1834,  183Ö  und 
1836  za  crw&hnen. 

flmadratische  Factoren. 

1)  Quadratische  Factoren  sind  Facto- 
ren von  der  Form  x*+2aj+Ä.  F.s  sind 
dieselben  von  Wichtigkeit,  weil  jede 
ganze  algebraische  Function 
2.  , 2»-l  . 2«_2 


obnoxiae  (QCttingen  1828),  sowie 
einem  Supplement  zu  dieser  Arbeit. 


in 


t"  ' "2~  '2» 

sich  in  ein  Product  von  dergleichen  Fac- 
toren zerlegen  lässt,  and  zwar  sind  in 


F.inschlagcndes  enthält  auch  Laplace  y.n-T 

i-v...;-  .1.  sL.i  « “"d  * f««“«  Zahlen, 


Theorie  analylit/ue  de  l’robabilite  Suppt. 
Bcsscl  Fundamenia  aslronomiae  und  eine 
Abhandlung  desselben  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten  Bd.  XV,  1838,  Ha- 
gen GrundzOge  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung 1M7,  so  wie  die  erwähnte 


wenn  die  Coefficicntcn  A A.  A,  . 

1 2 

dergleichen  sind.  Der  Ansdmck: 
2«+l  , . ^ ^ 2«-l 


/ic  — X 


lässt  sich  in  einen  linearen  Factor  x-f-cr. 


Abhandlung  von  Theodor  Wittstein,  die  in  welchem  «reell  ist,  wenn  4,  4,...  reell 
den  Anhang  zur  Uebersetznng  von  Na-  sind,  und  in  ein  Product  von  quadra- 
viers  Differenzial-  und  Integralrechnung  tischen  Factoren  zerlegen,  ebenfalls  un- 
(llannover  1848)  bildet;  auch  ist  die  sehr  ter  der  angeführten  Bedingung  reeller 
vollständige  Darstellung  dieser  Methode  Coefficicntcn. 
von  Enke  in  den  Berliner  Astronomi-  Da  nun 

X*  -)-2ax+i  = (x+a+Ya*  — 4)  (x-f-a — Ya*  —b) 


ist,  l/o*  — 4 aber  reell  und  imaginär  sein 
kann,  so  lassen  sich  beide  Sätze  auch 
so  ansspreeben:  „J-'de  ganze  alge- 
braische Function  lässt  sich  in 
ein  Product  von  lineären  Fac- 
toren zerlegen,  deren  Anzahl 
ebenso  gross  ist,  als  die  höch- 
ste Potenz  der  Function,  da 
sie  sonst  wirklich  mnltiplicrrt 
nicht  ein  der  erstem  gleiches 
Besultat  geben  könnte.“ 

Sind  die  Coefficienten  der  Function 
reell , so  sind  diese  Factoren  entweder 
reell,  oder  von  der  Form  x-t-a-l-ci,  wo 
i—Y — 1 gesetzt  wird.  Ist  letzteres  der 
Fall,  so  muss  einem  Factor  x-|-a-4-ci 

immer  ein  andrer  x+a— c«  entsprechen.  , ß \ 

Ist  die  Function  von  einer  ungraden  /(x)  = (x— o)(dx-| \ = {x~a)<f>x+B, 

!•  n,'n  ' X — o) 

oder  wenn 


unmöglich,  da  y(x)  eine  ganze  Function 
ist,  und  folglich  nur  für  x=oc>  den  un- 
endlichen Werth  annehmen  kann,  ein 
Werth  von  «,  der  hier  ausgeschlossen 
bleibt. 

II)  Es  lässt  sich  aber  auch  umgekehrt 
beweisen,  dass  wenn  f(a)  = 0 ist,  noth- 
wendig  x—cr  ein  Factor  von  f(x)  sein 
muss.  Denn  dividirt  man./)[x)  durch  x—ir, 
so  erhält  man  jedenfalls : 

■t^  = i/.x-l 1 

x—o  ’ x—a 

wo  >/'X  eine  ganze  um  einen  Qrad  nie- 
drigere F unction  als  f(x) , ß aber  der 
Divisionsrest , also  eine  Constante  ist. 
Es  folgt  hieraus : 


Ordnung,  so  ist  immer  wenigstens  ein 
reeller  Factor  darunter. 

2)  Der  Beweis  dieses  Satzes  stützt 
sich  auf  folgende  Hülfssätze : 

I)  Sei  /(x)  eine  beliebige  ganze  alge- 
braische Function  von  x und  x—o  ein 
Faktor  derselben,  so  dass 

/(x)  = (x-o)y(x) 

wo  7X  eine  andere  um  einen  Qrad  nie- 
drigere ganze  Function  ist , so  ist 
offenbar 

««)=0; 

denn  da  a—a  gleich  Null  ist,  könnte 


mau  x=n  setzt : 
f{o)=B 

Da  aber  nach  der  Voraussetzung  f{a)  = 0 
war,  so  ist  auch  B = 0,  und 
f(x)  = (x-a)^-x 
was  zu  beweisen  war. 

III)  Wenn  f(a)  = 0 ist,  so  ist  a eine 
Wurzel  der  Gleichung 
f(x)^0 

Unser  Satz  von  der  Zerlegung  der  gan- 
zen Functionen  kommt  somit,  wie  leicht 
zu  sehen,  auf  einen  andern  zurück ; 
,Jede  algebraische  Gleichung  hat  eine 


(x~a)'fx  nur  dann  für  besagten  Werth  Wurzel  von  der  Form  o-p/Ji.“ 
von  X ungleich  Null  werden , wenn  Wir  werden  von  diesem  wichtigen  Satze 
if(u)  gleich  unendlich  i|t;  dies  ist  aber  zunächst  einen  elementaren,  von  Cauchy 

3 
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herrührcnilen  Beweis  geben.  Es  geschieht  ist  in  dem  hchannien  Werke  Cnuchy  s, 
dies  an  dieser  Stelle,  weil  an  ihn  einige  „Court  d'analyte  atgehrujue  mitge- 
Betrachtungen  angeknöpft  werden  sollen,  thcilt,  . , . , ■ , 

die  sich  nicht  mehr  auf  aJgebraischo  Zunächst  lasst  sich  zeigen,  dass  jode 

Glcidmngcn  beziehen.  — Dieser  Beweis  Gleichung  von  der  Gestalt 

= + ...  +4»-lx-^»=0 

wo  das  von  der  Unbekannten  freie  Glied  den,  also  positiven  Werth  von  x,  der 
A negativ  ißt,  immer  eine  reelle  Wurzel  aber  auch  Null  sein  kann,  durch  Nml  gc- 

" , »T  ,1  ■ . gangen  sein;  ist  also  n dieser  Werth. 

hat,  die  gleich  oder  grosser  als  biull  ist.  f(a)-0,  was  zu  beweisen  war. 

Der  Ausdruck  f(.r)  ändert  sich  nämlich  „|r  nun  von  dem  Werthe  des 

offcnliar  nur  continuirlich , da  er  nicht  Gliedes  ab, 

far  endliche  Werthe  von  ^ «"«"'»'ch  in  ,, cm  Ausdruck 

werden  kann.  bürj’xOist  nun/(0)  = — ^ . « 

also  negativ,  Tür  oc  dagegen  ist  f{x)  — x "^'^2'^  + ••• 

das  erste  Glied  x”  derart  überwiegend,  ^ ^ A ...  A beliebig  reelle  otler 

dass  es  dos  Zeichen  von  f(x)  bestimmt,  . .1  i T:«,!  wir 

soda.ss/^4-x)=+ao  wird;  die  Function  >maginäre  Zahlen  sind,  setzen  wir 

f(x)  hat  also,  wrdircnd  x von  0 bis  oo  , _ gu^i  f(x)  = R^^' 

sich  ändert,  auf  contiuuirlichcm  Wege  t 't  ’ ’ 

sich  von  einem  negativen  Werthe  bis  p,r,  R sind  hier  als  positiv 

zu  einem  positiven  geändert,  und  muss  ''m 

also  für  irgend  einen  dazwischen  liegen-  zu  betrachten.  Man  hat : 

oder,  wenn  wir  mit  dividiren: 

Da  hierin  aber  die  reellen  und  imaginären  Theilc  rechts  und  links  einzeln  vor- 
glichen  gleich  sein  müssen,  so  ist  auch: 


Trennt  man  hier  den  reellen  vom  imaginären  Theilc,  so  erhält  man,  wenn  man 
bcklo  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt: 

R«  = (r"-)-p,r"~’  C08«,  + e,r"  * cosn,+  •>.  -h  cos  <t^)* 

sinft,-t-p,r"  * sinn,+  . . . -t-p^  sin«^)*. 


wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

« = 14  ’—tif' 

* * 

Der  kleinste  mögliche  Wertli  des  Aus- 
druckes rechts  ist  oflenbar  der , wo  alle 
Sinus  gleich  Null,  alle  Cosinus  gleich 
— 1 gesetzt  werden,  denn  in  diesem  Aus- 
dmek  wird  von  dem  stets  positiven  r" 
soviel  als  möglich  abgezogen,  während 
das  letzte  Quadrat  ganz'verschwindet.  Es 


ist  also : 
2 / « 


Die  Gleichung 

H » — 1 »■ 

r -e,r  -p^r 


-e.=® 


deren  letztes  Glied  negativ  ist,  liat  aber 
nach  dem  Vorigen  immer  eine  reelle  po- 
sitive Wurzel,  und  der  Ausdruck  links 
in  dieser  Gleichung  wird  für  wachsen- 
des r über  alle  Grenzen  hinaus  zunch- 
men,  aus  diesem  Grunde  muss  auch  R*, 
welches  stets  positiv  und  von  r und  p 
abhängig  ist,  über  alle  Grenzen  mit  zu- 
nehmenden r wachsen , und  kann  auch 
nicht  unter  Null  sinken;  es  wird  also 
R*  für  einen  bestimmten  Werth  von  r 
und  if  einen  kleinsten  positiven  Werth 
haben. 

Dieser  kleinste  Werth  sei  eben  n, 
welcher  Ausdruck  durch  die  Gleichung 
gegeben  war: 
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Äe“=rV''‘+o.r''-^e(""^  7 +/'.)! +p,r"-V"-'^v+/'.)‘+  ...  +p^e%| 

Wir  wollen  nnn  r andern,  also  fOr  r wo  die  Ausdrficke  rr  rr  . , , a com- 


r+o  «chrciben,  wo  dann  ß und  X auch 
andere  Werthe,  die  wir  mit  ß,,  i,  be- 
zeichnen, annchroen;  wie  leicht  zu  cr- 


, ..  •.  o , 1 . plexe  Grössen  sind,  von  denen  jedoch 

andere  Werthe,  die  wir  mit  ß,,  1,  bc-  • , vi  n • i ••  o • 

’ einzelne  Nuli  sein  können.  — Sei  a 


sehen  ist,  hat  man  dann; 

. „ii'  ti  * 

ßjC  =/l6  -|-nt|"-t-ir2«  -H 


die  erste  der  Grössen  n„  »,...,  die  nicht 

*•  Null  ist,  und  setzen  wir  er  =Aß  , so 
+ « n P 

**  kommt : 


ß,e^‘ = ße^'-t- + . . . 

Ks  können  nämlich  nicht  eile  n Null  werden,  da  — ungleich  Null  Ist. 

1. 

RPe  P • 


Uns  bis  jetzt  beliebige  o bestimmen  nir,  in  dem  wir  setzen:  0 = 


i.  '21 

apcp 


f sei  eine  positive  Zahl.  Dann  wird 

ß.e^*  = ße’'(i-.P+i5^^jsP+i+  . . . 

wo  /J  . . ...  ß wieder  cumplcxe,  leicht  zu  bestimmende  Zahlen  sind  oder 

P “T  A t n 

ß,e^^‘-^)‘  = ß(i-.P-(-,ip^j.P+^+  ..  . +ß„p”). 

Ks  ist  nnn  klar,  dass  mit  abnehmen-  ß,: 


.ß 


den  s der  reelic  Thcil  des  Ausdruckes 

r . , r+' 


Ua  aber  ß der  kleinste  Werth  war,  so 
t +ß  t ' + ...  +ß  t ist  dies  unmöglich,  und  cs  muss  fl,  d.  h.  der 

, . . , r/"!"*.  . "oi-  ■ Modul  des  Ausdruckes  f(jc)  gleich  Null 

zuletzt  das  Zeichen  seines  ersten  Gliedes,  , . ' ' .. 

, , ..  ■ ’ werden  lur  irgend  einen  Werth  von  r 

also  das  negative  erhalt,  wodurch  der , r, 1.  „n,.. 

reelle  Theil  des  Ausdruckes  in  der  Klam-  e.'  ^ 

mer  zuietzt  kleiner  als  Eins,  folglich  »«• 

ß , cos  (i— i,)>  ß 3)  Wegen  der  Wichtigkeit  dieses  Satzes 

wird,wennnichtß  = Oist,dcnnß,cos(i— A,)  geben  wir  noch  den  letzten  derjenigen 
ist  der  reelle  Theil  des  Ausdruckes  links,  3 Beweise,  weiche  von  Gaus«  herruhren. 
und  da  ß , und  ß positiv  sind,  um  so  mehr  Es  sei 


/’W-^o  + + • 

WO  die  GröBsen  A rcci  seien,  und  setze  man 

F 

t = 2‘z4  r cos  fuf 
p 

P 

u 3 r sin;#7, 


n p—n  _ 

+ A AmX  » 

“ F-0 


80  ist : 


wo  r der  Modal  von  x ist. 
Wir  setzen  nun  noch: 


nrctj— = s,  r = 

Um  r and  tr  zn  bestimmen,  sei 
t^^£pA^r  cospy 


ds 


ds 


dr  "'“dy’ 


»=d;=  dT 


de  dw 
“ di 

dt 
dr 
da 


«,  rrJ'pA  r sinp'r, 

1 r 


— "I 

dr  r 


so  ist 


ÜL- 

dif 
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= «. 


und  wenn  unter  ds  das  vollständige 
Diffcrcnsiiil  von  s verstanden  wird: 

I du— V dl 


ds  = - 


(>  + «’ 


lu^-tll^ 

_ «t+sw, 
1*+«* 

Setzen  tgr  ausserdem: 

I,  = Sp'Apcoipif 
u,=£p^Ap  sinpf. 


Leitet  man  jetzt  aus  ds  das  DitTercnzial  so  kommt,  wenn  man  ir  naeh  r diffe- 
nneb  r,  und  das  nach  y ab,  so  kommt:  renziirt: 

/ d/  da  dl  d«\  / d*  d«i\- 

('’+^’H'd^+“d^+^Fr+“«'d^;-2('^+"«.)Vd;+“d;) 

!/=  


und  wenn  man  ffir 


ihre  Werthe 


dr’ 


d« 

dr’ 


dr’ 


dr 


cinsetzt,  so  wird: 

r(t>  + M*)» 

Piejenigen  Glieder  von  M,  I,,  /„«„  eine  Wurzel  in  den  bezeichneten  Gren- 

wclche  zu  p = 0 geboren,  verschwinden  aen  haben,  denn  y kann  nur  unter  die- 

In  I ■ ..  .K»  ser  Bedingung  unendlich  werden,  da  nur 

ganz,dam«:s.npy,  in  t„«„«„H,aber  ,,„*’Npwner  gleich  Null 


unter  der  Summe  der  Kactor  p vorkommt ; 
aus  diesem  Grande  kommt  im  Zähler 
kein  mit  r“  mnltiplicirtes  Glied  vor,  und 
derselbe  ist  durch  r theilbar;  man  hat: 

»I 

+ 

wo  .W  eine  leicht  zu  bestimmende  ganze  2n  und  dann  0,  so  geben  beide  Ausdrficke 
Function  von  r,  sin  </  und  cos  y ist.  einzeln  Null,  da 


dann  der  Nenner  (!’+«’)• 
wird. 

Es  ist  nun : 

/•  , «a.-x«, 

»‘'''='=70^- 

Setzt  man  in  den  AVerth  von.  v snerat 


Wir  betrachten  jetzt  das  Doppel -In- 
tegral ; 


ist,  also: 


und 


sin2prr=sin0=0 


dien  wir  jetzt  die  Gi 


In: 


wo  R zunächst  eine  beliebige  Constante 
sei.  Gicbt  cs  nun  zwei  zusammenge- 
hörige Werthe  von  r und  y,  wo  r zwi- 
schen 0 und  R liegt,  und  welche  den 

Ausdruck  /(j:)  verschwinden  machen,  d.  Vertauschen  wir  jetzt  die  Grenzen 
h.  hat  Gleichung  f(i)=0  eine  Wurzel, 
deren  Modul  zwischen  0 und  R liegt,  so 
wird  für  diese  Werthe  von  r und  </ : 

« = M=0, 

also 

y = QO  • 

Unser  Integral  geht  dann  durch  die  Un- 
endlichkeit and  ca  ist  nach  einem  be- 
kannten Satz  der  Integralrechnung  in 
diesem  Falle,  aber  noch  nur  in  diesem  <l*nn: 

möglich,  dass  bei  der  Umkehrung  der  f'2rs  TR  f2n  tl,+uu, 

Ordnung  des  Integrirens  uuser  Integral  j ^ I ~ / |,  , j,'»  “?• 

verschiedene  Werthe  annimmt.  Geschieht  ‘ ‘ 

letzteres  also,  so  muss  nothwendig  auch  es  nun  einen  Werth  von  Ä,  für 

die  Gleichung  welchen  der  Ausdruck  «’  = — i— für 

f{x)=0 


Btr  r Null  setzend,  erhält  man  auch  lo  =0, 
also 

r\dr=‘.h±^, 

J . * «•-(-«* 

wo  in  den  entsprechenden  AnsdrOcken 
A für  r zu  snhstitniren  ist.  Man  hat 
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jeden  Werth  von  71  dasselbe  Zeieben  hat,  / ti\ 

so  kann  das  Integral  nicht  verschwinden.  “Ultiplicirt  man  aber  T mit  sinlny  + ^l 
Ks  hat  dann  in  der  That  die  Umkeh-  / n\  ^ 

rung  der  Ordnung  des  Inicgrircns  zu  “ud  U mit  coslny+^l  und  subtruhirt, 
einem  von  Null  abweichenden  Wortho  t . ^ 

gerührt,  und  Gleichung  f(x)  = 0 hat  eine  \ / \ 

Wurzel.  Es  lässt  sich  aber  die  Mög-  Tsinln 7 +|)-l/co8|n7 ) = u ; 
liebkeit  eines  solchen  Werthes  von  R ^ 4/  \ 4/ 

auf  folgende  Art  beweisen:  in  derselben  Weise  ergiebt  sich: 

T,cos^n7  + sin(n7  +^)  = <, 

T,  iin(»7  cos^riy  +|)  = «„ 

und  ans  diesen  Formeln  folgt: 

«, +M«,  = rr, 


Sei 


T=SA^r  cos^j  +n-p») 
V = S A^r 

T , = SpA^r'cos^^  +"— P'/) 
ff , = J^pA^r'’sin^^  4.n^7^ 


und 
also  anch 


TT,  + UU, 

IT  ~ !- 

r> 


positiv,  wenn 


Multiplicirt  man  r mit  eos(«7+J  und  Dieser  Ausdruck  ist 

,r  „■  / , a\  , t'.  ff,  positiv  sind.  Es  handelt  sich 

u mit  sin^rt-/  + J J und  addiit,  so  erhält  also  dämm,  einen  Werth  von  R zu  lin- 

den,  der  diese  Ausdrücke  für  jedes  ,/> 
“““■  positiv  macht.  — Wir  schreiben  jetzt 

T / / n\  , =li  ^ ,=A,  A „ = K,  A =C 

rcotln7  4.-l4.(/iin(n7.4-_l  = <.  " ■-*  *-3 

^ \ ^ 4/  n.  8.  w.,  so  wird: 

T = r*co8Y+r»-lAcos(.j+  7)+r‘~*B  cos  (-y  + 2y^  + r" Ccos^.|-  + 87) 

+ . . ., 

f/=  r»sini+r— tAsin(j+  7)+r*-*  ff  sin  (j  +27)+r«-3  C'sin(.l +3-,) 


Es  ist  aber: 
also 

nnd  folglich ; 

..*—1 


"-T=7r’ 


_ 7X  nr» 

r co8^  = — 7=- 

4 ny^ 


h-3 


nY2 


wo  die  Ausdrücke  s,,  s„  s,  ...  positive  Brüche  sind.  Es  sind  folglich  nun  T 

oder  negative  echte  Brüche  bedeuten ; und  V immer  positiv,  wenn 

die  ersten  Glieder  jeder  Klammer  addirt  , j— 

m r>AnV‘2,  r«>ßnV2,  r*>C«y2... 

geben  nämlich  — also  das  erste  Glied  wenn  r grösser  als  der  absolut 

' "r  2 grösste  Werth  der  Ausdrücke: 

von  r , während  die  letzten  Glieder  der  1 

Klammern  die  übrigen  Glieder  von  T s.-i/ö  Vr  - l/ö  ifr-i/ö 
ergeben.  Einen  ganz  ähnlichen  Ana-  ' ’ * ^ ’ K 2 . . . 

n n '‘b 

dmck  erhält  man  für  ff,  da  sinT- = cos.^, 

4 4 Für  einen  solchen  Werth  sind  aber 

und  die  sinus  wie  die  Cosinus  stets  echte  auch  F,  und  ffj  positiv,  denn  cs  ist: 
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T,=nr*co8-l  + (n-l)r— >i4co8(-^+»)  + («-a)r«-*ficos(-?-H-2y)  + . 


oitcr 


r,=^(r+(n-l)y''2^^..)+J^(r*+("-2)V2ß.J+^(r*  + (a-3)V'2C.*) 

und  ein  ähnlicher  Ausdruck  findet  auch  ffir  l/,  statt.  Damit  dieser  Ausdruck 
stets  positiv  sei,  muss  r grösser  sein  als  der  absolut  grösste  Werth  von : 


(n-l)V'2d,  >'(..-2)y''2fi,  V'("-3)V2C... 

4)  Ist  nun  /(«,)  = 0,  so  ist  als 
^(jr)  = (x- tr ,)  (4T- <r,) /■,  (x), 
wo  fi(x)  eine  ganze  rationale  Function 
von  X ist,  die  einen  Grad  niedriger  als 
f{x)  ist.  Da  auch  f,{x)  Ihr  einen  Werth 
e , von  X Kuli  werden  muss,  so  kommt 

und  indem  man  so  fortläbrt 
^(x)=(x-<T,)(j-n,)  . . . (x-o.)C, 

wenn  vorausgesetst  wird,  dass  ^x)  vom 
was  zu  Dcwci-  Grade  ist.  C wird  dann  eine  Fun- 

ction vom  Grade  Null,  d,  h.  eine  Con- 
stante  sein.  Es  lasst  sich  aber  auch 
leicht  beweisen,  dass  keine  andre  Zerle* 
gung  von  f{x)  in  lineare  Factoren  mög- 
lich isU  Denn  sei: 

/(r)  = (x-/J,)(x-(»,)  . . . (,X-?.)D, 

SO  wäre  nach  dem  Obigen  z.  B. 
0ß,)=0i 

da  aber 

(ßm^€e»)V 


Dies  jedoch  ist  schon  der  Fall,  wenn, 
wie  oben  angenommen,  r grösser  als  der 

grösste  Werth  von  An\  2,  \ UnY 2t 
V Cn  } ^ kann  also  un- 

ser Integral  nicht  Null  sein,  und 
oder  t und  u werde  gleich  Null  für  einen 
Werth  von  x,  dessen  Modul  innerhalb 
der  Grenzen  0 und  H liegt,  wenn  man 
R hinreichend  gross  nimmt;  es  ist  also 
f(x)  einmal  gleich  Null  fhr  einen  com- 
plexen  Werth  von  x '' 

sen  war. 

Dieser  Beweis  gilt  allerdings  zunächst 
nttr,  wenn  die  Coefdeienten  der  Glei- 
chnng  reell  sind,  er  lässt  sich  aber  auch 
leicht  auf  den  Fall  ansdebnen,  wo  com> 
plexe  Coefdeieoten  verkommen.  Seien 
nämlich  in  SApXP  in  der  That  die  A 
complcxc  Zahlen,  setze  man  x = y+*»» 
und  trenne  Kccllcs  und  Imaginäres,  so 
kommt : 

SApxr=F(g,i)+ii(y,  %), 

wo  die  algchraischcn  ganzen  Functionen  = 

F und  1/  reelle  Cocfdcicntcn  haben,  jgt,  so  musste  einer  der  Factoren — 
Setzt  man  nun  einzeln:  gleich  Null  sein,  woraus 

F(y,»)  = 0,  y(y,s)  = 0, 

BO  lässt  sich  aus  der  Verbindung  dieser  nnd  da  dies  für  jedes  ß gilt,  so 

Gleichungen,  indem  man  s climiuirt,  je-  ß jqJj  ^ identisch, 

dcnfalls  nach  unserm  Satze  ein  Werth  • . . n r*  * rr  \ 

von  y = « + ßi,  und  da»  zugehörige  Se.en  jetzt  aUe  Cocffie.enten  von  ^x) 

izry+tfi  ablcilcn;  es  muss  dann  der  •’e«".  Die  Ausdrücke  «„  n,  . . . n, 
Ausdmck  x = ,+»i  = n— d+i(/H-y)  die  können  reell  oder  complex  sein.  Sei 
Gleichung  *•  ®-  *t  «>n>plcx  und  gleich  rcos«/' + 

SApXf^O  irsin»/,  so  ist  in: 

crltUlen. 

({x)=  XA^x‘  = 2{A,r'  cos  »■/  +iA,r*sin 
sowohl  .rA,r*cos »7  als  auch  .TA,r*8inf7  + 

einzeln  gleich  Null  zu  setzen,  und  hier-  ^ j ^Iso  alle 

aus  folgt, dass  n,-r cos 7— ir sin 7 Chen-  [„„gin-aren  Factoren  lassen  zn  zweien 
falls  cincWnrzcl  unserer  Gleichung  sein  zurflekführen , von 

muss.  den  reellen  aber  immer  je  2 ganz  belia- 

Jedem  complexen  Factor  von  f{x)  hige  sich  zu  einem  quadratischen  Factor 
_ a — 6i  entspricht  also  ein  anidrer  vereinen.  Hieraus  folgt , dass  wenn  die 
X — a-f4i,  und  beide  geben  das  Product  höchste  Potenz  von  x von  grader  Ord- 
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nung  18t,  sich  die  Qleichang  in  (|iuidrä> 
tische  Factoren  mit  reellen  Cocfliclcntcn 
zerlegen  lässt.  Ist  die  Ordnung  ungrade, 
BO  muss  ein  lineärcr  Factor  wenigstens 
reell  sein,  da  ja,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  imaginären  Factoren  paarweise  vor* 
kommen  müssen, 

5)  Nnr  in  wenigen  Fällen  lässt  sich 
die  Zerlegung  in  quadratische  Factoren 
wirklich  genau  durchführen.  Am  leich* 
testen  findet  dies  bei  dem  2g1iedrigen 
Ausdruck 


2*1  — 

VT=e” 

uuil  » eine  bdiebigo  gan/.o  positive  oder 
negative  Zalil  ist.  I)u  aber 


= e 


und 


x^+a 

statt,  mit  dem  wir  nns  jetzt  beschäftigen 
wollen  Es  sind  hierbei  jedoch  mehrere 
Kalle  zu  unterscheiden.  Sei 
gegeben : 

2m  2h 

X —a 


{2+— —71» 


Die  Gleichung 


Ji,  2. 

ar  — o =0 

fuhrt  zn  den  Wurzeln 
2» 

i = a/r 


e -e 

ist,  so  kann  mau  sich  » immer  als  zwi- 
schen — (n  — 1)  und  4- n oinschlicsslich 
zunächst  liegend  denken,  denn  jeder  andre  Werth 
von  f gibt  der  ExponcntialgrOsse  einen 
Werth,  wclelier  einem  aus  dieser  Beiiie 
glcieh  ist,  und  da  die  Anzahl  dieser 
Wurxelwerthe  von  x gleich  dem  Grade 
der  Gleichung  ist,  so  kann  keine  Dop- 
pclwnrzcl  darunter  sein.  Die  Wurzeln 
unserer  Gleichung  sind  also : 


x = a6 


2» 


einen  der  angeführten  Werthe  hat  und  aus  diesem  Grunde: 

—aß  " / \j7— aC  ’*  / (x— a 


-aß  " / \x—aC  " / (x—a)^x+a). 

Es  sind  nämlich  die  entiprechcndcn  positiven  und  negativen  Exponenten  von  e 
zusaramengestellt  und  die  den  Werthen  » = 0 und  i = n entsprechenden  Factoren 
zuletzt  genommen.  Man  hat  nun: 

<7ti 

TT  *»  . . »n 

g "1=  cos— -f.  »HD  — 


also: 


— »71  . . S7I 

" = cos — —»sin — ’ 
n n 


\x—ae"/\x—ae  ”/  = (x— a)>cos — -f-a*sin — =4:*  — 


2ax  cos — +a* 

rt 


also: 


2«  2"  , 2 2,  ,2  „ " 2,  , 2 „ ‘2a  2^ 

X —a  = (x  — o)(x  — 2o4rcos— 4-rt  ) (4  — 2axcos— -fo  ) . . . 


/ 2 («-<>71 

I X — 2ox7COS — -f®  !• 


Sei  jetzt 

2.+I  2»+( 

X —a 

der  zu  zerlegende  Ausdruck,  so  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

2.  [-1  2i*4l 

4 -a  =0 

von  der  Form 
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2i  ni  2«  + l 
jr  = ae2n+l  1, 

wo  s jeden  der  Werthe  von  -n  bis  +n  annimmt;  cs  wird  also: 


/ 2aai V 

/ — 2aai\ 

Vx-ar2a+lj 

\x— af2a-fl) 

2a-|-l  ) 

oder,  wenn  man  die  Factoren  zu  zweien  mit  einander  multiplieirt: 


2«  + l 2h  + 1 


2 V 

2aj  cos-7 — -^+  a 


2n+l 


)(^’-2«co«2~ i+«*) 

2ni 


In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Ans-  und  der  letztere 
drücke  2»  ■ 1 


2s  -hl  ni 

,2»  , .2"  ^2<t-t-l^„2n+l  r = aV-l  = «<’2«  + l , 


4*  -f"  ® y ^ 

zerlegen.  Uer  crstcrc  Ausdruck  gleich  erstcren  hat  man  für  s alle  Werthe 
Null  gesetzt  gibt  iiamheh  .g^n— 1),  im  letzteren  von 

»-  2s -1- 1 ni  jjjj  setzen,  und  erhalt  indem 

man  ähnlich  wie  oben  gmppirt : 


c = aV^  = ae  2« 

X*"  + a"=  (j*-  2aJreos  ^ + n*)(r’  - 2«JCOs||  -1-  a») 

(x.- 


2axcos.^ — = — — + 
in 


“’)• 


Es  sind  die  Werthe  von  s = 0 miP  — 1,  1 mit  —2  . . . , « — 1 mit  n entspre- 
chend verbunden,  und 


x^“^‘+n"'''  = (x+a)(x>-2«xcos2~-t-«*)(jr>-2axcos^-|-«>)  . 

6)  Functionen  von  der  Form 


^x>  — 2axcos 


x^^+2ax’’-l-t 


„ F r , , 

X —2a  X cosi  -f  a 


2n-l-l 
2f 


und 


2f  , „ F F , , *F 

X -|-2a  X cosi-t-a 


lassen  sich  zunächst  durch  Auflösung 
einer  quadratischen  Gleichung  in  2 Fac- 
toren, nnd  dann  nach  der  eben  gegebe-  von  denen  der  erste  gleich  Null  gesetzt 
neu  Methode  weiter  zerlegen.  Am  ein-  gibt: 

fachsten  geschieht  dies  mit  den  Ans-  l,  ^ , F.  . , F -1  üt 


drücken 
also  ist: 


X -a  cos  ü 4 a i sin ä = a e — 


x^*"— 2a*’x*’  eosä-t- 


a''’=|x'’-(aep)'’|  p-(ae  p ) j 


Der  erste  Factor  gleich  Null  gesetzt  gibt: 

itn  + l i 
X = aC  p 

der  zweite 

2s.t-2i 
X = aC  p 

Sei  p grade,  also  gleich  2a,  so  nimmt  s alle  Werthe  von  — (n  — 1)  bis  -f-a,  und 
wenn  cs  ungrade  gleich  2n-fl  ist,  von  — a bis  +a  an.  Vereinigt  man  wieder  je 
2 Factoren,  so  ergibt  sich: 
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X*“  — 2a*“  j**  cosi +a*"  2aj  cosi -|- + 2flj:  cos ^ 


{ 

('■- 


, O 2rr+A  , 

jr*  —2axcos  — - — + 1 
2tt 


•)(..- 


2«r  cos 


2i— i 
~2^ 


+ a>)(o:>- 


2ax  cos 


in+l 

2n 


2ffx  CO« 


4a- 


2» 


- + «•) {-r’- 


„ 2(n-l)  n + i , , 

2oj  cos  ^ }-  o’ 


2n 


) 


„ 2(n  — 1)  n—i.  \ 

2„eoe.^— 2^ + »’ I 


Die  ersten  beiden  Factoren  rechte  sind  ren  sind  ans  jedem  der  beiden  Wertho 

, , j von  X immer  die  Wcrtlie  von  s: 

und  — t znsammen^'cnommen.  Sei  nun 

entstanden,  indem  man  in  x = aC  p p nngrade,  also  gleich  2n -f-  1 , so 
die  Werthe  « = 0 nnd  «=:-(-»  mit  den  nimmt  s alle  Wertho  von  — n bis  -f- 1» 

_]•  an,  verbindet  man  die  den  Werthen  s 

* und  — s entsprechenden  Factoren , nnd 

entsprechendenWcrthenvonj:  = aC  P die  beiden  s = 0 entsprechenden  ans  bei- 
verbnndon  bat.  In  den  übrigen  Facto-  den  Werthen  von  x,  so  kommt; 


4n-t-2  „ 2ii-(-l  2<i-|-l 


i - _2a“"'  "x“"  ' *eosi-)-a^"+^=  (x>- 


0 


(j:» _2ax  cos  g±-J  -H  «•)  (x^  - 2ax  cos  + a>)  (x* - 2«x  cos 


(x.- 


o 4a  — I 


)... 

(x»- 


(x.- 


2ox  cos 


2ax  cos 


2»a— A 

äTtT 


+ a*). 


2n-f-l 

2»7l+i 

"äJ+r 


+ «*) 


Untersneben  wir  jetzt  den  Ansdmek 


X -|-2a  X cos  A -f-  a 


welcher  gleich  Null  gesetzt  ergibt 

x^  = — o’’(eos  A;i;isinA)=  — ‘ . 


also  entweder: 


oder 


(2S-I-1)  a-^-A  i 


x — aC 


P 


(2»-|-l)  a — Ai 

x~aß  p 

Hierin  setzen  wir  zuerst  p = 2n  und  lassen  s alle  Wertho  von  — n bis  +(«— 1) 
annehmen;  von  diesem  gruppiren  wir  folgende  Werthe  von  s zusammen: 

0 mit  —1,  1 mit  —2,  2 mit  -*3  n.  s.  w., 

so  dass  man  erhält: 


4*  2«  *“  4“  / n-bA  \ / n— A \ 

X -i- 2a  X eosA-fa  = ^x*  — 2ax  cos -f- o*  j ^x’ — 2ax  cos -f- 

■■).( 

^x*  — 2axco« 


/ 3a-t-A 

^x’ - 2ax  cos -h  o 


^ (x’  — 2ax  cos 


2» 


),(x*-2raeo.^-t-a») 


/ „ 5a— A 

Ix*  — 2ax  cos  — si—  + “ 


2n 


■) 

('■- 


2n 

2n—in+l 


2n+l 


-+a>) 


2ox  cos 


2n-ln-A 


+ o>). 


2<t-j-l 

Ist  dagegen  p = 2n+l,  so  nimmt  s alle  Werthe  von  — nbis-|-n  an  und  indemman 
ganz  wie  vorhin  verbindet,  bleiben  dann  die  beiden  s = n entsprechenden  Werthe 
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von  X frei;  und  die  cnUtchcndcn  Leiden  linearen  Factoreu  werden  mit  einander 
niultiidicirt,  man  erhilt: 


'‘"  + 2 + + + (x>  +2«eo.i  + «') 


(x«  -2-u-eo.^j  + «’)  (*>  -2«xeo8,^j  +«•)  (x»  ^ 2arco.f"'+-* 


2«+l 


^ ’) 

(x«  -2«x  CO.  + «•) (*’  -2«x  eo.  + «*) 


/ , „ 2m  — ln  — i 

(x>-2«xeo.  +«7 

7)  Man  kann  indes  der  Zerlegung  in 
quadratische  Factoren  eine  weit  grös-  ,tp~  dq 

sere  Allgemeinheit  geben,  indem  man  sic  ,i)go  jq  beschaffen  ist,  dass  der  Dif- 
nicht  allein  auf  algebraische,  sondern  fcrensial(|Uoticnt  davon  unabhängig  von 
auch  anftranscendente  Functionen  besieht,  ,|jr  j^|.{  dfg  unendlich  kleftien  Zn- 
vorausgeseut,  dass  diese  Functionen  ein-  wgchses  wird,  also  gleiches  Resultat  gibt, 
dentig  sind.  Also  auf  Functionen  wie  möge  denselben  als  reell,  rein  ima- 
die  2 Werthe  haben,  und  wie  ginär  oder  complex  betrachten.^  Man 
lg(x),  die  unendlich  viel  Werthe  hahen,  setst  dies  in  der  Kegel  bei  den  Funedo- 
ist  diese  Verallgemeinerung  nicht  an  nen  voraus,  indessen  sind  hier  einige 
iihrrtragen.  Betrachtungen  nothwendig,  die  man  un- 

Unter  Function  von  x ist  hier  jede  ter  dem  Artikel  Quantität  (imaginäre) 
Grösse  f{i)  verstanden,  die  der  Art  von  nachschen  möge.  Unser  Sat*  für  ein- 
X abhöngt,  dass  wenn  man  x = p + qi  dcutige  Functionen  lautet  nun; 
scitt,  also  eine  coroplexc  Grösse  dar-  Jede  eindeutige  Function  f(x)  von  x 
unter  versteht:  lässt  sich  auf  die  Form  bringen: 


wo  </(x)  eine  Function  von  x ist,  die 
fiir  keinen  der  Werthe 

xxn,,  x = o,  . . . x = ir^ 

Null,  und  fiir  keinen  der  Werthe 
x = ^,,  x = ß,  . . . x = ß^ 
ancndlich  wird.  Die  Ausdrücke  H|.  n, 
• • • Pi>  Pt  ganze  positirc  Zah- 

len vor,  die  Ausdrücke  « aind^dieWur 
zcln  der  Gleichung 

r(x)=o 

und  die  Ausdrücke  ß die  der  Glcichnng 


Hat  also  jede  dieser  Gleichungen  un- 
endlich viel  Wnraeln,  so  lässt  sich  ans 
diesen  Betrachtungen  die  Zerlegung  von 
f(x)  in  ein  unendliches  Product  hcrstellen. 
Ist  übrigens  f(x)  eine  mit  reellen  Coef- 
ficienten  versehene  Keihe,  oder  der  Quo- 
tient sweier  solcher  Reihen,  so  lassen 

sich  die  Wurzeln  von  f(x)  = 0 und  = 0 


in  so  weit  sie  imaginär  sind,  ganz,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  zu  2en,  in  quadra- 
tische Factoren  ordnen. 

8)  Zum  Beweise  unseres  Saues  sind 
einige  Hülfssätzc  nöthig,  hei  denen  wir 
auf  Betrachtungen  Rücksicht  nehmen 
müssen,  die  in  dem  Artikel:  imaginäre 
Quantitäten  nachznschlagcn  sind. 

Satz  I.  Jede  eindeutige  Function  von 
X wird  wenigstens  einmal  unendlich  für 
einen  comploxen  Werth  von  x,  der 
doch  auch  selbst  unendlich  gross  sein 
kann. 

Beweis.  Wir  setzen  hierbei  vorans, 
dass  die  Function  nur  dann  discontinnir- 
lieh  wird,  wenn  sie  unendliche  Werthe 
annimmt.  Es  lässt  sich  dann  /i(x)  für 
alle  Werthe  von  x in  eine  conver- 
gente  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  X entwickeln,  deren  Modul 
kleiner  ist,  als  der  kleinste,  für  welchen 
/(x)  aufhürt  endlich  zn  sein.  (Siehe  den 
Artikel  Quantitäten  (imaginäre).  Ange- 
nommen nun  f(x)  werde  fiir  keinen  end- 
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liehen  Werth  von  x unemllieh,  *4o  musä  diese  llcihc  also  Immer  convorgiren. 
Diese  Reihe  ist  aber  die  Mnclauriu^schc : 


f(x)<=  f(0)  + xro 


r2'”«+i®3'"'»+  ■ 


+K'"'»+ 


Nach  einer  von  Canchy  herrührenden  Entwickeinng  nimmt  sie  aber  auch  die  Form 
an  (siehe  den  oben  angeführten  Artikel): 

' • . He'  ' . R^e  < 

J 0 ) 

veo  R eine  beliebige  reelle  Grösse  ist.  len  Null  und  folglich,  wie  die  Muclau- 
Au»  der  Vereinigung  beider  Gleichungen  rin’sche  Reihe  zeigt: 

. n-^)=m 

(^j  “*  Sl®*ch  einer  Constanten. 

f 0— 1*2'3...  nnp^'/i  ■ Satz  11.  Jede  eindeutige  Function 

“ ® l(r)  wird  wenigstens  einmal  gleich  Null. 

Wird  nun  /-(j:)  überhaupt  nie  unendlich,  Beweis.  Naeh  dem  vorigen  Satze 
ao  muss  f(x)  irgend  einen  Werth  haben,  J 

dessen  Modul  der  grösstmöglicbe  il  "'•''•i  die  eindeutige  Function  -r—;  einmal 

sei,  und  es  ist  dann  offenbar  der  Modul  „i  • t 

gleich  00,  was  voraussetzt,  dass 

f(Re'!')  ,,  . f(a:)  = 0 

von . kleiner  als  ,W  oder  huch-  geworden  ist.  Dieser  Satz  enthält  die 

6”'^'  Verallgemeinerung  des  in  2 und  3 be- 

stens gleich  M,  also  auch  der  Modul  "iesenen  Satzes,  dass  jede  algebraische 

Gleichung  eine  Wurzel  habe,  es  gilt  der- 
selbe also  auch  für  transcendente  Glei- 
chungen. 

Satz  III.  Wenn  der  Werth  j:=n  die 
Gleichung 

-... 

erfüllt,  wo  f{i)  wieder  eine  eindeutige 
Function  ist,  so  ist  auch  allgemein 


von 
2n 


f. 


'f{Re''')d'l 


«2v 

: I ^ Md,,=2!»7t, 


ulso  wenn  Ä der  Modul  von  / 0 ist. 
auch: 

^ 2.HU.1-2-3  ...  II 


R 

Da  man  aber  R beliebig  gross  machen  " ° 8““* 

kann,  so  muss  A ins  Unendliche  abneh-  ”**• 

men,  folglich  Beweis.  = n)  lässt  sich 

für  Werthe  von  j:~rr,  dercnModul  eino 
' • gewisse  Grenze  nicht  überschreitet,  nach 

Es  wären  also  alle  Dififcrenzialquoticii-  dem  Taylorschcn  Satze  entwickeln.  Also: 


^(x)  = /(„)  + (x-a)/’(r,)-(-(£_^  rW+  . . . + . . . 

l’lfi  1«2  . . . II 


Es  ist  aber  /■(«)  — 0-  Ausserdem  kann  noch  eine  Anzahl  der  ersten  Differenzial* 

rjuotienten  Null  sein,  wenn  jr  = rt  wird.  Sei  nun  der  erste  Diffcrenzial- 

qnotient,  der  nicht  verschwindet,  so  ist  offenbar: 


Der  Ausdruck  in  der  Klammer  wird  für  x = a geben,  also  nicht  verschwin- 

den: woraus  unser  Salz  sogleich  fol^. 


Digitized  by  Coogle 


Quadratische  Factoren.  44 
Satz  IV.  Wenn  Jer  Werth  jr  = /9dic 
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erfüllt,  so  ist 


wird : 
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<m=o 


1 


/■(jt)  = co  oder  — =0 


,ß(x)  = {x-ß)  tfr.jr 

wo  o'cht  gleich  Nall  and  p eine 

ganze  Zahl  ist,  also: 

r(,)  = JL 

wo  </,(/!)  nicht  unendlich  ist.  wo  ^ 

Beweis.  Nach  dem  vorigen  Satze  ^(,,(1)=  . 1 

ist,  wenn  wir  ^ 

1 für  * = /J  nicht  verschwindet. 

diesen  vier  Sätzen  folgt  der  nn- 

setzon,  da  ^ scrige  augenblicklich.  Man  hat: 

/■(x)  = (x-«r,)"‘  /',(r)  = (x-a,)"‘(x-n,)"V.W  = (x-«i)"‘(*-»z)"*  (jr-«s)“‘ 


r,(x)=  . . . =(x-o.)  ‘ ’ 


,a  Wurzeln  der  Gleichung  u.  s.  w.  Ferner  ist,  wenn 
• - * . 
f{x)=0  sind,  denn  es  muss  dann  «,  auch 
eine  Wurzel  der  Gleichnng 


r,w=o 

(x)  = (x-0 
:r  Glcichnii 

r,M=o 


and 


sein,  folglich /■,(4r)  = (x—o,)/',Wi  "• 
eine  Wurzel  der  Gleichnng 


f(ß,)  = ao 

4 

1 


also : 


/■(*)  = 


• (*-«f 


••  ( 


Vi(*) 


(x-n,)"'(x-n,)"’  . . . (*-«,) 


(x:-ß,f>(x-ßj’  . . . (x-ß,f‘ 


ein  Ansdmck,  der  sich  leicht  auf  die  in  Wenn  f{x)  nidit  unendlich  wird,  so 
7 gegebene  Form  bringen  lässt.  muss  es  irgend  einen  Werth  i von  jr  ge- 

9)  Der  Beweis  des  Satzes  I,  auf  den  ben,  für  den  der  reelle  Theil  von  f(x) 
auch  Satz  II  beruht,  ist  hier  nach  Briot  ein  Maximnm  wird.  Setzen  wir  nun 
el  Bouquet,  Theorie  des  foncliont  dou-  x=I+h 

blemeni  periodiques  gegeben;  obgleich  ’ 

einfach,  seut  er  doch  Begriffe  ans  der  wo  x beliebig  ist,  so  wirf,  wenn  f{x)  nie 
Integralrechnung  complexcr  Grossen  vor-  unendlich  ist , immer  eine  Enttvickelnnc 
ans.  Wir  wollen  hier  daher  versnehen,  nach  positiven  ganzen  Poteiuen  von  a 
noch  einen  andern  elementaren  Beweis  möglich  sein.  Wir  setzen; 
zn  führen. 


also: 


f{x)x:Rei'\  /"^(I)=ee”*',  *=re»‘, 


Es  könnea  möglicher  Weise  einige  der  Grössen  pi 
die  erste,  wo  dies  nicht  stattfindet*  also: 


p,  verschwinden ; sei 

. . . ) 
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Bezeichnen  wir  nnn  mit 

^1  y ii  7 t 

(iicjcnigcn  Wcrthc  von  R and  </,  wciclic  entstehen,  wenn  wir  bezüglich  # = 0 und 


9 = - setzen,  so  ist: 

n 


n+1 

" / r"  i tq+ff- , <\i  ■ 


n+1 


Man  kann  nun  üus  beliebige  r so  so  ist 
klein  nehmen,  dass  das  erste  Glied  in  A,  cosy  cos  a. 

den  Klammem  die  übrigen  dermaassen  Dies  ist  nnmöglieh,  weil  p cos « der  reelle 
Vorzeichen  des  ^hcil  von  f{i),  also  ein  Maximnm  war. 


reellen  Tbeils  derselben  bestimmt,  denn  v.  _i„„' 
die  übrigen  Glieder  sind  alle  mit  Poten- 
zen von  r mnltiplicirt.  Die  reellen  Theile 
der  ersten  Glieder  in  den  Klammern  bei  d.  b.  der  ModnI  aller  Differenzialqno- 


p =0 


undÄjt?^**  haben  aber  entge- 
gengesetzte Vorzeichen,  nnd  gilt  dies 
daher  von  den  ganzen  Klammem  j cs 
folgt  daraus,  dass  auch  jo  die  reellen  würde 
Theile  von 


tienten  von  f(X)  verschwindet,  und  da: 

/■(x)  = /•(!)+ An  + j^"W+.  . .. 


und 


entgegeogeseUte  Vorzeichen  haben.  Diese 
Theile  sind:  • 


lat  also 


Aj  cos y ^ cos  a 
Ä,  cos  tf  j cos  <r. 


K^)=fW 

also  einer  Constanten  gleich  sein,  in  je- 
dem andern  Falle  aber  f(x)  wenigstens 
einmal  nnendliph  werden. 

ftnadratisebe  Form  (Zahlenlehre). 

1)  Quadratische  Form  heisst  eine  ganze 
algebraische  Function  der  Variablen 
X,  y,  i . . .,  welche  diesidben  nnr  höch- 
stens in  zweiter  Dimension  enthalt , also 
der  Ausdrnck: 

. ■ +/*+?»+**+  . . • +*■  , 
Durch  lineare  Substilntion  wird  die 
ten  ganze  Zahlen  sind,  and  betrachten  Form  f in  eine  andere  ähnliche  Form 
nnr  die  in  der  Zahlenlehre  besonders  verwandelt  f.  Wir  setzen  nämlich: 
wichtigen  homogenen  binaren  Formen  1)  x = «x'+,}j' 

von  der  Gestalt  ^ j/  = j/x'+dx' 

aj*^+2ixj  + eji’  so  ist: 

Wir  haben  hier  den  Cocfficienten  des  3)  /^  + n'x'*+2A'x'y'+c'jt'' 

mittleren  Gliedes  2A  als  grade  angenom-  die  sich  aus  der  ersten  ergebende  Form, 
naen.  Sollte  dies  nicht  der  Fall  sein,  wo  zu  setzen  ist : 


Ä,C08  i’/,<pC08ff, 
ax  ’ +Axy +ry  • +dxz+-ez  • + 
Wir  setzen  voraus , dass  die  CocfHcien- 


Bo  wird  er  grade  gemacht , indem  man 
die  ganze  Form  mit  2 mnltiplicirt.  Von 
Wichtigkeit  für  die  ferneren  Betrachtun- 
gen ist  der  Ausdruck: 

D = 4’  —ac 


«' = On* +2Anj'  + cy* 
c' = aß*  + ibßtf +cd* 
h'  = dn^+ i(ncf + ßy)+cyd 
Sei  noch 

D'  = b'*-a’e' 


den  wir  als  Determinante  bezeichnen,  die  Determinante  der  zweiten  Form,  so 
Wir  wollen  ferner  die  gegebene  Form  ergibt  sich  leicht  durch  Einsetzen ; 
mit  f oder  wenn  cs  nöthig  sein  sollte  ly  z:  D{ai — ßy)* 

mit  f {a,  b,  e)  bezeichnen.  Von  Wich-  Wir  bezeichnen  die  zweite  durch  H- 
tigkeit  ist  namentlich  der  Uebergang  von  nearo  Substitution  ans  der  ersten  entstan- 
einer  quadratischen  Form  anf  andere  dene  Form  als  in  derselben  enthalten, 
lahnliche  anf  dem  Wege  linearer  Snb-  Bemerken  wir  noch,  dass  man  schreiben 
stitution.  kann: 

«/■=  a*x’+2a4x,+(A’ — D)y’ = (ox+iy)’ — 
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2)  Es  wirJ  jetzt  die  Fraßc  gestellt: 
Wie  müssen  die  Formen  f und  f’  bc- 
schafTcn  sein , damit  sowohl  die  zweite 
in  der  ersten,  als  aiieh  die  erste  in  der 
zweiten  enthalten  sei? 

Damit  das  erstere  stattfinde,  war 
D’=Du' 


war  zu  setzen;  es  mnss  also  der  zweiten 
Bedingung  wegen  aueh 

sein,  wo  r eine  ganze  Zahl  ist.  Die 
Multiplieation  beider  Gleichungen  gibt 
VO'=DU'uU* 

also 

u»e*  = l. 

Die  Auflftsung  dieser  Oleiehnng  in  gan- 
zen Zahlen  ist  offenbar: 

«=+l  und  c = 
so  dass  also: 

ti  = ttit—ßy=+l. 

wird. 

Nun  aber  fragt  sich  noch,  ob  immer, 
wenn  die  letzte  Gleichung  stattfindet, 
aueli  jede  der  Formen  wirklich  unter 
der  anderen  enthalten  ist. 

Wegen  der  Gleichungen 

y = yx'+<!!i' 

ist  offenbar 

%uc'  = ifa—fly 
uy'=—yx+i>y 

wie  man  augenblicklich  durch  Auflösen 
dieser  Gleichungen  ersieht,  welches  auch 
der  Worth  von 

u = aJ—ßy 

sei.  Ist  nun  « = +l,  so  ist 

x’=+(itx—ßy)  y'=±Ji—yx+oy)i 
also  cs  findet  in  der  That  eine  line&rc 
Substitution  mit  ganzen  Coeffleienten 
statt.  Also  die  Bedingung  «=±1  ist 
fiir  das  Enthaltcnscin  der  Formen  unter- 
einander nothwendig  und  ansreiehend. 
Zwei  Formen  dieser  Art  heissen  Squi- 
Talent,  die  Substitutionen,  durch  welche 
eine  der  üqnlTalenten  Formen  f in  die 
andere  f,  und  die,  durch  welche  f in 
/'abergeht,  heissen  entsprechende. 
Ist  uz: -Fl,  so  heissen  die  Formen 
eigentlich  äquiralcnt,  ist  n=  —1  nncigent- 
lioh;  es  ist  also  im  erstem  Falle  IFsB, 
im  letztem  D’  —-D. 

Führt  eine  Substitution  von 
ttr*+26iy+cy* 
auf  die  Form 


so  sagt  man,  sie  führe  die  Form  auf 
sieh  selbst  zurück. 

3)  Wenn  zwei  Formen  einer 
dritten  Aquiralent  sind,  so  sind 
alle  drei  äquivalent.  — Dieser 
Satz  folgt  leicht  aus  folgenden  Betradi- 
tungen.  Seien: 

1)  oj’-|-26xy-|-cy* 

2)  <»,sr,’-F2i,x,y,-f-c,y,* 

3) 

die  drei  Formen.  Die  Substitution,  dank 
welche  die  erste  in  die  zweite  übergeht, 
sei: 

4)  x = <rx^^-ßy^,  Jf  = yJTi-f  dy, 
aml  die,  durch  welche  die  tweite  in  die 
dritte  übergeht 

Setzt  man  die  Werthe  von  x,  und  jr, 
aus  Formel  4 in  5 ein,  so  hat  man  eise 
lineare  Substitution,  die  von  1 an  5 führt 
Sind  ausserdem  D,  B,,  D,  die  Detemi- 
minanten  von  1,  2,  3,  so  ist,  wenn  1 mit 
2 äquivalent  ist 

0=±ü 

nnd  wenn  2 mit  3 äquivalent  ist 

ß,  = ±D, 

d.  h.  1 und  3 sind  ebenfalls  äquivalent 
Diese  Acquivolenz  ist  eine  eigentliche, 
wenn  die  Acquivalcnsen  von  1 und  S 
nnd  2 nnd  3 gleichartig  (eigentlich  oder 
nneigcntlich)  sind,  im  andern  Falle  ist 
die  Acquivolenz  von  1 und  3 unglekh- 
artig. 

Die  Ausdrücke,  die  wir  in  Abschnitt 
l).für  a',  e'  hingcschricben  hatten,  zei- 
gen, dass  in  den  Formen  1 und  2 die 
gemeinschaftlichen  Theiler  von  a,  k,  t 
auch  solche  von  a',  b',  c'  sind.  l>a  in 
Falle  der  Aequivalenz , wo  a,  &,  c aaf 
ähnliche  Weise  ans  a',  b',  d entstehen 
dieser  Satz  sich  auch  umkehren  lässt 
BO  folgt:  — „dass  der  grösste  gemein- 
schaftliche Theiler  von  a,  h,  c auch  der 
grösste  von  a^,b^,  c,  ist.“  Multiplichl 
man  den  Ansdrack  für  b in  Abscboilt 
1)  noch  mit  2,  so  sieht  man,  dass  Gl» 
cbes  auch  für  n,  2ö,  e und  a^,  26,,  c, 
gilt.  — Nehmen  wir  jedoch  an , dasr 
a,  b,  c keinen  gemeinscbaftlichen  Factor 
haben,  d.  h.  wenn  ein  solcher  vorhanda 
ist,  dividiren  wir  durch  denselben.  Es 
ist  also  hierher  nicht  ausgeschlossen, 
dass  a,  2b,  c noch  den  Factor  2 gemeia 
haben. 

4)  Wir  wollen  jetzt  ermitteln,  wie  alle 
gleichartigen  Substitutionen  gefondea 
werden  können,  die  von  einer  Form  za 
einer  gegebenen  aequivalenten  führen.  — 
Die  Formen  seien: 
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1)  /■(«./.<•)  2)  ilio  aus  zwei  andern  entsteht , wie  z.  B. 

worunter  die  Ausdrücke  1 und  2 des  diejcnij'c , welche  im  vorigen  Abschnitte 
vorigen  Abschnitts  verstunden  sind.  Die  von  1 zu  3 führte,  bezeichnet  wcnlen 
Substitution,  welche  von  1 zu  2 führt,  durch 

wird  bezeichnet  durch  flrr.  Irr.  Ä.lT 


V . Ferner  soll  eine  Substitution,  r«  • . * ^ ^ 

cf  hs  ist  dann  offenbar: 


D;:äl 


t 

_ (nn,-|-^y,J 

. K^.  + fSJ'i) 

Llis  \yx,  <^,1. 

(yfi+iTy,) 

. (Yß,+<f<f,) 

Nun  lilsst  sich  beweisen,  dass  wenn  fJ,  Ibj  ^|1  1,,^^  ^ r 

4)  P’  ^1  alle  eigentlichen  Sub-  Pj  l?’’ 

l",  PI  man  alle  gleichartigen  Substi- 

8titntionenbcdciitct,darcliwcl-  tutionen  erhalt,  durch  welche 
ehe  f {a,b,c)  in  sieh  selbst  über-  f{a,  b,  c)  in  f (a,i,e,)  übergeht,  und 
gellt  nnd  man  jede  dieser  Sub-  r.warjedc  nurcinmnl.  — Denn  r.u- 
stitutionen  mit  der  in  3)  combi-  nächst  kommt  jede  Substitution  nur  cin- 
nirt,  also  mal  vor,  da  die  Gleichungen: 

n,=la-\-fiY,  y,  =en-(-pj',  (T,  + 

immer  einen  Werth  von  l,  fi,  v,  p er-  Es  sind  übrigens  diese  Wcrtlic  von 
geben.  X,  fA,  y,  p,  wenn  man 

Auch  ist  tid—ßy=t 

bo—juy  = \,  setzt: 

weil  die  Substitution  eine  eigentliche  war; 

6)  l = y = t(y,<f-it,Y),b‘  = t(ß,'<-tt,ß),  p = s((f ,o-y,^) 

Noch  ist  zu  beweisen,  dass  wenn  ir-  , , , U,  ul  . 

- I denken  kann,  wo  ’ ^ eine  eigentliche 

gend  eine  Substitution  >’  von  o i.  • . i’i  i \ ... 

® y„  d,l  Substitution  ist,  welche /^(n,  6,  c)  auf  sich 

f (a,  b,  e)  zu  f (o,,4|,  c,)  fuhrt,  man  diese  selbst  znrQekfUlirt.  — Es  ist  zunächst: 

aus  P’  ^1  p’  zusammengesetzt  sich  . 

r«  pl  ly>  '’l  ° "■'«  >“  2)  bewiesen  war.  Da  nun 

ttj—ßy  und  «iifi— ^ly,  beide  gleich  -fl  oder  =— 1 
sind,  da  die  Substitutionen  gleichartig  in  /"  (a,  b,  c)  über,  und  folglich  ist 

sein  sollen,  so  ist  f (o,  i,  c)  = </,  also  die  Substitution 


sein  sollen,  so  ist  f (a,  b, 

ip-/i.  = +l,  It’  p|  ‘ 

also  die  Substitution  in  der  That  eine 
eigentliche.  Aber  jede  gegebene  Sub- 


führt  f (a,  4,  c)  auf  sich  selbst 


stitution  r;;  5;|  kann  ja  auf  diese  |.r;lie"A;}ga“be“,  .^^^girhanig^u  SuT 

■ar  • lÄ  J 1 J stitutionen  zu  finden,  die  von  f(a,b,c) 

Weise  aus  und  der  andern  gege-  f{n„b„c,)  rühren,  auf  die  Lfgäbe 

, l<r,  dl  . . „ j zurückgebrneht , die  eigentlichen  Substi- 

benen  |^’  zusammengesetzt  werden,  die /•(«,  4,  c)  auf  sich 

wenn  man  für  A,  ^ die  obigen  Werthe  selbst  zorückfübren. 

5 nimmt.  — Sei  nnn  y die  Form,  in  e,  gj;  :*(,( 
vrelcbe  f (a,  6,  r)  durch  Substitution 


5)  Durch  den  eben  bewiesenen  SaU 


1^*  übergebt,  so  geht  o durch  Substi-  +26xy-t-c^f* 

2)  x = lx.+^y„  y=vx.-fpj,. 

tntion  1^’  in  f {ft^,b^,  c^),  und  durch  Ap— ^»-  = 1. 

dieselbe  Substitution  geht  auch  f (a,  4,  c)  Wh-  setzen  voraus , dass  die  Determi- 
in  /"(a,,  4,,C|)  über.  Eine  Substitution  nantc  weder  eine  Quadratzalil  noch 
nun,  durch  welche  /"(a,4,c,)  in  ly  über-  gleich  Null  sei,  verlangen  jedoch  noch 
gebt,  kann  vollständig  durch  a,  ß,  y,  iT  nicht,  dass  X,/A,y,Q  auch  gaüze  Zahlen 
nach  Abschnitt  2)  bestimmt  werden;  sind.  Gleichung  1)  mit  a multiplicirt 
anch  durch  letztere  geht  also  /'(a„4,,c,)  gibt; 

a/"::  a ’x  ’ -I- 2a4z^ -I- (4  • - D)ji  ’ = (ox -1- (4 -l-yfl)y)  (ax -I- (4  — yiÖ)y). 

Setzt  man  ans  2 die  Werthe  für  x und  y ein,  so  kommt: 
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[(oi4-ir  + >'}^Ö)x,  +(a/*+ie  + e)^Ö)y,]  ((ai+&*’-»'VÖ)x,  + (a/<  + ie— pyO)»,] 
oder:  ^ ^ . 

0»Jf+vy)  + 

wo  , 

p = r = ö,  9=  6 + = 

p,=al+hy  + yVÖ,  q,  = af,+bQ+QVb,  r,  = al+6r-r)^,  »,  =a/i+6p-pV^ 


7.U  setzen  ist.  — Da  aber  die  Form  auf 
sich  selbst  zurückfiihrt,  sind  die  CoefB- 
cienten  von  i’  und  x,’  gleich,  d.  h. 

3)  ^ = 1 

ebenso  die  Coefficienten  von  xy  und 
x^y^,  sowie  von  y’  und  y,’,  d.  h. 
y«  + yr  = p, f,+y,r,  und  qt  = q^t^ 

oder  durch  pr  = p,r,  dividirt: 

* t »1  . 9i  j 9 * _ 9t  *1 

r p r^  pi  p r r^  r, 

d.  h.  entweder: 

9i  li-  i 
p q ' r 

oder; 

tl-  £j 

p q r ~ t 


q+y,yO  = f^. 
and  wenn  Olcicbongcn  5)  8tattfind«a: 
,,+vYö  =.^ 

wo  q und  %)/  rational  sind.  Setxt  mss 
dann  den  mit  Y O multiplicirten  und  des 
von  freien  Thcil  des  Ausdruck« 

rechts  bezüglich  gleich  q und  >/•,  soser- 
fallt  die  Gleichung  in  zwei  andere,  weldu 
dann  die  entsprechenden  zweiten  GW- 

ehnngen:  — = — oder  — = ^idendsek 
r j r s 

machen,  so  dass  diese  letzteren  nitkt 
weiter  zu  betrachten  sind.  — Im  Fslk 
der  Gleichungen  4)  ist  nun,  wenn  nsi 


P 9 ' * V a 

Wenn  Gleichungen  4)  stattflndcn,  setzen  ii  die  obigen  Werthe  seist: 

wir:  P ^ 

oI+iK+vV^/)  aft+ig+qYD 

q+'pvD= s - b+fD 

oder  im  Falle  der  Gleichungen  5): 

ai+4v-vVO  ttfi+tg—gVO 




=1, 


aber  in  beiden  F&Uen : 

9’-V-’®  = ^ 

denn,  wenn  man  die  Werthe  von  p,  r, 
p,,  r,.  vergleicht,  so  sicht  man,  dass 
im  Falle  wo 


b + VO 

and,  wenn 


iit, 


7+Vf'V'® 

q-y,YD='f 


q+ipYD  = 

. q.-q,YD=^ 

sein  muss.  Die  zwei  AnsdrOcke  in  je- 
dem Falle  mit  einander  mnitiplicirt,  (e- 
ben  aber  das  obige  Resultat.  — Dank 
Sondern  des  rationalen  und  irrationales 
Theilcs  erhält  man  noch  im  Falle  il* 
Gleichungen  4): 


aX+br=-aq,  *'=atfr,  aft+bg  = bq+Dif,,  g = q-\-byt, 

oder  wenn  die  Gleichungen  5 gelten:  i ,n , _ / ii,\ 

al+by  = a—q,  y = —atf>,  aft+bg  = bq +Dtp,  p_— (y.+iy,). 
Ans  der  ersten  Reihe  von  Gleichungen  ergibt  sich: 

, X-q—btf',  ft=—ey>,  ysaf,  g-q+bi/>, 

lg—fiy  = q'—Dyi'  = l, 

wie  dies  auch  sein  muss. 

Die  zweite  Reihe  von  Gleichungen  dagegen  wttrde  geben: 

24»  , D+b'  . 

A=y+i9.,  = — 7-,  y=-ay>,g=-<f-6fp. 


also 


lg—fiy-—(,f'—Dip')~—i. 


i 
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Da  aber  die  Aeqnivalcoz  eine  eigentliche 
sein  soll,  ist  diese  Reihe  von  Werthen, 
aüsu  die  Gleichungen  5 ganz  zn  ver- 
werfen. 

Die  Gleichung 

wird  gewöhnlich  die  Feilsche  Gleichung 
genannt. 

6)  Sei  jetzt  tu  der  grösste  gemeinschaft- 
liche Faktor  von  a,  2h  und  c,  so  Usst 


acu* 

— --  und  


ganze  Zahlen.  Es  ist  aber  auch 

Oa 

nnd  deshalb  auch  — also  auch  - eine 
ganze  Zahl,  und  aus  diesem  Grunde* 


sich  zeigen,  dass,  um  A,u,k,o  zu  ganzen  . . , , •" 

Zahlen  zu  machen,  die  Bedingung  noth-  wie  auch: 


wendig  und  ausreichend  sei,  dass  auch 
Ulf  und  ui/i  ganze  Zahlen  sind.  Dies 
soll  jetzt  bewiesen  werden.  Es  ist  nach  Es  ist  nun 
Abschnitt  .0) 

(>— A = 24i/>= — 


„ _2/+2ii. 

Zo ^ 


2i+2e=- 


a 


d.  h,,  da  der  Ausdruck  rechts  immer 
pade  ist,  2A  und  2p  zu  gleicher  Zeit 
beide  grade  oder  beide  ungrade. 

Aber 

Ol  ■o^.-4t*-4t»n» 

Da  die  Ausdrücke  - keinen  ge-  also^  gleich  einer  durch  4 theil  baren  Zahl, 

mcinschaftlichen  Faktor  haben,  so  kann,  ^ 

wenn  q-1,  fi  y ganze  Zahlen  sind,  utfi 

kein  Bruch  sein.  aus  folgt,  dass  2i.2j»  immer  grade  ist. 

Sei  jetzt  also  auch  21  und  2t,  einzeln  genommen, 

“ = •'<«'  ‘'m  l>eisst  1 und  g sind  ganze  Zahlen, 

eine  ganze  Zahl,  dann  ist  , c 

ui  = u,f-hu,  v = — 

also  auch  o,.,-  eine  ganze  Zahl,  wenn  .eigen  ohne  Weiteres,  dass  u und  " 
»'"‘J-  Unsere  ebenfalls  ganze  Zahlen  sind  ^ 
Bedingung  ist  also  nothwendig;  sie  ist  i und  n sind  durch  die  oben  gegebene 
aber  auch  ausreichend.  Denn  seien  jetzt  Gleichung  K<-geoene 

• ■ " = ' = <«V'  = 

in  der  Ihat  ganze  Zahlen,  dann  ist;  ..  u ■ 

,,  I—6h  CU  nu  t+hu  *“  wo  u der  grösste  gemein 

1;  1= — . y~—,  g- schaftliche  Factor  von  o,  24  nnd  e ist; 

" “ und  alle  Werthe  von  t und  u,  welche 

diese  Gleichung  erfüllen,  geben  ent- 
sprechende Werthe  von  1,  /c,  „,  p durch 
die  Gleichung  1).  Es  sind  dies  also 
auch  alle  Werthe,  welche  X,ft,y,g  an- 
nehmen  können.  Wir  haben  oben  ge- 


uod  wegen 
hat  man 
oder 


Xg—fiy  = l 
CU*  r:  /*  — />M* 

= fti*  — flCtt*. 


wigt,  dass  wenn  r** 


irgend  eine 


, a c „ dass  ' 

Ui  - und  - ganze  Zahlen  sind,  so  sind  „ , . 

" “ bubsütution  war,  die  zu  einer  aequiva- 

lentcn  Form  führte,  zu  setaen  war: 

"I=<d+yfj,  ß,+ßl...  iu,  y^=:ny\rYg,  ^i=ßy+<ig, 

also,  i^nn  jetzt  lür  X,ft,y,g  die  hczüglichcn  Werthe  eingesetzt  werden; 

^ ^a(l-^hu)-eyu  ^ _fl(l-hu)-eifu  ^anu+y(t+ha)  , 0(Ju+,(<+*u) 

' CU  * • 

7)  Sei  jetzt:  Factor,  and  sind  auch  nicht  beide  gleich 

ajr’+24jry-(-cy*=m  Null,  so  kann  auch  nicht  m=0  sein,  denn 

d.  b.  cs  sollen  x und  y ganze  Zahlen  sonst  wäre,  wenn  man  mit  a mnlti- 
sein , welche  diese  Gleichung  erfüllen,  pheirt : 

Man  sagt  dann,  m sei  durch  die  Form  ö,»  = 0, 

(«,  4,  e)  dargstcllt  oder  auegedrUckt.  Ha-  d.  h, 

ben  .r  nnd  y keinen  gemeinschaftlichen  ax-t-4y 
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Da  also  D kein  vollständiges  Quadrat 
und  nicht  gleich  Null  ist,  wie  wir  ange- 
nommen haben  (Abschnitt  5),  so  müsste 
= 0 und  y = 0,  d.  h.  jrrryrO 
sein.  Seien  jeltt  rundf  die  Werthe  von 
X und  die  unsere  Gleichung  erfüllen, 
so  dass  wir  setzen  kOnnen: 

1)  + cj’rrm 

Bei  ^1  irgend  eine  Snbstitution , die 

ly» 

von  f (n,  6,  c)  zu  einer  eigentlich  äqui- 
valenten Form  /(«i,  führt,  so  ist 

nach  Abschnitt  1) 

— rta*-\-'2bay^cy^. 

Wenn  also  der  erste  Cocfficient  dieser 
äquivalenten  Form 

= m 

ist,  so  wird: 

2)  m- 

und  cs  ist  nach  Gleichong  1)  zn  setzen 
«zrr,  y = s 

und  die  Substitution  hat  den  Ausdruck 


4)  ro  — = 1 

ist,  c und  Q aber  unendlich  viel  Werthe 
annchmen  können. 

Sei  n,  p)  der  Ansdmek  iiir  die 

Form,  in  welche  1)  auf  diese  Weise 
übergeht,  so  ist  wegen  der  Acquivalenz 

5)  n'‘  — mp  = /); 

der  Ausdruck  für  die  neue  Form  also 
auch 


Der  eben  hingcstclUe  Werth  der  Deter- 
minante erfüllt  offenbar  die  Congmeiu: 
n*  =Ümodm 

(siehe  den  Artikel : Quadratischer  Reii 
und  Zahlenlehrc  wegen  der  BedeotoDg 
dieser  Zeichen)  — und  hieraus  folgt  der 
Satz:  „Wenn  eine  Zahl  m durch  etoe 
quadratische  Form  ausgedrückt  werden 
kann,  so  dass  die  Unbekannten  r and  s 
relative  Primzahlen  sind , so  muss  die 
Determinante  dieser  Form  quadratischer 
Rest  dieser  Zahl  m sein.^ 

Wegen  des  Werthes  von  Ä,  in  Ab- 
schnitt 1)  ist  aber  auch 

6)  n = <ir^-j-A(ro  » 

in  dieser  Gleichung  sind  für  q und  f 
diejenigen  Werthe  zu  nehmen,  welcbr 
die  unbestimmte  Oleichnng  4)  ra  — s^  = l 
erfüllen. 

Sind  nun  q^,  <r«  irgend  ein  Paar  xt- 
sammengehöriger  Wurzeln  dieser  Glei* 
ebung,  so  ist  allgemein: 

e = c = a^-htt, 

wo  t eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  E) 
folgt  dies  aus  den  Elementen  der  Theo- 
rie der  unbestimmten  Gleichnngen.  Diese 
Werthe  in  6)  eingesetzt  zeigen  sber, 
dass 

ist,  wo  der  und  o,  enUprcchende 
Werth  von  n ist.  Es  ergibt  sich  nto- 
lieh  zunächst 


: are,-fi(rff,4-.e,)+ciB„-f/'(or’+ir»+«  ), 


was  mit  Hülfe  der  Gleichung  1)  zu  dem  stellnng  gibt  einen  Werth  von  r und  i. 
obigen  allgemeinen  Werthe  von  n führt.  Nehmen  wir  nun  die  Gleichungen  4 üct 
Es  ist  also  immer ; vorigen  Abschnittes  als  bestehend  an.  i» 

n H ngmodm,  sind  dnreh  dieselbe  punda  anf  unendlidi 

was  auch  p und  a für  Werthe  haben  viel  Arten  so  bestimmen.  Nach  Ab- 
mCgen.  ' schnitt  3 spricht  die  Gleichung  4)  abn 

8)  Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte  » dass  die  Determinante  der  m.‘ 
Gesagten  lässt  sieh  die  Aufgabe , eine  4 rtntch  die  Substitution  f’  J 
gegebene  Zahl  m durch  eine  gegebene  l*>  • 

quadratische  Form  auszudröcken,  anf  die  entstehenden  Formen  gleich  der  voa 
andre  Aufgabe  zurtickführen , zu  einer  /'('•*  dass  also  eine  eigentiient 

Fonii  alle  ihr  eigentlich  acquivalentcn  Aequiyalenz  stattfindet. 

Formen  zu  finden,  worin  der  Cuefßcient  indessen  noch  zu  beweisen,  dSJS 

des  ersten  Gliedes  gleich  m ist.  »enn  f(m,  n,  p)  irgend  eine  nH 

Jede  Darstellung  der  Zahl  m durch  eigentlich  Äquivalente  Fora 

Form  /■(a,  h,  c)  gehört  dann  zu  einem  ist,  m immer  durch  /(a,  b,  c)  darstell- 

Werthe  von  n «sicher  die  Gleichung  bar  ist,  dass  jede  Substitution  i'’’  J 
n*  = Ü oder  die  Congruenz  n^=D  ^ }*»  • 

mod  m erfüllt.  Man  kann  also  sagen.  /*(*>  P)  fährt 

m entspreche  einem  Werthe  n von  der  andre  Darstellung  von  » gibt,  weos 
Quadratwurzel  aus  D für  den  Modul  m.  j:  = r,  y = » in  die  Form  s^t,  de- 

Um  diesen  Satz  za  bew'oisen,  bemerken  wir  ren  jede  za  einem  Werthe  von  V'i)  mods* 
zunächst,  dass  jede  Darstellung  von  m gehört,  dass  endlicli  jede  dieser  DanKl* 
durch  Form  A,  c)  auch  eine  Form  lungeo  nur  einmal  vorkommt. 

/■(m,  H,  p)  ergibt,  die  /■(<!,  ä,  c)  eigent-  Dieser  Beweis  ergibt  sich  ans  folgeo* 
lieh  äquivalent  ist,  denn  solche  Dar-  den  Betrachtungen.  Sind  /■(«,  b,  c)  uod 
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n,  p)  eigentlich  ik<iniTalent , ao  gel-  Jedea  Quadrat  einer  ungrnden  Zahl 
ten  die  Gleichungen  2,  4,  5,  6 dea  to-  iat  immer  von  der  Form  4h  + 1,  denn: 
rigen  Abarhnittes.  Gleichung  2 aber  - A.t  . .i 

aagt,  d.sa  « durch  6.  c)  d.ratell-  (2e+l)’ -4r'+4r  + l 

bar  ist,  Gleicbang  5),  dass  die  Darstcl-  und  ae  ist  in  unsemi  Fall  von  der  Form 
luDg  Bu  einem  WertUc  von  y/^modm  wegen  der  Gleichung 

gehört.  K&me  nan  eine  Darstellang  n i "V 

2 Mal  vor,  so  gaben  2 Transformationen  “““  ^ ^“+1  oder 

mit  verschiedenen  q nnd  a dasselbe  r ^Elmod4 

und  s,  was  unmöglich  ist,  da  die  Glei-  sein. 

chungen  4)  and  6)  ^ und  a dareh  r und  Qun  to  ganz  beliebig,  so  kann  t 

I völlig  bestimmen.  Endlich  aber  kann  niemals  Null  werden,  da  Üu^  stets  ne- 
auch  keine  Darstellung  ausfallcn,  denn  i^ntiv  ist,  also  die  Gleichung 


für  eine  aolche  würden  immer  noch  die 
Gleichungen  4)  nnd  6)  ala  richtig  an- 
aunehmen  aein,  die  lur  fieatimmnng  von 
ft,  t nnd  N führen,  nnd  nach  dem  ersten 
Theile  unseres  Bewciaca  geben  diese 
Oleichnngen  eine  mit  f{a,  b,  c)  eigent- 
lich äquivalente  Form. 

9)  Die  Entwickelungen  in  6}  acigen,  wie 
man  ans  einer  Snbstilntion  |"’  ^|,  die 
von  /■  (o,  6,  c)  an  f (m,‘  n,  p)  fuhrt,  alle 


»’-Du’  = w’ 

in  diesem  Fall  niclit  erfüllbar  ist.  Ist 
« = 0.  so  wird  l = ui.  Wir  werden  diesen 
Fall  indesa  ansschlicssen.  Sind  T und 
V zwei  zusammengehörige  Auflösnngen 
der  Gleichung  — flu’rrw’,  so  wird, 
wenn  ein  andrer  Werth  von  I grösser 
als  T ist,  auch  der  zugehörige  von  i# 
grosser  als  1/  sein  mOssen,  da  f*  nnd 
Du'  ongleiche  Vorzeichen  haben,  man 
kann  also  annehmen,  dass  T nnd  1/  die 


andern  Bndon  kann,  welche  das-  k>ein»ten  Auflösungen  unsrer  Gleichung 


‘fl. 

selbe  bewirken,  nnd  zn  demselben  Werthe 
von  Yd  mod  m gehören.  Eine  solche 
Reihe  von  Darstellnngen  möge  jetzt 
Gruppe  heissen.  Für  nnsern  Fall  ist  in 
den  am  Schlnsse  von  Abschnitt  6)  ge- 
gebenen Formeln  lör  ß,,y,,d,  nur 
r,  f,  s,  <r  an  die  Stelle  von  «r,  ß,  y,  J 
zu  schreiben. 

Wir  machen  znnächet  folgende  An- 
nahmen : a,  b,  c sollen  keinen  gemein- 
schaftlichen Factor  haben,  cs  ist  dann  in 
Abschnitt  6)  ai,  welches  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Faktor  von  o,  20  und  c 


sind. 

10)  Es  lässt  sich  nnn  zeigen, 
dass  der  Ansdruck 

t+uyp^/T+uypy 
0)  V 0>  )' 

wo  fl  eine  beliebige  positive 
oder  negative  ganse  Zahl  und 
w = l oder  =2  ist,  in  jedem  Falle 
die  allgemeinen  Werthe  von  t 
und  u ans  den  kleinsten  Werthen 
T and  IJ  ergibt,  wenn  man  durch 
Trennung  des  rationalen  und 
irrationalen  Theils  diese  Olei- 


war,  entweder  gleich  1 oder  gleich  2,  '“2  and  re  z erlegt. 


nnd  die  Gleichung  I’—Pu’  = c 
die  Gestalt  an 


Sei  zunächst  nämlich  of  — 1,  und  seien 
zwei  Wnrzelpaare  unserer  Gleichung 
In  and  l,u,  gegeben,  so  dass  man  bat 


nnd 


I’-Pu'  = l 
I,‘‘-Pu,^  = l 


oder 

t»-ß«  =4. 

Fenier  soll  die  Determinante  P iür’s  oder 
Erste  positiv  sein. 

Iit  « = 1 , ao  sind  a nnd  c grade , b 
aber  kann  ale  ungrade  angenommen 
werden,  weil  man  eonst  die  Form 
ax* +cji'‘  mit  2 dlvidiren  könnte, 
ohne  dass  das  mittlere  Glied  aufhOrte 
einen  graden  Coeffleienten  zn  haben. 

(t-l-nV'B)  (J, +a, . _n,  V^)  = 1, 


nnd 

so  ist  andi 

(«'•-Oa')  (<  •-Dn,’)  = l; 
nnd  wenn  man  in  Faktoren  serlegt: 


Ei  ist  aber; 


also 


(«±nV'l»)(<,±a,V'fl)=  H,  + 0«u,4V^  (•“.  + <«.), 
llf.-hj/FCiif.+fu,)]  [H,-V'F(uI, +•«,)]  = 1, 


4* 
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und  man  hat  ein  ncncs  Wuraclpoar  un* 
serer  Gleichung: 

r = und 

welches  sich  ergibt,  wenn  man 
und  miiltiplicirt,  und  den  ra- 

tionalen Thcil  vom  iiTationalcn  trennt. 
Es  ergibt  sieh  aber  auch  durch  Division: 

- »V») 

I) 

-{u,-Ouu,)±yi)(iu,-tii,) 

■wenn  m»n  mit  lj_  _uVo  erweitert, 

da  der  Nenner  des  Ausdruckes  rechts 
/*— /hl*,  also  =1  wird. 

Da  nun 

l,+u,\D  l,-u,VT) 

1+U\ü  ’ t-i,yo  i'-y'D 
ist , so  ergibt  sich , wenn  man  für  die 
beiden  Quotienten  des  ersten  Gliedes  die 
obigen  Werthe  schreibt: 

wo 


:1 


eine  beliebige  negative  ganxe  ZahlUt 
Es  sind  n&mlich  T und  cbenfalU 

Auflösungen. 

Noch  ist  zu  beweisen,  dass  der  Ao&- 

druck  (T-t- {'  V^)  auch  alle  Wurzeln  d« 
Gleichung  /*  — /hi,  = l gibt.  Denn  m 
ein  Paar  nicht  gegeben , etwa  r und  t, 
ond  sei 

'.i  i + "«i  1^'®  ^ >».+*>  s 

so  ist  also  auch 

+ ,+rV^Zr^^ 

t+nVO  t+u\ü 

MH  » • 

Aber  da 

+ = {T+l'Yoy  und 

war,  so  ist 

\T+ 

Der  Ausdruck 


{T+VYD}’ 


r,  = H,— Duui,  e,  = /u,— u(,, 
es  ist  also  r^r,  ein  neues  Worzelpaar.  Ist 
{ positiv,  so  ist  auch  die  Summe  der 
beiden  Faktoren  Ö und  t — u]//) 

gleich  2f  positiv.  Ihr  Product  war 
gleich  1;  also  haben  beide  Faktoren 
gleiches  Vorzeichen  und  sind  mithin  po- 
sitiv, da  jedenfalls  ein  Faktor  positiv 
sein  muss.  Dasselbe  gilt  von  i^^-u^y'ü 
nnd  (| — u,y  /},  wenn  f,  positiv  ist;  dann 
ist  aber  auch  po- 

sitiv, also  auch  ?-fr)  />  und  z — r}'/), 
d.  h.  auch  r ist  positiv,  und,  wie  man 
in  gleicher  Weise  ersieht,  auch  r,. 

Wird  nun 

<=<,  = T,  u-u,zzV 
gesetzt,  also  statt  der  beiden  Wurzel- 
paarc  nur  eins  genommen,  so  gibt 

(t+vYö)'^i,+u.Yö 

ein  neues  Worzelpaar,  und  wenn  man 
(zzTf  M=//,  = nimmt, 

{T-\-u}^öy=i,+u,Yö 

ein  andere».  Fahrt  man  so  fort,  so 
kommt  allgemein : 


I +t)'  D 

(.t+l'Yjt)’ 

gibt  als  Quotient  zweier  Wnrzelpsare 
entsprechender  Ausdrdrke  wieder  eit 
Wnrzclpaar,  welches  mit  l',u'  bczeichmi 
werde.  Es  ist  dann 

T+uYD>i'+u'Yd^l-, 

aber  da  t nnd  m gleichzeitig  zanehmco. 
anrh 

T>(',  //>«', 

was  unmöglich  ist.  da  T und  V Ju 
kleinste  VVarzelpaar  war. 

Auch  kann  keine  Auflösung  zweirozl 
Vorkommen,  soust  gäben  verschieden.' 
Exponenten  n gleiche  Werthe  von  / unJ 
u,  was  unmöglich  ist. 

Um  auch  die  negativen  Werthe  vos 
I nnd  u zu  haben,  nimmt  man  liebet 
den  Ausdruck: 

J.(T+fYßj" 

als  allgemeines  Symbol  der  Anflösungen. 

Das  wirkliche  Anfißnden  der  Wurzela 
wenn  das  kleinste  Paar  bekannt  ist,  ge- 
schieht folgendermassen  am  bequemsten. 
Man  setzt; 


(T+uYi^)"=t^+u,yO, 

wo  B eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  und  ein  Wnrzclpaar  ist.  Da 

(T-ifY5)"=  (r+i'YßT" 

so  findet  dasselbe  auch  statt,  wenn  « 


r+uy^=n,  t-i/Yo=6, 

dann  ist 

'-  = Y («"  + i"), 

•'«  ('•’*  - t"), 
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=^a'b  + lb"a. 


d»  ni  = l ist, 


also 


' ,=27-|, 

t-1  *— 1 n 

I =2Tt  -l 
"+1  » »- 1 

und  in  dersclhen  Weise  folgt: 

« =i-a"+‘  -^b"+*, 

•+1  2 2 


Es  ergibt  sich  dies  aus  der  Theorie 
der  Kettenbrücho.  Sei  nämlich  a ein 

solcher,  — , — , — drei  auf  cinan- 

I * I 

der  folgende  Näherungswerthe  desselben, 
I der  Ictste  Nenner  des  Keltcnbruchcs, 

der  in  — noch  vorkommt,  so  dass  also 
*1 

1 

*'  ni+J 

»+ 


also 


u 

n~i 


= -ab- 


1_ 

2 


b a, 


H =2Tu  —u 
»+1  > «-I 

11)  Sei  jetzt  u)  — 2 Sind  dann  t,  u 
und  t|,  fl,  Lösungen  der  Glciehung 

— «•Z)  = 4, 

so  ist  anch : 


’+l 

.{ 

ist,  dann  ist  nach  der  bekannten  recur- 
renten  Formel,  aus  welcher  die  Xähe- 
rungswerthe  des  Kettenbruchs  gefunden 
werden : 


also; 


»I  «'if  + ri’ 


* t,  + M,Vü_<,d-ii,yfl 

2 2 2 ~ 
nnd  tj  M,  ist  ein  neues  Paar  von  Lö- 
sungen. Es  sind  nkmlich  oftanbar: 


_tl,  + uu,0  lu.+ul, 

i-undii,  = — ‘ — L 


ganze  Zahlen.  Da  nämlich  nach  Ab- 
schnitt (9)  in  diesem  Falle  ö = lmod4 
also  eine  ungrade  Zahl  ist,  und  wegen 
!•  — Dii*  = 4aucht  und  «gleichzeitig grade 
oder  ungrade  sein  müssen,  ebenso  wie 
so  ist  sowohl  ((,+««, D,  als 
auch  Iw, -^ut,  durch  2 theilbar.  Die 
Multiplication  führt  also  immer  zu  einer 
neuen  Auflösung. 

Aus  einem  Wurzelpaar  TU  erhalt  man 
also  unendlich  viele  durch  die  Gleichung; 


f +«  V'5 

m m 

2 


12)  Es  ist  noch  zu  beweisen,  dass  die 
Gleichung  !•—/>«>  = 1 immer  eine  Auf- 
lösung hat. 


rs,— 0,5  = — f(ir5,— fr,s), 
aber  immer  ist 

«■5,  — «1,5  = +1 

(siehe  den  Artikel  unbestimmte  Aufgaben 
über  diesen  Gegenstand)  also  auch 

-ff  = rs,  — r,5. 

Sei  mm  tj  derjenige  Theil  des  Ketten- 
bruches, der  zum  Nenner  | hinzugefügt 
werden  muss,  um  den  Kettenbrnch  zu 
vervollständigen,  der  Art,  dass 

a=  1 
m-f  1 
« + 


>_L 

f + 7. 

so  wird , ganz  wie  oben  gezeigt  wurde, 
auch: 


sein,  also; 


“’(f  + '?)  + f 
"’iCf+s)  + »1 


(»»I  — «>|S)  (f-be)  + rt,  — 0,5  _ +>, 

’i  *i[“‘i(f-l-'7)-l-''i]  "SlfffCf-f  f)-!-»!] 

Ferner  war 

5,=lf,{  + 0„ 

denn  im  oben  gegebenen  Ausdrucke  von  — stimmen  die  Zähler  und  die  Nenner 

*1 

einzeln  überein,  also 

Wl(f+»)  + '’l>»> 
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und  deshalb  auch 


abgesehen  vom  Vorzeichen,  also  jeden- 
falls: 

s 1 

a < — . 

»1  »11 

Ist  also  — jetzt  ein  beliebiger  Nthe- 

mngsbcuch,  so  wird  immer  die  Gleichung 
ernuit 

T _ if 

wo  <f  ein  positiver  oder  negativer  ach- 
ter Bruch  ist 

Verwandeln  wir  nnn  den  Ausdruck 
yö  in  einen  Kettenbruch  (siehe  den  Ar- 
tikel quadratische  Gleichung) , so  wird 

also,  wenn  — ein  Nahernngsbruch  ist: 
' d 

oder,  wenn  man  ins  Quadrat  erhebt: 

x‘=g'D+2iryD-i-^ 

y* 

oder: 

x’-D>j’  = 2')YD+^^, 

d.  h.  also  der  Ausdrnck:  x'  — Dy*  he- 
JVnn  ist  aber 


da 


war. 


(xx'-yy’Dy-D(xy'-yx'y-. 

*•  — Dy'  = x 


findet  sieh  jedenfalls  innerhalb  der 
Grenzen : 

+ (2/0+1)  uu-1  -(2/Ö+1). 

Da  der  irrationale  Ausdruck  /Ouaend- 
lieh  viel  Nähemngswcrtlie  bat,  die  sich 
durch  den  Kcttenbmch  ergeben, 
aber  eine  ganze  Zahl  ist,  die  also  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Wertben  an> 
nehmen  kann,  falls  sie,  wie  hier,  in  ge- 
wissen Grenzen  liegt , so  muss  sich  ein 
Werth  derselben  m unendlich  oft  wie- 

X 

derholen,  wenn  man  fUr  ^ alle  Nähe- 

y 

rungswerthe  nimmt. 

Es  hat  also  die  Gleichung 
j**  — Oy*  =m 

unendlich  viel  Paare  von  Wurzeln.  Es 
müssen  darunter  jedenfalls  unendlich  viel 
und  sein,  die  so  beschaffen  sind, 

dass 

0*30-' mod tn  und  y=^'roodm 
wird,  denn  es  gibt  ja  nur  m Zahlen,  die 
nach  Modul  m incongruent  sind.  Die 
Congruenz  x'^x*  mod  m hat  also  unend- 
lich viel  Auflösungen,  von  den  zugehö- 
rigen y können  aber  auch  immer  höch- 
stens nur  m — 1 incongruent  sein,  also 
hat  anch  die  Congruenz  y^y'modm 
unendlich  viel  Auflösungen. 

Dann  ist  anch 

;ty'  = yx'modm. 


Wegen  xy*  = yx^  mod  m ist  aber 
—2 — 2 — eine  ganze  Zahl,  folglich  muss 
xx'—yy^D 

auch  ' eine  solche  sein.  Da 


^xx’-yy’Py  _ 

ist,  so  geben  die  Ausdrücke 
^_xx’-yy'l) 


jedenfalls  eine  Auflösung  der  Gleichung: 

Anch  kann  hier  xy*—yx*  nicht  gleich 
Kuli  sein,  sonst  wflrc  ja 

X X* 


also  die  beiden  Nähemngswerthe  von 
\ Ü identisd),  was  unmöglich  ist,  da 
dieselben  an  /D  immer  näher  heran- 
rücken. 

Um  also  eine  Auflösung  unsrer  Glei- 
chung zu  Anden,  hat  man  nur  \D  in 
einen  Kettenbruch  zu  entwickeln  und  die 
Näherungswerthe  desselben  so  lange  au 

X 

verfolgen,  bis  man  anf  2,  — und  — ; 

y y 

kommt,  deren  Zähler  nnd  Nenner  die 
Ausdriieke  x*  — Oy*,  x'*  — Dy'*  gleich 
machen,  wo  aber  x und  x',  sowie  y nnd 
y'  für  den  gemeinschaftlichen  Werth  die- 
ser Ausdrücke,  als  Modul  betrachtet, 
congruent  sind. 

13)  Die  Auflösung  der  nnbcstiminten 
Gleichung 

ox*  -|-2&xy-(-  cy*  n tn 
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durch  uaendiioh  viel  Werthe  von  x und 
y,  falls  die  PcCenninante  positiv  ist  und 
Of  hy  c keinen  gemeinschaftlichen  Faktor 
haben  f lässt  sich  also  durch  folgende 
Rechnungen  ansfQhren. 

Zunächst  ist  die  Gleichung  — />u*  = l 


aufKulöscn,  wenn  a und  c nicht  beide 
grade  sind,  und  die  Gleichung  t * Du  ‘ = 4, 
wenn  a und  c grade  sind.  Eine  solche 
l^ösnng  der  ersten  Gleichung  gibt  die 
Theorie  der  Kettenbrüche  mittelst  der 
Formeln, 


1) 

m ’ _ > 


und 

ist. 


m irgend  ein  Werth  Ton  *»  — öy*  =x'— Oy", 
IViiheri 

x~x’  mod  m,  y = y'  mod  m 


— nnd  A'hhernngsbrüche  Ton  ^ D-  — oc 


Ist 

t>-D«»  = 4, 

so  kann  man  die  obigen  Werthe  von 
T und  (/  in  1 doppelt  nehmen,  nnd  mnss 
dann  die  letzte  Gleicbnng  offenbar  durch 
die  Zahlen  27*  und  2t/  gelöst  werden. 
Aus  einer  Lösung  aber  lassen  sich  un- 
endlich viel  gewinnen  mittelst  der  For- 
mel: 

2a)  <.+  i = 2r/.-/,_,. 


2)  t + uVT) 

\ at  / ü) 

wo  H eine  beliebige  positive  oder  nega- 
tive ganee  Zahl , w gleich  2 oder  1 ist, 
je  nachdem  a nnd  c gleichzeitig  grade 
sind  oder  nicht.  Im  letztem  Falle  be- 
dient man  sich  statt  der  Gleichnog  2 
noch  bequemer  der  rccurrcnten  Formeln: 
U.+I  = 2Tu^-u,^u 


denen,  wie  leicht  zn  sehen,  wenn  tu  = 2 ist,  die  folgenden  entsprechen 


2b)  *«+!_  T T Um  u«+l 

2 22  2 2~2T 

was  sich  leicht  ganz  wie  in  Abschnitt  10  ergibt. 


Alle  Wurzelpaare  (,  u der  Qleichnng 
<*  — Du*  = l führen  zn  einer  Grappe  von 
Auflösungen  unseres  Problems.  Wenn 
man  nämlich  im  Stande  ist  eine  Anflö- 
snng  der  Gleichung  oj:*-(-24xy-|-ry*  = m 
zu  Anden,  eine  AiüTgabe,  deren  Möglich- 
keit voraussetzt,  dass  O quadratischer 
Hest  nach  Modul  m ist,  nnd  x = r,  y = t 
die  Werthe  dieser  Anliösiing  sind,  so 
werden  p und  ir  dazu  durch  die  Glei- 
chung ; 


3)  rn  — »p  = 1 

bestimmt.  Sind  p„  *,  ein  Paar  Wur- 
zeln dieser  Gleichungen,  so  sind  die  all- 
gemeinen Werthe: 

4)  e = e.  + r*,  ff  = (r,  + s*, 
wo  A eine  beUebigo  ganze  Zahl  ist,  je 
zwei  snsanunengehörige  Werthe  von  p 
nnd  a bestimmen  dann  eine  Gruppe  von 
Anflösnngen. 


Setzt  man  endlich  wie  in  Abschnitt  6) 

6) 


cou  _ 

y I “ > 


80  lUhren  die  Gleicbungen : 

G)  r = s = y,r,-f (f,f, 

zu  der  ganzen  Gruppe,  wenn  man  für  < und  u alle  möglichen  Werthe  setzt. 


Die  Art  übrigens,  wie  eine  Auflösung 
der  Gleichung  ox*-)-2Ajy+ey*  = m ge- 
wonnen wird,  ist  in  dem  Artikel  qna- 
dratische  Gleichungen  nachznsehen.  Der- 
selbe enthält  auch  die  Auflösung  des 


Falles,  wo  die  Determinante  negativ  ist, 
so  wie  darin  gezeigt  wird,  dass  die 
kleinsten  Werthe  von  T nnd  U sich 
immer  auf  eine  einfache  Art  ans  dem 
Kettenbmche  für  bestimmen  lassen. 


Digitized  by  Google 


Quailrftt.  Form  (Zahlenlebre).  50  Quadrat.  Form  (Zahlenlehre). 


i-  = ar,+ßy^,  y = yx,  + l^g^, 

— 1. 

Scizt  uan; 

n = 0,  /i  = l,  Y=  —1. 


In  gegenwärtigem  Artikel  kommt  es 
eben  liauptsnchlich  auf  die  Eigenschaften 
der  quadratischen  Formen  an. 

14)  Es  sei  wieder  f{n,  6,  e)  eine  ge- 
gebene Form ; wir  wollen  für  sie  eine  bleibt  noch  immer  J willkührlich,  und 

a..f  1..^  _:_r k. ..  nz^KsiFdlnTitA 


möglichst  einfache,  eigentlich  ä<iuivfllciite 
Korra  bestimmen.  Sei  zu  dem  Ende 
wieder: 


cs  ist  ^=jfiy  y=  + 

Die  äquivalente  Form  ist  dann: 


cj*j*+2(— 6-crf)xjy|4*(a+2W-f-crf*)yi*. 


Schreiben  wir  lieber  für  r,  so  ist 
die  erste  Form: 

1)  f{a,  b,  a,), 

die  zweite: 

2) 

nnd  die  Substitution: 

1-1, 

ausserdem  noch: 

6|  = — i — 

d.  h. 

5~6modöj. 


15)  Sei  jetzt  die  Determinante  nega- 
tiv, also: 

D*  = 6*— rtc=  — A» 

so  müssen  a und  c auch  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  da  6*  stets  positiv  ist. 
Ist  f{a\h%c')  irgend  eine  transformirte 
Form,  also: 

a'  = art’4-2ifTy  + cy* , 

so  wird  : 

rta'  = (rtff  + Äy)*  — /)/*, 

ein  Ausdruck,  welcher  stets  positiv  sein 
muss.  Es  haben  also  n und  a'  auch  stets 
dasselbe  Zeichen. 

Es  sei  noch  also  die  Fonn 


Da  nun,  wenn  n,  ungrade  ist,  jede  Zahl 

1 eine  roducirte,  und  nehmen  wir  zunächst 


mit  einer  aus  der  Zahlenreihe ^ — 

-1 


an,  a und  b hätten  gleiche  Zeichen,  so 
haben  auch  c und  6 gleiche  Zeichen, 
für  Modul  (fj  congment  sein  Allgemein  ist 

d,  h-,  da  6,  — ac  = — A war, 

36*  <A, 


bis 

mu88|  und,  wenn  ö,  grade  ist,  mit  einer 

aus  der  Kcihe:  — phis-f-^  “ 1» 

kann  «7^,^  abgesehen  vom  Vorzeichen 
immer  grösser  als  26,  oder  wenigsten 
gleich  dieser  Grösse  angenommen  wer 
den.  Macht  man  in  2)  dieselbe  Substi 
tution  3)  und  fährt  so  fort,  so  komm 
man  schliesslich  auf  eine  Form 

/■(«  ,•  * " )• 

H — I »— 1 » 

wo  a . grösser  als,  oder  wenigstens 
gleich  26  ^ ist. 

Ist  nun  der  erste  Cocfficient  immer 


\ 3 

Diese  Betrachtung  macht  es  möglich, 
im  Falle  die  Determinante  negativ  ist, 
alle  rcducirtcn  Formen  zu  ermitteln.  Es 
ist  nämlich 

6*+  =(ic; 


nimmt  man  also 


und  zerlegt 
6*  + A auf  alle  möglichen  Weisen,  je- 


ASS  UUll  UtT  CISIC  \./VVUI»..IC«JV  ilUUICI  - 4»|  • . ^ .v.kitl»  — 

gro.icr  als  der  dritte,  so  nimmt  die  Jo.  dass  «>at  .st,  so  erhält  man 

alle  Wcrtbc  von  a nnd  c. 


Für  negative  Dcterminan.ten 
ist  also  die  Anzahl  der  reducir- 
besländig  ab,  und  man  kommt  auf  einen  ten  Formen,  welche  einer  gc- 
kVerth  a , welcher  kleiner  als,  oder  gebenen  entsprechen,  immer 

endlich. 

höchstens  gleich  a ist.  Eine  Form,  wo 

Beispiele.  Sei 

^ = 1,  BO  ist  b-0.  also  a = l und  c=l. 


dies  stattfindet,  heisst  rcducirtc.  In 
einer  solchen  ist  also  immer: 
c^tt^2bf 

abgesehen  vom  Vorzeicheh. 


Sei  ferner 

i^-2,  so  ist  6 = 0,  also  o = l,  c = 2; 
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ferner: 

£i  = 3,  aleo  entweder  4 = 0,  a = l,  c-3, 
oder  4 = 1,  a = 2,  c=2; 
fi  = 4,  also  4 = 0,  n = 2,  c = 2 

oder 

4 = 0,  0 = 1,  c = 4.  Ware  4 = 1, 
so  ergaben  sich  keine  Werthe  für  a nnd  c, 
weil  0 = 1 nicht  grösser  als  24  ist. 

16)  Es  ist  en  bestimmen , unter  wel- 
chen Bedingnngcn  2 redneirte  Formen 
mit  negativer  Determinante  iquiralent 
sind.  f(a,  4,  c)  und  /’(a„  4,,  c')  seien 
diese.  Wir  setzen 

o,  So. 

ly'  Substitution,  welehe  von 

der  ersten  tnr  zweiten  Form  führt,  also 
und 

oo' = (oo -1- 4y)  ’ H- y • . 

Da  nun 


Man  findet  entweder  — was  nichts 
Neues  gibt,  da  dann  auch  c,  = c ist,  oder 


da  4,  nnd  4 beide  kleiner  als,  oder 
höchstens  gleich  ~ waren. 

Die  beiden  redneirten  Äquivalenten 
Formen  sind  demnach 

A(a,  c)  und  f(a,  e). 

Wegen  der  Gleichung  4»  — oc=4,>  — o,c, 
muss  nämlich  dann  auch  Ci  = c sein. 

Sei  ferner  y=+l,  dann  gibt  die  Glei- 
chung für  0 , : 

fln  ’ = o*  — e. 

n'—c  kann  indess  nicht  positiv  sein,  da 
o'So  und  oSc  war;  cs  muss  also 
oo*S24ft 


4»<  — 

= 3 

und 

oc— 4*  = c., 
so  muss  auch : 

sein,  und  deshalb  auch 

"o,==j-, 

da  o,<o,  und  oSc  ist. 

Wegen  des  Wertlics  von  oo,  kann 
hiernach  y nur  einen  der  Werthe: 

0,  +1  oder  —1 

haben,  denn  in  jedem  andern  Falle  wäre 
Ay’  grösser  als  oo,,  was  unmöglich  ist. 

Sei  zunächst  y = 0.  Wegen  der 
Gleichung  od-^y  = l ist  dann 

n(f=l,  n=  d=-f  1 

folglich 

o,  = Oa>-f-24ny-|-cy*  = o, 

4,  = 0(r;J-f-4(nd-f-;fy)-f  cyrf=  4 \-aß 

also 

b^-b~±aß. 

Es  war  aber 

b<-,b,<^<±. 

“2  *-  2 2 ’ 

also  muss  4,-4  zwischen  — o und  -|-o 
liegen. 

Es  ist  aber  — n eine  ganze 

Zahl,  nnd  aus  diesem  Grunde  kann  4,-4 
nur  die  3 Werthe 

0,  -1-0,  — o haben. 


sein,  was  nnmöglieb  ist,  wenn  o grösser 
als  1 wäre,  da  0^24  war.  Es  muss 
mitbin  sein : 

0 = 0,  oder  n = l,  oder  o=— 1. 

Bei  zunächst  o = 0,  so  ist 
o,=c, 

und  da  o,'^o^c  war,  auch 

o = c,  ßy=  —1  , 

4'=  — 4 ; ctT, 

^.l±i=-M 


und 
d.  h. 


und  da  //  und  6 kleiner  als  oder  höch- 
stens gleicli  — sind,  d.  h.  kleiner  als 

oder  höchstens  gleich  so  ist  wieder 
Ä,  oder  6'r:6=^c. 

Die  Formen,  die  sich  hieraus  ergeben, 
sind  also  f(a,  a)  und  /"(rt,  a\ 

die  schon  in  der  ohigen  enthalten  sind, 
ausserdem  noch  die  neuen  Formen: 
r(o,  4,  o)  und  /(o,  —4,  o). 

Sei  nun  o=-rl,  so  wirtl: 

' o,  =o  r24-fc 

oder 

1 24  = o-|-c— 0|. 

Da  aber  oSo,  und  c -g  o,  war,  und 
diese  Grössen  gleiches  Vorzeichen  ha- 
ben, man  übrigens  eine  von  ihren  o 
stets  als  positiv  annehmen  kann,  indem 
man  im  entgegengesetzten  Falle  die  Vor- 


Digiiized  by  Google 


Quadrat.  Form  (Zahlenlehre).  58  Quadrat.  Form  (Zahlcnlehre). 


seichen  tou  a,  h,  c umkehrt,  lO  ist  auch 
a— und  c^<i|  nie  ne^i^süv,  aUo  'f 
wenigstens  gleich  c und  wenigstens  gleich 
a.  Es  muss  also 

rt  = c=  = 

sein,  da  c^a:_;26  ist,  und  die  Gleichung 
a+a  — a|C'a  such  cr^^a  gibt. 

Noch  ist 

ruf  = 1 +/»)'; 

also  da 


h*  = anß-\-b{nJ  -f^>')  + 
war,  auch : 

b*  = auß-  ttßy + A + ay  tf . 

Hieraus  ergibt  sich : ... 

wo  k eine  ganse  Zahl  ist,  un<l  ganz  wie 
oben  Iftsst  sich  schliessen,  dass  A'^A 
einen  der  Werthe 

0,  a und  — a 

haben  muss.  Dies  führt  aber  zu  den 

n 

icbon  dagewesenen  Formen:  f{g,  ~2'") 


und  /■(«,  +|,  (i). 

El  sind  also  mir  2 Paare  äquivalen- 
ter Formen  mCglich : 

f)  “Kl  /■(«.  r). 

f(a,  b,  tt)  und  («,  —b,  a). 


Noch  ist  sn  beweisen,  dass  diese 
möglicher  Weise  Äquivalenten  Formen 
anch  wirklich  Vorkommen.  Macht  man 
in  Form  /'(a,  b,  c)  die  Substitution 

Io'  l|’  *°  “rhAlt  man  f{a,  aß  + b,  c,)j 


fOr  b = II -^1 


ß = l nehmen  diese  Aus- 


drücke aber  die  suerst  gegebenen  Werthe 

/■(«.  2'  ~'§' 

Setet  man  ferner  in  f{a,b,a),  * = y,. 
ysi-,,  BO  fahrt  dies  zu  f[a,  —b,  a), 
somit  kommen  beide  Paare  auch  wirk- 
lich vor. 


17)  Man  kann  sonach  die  eigentlich 
Äquivalenten  Formen  mit  negativer  De- 
terminante in  Klassen  tbcilen,  und  mit 
Ausnahme  dieser  beiden  FAllc  gibt  es 
in  jeder  Klasse  nur  eine  redneirte  Form, 
von  der  man  sagt  sic  reprisentire  diese 
Klasse. 

Es  gibt  also  nach  ilem  in  16)  Gesag- 
ten für  die  Determinante  —1  nml  —2 
je  eine,  für  —3  und  —4  je  2 Klassen. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  a,  2ö  und  r hat- 
ten keinen  Factor  gemein.  Es  soll  jetzt 


untcrincht  werden,  welche  Zahlen  durch 
eine  gegebene  Form  mit  negativer  De- 
terminante, und  wie  oft  dieselben  durch 
dieselbe  ilargestellt  werden  können. 

Wir  haben  bereits  in  8}  angenommen, 
dass  in  der  Gleichung 

ax*q-2bjy-|-cy’  = m 
X und  y relative  Primzahlen  sein.  Diese 
Zahl  m sei  positiv  ungrade , und  eine 
relative  Primzahl  in  Bezug  zur  Deter- 
minante, so  muss  die  Darstellung,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  zu  irgend  einem 
Werthe  von  Yd  mod  m gehören.  Seien 
n,  I«,,  n,  . . . diese  Werthe  von  Yd. 
Ee  gibt  dann  zu  jedem  n eine 
Darstellung  durch  eine  redn* 
eine  Form  und  zwar  nur  eine. 
Denn  damit  m durch  die  gegebene 
Form  darstellbar  sei , muss  sie  mit 

/■(m,  M,  ) äquivalent  sein.  Es  ist 

aber  nur  eine  rcducirtc  Form  mit  der 
letztem  äquivalent,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  und  diese  redneirte  Form  vertritt 

n*—  D 

die  Klasse,  zu  der  f(m,  a,  ) und 

Pt 

f{a,  A,  c)  gehören.  Die  Zahlen  m,  n 
undp=^^— haben  keinen  gemein- 

tfi 

schaftlicben  Factor,  denn  jeder  Factor 
von  m und  n muss  ein  solcher  von 
D — »'  — mp  sein,  und  es  ist  voraiuge- 
setzt,  dass  m nnd  D keinen  Factor  ge- 
mein haben.  Da  m ansserdem  ungrade 

ist,  so  haben  auch  i»,  2«  und  

fit 

keinen  Factor  gemein. 

18)  Es  soll  jetzt  die  Anzahl  der  Dar- 
stcllnngen,  die  fOr  m möglich  sind,  ge- 
funden werden. 

Es  war 

«I  =nl— (n4-|-)'c)«, 

Y^=yt  + {tta  + Yb)u, 

Ist  ^ grösser  als  1,  so  gibt  es  nur  2 
AnflCsungen  dieser  Gleichung,  nämlich 

t»  = 0,  * = • 

ist  A = l,  so  ist  entweder: 
t = X^>  " = 0 

oder 

( = 0,  «=  +1- 

Es  gibt  also  im  Allgemeinen  2 Darstel- 
lungen, welche  den  Werthen: 

n,  = x>*  ““'I  )’i  — iy 
entsprechen.  Nnr  wenn  A=-l  ist,  gibt 
es  4 Auflösungen.  Im  Allgemeinen  also 
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hat  man  doppelt  so  viel  Darstellungen, 
als  die  Congmcnz ; 

mod  m 

Wnrxeln  hat;  a-enn  aber  ü = 1 ist,  so  hat 
man  4 Mal  so  viel. 

Möge  fi  die  Anzahl  der  einfachen 
Factoren  von  m sein.  Sind 
diese  Factoren  selbst,  A,,  A,  ...  die 
Exponenten  der  Potenzen,  in  welchen  sie 
bezüglich  Vorkommen,  so  ist; 


I 'f* 
> • 


Wenn  zs  = Dmodm,  so  ist  nach  dem 
Heciprodültsgesetze  für  die  quadratischen 
Beste  (siehe  den  Artikel  quadratischer 
Rest); 


Et  stellt  nümlich  bekanntlich  der  Aus- 
druck die  Zahl  -|-1  oder  —1  vor, 

je  nachdem  D quadratischer  Best  oder 
Kichtrest  von  I ist. 


Die  Anzahl  der  Wurzeln  dieser  Con- 

u 

gmenz  >>  = Z>mo<la«  ist  2 , also  die 
der  DarstcIInngen , von  denen  wir  hier 

+ 1 0-4*2 

sprechen,  Y , für  A = 1 jedoch  2' 

Et  sei  A = l.  Dann  ist; 

,,  n'—D 
f(m,  n,  — — ) 

m 


äquivalent  mit 

m.  0,  1): 

denn  diese  Werthe  ergaben  sich  für  die 
A = 1 entsprechende  rcducirte  Form. 
(Abschnitt  13).  Es  ist  dann  also; 

Da  aber 

(Tr)"(fr)"  ••• 

sein  muss,  ts  müssen  die  einfachen  Fac- 
toren von  m alle  von  der  Form  4A-4-1 
sein  (siebe  den  Artikel:  quadratischer 
Rest),  d.  h.  wenn  man  die  Stellung  und 
das  Vorzeichen  der  Variablen  nicht  be- 
rücksichtigt (wo  also  die  Anzahl  der 
Darstellungen  auf  den  8ten  Thcil  redu- 
drt  wird),  bat  man  den  Sa'z: 

„Jedes  Product  von  Primzahlen  von 
der  Form  4A-(-l,  wo  u die  Anzahl  die- 
ser Factoren  ist , lässt  sich  2^  ^ mal 

durch  die  Summe  zweier  Quadrate  ans- 
drücken.“ 


Z.  B.  . 

t>5  = 5'13  = 8>-H«  = 4*-f  7», 

da  hier  /4  = 2 ist.  Ist  m eine  Primzahl, 
so  ist  ^ = 1,  und  1 die  Anzahl  der  Dar- 
stellungen. 

Wenn  A = 2,  so  war  nach  Abscbnittl3) 
4 = 0,  a = l,  c = 2, 
also  die  Gestalt  der  Form  ist 

Die  Qieichungen; 

setzen  voraus,  dass  alle  Factoren  f„  I, 
...  eine  der  Formen  8A-I-1  oder  8A-|-3 
haben.  Ist  dies  der  Fall,  so  hat  also 
M — 1 

die  Zahl  m wieder  2 Darstellungen, 
abgesehen  vom  Vorzeichen  der  Varia- 
.Jz-4-1 

bien,  wodurch  die  2^  auf  den  4tcn 
Theil  tedneirt  wird. 

Z.  B.  die  Zahl  33  = 11x3  hat  2 Fac- 
toren von  der  Form  8A-f-3,  es  ist  also 
wieder  h = 2,  und  die  Zahl  2 mal  durch 
die  Form  darstellbar.  In  der 

That  ist  33=l*-|-2-4»=5»-l-2-2’. 

19)  Seien  jetzt  m eine  beliebige  positive 
ungrade  Zahl,  die  zu  A relativ  einfach 
ist,  f|,  (,  . . . ihre  einfachen  Factoren, 
und  es  werde  vorausgesetzt,  dass 

so  gehört  zu  A,  wie  in  13)  gezeigt 
wurde,  immer  eine  endliche  Anzahl  re- 
dneirter  Formen: 

«x>-)-24xy-fcy*,  fl,x>-J-24,xy-j-c,y*.  . . 
Schreibt  man  nnn  jede  der  Zahlen  m, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  so  oft, 

als  die  Zahl  Einheiten  hat,  so 

geschieht  dasselbe,  als  wenn  man  in 
allen  diesen  rcducirten  Formen  für  x 
und  y alle  Werthe  setzt,  die  zu  ein- 
ander relativ  einfach  sind  und  eine  der 
Zahlen  m darstellen  (dass  x und  y re- 
lativ einfach  sind,  ist  nämlich  bei  allen 
bisherigen  Betrachtungen  über  Darstel- 
lungen vorausgesetzt);  denn  immer  eine 
dieser  Formen  ist  ja  dann  mit  m gleich- 
bedeutend. Nach  Abschnitt  17)  und  18) 
aber  ist  m durch  die  Oesammtheit  die- 

jU-f-1 

scr  Formen  so  oft  darstellbar  als  2 
Einheiten  hat. 

Man  kann  danach  sowohl  den  Ausdruck 
44  -f*  1 u -4-1 

m,  alt  auch  i2  l'X’"),  wo  F 
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eine  beliebige  Funetion  vun  m .ist,  auf  diese  Weise  darstellen,  wenn  des  Zeichen 
X links  anf  alle  Werthe  von  m geht. 

Also: 

= + ,j’)+  .... 

Verstehen  wir  nun  unter  I,  1,  . . . irgend  welche  Primzahlen,  die  der  Bedin- 
gungen genOgt,  dass  D oder  — quadratischer  Rest  zu  I,  i,  .. . ist,  und  sei 

F(m)  = — j , so  ist  offenbar 


j)  0 r 

da  jedes  m = i , 1^  , 1^  ...  ist,  und  durch  Multiplication  sich  alle  Ausdrücke 
von  dieser  Form  rechts  ergeben,  wobei  sich  dann  gleichzeitig  der  zugehörige 
Zähler  2^  cinstellt. 


Nun  ist: 


also  muss  auch: 


2 2 2 
l+~-f-'S+T.+ 
< 1 I 


1- 


V 2 


1+  ^ i’ 


1-7  1-7  1- 


sein.  Sei  nun  y irgend, eine,  nicht  in  2A  enthaltene  Primzahl,  und  n eine  belie- 
bige ungrade  Zahl,  die  mit  A keinen  Factor  gemein  hat,  so  ist  auch: 


wo  die  Summe  auf  alle  Zahlen  n von  den  bezcichneten  Eigenschaften  geht,  und 
ebenso  ist,  wenn  man  die  unendlichen  Summen  links  addirt: 


1 

Entwickelt  man  aber  den  Ausdruck:  in  eine  Ueihe,  wo  die  oben 

\ V / ^ 

gegebene  Bedeutung  hat,  und  berücksichtigt  die  Gleichung  (siehe  den  Artikel: 
quadratische  Reste); 
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io  kommt: 
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/D\  1 /D\  1 /0\  1 1 

\ 9/  q 

■Iflo  wenn  man  alle  Wertbe  von  q nimmt:  9«  q^y  q^y  und  maltiplk-irt,  so  wird 

1 - 1 1 ^ 

/0\1  ' /0\1  ■ . . . 

• >-(-,)7  7 ‘-yrs 

1 

Setzen  wir  noch  in  den  oben  gefundenen  Ausdnick  für  S—  überall  2»  statt  s, 

n 

IO  ist: 


1 

= 


1 1 1 

1-nc  i-“s-  i-"är 


also: 


n ' 

i 

n 


1 — 


1 

i-ir 


1 l+T 


1+-7 

1 ■ 


/ü\  1 üx  1 


Alle  diejenigen  Factoren,  wo  “"1  '**i  heben  sich  aut,  es  sind  also  nur  die- 

jenigen ff  XU  berücksichtigen,  für  welche  die  Ueterrainantc  quadratischer  Beat, 
also  1 = ist.  Dies  sind  aber  diejenigen  Zahlen,  die  wir  mit  f,,  /,  . . . . 
bezeichnet  haben,  und  dann  stimmt  unser  Prodnet  mit  demjenigen,  welches  den 

Werth  von  S—  gab,  überein;  folglich  ist: 

m 

1 /D\l 


1 

-■jr 


.2^ 


Also  wenn  man  für  2J—  den  Ausdruck  durch  die  quadratischen  Formen  nimmt, 
m 

nnd  mit  A-ar  mnltiplicirt , so  wird 

« 

^ 1 1 1 
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wo  man  auch  setzen  kann ; 

1 1 

+ 2Axj/+ejr’)*  ~ ■*^[a(nr)>+2i(iu-X"j)+c(»»)’]' 

1 

"‘^(«J-.'+2A-r,y,+ey, >)«'*■  ' ’ ’ ' 

wo  Vi  dann  andere  Wcrthe  ron  x und  y sind. 


Es  stellen  sich  hierbei  alle  Wertho 
Xi,  y,  ein,  die  so  beschaffen  sind,  dass 
«X, • +24x,y, +cy,*  zu  20  relativ  ein- 
fach ist.  Die  Bedingung,  dass  x und  y 
relativ  einfach  zu  einander  sein  sollen, 
ist  also  jetzt  aufgehoben.  Denn  es  war 
sowohl »,  als  auch  ox , ’ + 2Ax , y , -)-cy , > zu 
20  relativ  einfach,  also  ist  dies  auch  mit 
der  neuen  Form  der  Fall.  Es  kommen 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergibt  sich; 


aber  auch  in  den  Formen  alle  x und  y, 
die  zu  einander  relativ  einfach  sind,  und 
alle  R,  die  cs  zu  O sind,  vor.  Sei  näm- 
lich n der  grösste  gemeinschaftliche  Fac- 
torvon  X,  undy,,  oderx,  = nx,y,  =Ny,  so 
kann  n keinen  Factor  mit  20  gemein 
hohen,  weil  ihn  sonst  die  ganze  Form 
haben  mOsstc.  x und  y haben  also  kei- 
nen gemeinschaftlichen  Factor  mehr. 

1 


1 /D\l 


(ox>+2Axy-f-ey»)* 


Die  Summe  rechts  gebt  auf  alle  x und  y. 
Diese  Formel  wird  die  Formen  geben, 
welche  zu  21)  relativ  einfach  sind. 


Ferner  ist: 


wo : 


r = nn , 

zu  20  relativ  einfach  ist.  Es  kommt 


also  jedes  r so  oft  vor,  als  es  sich  in 
2 Factoren  zerlegen  lässt.  Dabei  wird 
/0\ 

^—1  bald  positiv,  bald  negativ. 


Ist  also  X der  Ueberschuss  der  An- 
zahl der  Factoren  n von  r,  fOr  welche 
O quadratischer  Rest  ist,  über  die,  wo 


D 


Nichtrest  ist,  so  erhält  man  22 


und  es  ist: 


(«’+2&zy  + ty>)*  («,x«-(-2Ä,zy-f-c.y>)- 


Auf  der  Seite  rechts  kommt  nun  jedes  r'  so  oft  vor,  als  r durch  die  Formen : 
ax*-f2Axy-l-cy’,  a,x> -f 24,xy-t-c,y’ 

darstellbar  ist. 


'Es  lässt  sich  nun  aber  oUch  beweisen , dass  die  beiden  Reihen  links  und 
rechts  in  den  einzelnen  Gliedern  ttbereinstimmen,  welche  einem  bestimmten 
Werthe  von  r'  entsprechen.  Seien  die  Reiben; 

/ABC  A'  B'  a ' \ 

— i7‘VV*’  ■■■ ) 

oder 


Unter  sr,  k'  sind  die  kleinsten  Werthe  der  GrOssen  a,  fl,  y . und  bezüglich 
n',  fl^,  y’  verstanden. 

Nehme  man  nun  an,  es  wären  a und  n'  ungleich,  so  kann  man  immer  a’ 
kleiner  als  « annehmen,  weil  wir  im  entgegengesetzten  Falle  die  Bezeichnung  von 
tt  und  o'  vertauschen  können.  Es  ist  dann ; 


wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  n"  multiplicirt. 
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Setzt  man  nun 

« = oc, 

so  wird  i4'  = 0,  was  nicht  mOglich  ist. 
Jedenfalls  also  hat  man  ri'  = r>,  und  da- 
her für  s = oo  auch: 

A'  = Ai 

ebenso  ergibt  sich 

B’  = B,  a = c . . . 

Der  Coeflicient  von  — links  ist  nun 

ik,  und  rechts  stellt  er  die  Anzahl  der 
Darstellungen  von  r dnrch  die  Formen 
•x'+^bxji  + cy',  o,jr’-|-24‘j:y+c,y*  ... 
vor.  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  x und  y 
relativ  vielfach  sind  oder  nicht  und  man 
hat  folgenden  Satz; 

„Ist  r irgend  eine  positive  Zahl,  die 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  mit2D 
bat,  so  bestimmt  man,  wieviel  Primfac- 
toren  von  r das  D znm  quadratischen  Reste 
und  wieviel  D zum  Niditreste  machen 
(den  Factor  1 eingeschlosscn);  der  dop- 
pelte Ueherschnss  k der  ersten  Zahl  über 
die  zweite  gibt  dann  an,  wie  oft  r durch 
eine  quadratische  Form  mit  Determinante 
ö=— A darstellbar  ist.  NurfürD=— 1 
ist  der  vierfache  Uebcrschuss  zu  nehmen.“ 

Beispiel.  187  = 17 • 11  •!;  1 und  17  ma- 
chen 13  znm  quadratischen  Reste,  11 
nicht,  also  1=2— 1 = 1,  und  187  lässt 
sich  2 mal  dnrch  eine  Form  mit  der 
Determinante  13  darstellen. 


20)  Ist  in  der  That  1,  so  sind 
die  Factoren  von  r,  welche  I)  znm  qua- 
dratischen Reste  machen,  von  der  Form 
41-1-1,  die  andern  von  der  Form  41-f3. 
Die  entsprechende  reducirte  Form  war 
die  Summe  zweier  Quadrate.  Für  eine 
Primzahl  von  der  Form  41-1-1  ist  1 = 2, 
da  1 auch  von  der  Form  41-f-l  ist;  für 
eine  Primzahl  von  der  Form  41-1-3  ist 
1 = 0,  also: 

Jede  Primzahl  von  der  Form 
41-1-1  ist  eine  Summe  von  2 Qua- 
draten p’-hy’,  sie  lässt  sich  also 
auch  auf  die  Form  (p+fi)  (p— ?•) 
bringen.  Sie  ist  mithin,  wenn 
man  p-f-yi  als  eomplexe  ganze 
Zahl  betrachtet,  keine  eomplexe 
Primzahl.  Dagegen  lässt  sich 
eine  Primzahl  von  der  Form 
41-1-3  nie  als  Summe  (1  von  Qua- 
draten ansdrücken,  und  ist  daher 
auch  eine  eomplexe  Prim  zahl. 

Wir  haben  bewiesen , dass  in  nnsera 
Summen  auch  die  einzelnen  Glieder 
in  ihren  Cuefßcicnten  übercinstimmen. 

Man  kann  also  auch  statt  — — oder 
r* 

1 

— — eine  beliebige  Function  von  r 

("»i) 

multiplicirt  mit  dem  entprcchendcn  Coef- 
fleienten  in  die  Summen  setzen.  D.  b. 
es  ist: 


wo  y eine  beliebige  Function  ist.  Sei  z.  B.: 

y(a)=  y“, 

80  kommt: 


wo  statt  der  2 links  4 zu  setzen  ist,  wenn 
D=— 1 ist.  Es  ist  aber:  ' 

II— 1 


(liehe  den  Artikel:  qoadratischer  Reet) 
und  die  Formen  rechts  redociren  sich 
auf  die  eine  also: 

1 

Ar/  V 

4^(-l)  y = 2^y 
Die  durch  x*  -i-  y*  darzustellcnde  Zahl 
sollte  ungrade  sein.  Setzt  man,  um  dem 

V’  + »’.=  4(y.f,8’  + y6V 


zu  genügen,  also  für  x alle  graden,  für 
y alle  nngraden  Zahlen , nnd  dann  nm- 
gekehrt  ßr  y alle  graden  nnd  x alle 
ungraden  Zahlen,  weldies  letztere  das- 
selbe ist,  als  ob  die  dnroh  das  erste 
Verfahren  entstehende  Summe  verdop- 
pelt würde,  führt  man  dies  auch  für  die 
negativen  Zahlen  ans,  so  wird  hierdurch 
eben  nur  der  ans  den  positiven  Zahlen 
entstehende  Theil  vervierfadit,  weil  x 
oder  y einzeln  nnd  anch  beide  gleich- 
zeitig negativ  genommen  werden  müssen, 
mit  Ausnahme  der  Glieder,  die  y = 0 
entsprechen,  und  welche  nur  verdoppelt 
werden.  Es  ist  dann,  wie  leicht  zu  sehen; 


.)  (l-t-2yV2y^’-t-2y®’-f- 
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a-1 


In  i(  — 1)  (j  * ist  (ur  n jede  ungrade  Zahl  zu  setzen,  d.  li.  die  Snmme 

wird : 


n'  3»',  bn'  . T 

-(?  -H  +«  + . . . ) = ^- 


2«' 


1 + ? 

Snmmirt  man  diese  Reihe  aber  nach  n',  so  kommt: 
n+1  1^1 

r'  =-^(-1)  ^ -V 

■X  zn 

1-9 

und  der  Vergleich  aller  3 Summen  gibt  folgende  Formel: 

_3  5 3 5 


V- 


=+- 


1 + 9^  1 + 9*^  1 + 9^*^ 


+ 


1 „2  1 (J  , 10 

1-9  1-9  1-9 


= (y  + »^’  + /’’+  . ■ • ) (1  + 29‘‘^’+29*’  + 


Es  ist  aber  anch 

d.  h.  wenn  man 
setzt,  wo: 


+y»  _ K'®+y)*  + r(*-y)’ 


x+y  = f,  x—y  = u 


< + « 
o ’ 


<-ii 

2“ 


wird,  und  fOr  t nnd  u alle  ungraden  Zahlen  nimmt,  so  erhält  man  alle  möglichen 
Werthe  von  k nnd  y.  Wie  leicht  zn  sehen,  ist  nämlich 

2*  + l + 2*  + l_,  , , , , _2A  + l-(2*+l  , , 

* = = *+*  + 1,  y = = *-*, 

wo  h und  k beliebige  Zahlen  sind.  Da  aber  h + k und  h — k gleichzeitig  grade 
oder  ungrade  sind,  so  wird  t immer  grade,  wenn  y ungrade  ist,  und  umgekehrt; 
man  erhält  also  auf  diese  Weise  für  in  der  That  immer  das  Quadrat 

einer  ungraden  Zahl  zu  dem  einer  graden  addirt,  wie  dies  bei  diesen  Betrachtungen 
stattfinden  muss,  also : 

ist  der  Ausdruck  für  unsere  Summe,  dieser  aber  offenbar  gleichbedeutend  mit 

also  wenn  man  noch  9^  mit  9 vertausulit,  und  diesen  eben  gofundenon  Ausdruck 
einem  früher  gefundenen  gleichsetzt: 


l+9^'^H-9^^  l + 9‘‘^ 

Es  sind  nämlich  rechts  eigentlich  alle  positiven  und  negativen  Zahlen  zu  nehmen, 
wodurch  ein  Eactor  4 erscheint,  der  sich  gegen  denselben  Factor  im  ersten  Gliede 
der  Gleichung  weghebt. 

Setzt  man  noch  D=— 2,  so  wird  die  Form  jr’+2y’,  nnd  cs  ergibt  sich  ans 
ähnlichen  Betrachtungen  wie  oben; 


^ 5Ö+ • • • = (?+9  +1  +»  +••)• 


? 


3 „5  J 

9 9 .9 


.3* 


1-9  1-9  1-9  1-9 


) 


/1J0  2,  o 2-2»  , „ 3-2* 
(I+29  "['29  -1-29  d" 


• •)• 
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AnX  einen  Theil  der  hier  entwickelten  auf  einem  ganz  andern  Wege  geXnnden 
Reiben  iat  Jakobi  durch  rein  analytische  hat,  in  einfacherer  Weise  rerbunden  mit 
Betrachtungen,  welche  die  Theorie  der  neuen  Sätzen  in  diesem  Gebiete.  Es 
elliptischen  Functionen  betreffen,  gekom-  hat  dadurch  Dirichict  die  Verbindung 
men.  Ihre  zahlentheoretische  Ableitung,  der  Analysis  nnd  der  Zahlenlheorio  be- 
die  hier  gegeben  ist,  rührt  von  Lejeunc-  gründet,  welche  von  so  grosser  Wich- 
Dirichlet  her.  Die  allgemeinen,  dcmsel-  tigkeit  geworden  ist. 
ben  berühmten  Mathematiker  angehüri-  21)  Es  sollen  jetzt  nach  Dirichlet  noch 
gen,  Sitze,  woranf  dieselbe  sich  stützt,  einige  Anwendungen  der  Analysis  auf 
geben  zugleich  diejenigen  Betrachtungen  die  Theorie  der  quadratischen  Formen 
über  quadratische  Formen,  welche  Gauss  gegeben  werden.  Die  bekannte  Reihe : 

■ ■ ■ 

conrergirt  bekanntlich  nur  dann  und  dann  wenn  f(x)  eine  beliebige,  in  den  Gren- 
immer  für  reelles  p,  wenn  p positiv  ist,  zen  x and  x + A stetige  Function, 
vorausgesetzt,  dass  6 nnd  a positive  irgend  ein  positiver  achter  Bruch  ist 
Zahlen  sind.  Es  kommt  jetzt  darauf  an,  (siche  die  Artikel  Taylorscher  Satz  und 
die  Somme  dieser  Reihe  für  den  Fall  zu  Reihen).  Ist  also 
ermitteln,  dass  p in's  Unendliche  ab-  _ 

nimmt.  Bekanntlich  ist  /"(*)  = * » * 

f(jc+hi)  = fx+hl\x  + $h),  so  erhält  man  hieraus: 

(6-t-o)~<?  = 4“P-ap(4+9fl)“^“P, 

(4-t-2a)“f  = (4+a)“P-ap(4  + a-|-»'a)“^“P 
(4-t-3o)~e=(4+2a)“?-ap(4-(-2a-t-9'a)“^“P  ...  ' 


Addirt  man  alle  diese  Gleichungen,  die  setzt  man  aber  9=1, 
sich  bis  in’s  Unendliche  erstrecken , so  Summe  verkleinert,  also : 
werden  sich  alle  Glieder  links  bis  auf  n = oo  1 

das  letzte  (4-|-iio)~<?  wegbeben,  dieses 
aber,  da  n = oo  ist  und  p negativ,  der 
Nnll  sich  nühern,  so  dass  man  hat: 


so  wird  die 


1 = 0 (Ä+(«+l)«)^'^^ 


d.  h.  da  Z“ 


, — die  oben  mit 


0=4~P- 


'*^»=0  (4-|-i»a-|-9a)^+P 


oder 


is  = oo 


n = 0 + 

9 liegt  immer  zwischen  0 und  1.  Setzt 
man  also  9=0,  so  wird  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  vergrOssert,  nnd  man  erhält : 
« = 00  1 1 

« = 0 (^-l-na)^"^  ap4P’ 

22)  Jn  der  Gleichung; 


(4-|-iia)l  + e 
tf/(p)  bezeichnete  Reihe  ist: 

Da  für  unendlich  kleines  p beide  Gren- 
zen sonach  zusammenfallen,  so  hat  man 
als  Grenzwerth  von  vKp)  = 

“»•  v<p)=^ 

affo" 

oder  da  q der  Noll  eich  nihert;  \ 
“P|4(P)  = 1- 


(ax*-|-24xy-f  cy*)*  (o,x*-l- 24,xy+c‘y’)* 


die  wir  in  Abschnitt  19)  betrachtet  ha-  alle  diese  Divisionsreste  sind  zu  2^  re- 
ben,  wollen  wir  nun  diejenigen  Werthe  latir  einfach,  weil  n selbst  so  beschaffen 
Ton  n znsammennebmen , wo  der  Divi-  war.  Man  erhält  also  auf  diese  Weise 
n j ,, .1-  V...  «Ile  Zahlen,  die  kleiner  als  2A  und  zu 


sionsrest  von denselben  Werth  hat: 

2a 


2a  relativ  einfach  sind. 
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Diese  Zahlen  seien:  I, nnd  sei  ferner  s = l+(i,  also: 


£ — = X- 


1 

(24:«  + ».) 


1+e 


+- 


(24:«  + /.) 


l + l'" 


WO  die  Summen  nnf  die  Wcrlhc  von  ( Icn  zu  einer  gegebenen  x relativ  einfach 
gehen.  Also  wenn  man  (i  ins  Unendliche  und  kleiner  als  diese  Zahl  sind.  Man 
. . ...  . . 1 also: 

abnehmon  lasst,  so  ergibt  sich  ^ , /a  \ 

2 Ae  1 t(^) 

als  Werth  jeder  Reihe,  die  Anzahl  die-  l+p~ 

Bcr  Reihen  aber  ist  '/(2A),  unter  '/(j)  ” 2A<> 

die  bekannte  zahlcntheoretischc  Function  Wir  betraehten  nun  den  Ausdruck 

verstunden,  welche  angibt,  wie  viel  Zah-  rechts: 


1 


(ox’+ 


1 


(a,x’  + 2A,xy  + c,y>)*'/'t' 


Klasse  zu  betrachten,  sondern  man  kann 
Überhaupt  aus  jeder  Klasse  eine  beliebig 
als  Vertreterin  dieser  Klasse  nehmens 
Auf  diese  Weise  kann  man  es  stets  so 
einrichten,  dass  die  Coefheienten  a,a^.». 
za  2a  relativ  einfach  sind.  Es  sind 
dann  zu  scucn : 

jr  = 2A<  + B,  y = 2A«  + F, 

wo  < und  « alle  ganzen  Zahlen,  n nnd  y 
alle  Zahlen  von  0 bis  2a— 1 vorstcllen 
nnd  immer  ist: 

■^  = "mod2A’ 

Es  muss  aho  jetzt 


^ ^ mod2.Ti‘ 


Es  ist  hierbei  nicht  grade  nöthig,  im  Sei  jetzt  y nngrade  nnd  möge 
Nenner  nur  die  rcducirten  Formen  jeder  zunächst  grade  sein,  so  ist 

+ ungrade  und  relativ  einfach  tu 
A zu  nehmen,  d.  h.  auch  zu  2a» 
der  Fall  ist  ganz  wie  der  obige  zu  bC' 
bandeln. 

Seien  nun  gleichzeitig  y und 
A ungrade,  so  ist  (ut+by  grade  und 
relativ  einfach  in  Bezug  auf  A zu  neh- 
men; es  sind  also  die  Zahlen  der  Reihe 

0,  2,  4 . . . 2a-2 

zu  betrachten,  welche  zu  2A  relativ  ein- 
fach sind,  oder  was  dasselbe  ist,  man 
betrachtet  die  Zahlen  der  Keiho 
0,  1,  2 . . . A-1, 

welche  zu  A relativ  einfach  sind.  Ihre 
Anzahl  ist  also  y(A),  da  aber  y(2)  = l 
ist,  so  hat  man 

V(4i)  = '/(2)7(A)  = 7(2a) 
und  immer  also  Ist  die  fragliche  Anzahl 
= v(2a),  d.  h.  es  entsprechen  jedem  y 
immer  >/(2a)  Zahlen  n.  Da  die  Anzahl 
der  y aber  gleich  2A  ist,  so  hat  man 
2A'7(2a)  Wertho,  die  den  n und  y 
entsprechen. 

23)  Diese  Entwickelungen  machen  es 
jetzt  möglich,  die  Frage  zu  beantworten: 
„Wie  oft  wird  oj:’ 4-24jry +ey*  nicht 
grosser,  als  eine  gegebene  Zahl  e wer- 
den, wo 

x = 2a«  + o,  y = 2A*+y 

<r  aber  eine  sehr  grosse 


an’  -)-2Any-f-cy  • 

relativ  einfach  zn  2a  sein,  aber  da  dies 
in  Bezug  auf  a statthndet,  so  kann  man 
auch  diesen  Ausdruck  mit  a mnltipli- 
ciren;  also  ist 

(an-|-iy)*-F  Ay* 
relativ  einfach  zu  2A- 


Sei 


y znnitchst  grade,  so  muss 
an4-4y 

zn  2A  relativ  einfach  sein.  Setzt  man 
für  a alle  Zahlen  von  Null  bis  2A— 1, 
so  kann  man  fflr  den  Ausdruck  aa-f  4y 
alle  Reste  in  Bezug  auf  2a  setzen.  Es 
sind  dies  bekanntlich  dieselben  Zahlen, 
aber  in  andrer  Ordnung;  y(2A)  ist  die 
Anzahl  derjenigen  darunter,  welche  auch  gesetzt  wird, 
zn  2A  relativ  einfach  sind.  Zahl  wird?“ 

Diese  Frage  ist  offenbar  gleichbedcntcnd  mit  der  folgenden : 
„Wann  ist 
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Wir  setzen; 

_S 

. 2a  n 2A  y 

Ve  K«r  Ya  Y « 

also  es  soll 

oS*+2A{,+c.,»^l 

werjen. 

Denkt  mnn  sieh  unter  { nm1  ij  dii 
rechtwinkligen  Cuurilinatcn  eines  Pank 
tes,  so  stellt  immer,  wenn 
4’  — oc=  — A. 

also  negativ  ist,  die  Gleieliiing 
o{’+24fij  + ci)*  =1 

eine  Ellipse  vor,  also  die  Ungleichheit 
o{*+24{ij+ci)’Sl 

umfasst  die  Coordinaten  aller  Punkte, 
die  innerhalb  dieser  Ellipse  oder  nnf  ih- 
rem Umfange  liegen. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  diejeni- 
gen Werthe  von  {,  welche  uns  angehen, 
eine  arithmetische  Reihe  bilden,  ebenso 
wie  die  Werthe  von  >i,  und  dass  die 
2A 

Differenzen  beider  Reihen  —~j^,  also 
r o 

unter  einander  gleich  sind,  so  ergibt  sich, 
dass  die  Coordinaten  jedes  Pnnktes  {,  tj 
gegen  den  vorhergehenden  um  dasselbe 
Stück  wachsen,  dass  also  die  Punkte 
{,  I)  Quadrate  innerhalb  der  Ellipse  bil- 
den. Wird  er  sehr  gross,  so  wird  auch 
die  Anzahl  der  Quadrate  sehr  gross  wer- 

24)  In  der  Summe : 

1 

^ rz-+^- 

(ajr'-|-24j:j-f-cy*)  (o 


*■'6.  8. 


deu,  und  der  luliull  aller  nähert  sielt 
immer  mehr  dem  der  Ellipse;  da  nun 

der  Inhalt  der  letztem  gleich  —7= 

K A 

(siehe  Artikel;  Ellipse  oder  Quadratur 
(geometrische)),  der  Inhalt  eines  Qua- 
drates aber  gleich 


(H)’ 


so  kann  man.  wenn  S die  Anzahl  dieser 
Quadrate,  und  S sehr  gross  ist,  annUie- 
ningsweise  setzen ; 

4.S'A*  ti 

" “Fa 

oder ; 

4a* 

Es  wird  also  S nnabh&ngig  von  a und 
ö und  mit  a proportional. 


.J:>-|-24,xy + o,j,>)^  + e 


+ . . 


denken  wir  uns  jetzt  n und  y bestimmt 
und  die  Ausdrücke  ax’ +2ixjf + ty^  ihrer 
Grösse  nach  geordnet,  so  dass  wir  mit 
dem  kleinsten  beginnen;  seien  dieselben 
gleich 


Wir  setzen  ferner 


/ 


§0  war  die  Anzahl  dieser  Werthe,  nach 
der  obigen  Entwickelung  auch  gleich 
nt  ^ 

Es  muss  also 

4A* 


l = 


np 


■4a‘ 


und  beweisen,  dass  mit  wachsendem  n 
sich  p^  einer  Constante  nähert. 

Es  gibt  nämlich,  wie  wir  angenommen 
haben,  n Werthe  I,  I .._  welche  nicht 

j,  2 

grösser  als  I sind;  ist  aber  f gross. 


und 


4a*  „ 

p — —J 
• n 

werden,  wenn  wir  unter  P eine  Con- 
stante verstehen. 

5* 
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Man  kann  nun  in  der  Reihe : 


1 1 
+ j i+e  + ^ i+e  + 


n so  gross  annchmen,  dass  von  dem 
entsprechenden  ‘Glicde  an,  alle  zwi- 

sclicn 

P+J  und  P—i 


fallen , mf  aber  so  klein  wird , als  man 
will;  dann  liegt  nueh  jedes  t zwischen 
n{P—J)  und  «(P+d),  und  p nähert 


sich  also  in  der  Thal  einer  constanten 
Grenze. 


Wir  bezeichnen  nun  den  mit 


1 

I 1 + e 


beginnenden  ThcU  der  Reihe  durch  T, 
so  ist: 


< 


1 / 1 1 \ 
(p+  d)^+<?  ^ V ■ ■ ) 


Es  ist  nämlich  für  1^  einmal  n(P+d) 

nnd  einmal  n{P—tl)  gesetzt,  wodurch 
der  Werth  der  Reihe  im  ersten  Falle 
verkleinert,  im  letzteren  vergrOssert  wird. 

Der  Ausdruck  aber  in  der  Klammer 
nähert  sich  mit  abnehmenden  p,  wie  wir 
im  Abschnitt  1^1  gesehen  haben,  dem 

Werthe:  i (da  o = l ist);  also  es  wird 

F zwischen 

SO  liegen  kommen « und  schliesslich,  da 
'«hch  (f  ins  Unendliche  abnimmt,  sein: 


Der  übrige  Thcil  unserer  Reihe  aber  ist 


endlich,  und  nähert  sich  wegen  des  Fac* 
tors  (j  der  Null,  wenn  (»  ins  Unendliche 
abnimmt. 

Der  Werth  der  ganzen  Reihe  i»t  also 
wegen  des  Ausdruckes,  der  für  P ge- 
funden wurde : 


71 


Nun  war  unsere  Reihe 

nur  der  Ausdruck  für 

1 

pjT : > 

(azr*  + 2ij'y4  cy') 

wo  a nnd  y einen  bestimmten  Werth 
haben.  Es  ist  nun 


■^(ox*  + 2ixy4-ry’)*"^  (o,i>4-2A,xy+Ciy’)*^ 
zu  heetimmen.  Die  Anzahl  aller  Reiben,  die  den  verschiedenen  Werthen  von 
a und  y entsprechen,  war 

2A-y(2;^); 

mit  diesem  Ausdrucke  ist  also  der  gefundene  Werth 


4a* 


zu  multipliciren , wegen  des  ansfallendcu  Factors  p durch  p zu  dividiren  nnd 
schliesslich  das  Ganze  so  oft  zu  nehmen,  als  Klassen  für  eine  gegebene  De- 
terminante vorhanden  sind.  Sei  * diese  Klassenanzahl,  so  wird  also: 


(ax*-b  2ixy-|-<y’)^^^ 


+ T 


(a,x>  -l-2i,xy -I- e.y*)^'*'*^ 


luf  (2A)a  • 2a  Aay(2A) 


4p  A 


i 


2p  A 


I 
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En  war  dicacr  Ausdruck  aber  auch  gleich : n* — 1 

und  da  hiuzukomiDon.  In  jedem  Falle  also  wird  ■ 

1 ^5L(2^)  w_l  „._i 

„*  „1+e  2Ae 

war  (Abschnitt  22) , so  ergibt  sich  aus  V » / n ~ * \ d/  n 

dem  Vergleiche  beider  Summenwerthe : 

> . 4 


K-)-  = 


(-Ji 


*»7(2a)  2./(2a) 

2a^P  ~ 


^y—  //>%  1 * 8’®’®**  Determinanten, 

j— • gleich  —1  für  grade  Determinanten  ist 

Wi.  V • .1.  V u IT  ‘*®“  Werth  Ton  «f  anbe- 

Wic  schon  öfters  bei  thnlichen  Unter-  trifft  so  ist  er 

■tl«>kMnrrA«  ^ 


mni,  80  181  er 

rocDüngen  bemerkt  wurde,  ist,  wcdh  . . , w ^ 

D oder  — A“— 1 ®**^**^°  '^**°**  o von  der  Form  4A+1, 

„ „I,  o .•  • I 8*®''’*  +^'  ^ '"O"  der  Form  4A-f-3 

Wird,  noch  mit  2 zu  muUipliciren.  In  . ^ 

diesem  Falle  ist:  einfachen  Factoreu  von  d seien 

1 , 1 1 , j®“‘ 

3 5 FtF..F.t -•• 

da  die  Zahlen  abwechselnd  von  der  Form 

2»+l  und  2a+3  sind,  also  auch  (y)  = (j)  (^)  (^)  ... 

abwechselnd  -|-1  und  —1  wird.  oo\  m .u  r.-  • t.  . !. 

• 2b)  Nach  einem  von  Dincblet  herrüh- 

25)  Für  den  allgemeinen  Full  aber  ist  renden  Sats,  den  man  in  dem  Artikel 
cs  jetzt  noch  nöthig,  den  Ausdruck:  quadratischer  Kest,  bei  demjenigen  Bc- 

/DW  weis  des  Uedprocitatgesetzes,  welcher  von 

„ Dirichlet  herrührt,  entwickelt  finden  wird, 

zn  snramiren.  nun: 

Möge  die  Determinante  .mit  keinem  $ = p—l  2a>ni  /p  — 1\* 

quadratischen  Factor  behaftet  sein.  Es  ^ 

sind  dann  noch  die  beiden  Fülle  zn  nn-  \p/®  ^ ‘ ' , 

terseheiden , wo  sie  grade  und  wo  sie  s = 1 ” ” ’ 

nnp^le  ist  Im  ersteren  FaUe  woUen  beliebige  Zahl,  immer  dann. 

n-_a^  wenn  n nicht  durch  p theilbar  ist  Fin- 

im  leuteren  " ’ det  diese  Bedin^ng  aber  nicht  statt,  so 

»Bt  die  Summe  links  stets  gleich  Null. 

.•»WA«  ü ii  j . 1 j T>  . • Ausdruck  für 

setzen.  Fs  findet  also  immer  das  Bca>  r ■8* 

prociutsgesetz  der  quadratischen  Reste  Es  ergibt  sich  hieraus,  also  für  un- 
fiir  d statt,  d.  h.  sem  Fall  immer,  da  » zu  d eine  relative 

d — 1 « — 1 Frimzahl  war: 

Eiir  den  Fall  aber,  wo  D = — 2'1  ist,  'P/  ^ji  , 

muss  wegen  des  Factors  2 in  den  Snm- 
menausdruck  noch  also : 


wenn  n nicht  durch  p theilbar  ist  Fin- 
det diese  Bedingung  aber  nicht  statt,  so 
ist  die  Snmmc  links  stets  gleich  Null. 
• ist  hier  der  Ausdruck  lür  Y—l. 

Es  ergibt  sich  hieraus,  also  für  nn- 
sem  Fall  immer,  da  n zn  d eine  relatiTe 
Frimzahl  war: 

• s2nni 


5-) 

s 

l-l 

$ 

l-l 

(,.-i)-.=i . 

KDföC-i) 


. . . e 


• • )h 
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Non  ist: 


(i  +«_L  .)2„ni  . (iü  + ’■-'  +^>-  f . . . ) 

V Pi  Pt  ^ ^p  Pi  Pi  ' 

^ . st)  .X 


2iini 


Man  kann  aber  aucli  statt  der  Grössen  — ihre  Koste  nach  d setzen.  Es  wird 

P 

dann  derselbe  Rest  nicht  2 Mal  Vorkommen,  denn  sei 


i()  s.d  <jd  d 

— . . =— +— -f- 

n n n n 


' mod.  d, 


P Pi  P - . 

BO  müssten  beide  Ansdrfleke  links  und  Man  bek&nimt  nun  soviel  Reste  als 

reehU  auch  nach  p und  p,  congruent  Verbindungen 

sein.  Alle  Grössen  ausser  einer  links  ^ ^ ^ ^ 

— ^und  einer  rechts  — sind  aber  durch  ~v  ' ' ‘ 

P f ^ ■ r r,  rt 

p theilbar,  cs  müsste  also  auch  sein:  Vorkommen,  d.  h. 

= , (p-i)  (P.-i)  (p.-i) . • . 

p ~ p mod.  p 

a ...  ist  tii®  Anzahl  derselben.  Es  ist  dies 

nnd  da  — nicht  durch  p theilbar  ist,  so  Zahl,  welche  bekanntlich  an- 

A-^  P.ll  sein  cibt,  wieviel  Zahlen  kleiner  als  d und 

muss  dies  mit  s — <r  der  rau  sein.  ® ■ r l „a 

Diese  beiden  Zahlen  sind  aber  aus  der  ^ relativ  einfiich  sind. 

Reihe  0,  1,  2 . . . P“^  entnehmen,  kann  also  jede  der  entspre- 

es  ist  dies  also  nur  möglich,  wenn  s — a <;i,onden  Zahlen  auch  nur  einmal 

ist.  Ebenso  müsste,  im  r alle  die  beiden  ,, i^. 

verglichenen  Ausdrücke  gleiche  Reste  ha- 


ben sollten,  auch 

Si  = ff„  s,  = «,  . • • 

sein. 

Die  erhaltenen  Reste  sind  aber 
auch  relativ  einfach  zu  d,  denn 
hatte  einer  mit  d den  Factor  p gemein, 
so  müsste  auch 

‘1  +iii  ... 

P Pi  P* 

diesen  Factor  haben,  also  auch  das  erste 
$d 

J , 

dem  wirklich 


Vorkommen.  Ist  nun 

-'■>  .. . 

• — ‘ mod.  p , 

so  ist  auch: 


P Pi  P> 


1 

p mou 


also: 


Glied  da  er  in  allen  andern  Glie-  Indem  man  in  dieser  Wmse  fortfäh^t, 
p erhält  man  nach  und  nach  für  p,,  p,,  Pi 

uciu  «firklich  vorhanden  ist.  Dies  ist  , . , a]ic  Combinationen  der  p und  alle 
, , <1  ..  T.-  . . „iM.f  Zahlen  p im  Nenner.  Multiplicirt  man 

unmöglich,  da  - diesen  iactor  ment  entstehenden  Gleichungen,  so  hat 

besitzt  und  s kleiner  als  p ist.  man  daun : 


oder 


Es  war  aber: 


Yp-i  I P.-I  I 'l 

iber: 

(i+ii+Ü.+  . .)  2nni 
\p  p,  p.  - / 
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und  auch : 

(-1)  ^ ^ =i  ^ 

»Iso  mnltiplinrt  mi\n  hiermit  ilcn  Ausdruck  für  so  kommt  die  Exponen- 

tialgrössc : 


-(ü-i 
; V 2 


2 2 


)■ 


£b  lässt  sich  aber  auch  beweisen,  dass 


Pri+Pi-J+P.-i  ■ 

2 2 2 - 2 mod,2 


ist.  Denn  seUcu  wir  - - = r,  also 


60  wird 


P = 2r+1,  p,  = 2r,  + l,  p,  = 2r,  + l . . 

« = l+2(r4-r,  + r,+  . . . )+t, 

wo  t durch  4 Iheilbar  ist,  wie  man  ersieht,  wenn  man  durch  Multiplication 

d=pp,p,  . . . 

bestimmt.  Es  ist  also  auch : 

ö-l=2(r+r,+r,+  . . . ) ^ 


und 


a-1  _ 


= r+r^  + r,+ 


aus  diesem  Grunde  kann  man  setzen. 


mod.  2 , 

(-i)' 


Durch  diese  Entwickelungen  vereinfacht  sich  der  für  gefundene  Werth  der 
Art,  dass  man  hat: 


2»«ni 

-(.t)»  ' = 6) 

v'ä 


oder  = 0, 


je  nachdem  n zn  d relativ  einfach  ist  27)  Der  Ausdmek  für  die  Klasicn- 
oder  nicht.  Der  imaginäre  Theil  des  anzahl  der  Formen  mit  gleicher  Deter- 

Ansdruckes  links  muss  verschwinden,  minante  war:  _ 

Es  ist  sonach,  wenn  1 

^ ^ mod  4 ” ** ' 

' ’ wenn  d von  der  Form  4k + 3,  und  die 

d.  h.  wenn  d eine  Zahl  von  der  Form  Determinante  ungrade  ist.  Es  möge  S' 
4s + 1 ist  als  Summenzeichen  auf  alle  Zahlen  sich 


2ntn  / 

n \ 

erBtrcckcD,  die  zu  d relativ  einfach  sind; 

d “ (.1 

- loder  = 0. 

setzt  man  dann  für  seinen  eben  ge- 

Ist  aber  fundenen  Werth,  so  ist  die  Bedingung, 

d = 3 j dass  nnndd  relativ  einfach  waren,  nicht 

weiter  zn  beachten,  denn  diejenigen  Glie- 
d.  h.  von  der  Form  4t +3,  so  ergibt  sich : der,  bei  welchem  dies  nicht  stattündet, 

geben  ja  für  den  entsprechenden  Sum- 
oder  = 0.  mentheil  den  Werth  Nnll,  verschwinden 
also  nnd  man  hat; 


mod.  4, 
nn4i 
2nt!t 
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. 2 _1  . 2«^_2  ,1  . 2«<>i 

Man  hat  bekanntlich  fOr  dio  Summe  ^ folgenden  Summenausdruck: 

' sin  X , sin  3j-  , sin  5jt  , _ , n 

-"T- +— 3— + 5 

wenn  x zwisehen  den  Grenzen  0 und  n liegt,  und 


sin  jr  sin  Sx  sin  5x 

— +—3—  +-5-+ 


n 

‘4* 


wenn  X zwischen  den  Grenzen  0 und  unterscheiden;  dann  ist: 
liegt.  Man  hat  also  hier  den  ersten 
Werth  zu  nehmen,  wenn 
d 

‘^2- 

und  den  zweiten,  wenn 

a 

l>2< 

ist.  Wir  wollen  diese  beiden  Wcrlh- 
arten  von  I durch  die  Buchstaben 
t,  und  (, 


Zieht  man  eine  zu  a relativ  einfache 
Zahl  von  0 ab,  so  erhält  man  wieder 
eine  zu  d.  relativ  einfache  Zahl;  es  ist 
also  immer 

t,  gleich  einem  der  Werthe  d — l, 
und 


Es  ist  aber 


da 


(^)=- 


1 


ist,  wenn  d die  Form  4fc+3  hat,  also 
d.  h. 


positiv  ist,  über  die  Anzahl  der- 
jenigen, die  kleiner  als  ^ und 

a 

mit  ff  relativ  einfach  sind,  aber 


&)" 


egativ  ist.“ 


Ans  diesem  höchst  wichtigen  Satze 
folgt  auch  zugleich , „dass  bei  Mo- 
„Die  Klasscnanzahl  der  qua-  dnlcn  von  der  Form  4A-f3  mehr 
dratischen  Formen  zu  der  Do-  Zahlen  Vorkommen,  welche  un- 
terminante  d,  die  gleich  4k  d- 3 ter  dem  halbenModul  liegen  und 
ist,  ist  gleich  dem  Ueberschuss  /l\  .....  , . . 

der  Anzahl  derjenigcnZahlen  I,  positiv  ist,  als  solche, 

die  kleiner  als  gund  zu  a relativ  „g  negativ  ist“  Es  muss 

einfach  sind  und  wo  zugleich  Klassenanzahl  A jedenfalls 

\0/  positiv  sein. 

28)  Möge  jetzt  d von  der  Form  4Ai  + l sein.  Ks  ist  dann: 

aber 

n-1 

2 cos3jr  cos3x 

- • • • ’ 

ein  Ausdruck,  der  gleich  j wird,  wenn  x in  den  Grenzen  0 und  ^ liegt,  dagegen 
4 « 
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gleich  -j,  wenn  X zwischen  ^ und  ^ liege,  wieder  +?,  wenn  * zwischen 
|-  a und  2a  liegt. 

Möge  nun  liegen 

I,  zwischen  0 und  4, 

. d 3d 

e /,  iwischcn  -r  und 

4 4 

* zwischen  -r-  und  d» 

4 

10  ist: 

miscrdem  aber  = /j,  woraus  folgt,  und  da  ebenfalls 

dass  die  dritte  Soinme  gleich  der  ersten 
ist«  Also  hat  man 

Tbeilt  man  noch  die  letzte  Summe  in 
2 Theilc,  je  nachdem 


4)-KÖ-» 

war,  80  ist  auch 

M 


oder 


d 0 

zwischen  j und  - 
4 « 


zwischen  5 und  -j- 
2 w 


Die  s aber  bestehen  aus  allen  mit  (, 
und  (j  bczcichncten  Zahlen,  cs  ist  also 


und  dcsshalb: 


liegt,  so  kann  man  statt  der  ganzen 
Summe  den  ersten  Theil  derselben  dop* 
•pelt  nehmen,  nnd  es  wird: 


^(y) +■'&)=» 


wo  0<i,  zu  setzen  ist;  d.  h.: 

„Ist  die  Determinante  von  der  Form 

Denn  bedeutet  s irgend  eine  Zahl,  die  gleich 

^ dem  doppelten  Ueberschuss  der  Anzahl 

kleiner  als  -r  und  zn  d relativ  einfach  aller  zur  Determinante  relativ  einfachen 
^ d 

ist,  nnd  s'  die  Zahl  d— s,  so  ist  offenbar:  Zahlen,  die  kleiner  als  7 sind,  und  wo 
, 4 

= positiv  ist,  über  die  Anzahl  derjeni- 

da  I und  s'  complcmentHre  Zahlen  sind.  /''l  fo,- 

Versteht  man  aber  jetzt  unter  u alle  \o/ 

zu  d relativ  einfachen  Zahlen  von  Null  hieraus,  „dass  es  unter  den  Zahlen,  wcl- 


bis  d,  so  ist 


che  kleiner  als  der  vierte  Theil  des  Mo- 
dul sind,  mehrt  gibt,  wo  positiv  ist. 


denn  man  erhält  alle  m,  wenn  man  als  solche,  wo  negativ  ist.** 
in  seine  einfachen  Factoren  zerfallt,  diese 
beliebig  combinirt  und  alle  Zahlen  nimmt, 
die  in  keiner  dieser  Combinationen  auf- 


Die  Ausdehnung  eines  Thcilcs  dieser 
Betrachtungen  auf  die  Theorie  der  qua- 
/y\  dratischen  Beste  mit  positiver  Dctermi- 

gehen.  Dann  zeigt  sich,  dass  (tI  oben  nante  würde  grössere  Schwierigkeiten 

SO  oft  positiv  als  negativ  wird.  Es  ist 
aber: 


machen,  und  ist  in  Bezug  anf  dies  nnd 
die  Ausführung  dieser  Theorie  überhaupt 
auf  die  gleich  anzuführenden  zahlentheo- 
retischen Werke  nnd  Abhandlungen  hin- 
znweison. 
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Jetloch  wollen  wir  hier  noch  einen 
Satz  Ober  Formen  mit  positiver  Ücter- 
minantc  g;cben. 

29)  Wir  haben  oben  Abschnitt  15  ge- 
sehen, daf^s  für  eine  gegebene  negative 
Determinante  nur  eine  cmllicho  Anzahl  ro- 
ducirter  Formen  möglich  war.  Wir  wollen 
sehlicislich  diesen  Satz  noch  für  positive 
Determinanten  bew'eisen.  Es  ist  bei 
einer  rcducirtcn  Form 


r^'rt  = 2A, 

alao 

4A*£ac. 

Es  kann 

also 

b*  — ac=D 

nur  dann  positiv  sein,  wenn  ac  negativ 
ist,  d.  h.  wenn  a und  c ungleiche  Vor- 
zeichen haben.  Die  reducirtc  Form  hat 
also  immer  die  Gestalt: 

flj:»-|-26j-y  — et/*, 

wo  unter  a und  c Zahlen  mit  gleichem 
Vorzeichen,  beide  positiv  oder  beide  ne- 
gativ, verstanden  sind,  und  die  Deter- 
minante ist: 

I)  = 6^+tic] 

da  46*  = öc  war,  so  ist  dieser  Ausdruck 
immer  kleiner  als  oder  höchstens  gleich 

5A»,  d.  h. 


Setzt  man  also  in 

D — A*  = rtc 

für  A alle  Werthe , die  kleiner  als  |/  ^ 

sind,  80  müssen  die  entstehenden  Werthe 
von  D-A*  sich  in  2 Factoren  zerlegen 
lassen , und  die  Anzahl  der  reducirtcu 
Formen  für  die  Determinante  D kann 
nicht  grösser  sein , als  die  Anzahl  der 
Arten,  auf  welche  alle  Ausdrücke  von 
D — A*  sich  in  2 Factoren  zerlegen  las- 
sen, ist  also  jedenfalls  endlich. 

30)  Die  Theorie  der  quadratischen 
Formen  hat  ihren  Ausgangspunct  in  der 
Auflösung  der  unbestimmten  quadrati- 
. sehen  Gleichungen  mit  2 Unbekannten 
durch  ganze  Zahlen  genommen.  Da  cs 
sich  hierbei  darum  handelt,  die  Anzahl 
der  Darstellungen  einer  ganzen  Zahl 
durch  eine  quadratische  Form,  d.  h.  die 
Azzohl  der  Wurzeln  der  Gleichung 

wo  f(Xf  y)  eine  ganze  algebraische  Func- 
tion zweiter  Ordnung  von  c und  y mit 
ganzen  Cocfficientcn  ist,  zu  übersehen, 


so  ist  diese  Aufgabe  Grund  einer  neuen 
Theorie  geworden,  so  wie  die  Verein- 
fachung dieser  Gleichung  auf  die  Traus- 
formalionsmcthüden  gcHlhrt  hat.  AU 
Schöpfer  dieser  Theorie  ist  La  Grange 
zu  betrachten,  dessen  Abhandlungen  aus 
diesem  Gebiete  sich  namentlich  in  den 
Denkschriften  der  Berliner  Akademie 
finden.  Das  bis  dahin  Vorhandene  bat 
Legendre  in  seiner  f,TAcorie  det  nom- 
bres"  (erste  Ausgabe  1799,  3te  von  ihm 
noch  selbst  besorgte  Ausgabe  von  1833) 
gesammelt  und  erweitert.  In  dem  be- 
rühmten Werke  von  Gauss  „ditquisii'w^ 
nes  anthmeticae*^  (Erste  Ausgabe  von 
1801,  Jetzt  neu  erschienen,  1863,  als 
Anfang  der  von  der  Göttinger  Akademie 
besorgten  Ausgabe  von  Gauss’s  s&mmt- 
lichcn  Werken)  sind  der  Theorie  der 
quadratischen  Formen  ganz  neue  Stand- 
punctc  abgcw'oniicn  und  durch  die  Sütze 
über  Klasseneintheilung,  Gruppen  der 
Darstclluugen  u.  s.  w*.  diese  Theorie  im 
Gegensatz  zur  Behandlung  der  nnbe- 
stinimtcn  ([uadratischen  Gleichungen  als 
eine  selbständige  Lehre  hingestellt  wor- 
den. Einem  Tbcil  der  Gaussischen  Satze 
ist  durch  Lejeune  • Dirichlct  ein  neuer 
Standpunct  abgewonnen  worden,  indem 
er  auf  sic  Betrachtungen,  die  der  Ana- 
lysis entnommen  waren,  anwandte.  Es 
gelang  ihm  dadurch  die  Gauss'scbcn 
Sätze  auf  eine  minder  abstrocte  Art  ta 
beweisen,  und  dadurch  im  hohem  Grade 
zum  wissenschaftlichen  Gemeingut  tu 
machen  , zugleich  aber  dieze  Theorie 
wesentlich  zu  erweitern.  Seine  Arbeiten 
in  diesem  Gebiete  sind  sowohl  in  den 
Abhandlungen  der  Berliner  Akademie, 
namentlich  aber  auch  in  Crelle's  Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathema- 
tik enthaltCD. 

Wir  führen  hier  an : 

l'usage  des  svriet  inßmes  dans 
theorie  des  nombres**  (Grelle  Band  18, 
Seite  259), 

yyReckerches  sur  diverses  applicaiions  dt 
l'analyse  tn/uit/esimafe,  et  Us  theorie 
des  nombres : premu^e  partie  (Grelle 
Band  19,  Seite  324),  seconde  partie 
(Band  21,  Seile  1). 

Die  von  Dirichlet  begründete  Anwen- 
dung der  Analysis  auf  die  Zahlentheoric 
hat  in  neuerer  Zeit  bedeutende  Erweite- 
rung gefunden,  namentlich  sind  Kum- 
mer, Liouville,  Uermite  auf  diesem  Felde 
thätig  gewesen. 

Die  Ausdehnung  der  Theorie  der  qua- 
dratischen Formen  auf  Formen  höheren 
Grades  ist  in  neuester  Zeit,  namentlich 
durch  Kummeris  berühmte  Arbeiten  er- 
folgt. 
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Ein  andres  Verdienst  hat  sich  Dirich- 
let  auch  durch  die  im  Verfolge  seiner 
Universitatslaufbahn  öfter  wiederholten 
Vorlesungen  Uber  die  Zahlentheorie,  na- 
mentlich mit  Bezug  anf  die  quadratischen 
Formen  erworben,  und  ist  er  wobl  als 
derjenige  zu  betrachten , der  die  Kennt- 
nisse hiervon  zuerst  in  weitere  Kreise 
hineingetragen  hat. 

Bei  der  hier  gegebenen  Uebersiebt  ist 
neben  andern  Arbeiten  von  Ganss  nnd 
Dirichlet  auch  ein  Theil  einer  dieser 
Biricbletschen  Vorlesungen  benutzt  wor- 
den, was  wohl  keinen  Anstand  finden 
dürfte,  da  diese  Vorlesungen  unter  dem 
Titel:  „Vorlesungen  über  die  Zablentheo- 
rie  (heransgegeben  von  Uedekiud)“  bereits 
im  Drucke  erschienen  sind. 


Qiudratlscbe  Clelchangen. 

1)  Jede  algebraische  Gleichung  mit 
einer  oder  mehreren  Unbekannten,  heisst 
quadratisch,  wenn  sie  auf  die  Form  einer 
ganzen  algebraischen  Function,  die  gleich 
Kall  ist,  gebracht  werden  kann,  in  wel- 
cher kein  Glied  die  Unbekannten  in  c'ner 
höbem  Dimension,  als  der  2tcn  enthält. 
Die  Gleichung 


x*-l-5y’x-l-3  = 0 

ist  also  keine  quadratische,  weil  zwar  x 
nnd  y einzeln  in  keiner  hohem,  als  der 
2ten  Potenz  verkommen,  das  Glied 
5j*x  aber  in  Bezug  anf  beide  Unbe- 
kannten von  der  3tcn  Dimension  ist. 

Die  Frstge , ob  eine  Gleichung  qua- 
dratisch ist  oder  nicht,  kann  also  erst 
entschieden  werden,  wenn  sie  auf  die 
Form  einer  ganzen  algebraischen  Func- 
tion, die  gleich  einer  Constanten  ist, 
gebracht  worden  ist. 

So  z.  B.  ist  die  Gleichung 


»—4  1 

x+3  X— 2 


6 


eine  quadratische,  obgleich  sic  in  dieser 
Gestalt  nur  erste  Potenzen  von  x ent- 
hält, denn  schafft  man  die  Kenner  weg, 
vereint  die  zusammengehörigen  Glieder, 
so  kommt : 


5x«-|-13x-41  = 0. 


)i  und  f können  positive  und  negative, 
im  Allgemeinen  auch  imaginäre  Zahlen 
sein;  auch  kOnnen  sic  ganz  gebroehene 
oder  irrationale  Werthe  haben. 


Um  diese  Gleichung  aufzulOscn,  kann 
man  sie  noch  auf  die  F'orm  bringen 
x’-(-px=  —g 

nnd  durch  Hinzufügung  des  Ansdrackes 

+ anf  beiden  Seiten  der  Gleichung 

das  erste  Glied  derselben  in  ein  voll- 
ständiges Quadrat  umwandcln.  Es  ist 
dann: 


Unter  dieser  Form  ist  die  Gleichung 
durch  Ausziehen  einer  Quadratwurzel 
anfznlOsen.  Also : 


Der  Wurzel  aber  ist  das  doppelte  Vor- 
zeichen zu  geben,  da  sie  sowohl  positiv 
als  negativ  sein  kann.  Die  Gleichung 
hat  also  immer  2 Auflösungen: 


2)  Dieser  Umstand,  dass  es  2 Auflö- 
sungen oder  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleichung  gibt,  ist  wichtig.  Zn  solchen 
Gleichungen  fiibren  in  der  That  oft  Auf- 
gaben, die  einer  zweifachen  Lösung  fähig 
sind.  Bei  anderen  Aufgaben  allerdings 
hat  oft  die  eine  Wurzel  für  diese  gar 
keine  Bedeutung,  insofern  ihr  Werth  für 
dieselbe  keinen  Sinn  gibt. 

Wir  wollen  dies  an  Beispielen  zeigen. 
Bekanntlich  ist  die  Formel  für  die  Summe 
S einer  arithmetischen  Progression,  deren 
erstes  Glied  a,  deren  Differenz  b und 
deren  Gliederanzahl  n ist: 


Die  schliessliche  Form,  auf  die  sich 
eine  quadratische  Gleichung  bringen  lässt, 
ist  somit  allgemein 

Ax'+Bx+C=0, 

also  wenn  man  mit  Ä dividirt  und 
B C 
Ä = Ä"» 

setzt: 

x*+pj»-i-j  = 0. 


Stellt  man  sich  nnn  die  Aufgabe,  aus 
S,  a und  b die  Grösse  n zu  finden,  so 
ist  eine  quadratische  Gleichung  zu  lOsen. 

Sei  z.  B. 

das  erste  Glied  « = 3, 
die  Differenz  0 = 2, 

und 

die  Summe  5 = 168, 

BO  ist; 
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168=3-»+!!^!^^ -2 

oder 

»’+2«=lG8. 

Vcrßlcichcn  wir  diese  Gleichung  mit  dem 
in  1)  aufgcstcliten  allgemeinen  Schema, 
so  ist 

p = 2,  9= -168. 

also 

n = — 111^169 

und  die  beiden  Werthe  von  n sind,  da 

|%9  = 13, 

ist 

« = 12  und  n=  —14. 

Man  sieht  aber,  dass  eine  Reihe  keine 


negative  Anaahl  von  Oliedem  haben 
kann,  weshalb  der  Werth  —14  hier  zu 
verwerfen  ist. 

Sulche  Wurzeln  wurden  früher  auch 
„falsche  Wurzeln  der  Gleichung“  ge- 
nannt. Ihr  Falsches  besieht  sich  indess 
keinesweges  auf  die  Gleichung  selbst, 
sondern  nur  auf  die  Aufgabe,  welche 
zur  Gleichung  führte. 

Um  aber  auch  ein  Beispiel  dafür  zu 
geben,  dass  zuweilen  beide  Wurzeln  zur 
vollständigen  LOsnng  der  Aufgabe  nö- 
thig  sind,  wollen  wir  die  bekannte  geo- 
metrische des  goldenen  Schnittes  betrach- 
ten; „Es  ist  von  einer  Linie  ein  Segment 
abznschneiden,  welches  die  mittlere  Pro- 
portionale zwisehen  dem  andern  Segmente 
der  Linie  und  dieser  selbst  ist.“ 


Fig.  9. 


Bezeichnen  wir  die  Linie  AB  mit  m, 
das  abznschncidcndc  Segment  AC  mit  x, 
so  ist  das  andre  Segment  BC-m—x\ 
cs  muss  also  sein : 

x*  = m(m— x) 

oder : 

x’  + mx  = in*. 

Also  wenn  man  in  die  AnflOsungsfor- 
meln : 

p — m,  q = — m’ 

setzt : 


also  wenn  man  den  Ausdruck  unter  dem 


Wurzelzeichen  nmgestaltct,  ergeben  sich 
die  beiden  Werthe  von  x: 

und 

X=-f  (>/^l). 

Da  aber  V5>1  ist,  so  übersieht  man, 
dass  der  erste  Werth  von  x positiv,  der 
zweite  negativ  ist.  Nun  scheint  aller- 
dings auf  den  ersten  Blick  der  Begriff 
eines  negativen  Segments  einer  Linie 
keinen  Sinn  zu  geben.  Indess  weiss 
man,  dass  wenn  die  Ricbmng  einer  Linie 


von  A naeh  B hin  als  positiv  betrachtet 
wird,  die  entgegengesetzte  von  B nach 
A als  negativ  zu  nehmen  ist.  Die  ne- 
gative Wurzel  deutet  also  an,  dass  auch 
ein  Stück  AC  in  der  entgegengesetzten 
Richtung,  also  in  der  Verlängerung  von 
AB  über  A hinaus  abgeschnitten  werden 
kann,  derart,  dass 


AC’  = AB-BC 

ist.  Das  andre  Segment  BC  ist  in  die- 
sem Falle  grösser  als  die  Linie  AB. 

3)  Betrachten  wir  jetzt  die  beiden 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
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etwas  n&her.  p und  q sollen  reell  sein. 
So  lanj^e  q negativ  ist,  wird  der  Aus- 
druck —q  immer  positiv  sein,  und 

dies  ist  noch  der  Fall,  wenn 

q positiv,  aber  kleiner  als 

ist,  oder  was  dasselbe  sagt,  so  lange 
P*>4o 

ist.  Wird 

p*  <47. 

so  ist  der  Ausdruck  unter  dem  Wurzcl- 
aeichen  negativ  und  die  Wurzel  selbst 
imaginär. 

Es  hat  also  jede  quadratische  Glei- 
chung entweder  2 reelle  oder  2 imagi- 
näre Wuixeln,  jo  nachdem  q analytisch 

genommen  kleiner  oder  grösser  als 

ist;  in  den  ersten  Fall  sind  nämlich  die 
negativen  Werthe  von  q mit  inbegriffen. 

Üebertragen  wir  das  Gesagte  noch  auf 
die  Gleichung  in  ihrer  ersten  Gestalt: 
Ax*  + Bx-hC=0, 

^ ft  ^ ^ 

80  ist  ^ für  p,  ^ für  q zu  setzen,  nnd 

es  hat  die  Gleichung  reelle  oder  imagi- 
näre Wurzeln,  je  nachdem 

C B* 

■3-  kleiner  oder  grösser  als  7-;- 
^ 4A* 

oder 

C 

positiv  oder  negativ  ist.  Der  letzte  Aus- 
druck ändert  sein  Zeichen  nicht,  wenn 
mau  ihn  mit  der  immer  positiven  Grösse 
4/4*  multiplicirt,  und  es  kommt  daher 
auf  das  Zeichen  von 

Ä»-44C 

an. 

Die  Auflösung  der  quadratischen  Glei- 
chung hat  Anlass  zur  Einführung  des 
Imaginären  in  die  Algebra  und  Analysis 
gegeben.  Da  nämlich  viele  Aufgaben, 
z.  B.  geometrische  auf  quadratische  Glei- 
chungen mit  ganz  unbestimmten  Coeffi- 
cienten  fuhren,  so  sicht  man  sich  genö- 
tbigt,  diese  Gleichungen  aufzulüsen,  ohne 
zu  wissen,  ob  sie  zu  reellen  oder  ima- 
ginären Werlhcn  führen.  Wenn  man 
nun  mit  den  Werthen  von  ar,  die  sich 
durch  diese  Auflösung  ergeben,  weiter 
operirt,  so  kann  es  Vorkommen,  dass 
mau  in  der  That  mit  imaginären  Grös- 
sen rechnet,  auf  welche  man  die  Gesetze 
des*  Rechnens  mit  reellen  Grössen  eben 


überträgt.  Das  Resultat  einer  solchen 
Rechnung  kann  dann  wieder  reell  sein, 

Wenn  man  z.  B.  die  beiden  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  addirt,  so 
kommt  die  reelle  Grösse  — p als  Summe 
heraus.  Es  kann  aber  auch  der  Schluss 
der  Rechnung  zu  einer  imaginären  Grösse 
führen,  und  im  Falle  z.  B.  einer  geo- 
metrischen Aufgabe,  ist  dies  das  Zeichen 
dafür,  dass  ilic  gcslcllto  Aufgabe  zwar 
an  sich  nichts  Widersinniges  habe,  dass 
aber  die  Zahlenwcrthe,  welche  man  den 
Uaumgrössen  gegeben,  nicht  derart  sind, 
um  ein  Resultat  möglich  zu  machen. 

In  keinem  Falle  aber,  sieht  man,  kann 
man  sicli  des  Rechnens  mit  imaginären 
Grössen  entschlagcn. 

4)  Es  ist  noch  zu  erörtern,  in  welchen 
Fällen  die  Wurzeln  positiv  und  negativ 
sind.  Wie  in  der  Geometrie  die  imagi- 
nären Grössen,  so  geben  in  andern  Dts- 
ciplinen  die  negativen  keinen  Sinn>  wie 
z.  B.  in  dem  Falle,  welchen  wir  in  Ab- 
schnitt 2)  behandelten,  wo  es  sich  um 
eine  Anzahl  handelte,  ln  solchen  Fäl- 
len ist  also,  Jo  nachdem  eine  oder  beide 
Lösungen  negativ  sind,  die  Aufgabe  nur 
einer  oder  gar  keiner  Lösung  fähig. 

Sei  zunächst  q positiv,  aber  kleiner  als 


(Ö’. 


§0  ist  immer 


} (1)  Weiner  als 


ist  also  ])  negativ,  so  wird  sowohl  der 
Ausdruck 


als  auch 


"2 


-9 


positiv  sein,  da  der  erste  Ausdruck  ans 
2 positiven  Thcilen  besteht,  im  zweiten 
aber  der  positive  Thcil  überwiegt,  ist 
dagegen  p positiv,  so  sind  beide  Aus- 
drücke negativ,  da  im  ersten  der  negative 
Theil  überwiegt,  im  zweiten  beide Theüe 
negativ  sind. 

Sei  jetzt  q negativ,  so  ist 


)/{Ö’ 


+7  immer  grösser  als 


es  ist  also,  wenn  p positiv  ist,  in  der 
ersten  Wurael  der  positive  Theil  über- 
wiegend, in  der  letzten  beide  Theile  ne- 
gativ; ist  p negativ,  so  sind  in  der  ersten 
Wurzel  beide  Theile  positiv,  in  der  zwei- 
ten der  negative  Theil  überwiegend.  Bei 
negativem  9 ist  also  immer  die  eine 
Wurzel  negativ,  die  andre  positiv,  wie 
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SQcIi  düs  Zeichen  von  p beschaffen  sei. 
Hieraus  ergibt  sich  folgende  Tafel  für 
die  Beschaffenheit  der  Wuracln : 

Fall  I.  9 positiv  and  kleiner  als 

(I)’ 

a)  p ist  positiv; 

2 negative  Wnrxeln. 

b)  p ist  negativ: 

2 positive  Wurseln. 

Fall  U.  9 positiv  und  grösser  als 

iir 

2 imaginäre  Wurzeln. 

Fall  III.  V negativ: 

eine  ponitivc  und  eine  negative  Wurzel. 

Führt  man  statt  p und  q aber  die  Grös- 
aen  A,  B,  C ein,  so  ist  die  Bedingung, 

dass  ~ oder -^positiv  sind,  gleicbbcden- 

tend  mit  der,  dass  Zähler  und  Nenner 
gleiche  Zeichen  haben,  und  die  Bedin- 
gung, dass  der  Bruch  negativ  sei , mit 
der,  dass  diese  Zeichen  ungleich  seien. 
Die  Tafel  nimmt  dann  folgende  Ge- 
stalt an : 


5)  Bei  Einführung  der  Grössen  >4,  Ä,  C 
nehmen  die  Wurzclwerthe  die  Gestalt  an ; 

und 

So  einfach  diese  Ausdrücke  auch  sind, 
so  sind  sie  in  dieser  Gestalt  doch  für 
das  logarithmischc  Rechnen  sehr  unbe- 
quem, falls  A,  By  C Irrationalzahlen 
oder  Dccimalbiücbc  mit  mehreren  Stel- 
len sind. 

Man  ‘hat  daher  verschiedene  Methoden 
die  Rcohnnng  nbzukürzen. 

Eine  solche  bietet  die  Trigonometrie 
dar.  Sic  soll  jetzt  gegeben  werden. 

Da  sich  hierbei  die  Rechnung  in  je- 
dem unserer  mit  I.,  II.  and  III.  bczcich- 
neten  Fällen  anders  gestaltet,  so  wollen 
wir  für  Fall  III.,  wo  A und  C ungleiche 
Zeichen  haben , statt  des  Ausdmekes 
V Ä*  — 4AC’ lieber  > Ä»  -f  4AC  schreiben, 
indem  wir  auf  das  negative  Zeichen  von 
AC  Rücksicht  nehmen. 

Fangen  wir  jedoch  mit  Fall  I. 
an.  In  die  Formeln: 


Fall  I.  C und  A haben  gleiche 
Zeichen,  und  Ä*  ist  > iAC. 

a)  B hat  gleiches  Zeichen  mit 

A und  C: 

2 negative  Wurzeln. 

b)  B hat  entgegengetztes  Zei- 

chen mit  A und  C: 

2 positive  Wurzeln. 

Fall  II.  C und  j4  haben  gleiche 
Zeichen  und  B‘  ist  < iAC: 

2 imaginäre  Wurzeln. 

Fall  UI.  C und  A haben  un- 
gleiche Zeichen: 
eine  positive  und  eine  negative  Wurzel. 


und 

w'ird  gesetzt 

= siny. 

Es  wird  hier,  da 

B'>iAC,  also  ß>2V'Jc 
ist,  der  Werth  von  siny  immer  ein  Ech- 
ter Bruch  sein , also  sich  stets  bestim- 
men lassen.  Diese  Werthe  dienen  dazu, 
um  die  Grösse  44C=  ß*  sin^ * zu  be- 
stimmen und  man  hat: 


“iT/AC 

B 


smy^ 


1)  = __(l-cosy) 


und  ebenso 


Es  ist  aber 


also 


1 — cos  9 


=2sin(|-)‘, 


1 + cos  9 = 2cos 


(f)’ 
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In  Fall  II.,  wo  B'<4AC  war,  sind 
die  Wurzeln  r,  nnd  x,  auf  die  Form 

r*’^*  nnd  re~®* 

zurflckzufuhrcn , wenn  man  die  reellen 
und  imaginären  Thcile  dieser  AnsdrOoke 
denen  von  nnd  einzeln  gleich  setzt. 
Rs  ist  dann: 


r cos  S = 


2A’ 


r sin  !)  = 


2A 


quadrirt  man  diese  AnsdrOcke  nnd  ad- 
ilirt  sie,  so  kommt; 


eine  immer  reelle  Grösse , da  C nnd  A 
gleiche  Zeichen  hal>en.  Wir  betrachten 
sie  als  positiv.  Dieser  Werth  in  den 
Ausdruck  für  r cos  !h  geseut,  gibt  dann : 

„ B 

cos  9 — 

2Vac' 

jedenfalls  ein  echter  Bruch,  und  der 
so  wird : 


Winkel  5 ist  kleiner  oder  grösser  als 

71  . 

2»  je  nachdem  ß positiv  oder  negativ  ist. 
In  Fall  III.  war  zn  setzen: 

B 1 

2A 

Ganz  unabhängig  von  der  Grösse  der 
Ausdrücke  A,  B,  C kann  man  setzen; 

2 yjv 

und  X,,  sowie  jr,  werden  dann; 

Da  aber 


yl+tg,.‘ 


1 


cosy ) 


oder 


B cos »/  — 1 
2A  cos  y * 


B 1 + cos  y 
2A  cos  y 


cos  y 


■»1 


A cos  y 


Wird  dies  in  in  Gestalt  einer  Tafel  geordnet, 
wo,  A und  C immer  positiv  vorausgesetzt,  B 


so  hat  man  folgende  Wurzclwerthe, 
ein  beliebiges  Zeichen  haben  kanp; 


Gleichung  Aj>  + ßx+C=:0: 
Fall  I.  ß»>4AC 


COS.1  = 


Fall  U.  B«<4AC 


-»• 

e 


Gl  e ich  an 
tgy=2l|c  B_ 


g Ax>+Bx-C=0: 


cosy.  ^ eosy  ’ 


6)  Beispiele. 

Für  den  ersten  Fall  der  Gleichong 

Ax*+ßx+C=0 

nehmen  wir  als  Beispiel: 

7,29136*’  -67,213*+2.901348 = 0, 
wo  offenbar  ß’>4AC  ist. 
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Alio 

A=  7.29136, 
fi= -67,213. 
C-  2.901348. 


Man  hat:  112«  = 1,9547688 
13'  =0.0037815 
32"  = 0,0001551 
0,80"  = 0,0000039 


lg/l  = 0,8628058 
lgfi  = l,82745a3(») 
lg  6'=  0,4625998 
lgi4C=  1,3254056 


lgVAt’=  0,6627028 
lg  2 = 0,3010:300 
addirt : 0.9737328 

lg  ßabge*ogcn:  0,1362795— 1(«) 
Igsin'/  = 0,1362795— 1(«) 
u-rt=  7*  51'  58'\  47 
V=187»  51"  58",  47 


(Das  Zcirlicn  n hinter  einem  Logarithmus 
deutet  an,  dass  die  anfzuschlagendc  Zahl 
negativ  ist.  Dem  negativen  Werthe  eines 
Sinus  entspricht  aber  ein  Winkel,  der 
grosser  als  180  Grad  ist.) 


-|  = 93"  55'  59",  23 
lg  sin|-  = 0,9989759-l 
lg  cos  |-  = 0,8362733-1(11) 
lg  ^ -£)=  0,9646475 
lg  sin(|-)’ =0,9979518  = 1 
lg  cos  =0,6725466-1 

lg  X . = 0,9625993  x , = 9,174858 
lg  x,  = 0,6372941  x,  = 4,338046 

« 

Für  den  »weiten  Fall  sei  gegeben: 
81,235== -f  12,227x4-3,2156  = 0, 


.»  = 1,9587093 
lg  C=0,f>072620 
lg  A = 1.9097432 

lg^=0,5975188-l 


-^=0,7987594-1 
-^  = 6,291575 

i4 


= 6,2915756 


-1,9587093/^ 


X,  = 6,291575« 


1, 9587093  V'-! 


Für  den  Fall  einer  Oleicliung  von  der 
Form 

i4x’4-2ßx-C=0 
wollen  wir  das  Beispiel  nehmen : 
63,27x'  4-44,15x-28,217  = 0, 
also  A = 63,27,  B = 44,15,  C’=  28.217. 
lg  .4  = 1,8011978 
lg  ß = 1,6449307 
lg  C=  1,4505106 
lg  AC=  3,2517086 

lgV'ÄC  = 1,6258543 
lg  2 = 03010300 
addirt:  1,9268843 

Igß  abge- 
zogen : 0,2819536 


lg  0=0,2819536 
» =62»  24'  54",  33 
lg  cos-/ =0,6656397-1 

-|  = 31*  12'  27',  16 


also: 

3 = 81,235, 
ß = 12.227, 

C = 32156. 
lg  fi  = 1,0873199 
lg  3=  1,9097432 
lg  C= 03072620 
lg  3C=2,4170052 

lg  >'30=1,2065026 
lg  2=03010300 
addirt:  13095326 

lg  cot.»  = 03777878-l(») 
n-»=  67»  46'  27",  20 
# = 112*  13'  32",  80 
Der  Winkel  9 ist  aber  in  Theilen  von 
n anszndrücken , um  ihn  in  den  Expo- 
nenten von  « setzen  zu  können. 


lg  ein  ^ = 0,7144468-1 


lg  cos =0,9321149-1 


lg  »in(|)*  =0,4288936-1 
lgcos(|)' =0,8642298-1 
lg  4 = 0,8437329-1 


lg(*)sin(|)’  =0,2726265-1 
lg(g)cos(|)’ = 0,7079627-1 


>g  = , 
>6=2 


lg  cos  7 = 0,6656397 — 1 
= 0,606^-1  X,  =0,4046637 
= 0,0423230(b)  X,  = - 1,102358. 
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Es  Tersteht  sich,  dus  in  fast  allen 
Fallen  bei  der  Rechnung  weniger  als 
7 Stellen  hinreichende  Qcnauigkcit  ge- 
währen. 

7)  Eine  andre  Methode  der  Berechnung 
würden  die  Oanssischen  Logarithmen  für 
Summen  und  Differenzen  gewähren.  Die 
Art,  wie  dieselben  an  verwenden  sind, 
bedarf  wohl  keiner  Anslührnng.  Indess 
muss  man,  ganz  wie  bei  der  hier  ge- 
zeigten trigonometrischen  Methode,  anch 
bei  dieser  2 Mal  in  die  Tafeln  eingehn, 
ehe  man  die  Logarithmen  der  Wurzeln 
findet. 

Ganss  hat  aber  selbst  angegeben,  wie 
durch  eine  Er  Weiterung  seiner  Tafel  die- 
selben zur  Auflösung  quadratischer  Glei- 
chungen derart  geeignet  gemacht  werden 
können,  dass  ein  einmaliges  Aufschlagen 
genügt,  um  die  Logarithmen  der  Wur- 
zeln zu  bestimmen.  Die  derart  erwei- 
terten Ganssischen  Tafeln  enthält  die 
erste  Ausgabe  der  Sammlung  mathema- 
tischer Tafeln  von  BUlsse  (Leipzig  1840). 
^i  der  spätem  Ausgabe  sind  dieselben 
indess  weggelasscn  worden,  um  einer 
7ziffrigcn  Tafel  für  die  Logarithmen  der 
Summen  und  Differenzen  Platz  zu  ma- 
chen. An  dieser  Tafel  wäre  eben  nur 
ansznsetzeu,  dass  bei  der  Erweitcrang 
für  die  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen  keine  Interpolationstäfelchen 
berechnet  sind. 

Die  Einrichtung,  wie  sie  Gauss  ange- 
geben hat,  ist  folgende. 

Bekanntlich  enthalten  die  Tafeln  unter 
A di«  laogarithmen  aller  Zahlen  a,  die 
grösser  als  1 sind,  und  dazu  unter  ß 
die  Werthe  der  Logarithmen  von 

4=l-l-i, 

I A 

ebenso  unter  C die  Logarithmen  von 
e=:l+a. 


Die  Beziehung  zwischen  i und  e er- 
gibt sich  durch  Elimination  von  a,  ans 
den  Gleichungen  für  i und  c,  es  ist: 

e = 7-^  und  i 

B— I c—1. 

Bei  der  Erweiterung  der  Tafel  sind 
nun  8 Spalten  ß,  E,  F hinzngefügt,  de- 
ren erste  die  Logarithmen  der  Zahlen 
d = 6c, 

die  zweite  die  Logarithmen  von 
e=ac, 

die  letzte  endlich  die  Logarithmen  von 
^ 

enthält.  Es  ist  also  die  erste  durch 
Addition  der  unter  A und  C neben  ein- 


ander stehenden  Zahlen,  die  folgenden 
^rch  Addition  der  Zahlen  nntcr  A und 
C,  die  letete  durch  Subtraction  derZah- 
len  unter  A von  denen  unter  B ent- 
standen. 

Um  die  Anwendung  auf  die  Auflösung 
der  quadratischen  Gleichung  zu  zeigen 
gehen  wir  von  der  Gleichung 

Px'  + Qx  + R = 0 

aus,  um  keine  Verwediselnng  der  früher 
gebrauchten  Bezeichnung  A,  B,  C für 
die  Coefficienten  mit  den  Ueberschriften 
der  ersten  drei  Spalten  in  der  Gaussi- 
schen  Tafel  herbcisufiihren. 

Bemerken  wir  ferner,  dass  wenn  man 
eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 
X,  ha^  die  andre  jr,  sich  leicht  aus  den 
Gleichungen  ei^ibt: 

* = 2.  j ar  — ^ 

^ ' • jp>  *1  — ~p1 

deren  erste  angewandt  wird,  wenn  man 
mt  den  Werthen  von  x,  und  x,  selbst, 
die  zweite,  wenn  man  mit  ihren  Loga- 
rithmen operirt. 

Diese  Formeln  ergeben  sich  leicht  ans 
der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichun- 
gen, lassen  sich  aber  anch  unmittelbar 
ans  den  Werthen: 

**  ~ ’^I^VQ'—APR, 

verifidren. 

Setzen  wir  ferner: 

p-*.  q-9, 

so  dass  die  Gleichung  die  Gestalt  an- 
nimmt: 

«’-j-Ar-f  Aj  = 0. 

Von  dem  Falle  welcher  imaginäre  Wer- 
the ergab,  sehen  wir  hier  ganz  ab,  und 
unterscheiden  noch  3 Fället 

F a 1 1 I.  P und  R haben  gleiche  Zei- 
chen (also  auch  h und  ^ haben  gleiche 

Zeichen)  und  ^ oder  — ist  nicht  grös- 
ser als  4. 


Fall  n.  P und  R haben  ungleiche 

PR 

Zeichen  (also  auch  h and  g)  und  — ^ 

oder  — j ist  grösser  als  2. 

Fall  III.  P und  R haben  ungleiche 
Zeichen,  nnd  kleiner 

als  2. 

6 
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Der  Fall,  wo  P and  R gleiche  Zeichen  Ganss,  wie  in  jedem  der  3 Fälle  au  Tcr- 
O ’ ...  fahren  iat. 

haben  und  — grösser  als  4 ist,  gibt 

PR  Die  Buchstaben  o,  i,  c,  d,  c,  f acigen 

nSmlich  offenbar  imaginäre  Wuneln.  Zahlen  an,  deren  Logarithmen  in  den 
Das  folgende  Tafelchen  aeigt  nach  Spalten  A,  B,  C,  D,  E,  F sich  befinden. 


Fall  I. 


Fall  II. 


Pall  III. 


S 

-i- 

-i=f 


Zweite  Wnriel. 

ic,=  —gt  oder  = — — 

g , * 

oder  = 

a c 

I,  oder  = —kb.  , 


B. 


Erste  Wnrael. 

^ oder  = —gc 
o 

x,=ka  oder  ~ — 

* c 

A . g 

T,~—  oder  = — 7 

* a b 

ist  also  der  die  erste  Wuracl  gibt;  der  zweite  Werth 
derselben 

x,  = -jc 
ergibt  sich  daraus,  dass 
h=gbc 

war.  Die  aweite  Wurzel  kann  ans  der 


Im  ersten  Falle  z. 

I, 

Logarithmus  von  — in  Spalte  B anf- 

aasuchen,  und  der  Logarithmus  der  er- 
sten Wurzel  (mit  umgekehrtem  Vorzei- 
chen) ergibt  sich  dann , wenn  man  den 
daneben  in  Spalte  B stehenden  Werth 
▼on  lg*  abzieht,  oder  den  in  C stehen-  Formel  ^ 

den  Werth  zu  lg  y addirt.  Wie  die  — 

aweite  Wuracl  anfgefnnden  wird,  und  in  gefunden  werden,  wenn  man  für  x^  ein- 
den  andern  Fällen  zu  verfahren  ist,  sieht  setzt.  In  derselben  Weise  wird  man 
sich  wohl  Ton  selbst  ein.  das  in  den  Fällen  II.  nnd  III.  angege- 

Der  Beweis  für  die  Kichtigkeit  dieses  henc  Verfahren  verificiren  können. 


Verfahrens  beruht  darauf,  dass  man  die 
Gleichung 

unter  der  Form  schreiben  kann: 


oder 


Dies  Verfahren  ist  namentlich  dann 
von  Vortheil,  wenn  man,  wie  dies  oft 
vorkommt,  nicht  die  Wurzeln  selbst,  son- 
dern nur  ihre  Logarithmen  zu  weiteren 
Beehnuogen  nOthig  hat. 

8)  Wir  kommen  jetzt  auf  einige  An- 
wendungen der  quadratischen  Gleichun- 
gen mit  einer  Unbekannten,,  nnd  wollen 
snnächst  solche  nehmen,  welche  die  Al- 
gebra selbst  betreffen. 

a)  Eine  der  einfachsten  ist  die:  Eine 
gegebene  ganze  Function  vom 
zweiten  Grade  in  2 lineäre  Fac- 
toren  au  zerlegen. 

Sei 

Ajr' -t- C=  il(s:— o)  (jr— /!) 
die  zu  zerlegende  Function. 

Soll  der  Ausdruck  links  gleich  Null 
sein,  so  muss  entweder 

j:  = a oder  x = ß 

werden.  Die  Grössen  « und  ß werden 
also  gefunden,  indem  man  die  Gleichung 
Ax'  + Bx-^Cs^Q 

anflöst  und 

X ZZ--  = /*  = *• 

‘ b setzt. 

Es  ist  also,  wenn  wir  die  in  6)  gegebenen  Beispiele  anwenden: 

7,29136i»  -67,213j+2,901348  = 7,29136  (x-9,174858)(x-4,338(M6), 
81,235x’-i.l2^7x+3,2156=  

8 1 ,235(x  -6,2915756^’®^^'^*^  ~ (j  - 6,291575e~  ~ ^), 


Im  Falle  I.,  wo  ^ positiv  ist,  denke 

man  — — als  in  der  Spalte  B enthalten, 
sc 

also  gleich  h gesetzt;  es  wird  dann: 
g _ 6-1 
h~  b'  ’ 

wofür  man  auch  wegen''  der  Gleichung 
6 

6-1“° 

schreiben  kann : 

- = 6e=a, 

9 

welche  Gleichung  in  Verbindung  mit 
X,  1 


1 _ 
k ~ b 
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endlich : 


63,274r’+44,15jr-28,217  = 63,27(i-0,4045637)(x+l, 102358). 

1 


b)  Bekanntlich  bat  jede  Zahl  3 dritte 
Wnrseln,  von  denen  jedoch  inuner  nnr  Gleichung,  mit  multiplicirt, 

eine  reell,  nnd  2 imaginär  sind,  wenn  nämlich  die  Form  an: 

anch  die  Zahl  reell  ist.  Es  sollen  diese 


imaginären  Wurzeln  mit  Hälfe  der  Anf- 
lOsnng  einer  quadratischen  Gleichung  be- 
stimmt werden. 

Sei  a die  Zahl,  deren  dritte  Wurzeln 
zu  finden  sind  nnd  b diejenige  Wnrzel, 
welche  reell  ist,  so  gibt  die  Gleichung 
®*  =o 

alle  3 Wnrseln,  oder  da 

0 = 6*, 


Oi 


Ut 


and  wenn  man 

X b X*  b* 

» = j-b-also  = 

einsetzt,  wird; 

s»+s-l  = 0, 

d.  h> 


Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  jeden- 
falls 

x = 4. 

Es  muss  also  x*~b*  den  Factor  x—b 
haben.  Indem  man  mit  demselben  die 
Gleichung  diridirt,  erhält  man; 

*>-t-6x-(-4»=0 

nnd  diese  quadratische  Gleichung  ent- 
hält nnr  noch  die  beiden  imaginären 
dritten  Wurzeln,  in  der  Tbat  sind  die 
Auflösungen  beide  imaginär,  nnd 

nnd 

X,  nnd  X,  sind  also  die  beiden  imagi- 

i_ 

Bären  Werthe  vonyo,  wenn  4 der  reelle 
Werth  dieser  Wurzel  ist. 

c)  Durch  Auflösung  quadratischer  Glei- 
chungen lassen  sich  auch  die  4 imagi- 
nären 5ten  Wurzeln  einer  gegebenen  Zahl 
finden. 

Denn  sei 

a diese  Zahl, 

nnd 

s _ 

b = Ya  der  reelle  Werth  der  Wurzel, 
so  wird  wieder 

x*-4*=0 

sein , oder  wenn  man  durch  x — b di- 
ridirt ; 

X* -f  4x» -1- 4*x* -l-4'x-l- 4‘ = 0. 

Diese  Gleichung  4ten  Grades  lässt  sich 
anf  quadratische  zurfickfähren,  wenn  man 
eine  neue  Unbekannte  efnfährt; 


Der  Werth  von  s aber  crrdllt  die  Gloi- 
chnng; 

X*  — 4.X+4'’  ;;0, 

also 

X.  = 

Setzt  man  also  sowohl  in  x,  als  anch 
in  X,  ftlr  i die  berechneten  Werthe  von 
z,  nnd  s,  ein,  so  bat  man  die  4 ima- 

»_ 

ginären  Werthe  von  Ya.  Dieselben  sind : 

*.=i(-i+yö  +y(-io-2y^ 

*.  = }(-l  + V'5  -^(-10+2/^) 

Die  Aufgabe,  die  imaginären  nten 
Wurzeln  der  Einheit  zu  bestimmen,  ist 
identisch  mit  derjenigen,  den  Kreis  in 
iiTheilc  zu  theilen.  Ö^lebc  den  Artikel; 
Theilnng  des  Kreises).  Die  Auflösung 
einer  geometrischen  Aufgabe  durch  qua- 
dratische GIcichungou  aber  zeigt  an,  dass 
dieselbe  durch  Constmetion  mittels  der 
geraden  Linie  und  des  Kreises  gelost  wer- 
den kann. 

In  allen  Fällen  also,  wo  die  Anflösnng 
der  Gleichung 

x“-4"=0 

anf  quadratische  Gleichungen  fuhrt , ist 
eine  geometrische  Theilnng  des  Kreises 
in  itTbcile  möglich.  Die  Aufgabe,  diejeni- 
gen Werthe  von  n zn  bestimmen,  wo  dies 
möglich  ist,  wird  mithin  von  der  gröss- 


6* 
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tcn  Wichtigkeit  sein.  Sie  ist  vollständig  Unter  reciproker  Gleichung  versteht 
von  Ganss  gelOst  worden.  man  eine  solche  algebraische  Gleichung, 

9)  Eine  der  wichtigsten  algebraischen  worin  jeder  Wurzel  i = o eine  zweite 
Anwendung  der  quadratischen  Gleichun-  j-  - 2.^  also  ihr  reciproker  Werth  ent- 
gen  ist  die  auf  die  reciproken  Gleichun-  « 
gen  beliebiger  Grude.  spricht. 


Sei  die  reciproke  Gleichung  jetzt: 
n n— 1 , . *— 2 

X -\■A^x  + A^x  + . . . 


+ -4._2 


zO. 


Da  jedem  Werthe  von  x ein  Werth  ^ entspricht,  so  muss  diese  Gleichung  mit 


der  folgenden: 


I A,  A, 

XX  X 


d.  h.  mit 

A^x  + A 


-i  «-2 

+ A,_o^  + 


-+A,  = 0, 

. 4-A,i'-t-i4,x+l  = 0 


«-1»  +^s-2- 

ganz  dieselben  Wurzeln  haben,  was  nur  mCglich  ist,  wenn  die  Coefficienten  der- 
gleichen Potenzen  his  auf  einen  allen  gemeinschaftlichen  Factor  in  beiden  Glei- 
chungen übercinstimmen.  Es  ist  also : 

. _ "*"-l  s _ ^»-2  Ä - ^»-2  A . = .:!?  A . = 2^, 

A,-—,A,-—,A,—^— a:  *-*  .4, 

A A - — 

Die  letzte  dieser  Gleichungon  zeigt,  dass 

A,  nur  die  Werthe  +1  und  —1 
haben  kann.  Findet  das  erstore  statt,  so  ist  also 
A,  =A„_j,  Aj  = A 

und  die  Gleichung  nimmt  die  Gestalt  an: 

wenn  n grade,  also  gleich  2m  ist: 

, 2«  ^ 2iw-l  , . 2»t-2  , . , «+1 

L X + A^x  +A,x  -1- 


_2i  ^3~'^n-S 


+A 


-1 

«-2 


+ A X + A 


■*— 1 


*— 2 


'+  . . . -bA,**+ili*-l-l  = 0, 


U. 


und  wenn  n ungrade,  also  gleich  2m-pl  ist: 

2i»+l  , 2i»  , 2»l-l  , . "+2  . S 4.  A 

* ^ +A,x  +A,x  +..■+A^^x  +Ajx  + 

«-1 


+ ..  . +A,j*-i-A,x+l  = 0, 

m-1 

in  jedem  dieser  beiden  Fülle  stimmen  die  Coefficienten  der  gleich  weit  von  beiden 
Enden  entfernten  Glieder  Uberein. 


Sei  jetzt: 

A,  = -l, 

so  ist: 

Aj  = — A„_j,  Aj=— A„_j,  . . . A^_^■=—A^. 

Ist  n von  der  Form  2m,  so  bat  die  mittlere  dieser  Gleichungen  die  Form: 
■^1«= 

also  A^  — 0.  Die  Form  der  reciproken  Gleichung  wird  dann: 
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in. 


2m 

X 


, . 2»-i  , . 

+ + A^x 


1 Ä *"+*  A •" 

w»— 1 m— I 


A r"  *—  . . . — — i4,r— 1 = 0. 

■-2 

Es  fällt  das  mittlere  Glied  weg,  und  die  von  den  Enden  gleich  weit  entfernten 
Coefficienten  haben  gleichen  Zahlenwerih,  aber  entgegengesetzte  Vorzeichen. 


Ist  n endlich  von  der  Form  2m+l,  so  findet  die  Beziehung  für  den  Coeffi- 
cienten  des  mittleren  Gliedes  nicht  statt,  und  es  ist 


*•+•  , 2m  , 2«i— 1 

IV.  X +/l,x  +A,x  +, 


. ■^‘A 


m — 1 


"*  + 2 . ™ + l m 

,x  +Ax  +ilx  — 

— 1 * m 

— . . . — A,x*— A,r— 1 = 0. 


Es  ist  also  eine  reciproke  Gleichung 
leicht  zu  erkennen.  Es  mflssen  nämlich 
in  derselben  immer  die  von  den  Enden 
gleich  weit  entfernten  Glieder  nnmerisch 
gleich  sein  und  entweder  alle  bezüglich 
dasselbe,  oder  alle  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben.  Ist  die  Ordnung  der 
Gleichung  eine  grade  Zahl,  und  findet 
der  zweite  Fall  statt,  so  mnss  ausserdem 
das  mittlere  Glied  fehlen.  Diese  Bedin- 
gungen sind  dafür,  dass  die  Gleichung 
reciprok  sei,  offenbar  ausreichend  und 
nothwendig. 

m . »I— 1 . m-2  . 

X +A^x  -f  il,x  -I-  . . . +A^  ^ 


10)  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass 
durch  Auflösung  quadratischer  Gleichung 
jede  reciproke  Gleichung  auf  eine  Form 
gebracht  werden  kann , worin  ihr  Grad 
höchstens  die  Hälfte  des  ursprünglichen 
ist. 

Setzen  wir,  um  dies  zu  beweisen,  zu- 
nächst Fall  I.  voraus,  wo  die  entspre- 
chenden Coefficienten  der  Gleichung  glei- 
ches Zeichen  haben,  und  die  Ordnungs- 
zahl grade  ist.  Dann  lässt  sich  die 
Gleichung  anf  die  Form  bringen: 


X+  A + A 


m+1 


X ' + A 


mf2 


-2 

X + 


. -|-.4,x  T X =0 


oder: 


X -1-x  +A^(x 


-(■-1) 


m^2 

: +x 


H 


. . . +A  ,(x+iT  + -0. 

M — 1 »l 


Es  wird  eine  neue  Unbekannte 

-1 

s = x-|-x 

eingefÜhrt,  und  man  bat,  wie  sich  leicht  aus  dem  binomischen  Satze  ergibt: 

s*  = x*-f-x“*-|-2, 
s®  = X®  -f  x~®  -t-3(x  -f  x~‘ ), 
s*=x*-|-x“*+4(x*+x“'*)  + 6 . . . 


. 2m(2«-1)  . . . (m-f  2)  , i . 2m(2m-l)  . . . (n»-i-l) 

• • • 1-2 m-X  ^ 1-2 m . 

z*“+‘  =**"+‘+*-(*«+1)  +(2m+l)  ^x*"^‘+x~<*""‘>) 

-h  (x^3  _,-(2..-3))+  ....  (x3  + x-3) 

—I  2 —2  3 — ^ 

Ans  diesen  Formeln  lässt  sich  anf  reourrentem  Wege  x-fx  , x -|-x  , x -|-x 
. . . durch  s bestimmen.  Es  ist  nämlich; 
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J+i  =». 

X -{-X  =»  —2, 


*®+i^=»®-6»*+9sV3. 


Diese  Entwickclangen  sinil  für  die 
Auflösungen  der  rcciproken  Gleirhungcii 
allerdings  hinreichend.  Es  sind  aber 
diese  Formeln  an  sieh  interessant  ge- 
nug, um  hier  die  ücrlcitung  eines  Aus- 
druckes für  x^+x  * in  Potensen  von  s 
SU  rechtfertigen,  den  wir  noch  geben 
wollen.  Mit  der  Gleichung 


verbinden  wir  eine  andre 


so  ist  offenbar: 

b«  = s»-4, 


ferner 


s — •• 

“2“ 


Diese  beiden  letzten  Gleichungen  lassen 
sich  auch  auf  die  gemeinschaftliche  Form 
bringen ; 

yr  s-h«vr 


X 


- 2 • 


Je  nachdem  man  nämlich  -1-1  oder  — 1 
für  Yl  setzt,  nimmt  diese  Gleichung 
die  Form  und  den  Werth  von  x oder 

von  - an.  Nach  dem  binomischen  Satze 
X 

aber  ist: 


_i./  . , w("-l)  .-2  2 I "("-l)("-2)(«-3)  .-1  4 , 
“2"^*'''  1“2  1-2-3-4  ^ 


. ■) 


2»  • 1-2-3 

wo  die  mit  V'l  mnltiplicirten  Glieder  von  den  übrigen 


Die  Reibe  bis  an’s  Endo  zu  verfolgen  ist  nicht  nöthig,  da  sie  von  selbst 

abbriebt.  Setzt  man  VT=  -|-1  in  so  wird  auch  der  zweite  Theil  der 

Reihe  rechts  mit  -f-1  mnltiplicirt  sein,  und  dieser  Factor  wird  —1,  wenn  man 

vr=  -1  im  Exponenten  von  x"  setzt.  Durch  Addition  der  beiden  sich  so  er- 
gebenden Resultate  erhält  man: 


'+*-■=2^:1  (‘-+ 


" V -1-  -2X«t-3)  ^ 


1-2 


1-2-3-4 


-V-t- 


oder 

2 

Es  ist  hier  D&mlich  für  u*  sein  oben  gefundener  Werth  gesetzt,  und  mit  n,,  Ni 


sind  der  2te,  4te  . . . Binomialcocfficient 

Es  ist  schliesslich  klar,  dass  wenn  man 
mittels  dieser  AusdrUcke  die  Qrössen 

unserer  Gleichung  tlurch 
Potenzen  von  t ersetzt,  man  eine  Glei- 
chung vom  mten  Grade  crhAlt,  also  eine 
solche,  die  nur  den  halben  Grad  der 
gegebenen  hat.  Ist  sic  aufgelöst,  so  ist 
jede  Wurzel  s in  die  Gleichung 

4:+i=:5  oder  x*— sx=— 1 

X 

einzusetzcD,  wo  sich  daun  für  jedes  s 


bezeichnet. 

zwei  Werthe  von  j:,  also  in  der  Thst 
2m  Wurzeln  der  rcciproken  Gleichung 
ergeben. 

Ein  Beispiel  für  diesen  Fall  ist  die 
in  8)  c.  gegebene  Auflösung  der  Glei- 
chung 

X*  4-  6x*  -f  i X*  + t*x+ 6*  =0, 
weldhe  die  Form  einer  rcciproken  Glei- 
chung aunimmt,  wenn  man  6:=1  setzt, 

oder  ^ = y annimmt. 
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11)  El  mAge  jetst  Fall  II.  stattfinden,  alio  die  entaprcchonden  Cocftl- 
cienten  gleicbei  Vorzeichen  haben,  aber  die  Gleichung  von  einer  ungeraden  Ord- 
nung fein. 

Man  sicht  sogleich,  dass  wenn  in 

* + . . . + -1-1  = 0 

,r=— 1 gesetzt  wird,  die  gleich  weit  von  den  Enden  entfernten  Glieder  sich  heben, 
also  der  Ausdruck  links  in  der  That  Süll  wird.  Es  ist  also  j-=— 1 immer  eine 
Wurzel  der  Gleichung,  und  cs  lässt  sich  der  Factor  j:-fl  absundern. 

In  der  That  verwandelt  sich,  wenn  man  die  ganze  Gleichung  durch  x-f-1  di- 
vidirt,  dieselbe  in:  , 

x^-KA.-l)x^“-‘-f(A,-A.-H)x*"'-%M.-A,-|-.l,-l)x*“"®-f  ....  . 

. . . -KA,-A,-)-l)x*-KA,-l)x-i-l  = 0. 
Dies  ist  abermals  eine  reeurrente  Glei-  haben  das  entgegengesetzte  Zeichen,  so 
chnng,  aber  von  grader  Ordnung  und  sieht  man  sogleich,  dass 
in  den  ersten  Fall  gehörig,  also  nach  x = l 

Abschnitt  10)  zu  behandeln. 

Ist  der  vierte  Fall  vorhanden,  also  eine  Wurzel  ist,  dass  man  also  durch 
die  Gleichung  von  ungerader  Ordnung,  x — 1 dividiren  kann.  Die  Gleichung 
die  entsprechenden  Coefficienten  aber  wird  dann : 

,*"  + (A.-H)x*"-V.l,-h^,-|-l)x*”^^-f...-K/l,  + /l,-H)x>-K^.-l-l)x-fl  = 0, 
also  ist  dieselbe  wie  im  vorigen  Falle  zu  behandeln.  Immer,  wenn  der  Grad 
der  Gleichung  ungerade  ist , wird  dieselbe  also  von  der  Ordnung  2m  + 1 auf 
die  Ordnung  m reilucirl. 

ht  endlich,  wie  in  Full  III.  gezeigt,  die  Ordnung  gerade,  die  entsprechenden 
Coefficienten  von  ungleichen  Vorzeichen  und  cs  fehlt  das^  mittlere  Glied,  so  ist 
ebenfalls  x=l  eine  Wurzel.  Dividirt  man  aber 


2m 

X 


. 2m — 1 . 2m— 3 


+ ^m 


«•+ 1 m 


-i  ^ m-2 

- ^«-2*  - 


...  — y4,X*— j4,X  — 1 = 0 


durch  X— 1,  so  kommt: 

‘+(A,-fl)x^**-f(A,-fil,-|-l)x^  *-1-  ... 

■ • • +•^1+1)-»"  *+('*«-2+ -^«-3+  • ■ • +^1+1)J^  + 

. • • -Kv4,-l-cl.-f-l)x>-KA.-|-l)x-H  = 0, 


also  eine  reeurrente  Gieichung  von  ungrader  Ordnung,  welche  die  Wurzel  — 1 
hat,  und  wie  oben  gezeigt  zu  behandeln  ist. 


12)  Sehr  wichtig  aber  ist  die  Auflö- 
sung quadratischer  Gleichungen  fQr  die 
Geometrie.  Es  lässt  sich  nämlich  xeigen, 
dass  immer,  wenn  die  Coefficienten  Raum- 
grOssen  bedenten,  die  Auflösung  der 
Gleichung  zn  einer  Construction  mittels 
der  graden*  Linie  and  des  Kreises  föbrt. 
Das  dabei  einzuscblagende  Verfahren 
nennt  man  die  Construction  der  quadra- 
tischen Gleichung.  Dieselbe  soll  hier 
dargestellt  werden. 

Die  Gleichung  möge  eine  der  Formen 
haben : 

Ax«-fFx-^C=0,  Ax>-fßx-C=0. 

In  jedem  Falle  wird,  wenn  man  sich 
unter  x eine  Linie  denkt,  B eine  Di- 
mension höher  sein  als  A,  und  C zwei 
Dimensionen,  da  die  3 Glieder  der 


Gleichung  doch  homogene  Grössen  (Li- 
nien, Flächen  u.  8.  w.)  vorstellen  müs- 

sen.  Es  wird  daher  -j-  von  erster  Dirnen- 
A 

Q 

sion  sein,  also  eine  Linie,  ^ von  der 


Bweiten  aUo  irgend  ein  Flftchcnstflck  be- 
deuten, das  wir  uns  als  in  der  Ebene 
befindlich,  und  von  graden  Linien  be- 
grenzt denken.  Nach  dcni  im  Artikel 
Quadrat  Gesagten,  lässt  sich  dies  immer 
in  ein  Quadrat  auf  geometrischem  Wege 
verwandeln,  was  wir  hier  als  geschehen 
voransBctzcn  wollen.  Hieraus  ergeben 
sich  folgende  4 Formen  der  Gleichung, 
wenn  wir  noch  zwischen  positiven  und 

negativen  unterscheiden: 

A 
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a)  x*-\-fx=q*  oder  *(x+p)  = j», 

b)  x*—fx=q'  oder  x(a-— p)  = y’, 

c)  x*+pr=  —q'  oder  — r(x+p)  = j*, 

d)  x*—px=—q*  oder  x(p—x)  — q’. 

Die  Grossen  p und  q stellen  jetzt  Li- 
nien Tor,  welche  man  immer  positiv  sieh 
denkt,  x ist  ebenfalls  eine  Linie;  hat 
X ein  negatives  Vorzeichen,  so  zeigt 
dies  an , dass  die  Riehtnng  von  x der 
zuerst  angenommenen  entgegengesetzt  ist 
Die  Constmetion  beider  Werthe  von 
X in  jedem  der  4 Falle  ergibt  sich  leicht 
ans  bekannten  Sätzen. 


setzt.  Es  sind  also  DE  nnd  — DF  die 
Wnrzeln  der  Gleichung. 

Fall  b.  Die  vorige  Constmetion  führt 
auch  hier  zum  Ziele,  nur  ist 

x^~DF  nnd  x,  = —DE 
an  setzen.  Die  Gleichungen: 

DF{DF-p)  = q\ 

DE  (DE +p)  = q'' 

oder 

— DE(—DE—p)  = q* 

stimmen  nämlich  unter  dieser  Vorans- 
setzung  mit  der  Form  in  b)  überein. 


Fall  a.  Man  schlägt  über  Linie 
AB  = p als  Durchmesser  einen  Kreis, 
nnd  trägt  an  denselben  CD=q  als  Tan- 
gente an.  Verbindet  D mit  dem  Mit- 
telpunkte 0 durch  Linie  DF,  die  den 


Fig.  11 


Kreis  in  E und  F schneidet.  Die  Werthe 
von  X sind  dann: 

x,  = DE 
nnd 

X,  = —DF^ 

Die  zweite  Wurzel  zeigt  also,  dass  die 
zu  constmirende  Linie  in  einer  deijeni- 
gen  entgegengesetzten  Richtung  zu  neh- 
men ist,  welche  man  anfangs  annahm. 

Der  Beweis  folgt  sehr  einfach  ans 
der  Betrachtung,  dass : 

DE-DF=DC\ 

oder 

DE(DE-i-p)  = q^ 

ist,  was  mit  der  in  a gegebenen  Form 
übereinstimmt,  wenn  DE  = x gesetzt 
wird. 

Auch  kann  man  setzen: 

DF(DF-p)  = q' 

oder 

-DF(~DF+p)=q», 

was  ebenfalls  die  Form  a gibt,  wenn 
man 

x=-DF 


Fall  c.  Man  schlägt  wieder  über 
Durchmesser  AB  = p einen  Kreis,  and 
trägt  die  Linie  D = 2q  als  Sehne  hinein. 


Fig.  12. 


fällt  vom  Mittelpunkt  0 auf  CD  das 
Loth  OG,  welches  man  bis  zur  Periphe- 
rie nach  £ und  F hin  verlängert.  Die 
Wurzeln  der  Gleichung  werden  dann 
dargestclit  durch  die  Linien: 

x,  — —EG  und  x^  — —FQ. 

Da  nämlich 


EG‘GF=GD\ 

d.  h. 

EG  (p^EG)  — 9* 

oder 

GF(p — GF)  — 9* 

ist,  so  sicht  man  leicht,  dass  die  Werthe 
—EG  nnd  —FG  für  x gesetzt,  der  Glei- 
chung die  Form  c)  geben.  • 

Fall  d.  Die  Constmetion  ist,  wie  in 
c),  nur  ist 

X,  = +£G,  x,  = -t-FG 
zu  setzen,  was  die  oben  gegebene  For- 
mel ohne  Weiteres  zeigt 
Die  beiden  letztem  Fälle  lassen  sich 
offenbar  nur  dann  auf  diese  Weise  losen, 
wenn  CD^AB,  d.  h.  2q%p  ist.  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  hat  aber  die  Glei- 
chung nach  dem  in  Abschnitt  4)  Gesag- 
ten 2 imaginäre  Wnrzeln. 
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SelbitrerstäDdlich  können  dicae  Con> 
atrnctionen  Tiol/scher  Abinderung  noter- 
zogen  werden.  Anch  kann  man  in  den 
Formeln  für  die  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Glcichnng  die  einzelnen  Theilo 
conitmircn. 

Wir  wollen  von  den  hier  gegebenen 
Conttrnctionen  indcsa  ein  Paar  Beispiele 
geben. 

13)  A.  Es  ist  ein  Quadrat,  dessen 
Seite  a ist,  in  ein  Rcehteck  zu  verwan- 
deln, in  welchem  die  Summe  zweier  an- 
stossenden  Seiten  gegeben  und  gleich 
i ist. 

Auflösung.  Bezeichnoman  die  eine 
Seite  des  Rechtecks  mit  x,  so  ist  die 
andre  h—x,  und  man  hat  die  Gleichung 
x(4-x)=a’, 

welche  genau  mit  dem  Falle  d des  vo- 
rigen Abschnittes  übereinstimmt,  also  in 
der  daselbst  angegebenen  Weise  2 Lö- 
sungen ergibt. 

B.  Sei  aber  von  dem  Rechteck,  in 
welche  das  Quadrat  zu  verwandeln  ist, 
die  Differenz  c zweier  Seiten  gegeben. 

Auflösung.  Es  ist  dann 
x(x-t-e)  = a». 

Der  F all  a)  findet  hier  statt,  und  man  erhält 
daher  für  x einen  positiven  und  einei 
negativen  Werth.  Bei  dieser  Einklei 
dnng  der  Aufgabe  ist  allerdings  de 
letztere  zu  verwerfen,  wenn  man  nicht 
Betrachtungen  Ober  die  Richtung  de 
Sette  des  Rechtecks  machen  will. 

C.  Augenblicklich  ergibt  sich  aus 
nnsem  Constructionen  die  Lösung  der 
Aufgabe  des  goldnen  Schnitts.  Es  lau- 
tet hier  die  Aufgabe  beksmntlich  so : 
Eine  Linie  so  zu  theilen,  dass  der  eine 
Theil  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
dem  andern  Theile  und  der  ganzen  Li- 
nie ist. 

Auflösung.  Ist  a die  Linie,  x 
4er  gesuchte  eine  Theil,  so  ist  offenbar: 

x’  = a(a-x), 

eine  Gleichung,  die  sich  leicht  umge- 
italten  lässt  in: 

*(x-|-a)  = o*. 

Der  Fall  a)  findet  also  statt. 

Man  schlägt  über  dem  Durchmesser  a 
einen  Kreis,  macht  Tangente  CD  an 
demsdben  gleich  dem  Durchmesser,  Punkt 
D wird  mit  Mittelpunkt  0 verbunden 
durch  Linie  DF,  welche  die  Peripherie 
in  E und  F schneidet,  es  ist  dann 
*—DE  die  gesuchte  Linie. 
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Fig.  13. 


Dass  auch  der  Werth  x=  — DF  eine 
Bedeutung  habe,  ist  schon  in  Abschnitt 
II.  dargethan  worden! 

D)  Es  sei  ein  Winkel  ABC  und  ein 
Punkt  D gegeben.  Es  soll  eine  Linie 
durch  letzteren  gezogen  werden,  welche 
mit  den  beiden  Schenkeln  des  Winkels 
ABC  ein  Dreieck  von  gegebenem  Flä- 
cheninhalte begrenzt. 

Auflösung  I.  Der  Punkt  D liege 
ansscrlmlb  des  Winkels  ABC. 

Fig.  14. 


Man  ziehe  ÜE  parallel  AB  bis  zum 
verlängerten  Schenkel  AC,  ausserdem  DF 
senkrecht  auf  AC. 

Sei  nun  q der  gegebene  Flächeninhalt, 
so  kann  man  jedenfalls  ein  Rechteck  be- 
stimmen, dessen  eine  Seite  DF,  und  des- 
sen Flächeninhalt  gleich  o ist.  Sei  die 
andre  Seite  dieses  Rechteckes  gleich  GH. 

Ist  ferner  DC  die  gesuchte  Linie.  Da 
nun  Dreieck  EDCtn  BAC,  so  hat  man, 
wenn  man  die  Flächeninhalte  vergleicht, 
EC‘DFt2q=EC'iBC‘, 

d.  h. 

DF:2?=EC:fiC», 

oder  wegen  des  Werthes  von  q = GH'DF: 
U2GH=ECiBC\ 

d.  h. 

BC'  = 2EC-  GH 

oder 

BC'  = 2(EB+BC)GH-, 
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in  dienern  Aundrueke  sind  alle  Linien 
mit  Ansnahmc  von  HC  bekannt.  Setzt 
man  also  BC—x,  so  hat  man 
r>=2(Kß+j)6’// 

oder: 

Das  Rechteck,  welches  zu  Seiten  hat 
2£ß  und  Oll,  kann  also  in  ein  Qua- 
drat verwandelt,  und  cs  kann  dann  wie 
in  Fall  b)  verfahren  werden.  Inilcss  ist 
diese  Verwandlung  in  ein  Quadrat  nicht 
erst  nothwendig,  wenn  man  folgender- 
massen  verfahrt : Man  schlage  mit  Ra- 
dius GH  einen  Kreis,  trage  BE— 2011 


Fig.  15. 


als^chne  in  dcnselbcn'ein.  Sei  ß-S  die- 
selbe. Man  verlängert  sie  um  das  Stück 
ST=2GII,  und  verbindet  T mit  dem 
Mittelpunkte  O,  so  dass  die  Verbindungs- 
linie den  Kreis  in  U und  V schneidet. 
Da  nun 

TU-  TI'=rS-  TB 

oder: 

TV{TV-2GH)  = 2BE-OH 
ist,  BO  sieht  man,  dass  rK=j;  ist,  also 
BC=  TV  gemacht  werden  muss. 

TU  würde  eine  zweite  LOsnng  sein, 
und  das  negative  Zeichen  deutet  hier  an, 
dass  von  der  Verlängerung  der  Linie 
ßC,  also  nach  Richtung  BE  hin,  ein 
Stück  abgeschnitten  werden  muss. 

Auflösung  II.  Der  Punkt  D liegt 
innerhalb  des  Winkels. 

Man  ziehe,  wie  vorhin,  DC  parallel 
mit  AB,  und  DF  senkrecht  auf  BC  wie 
oben;  auch  habe  GH  die  obige  Bedeu- 
tung. Es  folgt  dann  wie  oben 
BC'-2EC-GH, 

aber  diese  Gleichung  verwandelt  sich  in 
unserm  Falle  in  die  folgende: 
BC‘-2{BC-BK)GH 

oder 

BC{2GH-BC)  = 2GH  • BE. 


Fig.  16.  . 


Der  Fall  d)  ündet  statt.  Wenn  man 
die  Verwandlung  von  2GH-  BE  in  ein 
Quadrat  vermeiden  will,  so  verfährt  man 
folgendcrmassen. 

Es  wird  ein  Kreis  mit  Radius  GH 
geschlagen , und  BF  — GH  + 2BE  als 
Sehne  hincingetragen,  von  dieser  Stück 


Fig.  17. 


RT—GH  abgeschnitten,  und  Linie  UV 
durch  T und  den  Mittelpunkt  gezogen, 
welclie  die  Peripherie  in  1/und  V schnei- 
det, man  hat  dann  UT  und  VT  all 
Werthe  von  BC.  Es  ist  nämlich 
UT-VT-RT.  TS, 

oder 

UT  (2GH- UT)  = 2BE- GH, 

auch 

VT{2GH-  VT)  = 2BE-GH. 

Es  können  also  hier  2 Stücke  BE  nach 
derselben  Richtung  hin  abgeschnitten 
werden. 

Die  Auflösung  der  letzten  Aufgabe 
machte,  che  man  zum  Ansatz  der  qua- 
dratischen dlcichung  kam , welche  die 
Construction  bestimmte,  verschiedene 
Hülfslinien  und  geometrische  Betrachtun- 
gen nöthig.  Solches  wird  in  der  Regel 
eintreten,  wenn  man  in  der  angegebenen 
Weise  verfährt.  , 

Man  kann  aber  jede  Willkürlichkeit 
der  Betrachtungen  ausschliesscn , wenn 
man  sich  der  analytischen  Geometrie 
bedient,  und  mittelst  Einführung  rechi- 
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winkeliger  Coordinaten  die  Änfgabe  be- 
handelt. Jedoch  werden  anf  dem  letz- 
tem Wege  die  Conatmetionen  in  der 
Kegel  nicht  einfach  werden.  Wie  man 
denn  fiberhanpt  nicht  glauben  mnas,  daaa 
die  direct  gefundenen  und  einfachsten 
Formeln  auch  eine  einfache  Constraction 
ergeben. 

Indess  nimmt  dies  dem  Wertbe  der 
Anwendung  der  Gleichungen,  namentlich 
der  quadratischen  als  Uülfsmittel  zur 
Anffindung  geometrischer  Constmetionen 
nichts.  Man  behandelt  nämlich  eine 
geometrische  Aufgabe  zunächst  durch 
algebraische  Methoden,  um  zu  sehen, 
durch  welche  HUfsmittel  eine  Constmo- 
tion  möglich  sei,  Kreis  und  grade  Li- 
nie reichen  hin,  wenn  die  algebraische 
Lösung  dnreh  qnadratiicbc  Qleichnng 
bewerkstelligt  werden  kann. 

Ist  diese  Möglichkeit  dann  einmal  dar- 
gelhan,  so  wird  man  sich  anf  sj'ntheti- 
achem  Wege  nach  den  einfachsten  Con- 
atmetionen  nmzuschen  haben.  Das  alge- 
braische Hfilfsmiltel  aber  wird  selbst  von 
den  bedentendsten  und  gewandtesten  syn- 
thetischen Geometern  nicht  verschmäht. 

14)  H 6h er e G lei  chun gen  lassen 
sich  oft  auf  zwei  oder  mehrere 
quadratische  redneiren. 

Betrachten  wir  beispielsweise  die  Glei- 
chung 4ten  Grades: 

x(x + o)  (x + 2a)  ( j: + 3a)  = A. 
Dieselbe  wOrdc  keiner  bemerkenswerthen 
Vereinfachung  unterzogen  sein,  wenn  wir 
alle  4 Factoren  links  mit  einander  mnl- 
tipli  eilten. 

Multipliciren  wir  dagegen  den  ersten 
nnd  4ten,  so  wie  den  2ten  und  3tcn 
Factor  entsprechend  mit  einander,  so 
kommt : 

(x’  +3ax)(x*  + 3ax-(-2a*)  = 6. 
Offenbar  kann  man  diese  Gleichung  durch 


die  Substitution: 

x’+3ax  = y 

in  eine  quadratische  ^ 

S(y-f2«’)  = i • 

verwandeln.  Bestimmt  man  nun  aus 
dieser  beide  Wertho  von  y,  so  wird  die 
HOIfsglcichnng,  die  nach  x quadratisch 
ist,  zu  jedem  2 Werthe  von  x ergeben, 
so  dass  dann  alle  4 Wurzeln  der  Glei- 
chung 4tcn  Grades  bekannt  sind. 

Dergleichen  Gleichungen  höherer  Ord- 
nung, welche  zu  quadratischen  führen, 
lassen  sich  sehr  leicht  bilden.  Nimmt 
man  z.  B. 

x’-f-»x  = e 

und  denkt  sich  die  Grossen  u und  e 
durch  die  quadratischen  Gleichungen: 
u’  + <n<  = A, 
t’  + c»  = « 

bestimmt,  and  climinirt  ans  diesen  3 
Gleichungen  v nnd  r,  so  hat  man  eine 
höhere  Gleichung  für  x,  die  nichts  desto 
weniger  durch  3 quadratische  Gleichun- 
gen gelöst  werden  kann. 

Wir  wollen  diese  Elimination  hier  aus- 
führen.  Zunächst  gibt  der  Werth  von 
c ans  der  ersten  Gleichung  in  die  3to 
gesetzt : 

(x’  + ux)*  + c(x*  + wx)=  e 

oder 

«*x*  4-iix(2x' + c)  = e— x*(x’ -i-c); 
es  ist  hier  nämlich  nach  Potenzen  von 
K geordnet.  Die  2tc  Gleichung  wird  mit 
X*  mnltiplicirt,  und  hiervon  abgezogen. 
Es  kommt: 

«x(2x’+c— ax)  = e— x’(x*-(-c+i). 
Der  hieraus  zu  bestimmende  Werth  von 
II  kann  nun  in  die  2te  Glcichnng  ein- 
gesetzt werden.  Das  Bcsnltat  ist,  wenn 
man  die  Nenner  entfernt: 


(e— X*  — (c+A)x’)’  -|-ax(«— X*  — (c+ 6)x’)(2x*  — ox  + c)  = 6x’(2x’  -f-  c— ox)* 

offenbar  eine  Gleichung  8ten  Grades,  wie  dies  auch  sein  muss,  denn  combinirt 
man  die  beiden  Werthe  von  u mit  den  beiden  von  e,  so  können  die  CoeiB- 
cienten  der  Gleichung 

x*+iix  = r 

4 verschiedene  Werthe  annehmen,  und  es  werden  somit  8 Wurzeln  vorhanden  sein. 
Untere  Gleichung  nach  Potenzen  von  x geordnet  hat  übrigens  die  Gestalt: 


X*  -2ax'  -t-(2c-i-6i+«i«)x*  -(3«c+6a*)x*  +(c«  + 6ic-f  &•  - 2<-l-o>c-l-2a«6)x* 
-K2oe— 3oAc— «c*)x*-J-(ie>  — o’e— 24e— 2cf)x*-(-acex-f-e*  =0. 


S.etzt  man  in  diese  Gleichung  für  a,  6,  e,  s 
beliebfgc  Zahlen  oder  Bnehstabenwerthe, 
so  wird  man  also  Gleichungen  8ten 
Grades  erhalten,  die  sich  anf  quadra- 
tische redneiren  lassen. 


Selbstverständlich  ist  dies  aber  nicht 
der  einzige  Weg,  nm  auf  solche  Glei- 
chnngen  zu  kommen. 

Ein  andres  Mittel  wäre  et,  wenn  matt 
in  eine  Gleichung  von  der  Form 
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a^-\-ax^  — Ä, 

dto  in  Bezug  auf  x”  quadratisch  ist,  fUr 
X einen  Aufdruck  von  der  Form 

schriebe  u.  8.  w. 

Beispiele  von  Gleichungen  höheren 
Grades,  die  auf  qnatlratische  fahren,  hn- 
Ö|  + 1 

*»i+  1 

ö*+  . 


’ + l 


den  sich  übrigens  in  den  meisten  Lehr« 
bachem  und  Anfgabensammlnngen. 

15)  Mit  Hülfe  einer  quadrati« 
sehen  Gleichung  lasst  sich  der 
Werth  eines  periodisehen  Ket- 
tenbrnchs  bestimmen. 

Ein  periodischer  Kettcnbruch  ist  von 
der  Gestalt: 


1 

tt  I -Hl 

1 


* +_1 


oder 

rt  j -)-  1 

fl , 4*  1 

«i-H  . 


+ 1 

flj  -H  1 

a»+  . 


+ 1-  

a«  i-l  + fli  + . 


Die  letztere  Form  geht  in  die  erstere  y = 
über,  wenn  man  on-i-i  gleich  Null  setzt.  \ 

Es  kann  also  diese  Form  als  die  allgc-  ~ 

meinste  angenommen  werden. 

Ist  V der  Werth  des  periodischen 
Kettenbrnebs , so  ernUlt  derselbe  offen- 
bar die  Gleichung: 


und  diese  Gleichung  ist  es,  welche  wir  aofzulösen  haben. 


±1 

<>«+i+y 
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Wir  Betzen  zu  dem  Ende  folgende 
Sitze  ans  der  Theorie  der  Kettenbrüche 
Torans,  die  in  dem  Artikel  „Unbeetimmte 
Aufgaben“  bewiesen  werden. 

I.  Ist 

y-o.+  l_ 
a,+_l 
o,+ . 


+1 


ein  Eettenbrnch,  und  die  Näherungs- 
biücbe,  wie  sie  sich  aus  Berechnung  der 
Werthe  Ton 

a,,  »i-t-1,  0|+_1>  • • 

«i  “i+A 
o* 

o* 

ergeben,  seien: 

‘ b7 


so  sind  diese  Brüche  immer  abwechselnd 
kleiner  und  grosser,  als  der  Werth  y 
des  ganzen  Kettenbruches. 

n.  Es  gibt  keinen  Bmch  der  dem 
P 

Werthe  ron  w näher  kommt,  als  ein  be- 
liebiger  Nähemngswerth  wenn  nicht 

O* 


a grösser  als  A, 

nnd 

ß grösser  als  B, 

ist,  selbstrerständlich  rorausgesetat,  dass 
a and  ß relative  Primzahlen  sind. 

in.  Die  Näherungsbrüche  werden  ge- 
funden durch  folgende  Formeln: 


= a,-|-l,  B,  = a„ 

A,=A,a,+Ai, 

At=A,at+At,  B^  = B,Ot+Bf, 


XV.  Es  ist  immer 

Das  Floszeichen  gilt,  wenn  n grade  ist, 
daa  Minuszeichen,  wenn  n nngrade  ist. 
Ans  m.  folgt  sogleich 
V.  Wenn  n die  Anzahl  der  Theil- 
briiebe  ist,  die  - vorangeht,  so  ist: 

X 


nnd  et  braucht  hierbei  x keine  ganze 
Zahl  zu  sein,  sondern  derjenige  Quo- 
tient, welcher  hinzugefügt  werden  muss, 
nm  den  Kettenbru^  zu  seinem  voll- 
ständigen Werthe  « zu  ergänzen,  also 
der  sogenannte  vollständige  Qnotient. 

16)  Sei  jetzt  der  periodische  Ketten- 
bmch: 

y=«i+jL 
<»1+1 
«1 + 

■ 

tin+y 

gegeben,  so  ergibt  sich  ans  dem  Satz  m. 
des  vorigen  Abschnittes  offenbar  der 
Werth  von  y,  wenn  man  in  der  Formel 
daselbst  «,+J  für  x,  für  nnd 
aber  und  B^_^,  und  A^_^ 

^ Sir  j nnd  g„  j setzt.  Es  ist  also: 

der  letzte  geschriebene  Werth  bemht 
daranf,  dass 

^.-1“«  + ■^«-2  = -^«»*»-1^.  + ß,^-2  = 

war.  Ist  übrigens  o,  =0,  so  wird  der 
erste  Werth  von  y,  d.  h. 

genommen.  Man  hat  also  die  quadrati- 
sche Gleichung 

durch  welche  dieser  Kettenbrach  bestimmt 
werden  kann,  wenn  nicht  gleich  0 ist. 
Die  Grössen  a,,  a,  . . . sind  sämmt- 
lich  positiv,  also  anch  y,  es  muss  also 
immer  die  positive  Wurzel  unserer  Glei- 
chung genommen  werden. 

Ist  aber  o,  = 0,  so  bt  die  quadratische 
QUichung 

Beispiele.  Sei 
y = l+l_ 

2+i 

3-1-1-fl 

2+1 

3+. 
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Es  ist  hier 
i«  = 3,  also 

^.  = 1,  Ä,  = l, 

Ej  — 2, 

.4,  = 10,  B,  = 7. 

Die  Qlei(jinng  wird  sein: 

2j'  + 4y-10  = 0, 
yrr-liV'e, 

und  da  nur  die  positive  Wnrsel  an  neh- 
men ist,  so  ist  ^—1  der  Werth  des 
Kettenbruchs. 

Sei  ferner 

y=l+l 

1+1 

2+1 

1+1 

3+1 

1+i 

1+1 

2+1 

1+1 

3+. 


oder  wenn  der  zweite  Fall  stattfindet 

ist.  Diese  Bedingung  ist  übrigens  in  der 
ersten  mit  inbegriffen , und  entspricht, 
wie  oben  gescigt,  dem  Fall,  wo  gleich 
Mull  ist. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Gleichung 
au  verstehen,  wollen  wir  2 Kettenbrfiche 
von  der  Form: 

jr  = «i+J. 

Ul  + 1 

u,+  . 


+1 

a 

und 

» = “>.+ ^^ 

<».-1+1 

«.-a 

+ 


also 

Jf  = l+1 

1+i 

2+1 

1+1 

3+1 

y- 

so  ist  hier  n„=0,  n = 6 au  setzen  und 

il,— 1,  ^i— 1, 

M,=2,  B,  = l, 

A,=b,  B.=3, 

A^=7,  B,  = 4, 
il,  = 26,  B,  = 15, 


also 
d.  h. 


15y*-22j-7  = 0, 


y = fa  + ßV'226. 


11 

' 15  ■ 


+-1 

«I 

miteinander  vergleichen,  wo  also  die 
Tbeilnenner  des  ersten  im  2ten  Ketten- 
bruche in  umgekehrter  Beihenfolge  ver- 
kommen. Han  nennt  solche  Ketten- 
brUche  entgegengesetate. 

Es  ist  nun: 

1.-1  <».  + <1.-1 

*«-i“.  + l*«-a 

da  u der  letzte  Tbeilnenner  ist;  wir 

m 

setzen 

y=^- 


Um  » zu  berechnen,  wollen  wir  aber 
" nicht  die  in  15  gegebene  Methode  an- 

17)  An  diese  1-ntwickelungen  knapft  sondern  vom  letzten  Bruche  be- 
sieh zunächst  die  Frage,  in  welchen  die  Menner  nach  einander  weg- 

Fillen  die  Bestimmung  des  Werthes  der  schaffen, 
periodischen  Kettenbrüche  an  reinen  Qua-  g,  i,t  nämlich 
dratwnraeln  führe.  1au-4-l  + 

Die  Bedingung  dafür  ist  offenbar  die,  a .^  _= 

dass  <»i  “i 

1 , ■'1 1 _ ■4,Ot  + id.  _ 
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so  dass  man  schliesslich  hat: 


Die  Ausdrücke  A^,  A,  . . . aher 
sind  dieselben,  welche  als  Z&hler  in  den 
NShcmngswcrthen  des  Keltenbnichs  g 
Torkommen. 

Sind  also  2 entgegengesetzte  k'ctten- 
brüche  zu  bestimmen,  so  ist  der  Werth 
eines  jeden  gleich  dem  Zähler  desWor- 
thes  des  entgegengesetzten  Bruches,  di- 
Tidirt  durch  den  Zahler  seines  letzten 
NSherungswerthes.  ' 

Ein  Kettenbruch  heisst  symmetrisch, 
wenn  in  ihm 


ist,  wenn  er  also  die  Form  bat: 

o,  . 

'+1 

' tr,  + 1 

o, 

» 

offenbar  ißt  dann  der  entgegengeßetat« 
Bruch  gleich  y,  man  hat  also 


'^«-t 

«:=«,.  = • • • O'le''  ^.-1  = ®,- 

Dies  war  aber  die  oben  gefundene  Gleichnng.  Kß  lässt  sich  also  jeder  Ketten* 
bmeh  auf  eine  Quadratwurzel  zarückf&hren,  dessen  Periude  einen  symmetriseben 
Brach : 


y = «,+  l_ 

«1+  • 


' +1_ 

+_1 

**  I "h  **  I 1 

«1  + 


bildet.  Eß  ist  dann : 


Beispiel: 

y = 14-l 
3+1 
1 + 1 
1 + 1 


3+1 


hier  ist  n = 6, 

^.  = 1, 

A,=4, 


l+l+Jti 


fi.=l, 

®s=3. 


A.=5,  B,=i, 

A.=9,  Ä.  = 7, 

A,  = 32,  Ä,  = 25, 

A.=41,  Ä,=32, 

also  =B„wie  dies  auch  sein  muss  und 

26y«=41,  y=l^. 


18)  Noch  wichtiger  ist  indess  die  um- 
gekehrte Aufgabe : „Die  Auflösung  einer 
quadratischen  Gleichung  auf  Kettenbrü- 
chc  zurückzufohren" ; nicht  deeshalb,  weil 
diese  Auflösungsart  wesentliche  Erleich- 
terung der  numerischen  Rechnung  dar- 
böte, sondern  weil  sich  aus  dieser  Auf- 
gabe Sätze  ergeben,  die  für  verschiedene 
Zwecke,  namentlich  auch  für  die  Auflö- 
sung unbestimmter  quadratischer  Glei- 
chungen in  ganzen  Zahlen  sehr  nöthig 
sind.  Wir  werden  uns  also  mit  dieser 
Aufgabe  beschäftigen. 

Da  aber  die  Auflösung  der  quadrati- 
schen Gleichungen  eben  zu  Quadratwur- 
zeln fohrt,  so  kommt  es  zunächst  nur 
darauf  an,  eine  Quadratwurzel  in  einen 
Kcttcnbnich  zu  verwandeln;  und  es  er- 
gibt sich  schon  ans  den  eben  beendeten 
Betrachtungen,  dass  dieser  Kettenbrach 
nothwendig  ein  perionischcr  sein  must. 
Es  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass 
und  A^_^  einen  beliebigen  Werth  haben 
können. 

Es  sei  D zunächst  eine  positive  gaaae 
Zahl,  Jedoch_ keine  Quadratzahl,  a die 
grösste  in  /O  enthaltene  ganze  Zahl,  also 
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f — 1 Es  wird  aber 

yu  — fl  = - 

wird  ein  positiver  achter  Bruch  sein*  4- 1 

Es  ist  also:  a,4-  . 

^0=0  + -.  ^ = — . 

I \D-a- 

Im  Werthe  von  x wird  nun  Zähler  und  o"+l 

Nenner  mit  mnitiplicirt,  dann  * — 

ergibt  sich : 

yT)+a  wo  X,  der  volIsUndige  Quotient  ist,  der 

D—a*'  den  Kettenbrach  rum  Werthe  von  YD 

a,  sei  die  grösste  in  x enthaltene  ganze  ergänzt. 

Zahl,  also  Beispiel.  Wir  wollen  Y^  in  einen 

_ 1 Kettenbruch  verwandeln. 

Es  ist  dann 

a = 4, 


wo  X,  grösser  als  1 ist.  Die  Zahlen 
X,  X,  . . . nennt  Lcgendrc  vollständige 
Quotienten. 

Setzen  wir  ferner 


t'21-4=l 


SO  ist: 


J=a,  N-D 

Yd+j 


N 


1 

-a,+-, 


IV 


KiYO-J+OjN) 

'*  V^4-^-a,lV  D-(/-o,lV)> 

H “ ’ 

und  ist  eine  ganze  Zahl,  denn 
D-(J-a,Ny  = D-J*  + N(2a,-N) 
= 1V+A'(2a,-Ar) 

ist  ja  durch  iV  theilbar.  Sei  ferner 
so  kommt: 

_Yd+j, 

fl, 

In  dem  man  so  lortfahrt,  also: 
B-(J.-a.iV.)»_ 

BCtEt,  60  dass  allgemein 


1/21+4 

_K'21+4 

21-4» 

~ 6 “ 

Eins 

ist  nämlich 

die  grösste 

enthaltene  ganze 

Zahl. 

5 

.V'S+l 

V'^-1 

- 4 - 

r . 

4 

1/21-1-3  , 

*•  f 

“ 1^-3 

~ 3 “ 

a?- 

3 

_ 1/21-1-3 

•*» 

eo 

1 

1^ 

1 

~ 4 ~ 

*4 

4 

V^-1 

_V5i+i 
6 “ 

5 

V^+4 

" y/21-4 

1 “ 

1_ 

'*■1 

K21+4 


=2+1, 


‘4- 

■•4 


.yS+4 


N. 


«-1 


so  lässt  sich  ganz  wie  oben  zeigen,  dass 
A,  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  ist  dann: 

Yd+j. 


nnd 


* ^21  -4  5 ’ 

es  ist  also  x,=x,  die  Theilnenner  wie- 
derholen sieb  und  man  ist  zur  Periode 
ge^gt  Man  hat  also: 
l/2I  = 4-M_ 

1+L 

1 + 1_ 

2+J_ 

1+1_ 

1 + L 

1+. 


»,-l  =«.+-• 
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“'”■'8®"*.’  »‘®  »o  haben  die  Wurzeln  dic«cr  Gleiehnna 

Zusehen  \\afj  eine  symmetrische,  wie  man  die  Gestnlt:  “ 

ersieht,  wenn  man  4+4  statt  8 setzt.  ' _ i 

Noch  aber  ist  die  Convcrgcnz  dieser  +}^7j— - — v'‘n_* 

Entwickelung  zu  beweisen,  d.  h.  es  muss  x - E - _ ^ 2 

direct  erwiesen  werden,  dass  sich  die  ‘ o ’ ’ 1 “ 

Näherungswerthe  dem  Werthe  der  eege-  is;.  v», m 

benen  Wurzel  wirklich  bis  auf  jede  be-  i \ Verwandlung  in  einen  Kctten- 
hehige  Grenze  näbern.  ‘ B®^®hieht  ganz  eben  so,  wie  es 

Es  folgt  dies  aus  der  Formel  Tur  die  eanzcii  Zahlen  gc- 

Kettenbrüihe  (siehe  den  Artikel:  unbe- 
stimmte Aufgabe) , die  schon  in  Ab-  Sei  z.  B.  die  Gleielmng  ' 

schnitt  l.'j  und  lö  dieses  Artikels  an-  'Ir»  4-r,r_i  _n 

gewandt  wurde.  „Igg. 

Seien  y der  Werth  iler  Wurzel,  — ün? 

— zwei  aufeinander  folgende  Nsherungs-  Es  ist  znnlehst 

, ■ A iVsi-i  K’37-5  9 

wortbc,  X der  auf  — ! folgende  voll-  — — n r, — =-;= 


3—, 


»» 

Ständige  Qaotient,  so  war 
A^x  + A^_1 
«.-f+Ä..,’ 
hieraus  ergibt  eich  sogleich; 


y-ö-= 


Ä.(ß«-+CV) 


1 _V37+5  , ^ 1 

Xi  2 

= — J—  + ^ 1 . 1 

V'37-5  6 - a,’ 

}/37-1  6 


Da  aber  immer 
ist  (siehe  Abschnitt  15,  IV),  so  wird 
A.  -i  1 


y—ö-= 


B,  B.(ß.w+fi,_-J- 
Es  nehmen  nun  sowohl  die  Zähler, 
als  die  Nenner  der  Ausdrücke  ^ fort- 

wahrend  zu , und  wachst  somit  der  Nen- 
ner des  Ausdruckes  rechts  bis  zur  Un- 
endlichkeit, woraus  folgt,  dass  y—  * 
sich  mit  wachsendem  njder  Null  nähert,  und 


a,  = — 

/37  -5  2 ’ . 

also  da  Cj  = — ist,  so  ist  die  Periode 

I 

gefunden.  Man  erhält  also; 

X,  = 1 

6+1 
1 + 1 
l-f-_l 
5+^ 

1+. 


wird. 

19)  Sei  jetzt  die  quadratische  Glei- 
chung 

ax>  +Aj;  + c=0 

gegeben,  a,  h,  c sollen  ganze  Zaiden, 
und  « positiv  sein.  Sind  es  nämlich  BrQchc 
CKler  a negativ,  so  lässt  sich  ja  die 
Qleitinng  leicht  auf  diese  Form  bringen. 
Sei 

i*  — 4ac  _ 

-4-  = D, 


Es  musste  hier  — berechnet  werden, 
weil  *,  kleiner  als  *1  ist. 

Was  die  2te  Wurzel  nnbetrifft,  so  ist 

6 o,’ 

^ _K'37+1  1^ 

' V^-1  6 ■^a,> 


d,  = -J—  -V^7+5  1 

V'37-5  2 
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2 _ V'37  +5_ 

■■  V^;T7  —'i  ~ ** 

also: 

-a-,  = l fl 

1 + 1 
.'■>  + 1 
1 + 1 
1+J 

5 + 


20)  Seien 


A . A' 
B W 


7.wei  auf  einander  foljjende  Nähcrunßs- 
xrcrlhe  de»  Ketlenbnnh« , welcher  eine 
der  Wurzeln  einer  quadratischen  Glei- 

chun^;,  t.  B.  — 2 B'l't'  '1er  »nf  -g. 

futi'emk-  ganie  Quotient  «ber : 


1 n+j 

*7v“’ 


. so  ist.  wie  in  Aiisehnitt  15)  V.  angeführt 

Wie  man  an.s  ilon  Kotlenbrüelicn  Nabe-  "'"'‘'‘•ii  ist.  ^ 
rungswerthe  für  die  Wnraeln  alilfitcn  V^  — 5 

kann,  ist  sclbstverstümlliih. 

Die  vollst&niligen  CoetfieieJilen  des 
Kettenbruehs  haben  immer  wieder  die 

A 


_ J _A’(J+A 

n B'{J+ß 


Form 


A’B-B'A  = ±1- 

Wie  oben  ist  iineb  liier  wegen  des  Werthes  von  Q verwandelt 
sieb  die  voileute  Gleicbung  in: 

Aj  immer  eine  ganze  Zahl.  J,  ist  ancli  ^ 

eine  ganze  Zahl,  wenn  I,  grade,  bat  aber  1'  A'\'J)JrA’J+A?i 

den  Nenner  2.  wenn  i ungrade  ist.  Bei-  - --  - 

des  soll  sogleich  gezeigt  werden.  «'>/}+«  J + 


d.  h. 


d.  h.  wenn  man  die  Nenner  wegsebafft: 

B//>_|(ß'J-t-ßA)  + V7i(ß'J+ßA'-|4ß')  = a{A'J+A?i)-\-aA'}D, 

B’D~{B'J+BS)-o(A’J+AS)  = yü{-B'J-BM  + ^l>B'+aA'), 


V'/Tist  aber  eine  Irrationalzahl.  Dies  muss  nämlich  bei  diesen  Selilussen  yor- 
aasgcsetit  werden.  Es  kann  dann  diese  Gleiehung  sich  nnr  crfallcn,  wenn  ihre 
rechte  und  linke  Seite  einzeln  genommen  Null  geben,  d.  h. 


nnd 


1)  ß'J  + ßA=2-iß'+a.C 


ß' 0 = |(ß' J + ß.V)  + o(A' J+ A .\ ). 


Die  zweite  Gleichung  aber  nimmt  auch  eine  ähnliche  Gestalt  an,  wenn  man  die 
erste  benutzt:  . 

a(A'J+AN)=B'ü-^{,aA'+^B’) 


oder,  da 


2^ 

D=-; — ac 
i 


1, 


2)  A'J+Ay=  -(rB'+^bA'). 

Ans  den  Glcieliungen  1)  und  2)  soll  jetzt  J eliminirt  werden.  Man  erhalt: 
3)  (BA’-AB')\-aA’'  + bA'B’  + cB''. 

Fdiminirt  man  aber  N aus  1)  und  2).  so  wird: 

4)  {AB'-BA')J=aAA’+^b(AB'  + BA')  + cBB'. 
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Da  aber  Convergeni  dieser  Entwickelntif' 

so  n.„ss  nach  Oleiehl«^)  ’ ,V  „o.hwen-  be^lese^n"**"“ 
dig  eine  ganze  Zahl  sein. 

Es  ist  aber  ^1)  Q “ “ d r a ti  s cli  e Gle  i chnn ge n 

/tÄ'+i?.t’  = 2/tß' mit  mehreren  Unbekannten. 

iTr,  "k"  ""K;«''“/»'’’’  Allgemeinen  lassen  sieh  Gleichun- 

4)’  dass  J eine  gen  mit  mehreren  Unhekannlen  nur  dann 
anf  quadratiseho  zariiekführen,  wenn  nur 
dag.  en  duieh  2 theilhar,  wenn  J nn-  eene  davon  qua.lralis.li,  die  andern  aber 
ist-  linear  sind. 

Mit  Bezug  auf  die  Gleiehungen  3)  und  Denn  sehon  2 quadratisehe  Gleiehun- 
4)  maehen  wir  übrigens  auf  ihre  Ueber-  gen  mit  2 Unbekannten  geben  im  All- 
einstimmung  mit  .lenjenigen  aufmerksam,  gemeinen  nach  Elimination  der  einen  eine 
welHio  m der  Lehre  von  den  quadrali-  Gleichung  4icr  Ordnung 
aehen  Formen  zu  der  aeqiiivalenten  Die  allgemeine  Form  der  Gleichongen, 

«-iacr  quadratisehen  mit  eine; 

den  Artikel:  Quadratisehe  hormen).  Unbekannten  führen,  wäre  demnach: 

1)  Aa-*  + fij|»  + Cs>+  •••+A.jy  + Ä,xH-C.ys+...y|,a-+B,y-|-t',j4.... 

2)  nx+/9y  + ysq.... 

3)  + ...  

Die  ^einfMhstc  Gleichung  dieser  Art  Auf  die  Gleichungen 


mit  2 Unbekannten  ist: 

xy  = a,  x+y  = i. 

Der  Werth  von  y ans  der  zweiten  in  die 
erste  gesetzt  gibt: 

x'  — bjcz:  — a; 


xy  = «,  j:-|-yzr4 

lassen  sieh  aber  viele  andere  Gleichun- 
gen, deren  Grad  höher  als  der  2te  ist, 
zurflekführen. 

Es  ist  dies  namentlirh  bei  solchen 
setzt  man  aber  a:  ans  der  zweiten  in  die  ^'^“''*““8';'’  2 Unbekannten  der 

erste,  so  kommt:  !>  symmetrisch  vor- 


erst«,  80  kommt 

y » — Äy  “ — II. 


kommen.  Eine  eolchc  Gleichung  but 
^ nämlich,  wie  leicht  zu  sehen,  immer  die 

Also^  dieselbe  Gloiohnng  gilt  für  x und  ■ 


r4(j'’y’-f-x’y'’)  = fi. 


y,  wie  dies  auch  sein  muss,  da  die  ge- 
gebenen Gleiehungen  sich  nicht  indem, 
wenn  man  x und  y vertauscht.  Nehmen  wir  an,  es  sei  in  irgend  einem 

Da  aber  x und  y im  Allgemeinen  Gliedc  der  Summe  g grösser  als  p und 
nicht  gleich  sein  können,  so  stellt  x die  gleich  p + r,  so  erhält  man  für  dieses 
eine,  y die  andre  Wurzel  der  Gleichung  Glied: 

«»-4x=_a  ^ 

. Es  ist  aber 


X +y  = (x+t/)'~rxy(x'  ^+y'  *) 


, , r-2  r_2 

und  da  x +y 


^4  r— 4 

-l-y  , . . . 
ganz  wie  x +y  behandelt  werden  kön- 
nen, so  kommt  man  endlich  auf  eine 
Form,  die  nnr  Potenzen  von  x-t-y  und 
xy  enthilt.  Setzt  man 

x-(-y  = w,  xy  = r, 

so  siebt  man  leicht , dass  das  entspre- 
chende Glied,  welches  von  der  p-f-ften 
Dimension  in  Bezug  auf  x und  y war, 
jetzt  in  Bezug  auf  u und  r nur  die’ 
p-t-rto  Dimension  hat,  da  dos  höchste 
Glied 

(ryf  (x+y)'  = uv' 


wird ; aUo  es  findet  eine  Rcduction  der 
Gleichung  um  9 Grade  statt. 

B^cispicl.  Seien  die  beiden  Glei- 
chungen gegeben : 

1) 

2)  j-y+x+y=:39, 

so  nimmt  die  Ictiterc  durch  Kinfübrooe' 
von 

x4-y=H, 

ohne  weiteres  die  bneare  Gestalt  an: 
n-f  r = 39. 

Die  crstcrc  aber  wird; 

7* 
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(x+y)>  -2*y  -jr-y  = 78, 

d.  h. 

«*— 2r  + « = 78, 

Gleichnnjrcn,  die  jetit  zn  einer  qnadra- 
tisclien  füliren  müssen,  da  die  eine  Itncär, 
die  andre  quadratisch  ist.  Man  crhiilt : 

«•+«  = 156,  ' 

also 

«,--i+il'625  =12, 

Dnzo  ergehen  sicJi  die  cntsprcclicnden 
Werthe  von  r: 


die  quadratischen  Olcichangen: 

l*-12x=:-27 

and 

x*  + 13j:=  —52. 

Von  denen  je  cincWunsol  gleich  die 
andre  gleich  y gesetzt  werden  muss.  K« 
ergibt  sidie 

X,  =:9,  !/i  =3, 

r,  = 3,  y,  = n,  

2 13^1''^  _ 13  V'-39 

^•■"2  2“" 

13 _ 13  , V'-39 


r,=27,  r,  = ,52. 

Die  Auftrahe  ist  nun  lurückgeführt  auf 
die  Auflösung  der  beiden  l’aarc  von 
Gleichungen 

x+y  = 12,  xy  = 27 

und 

x+y=  — 13,  xi/  = i>2, 
wovon  man  *dic  Auflösung  erhalt  durch 


Selbstverständlich  erhält  man  aus  einem 
Paar  von  Wurzclwcrthcn  ein  andres,  wenn 
man  die  Werthe  von  x und  y mitein- 
ander rcrtauscht,  da  die  Gleichung  in 
Bezug  auf  x und  y symmetrisch  war. 

Ist  aber  eine  der  beiden  symmetri- 
schen Gleichungen  schon  von  der  Form 
x-by  = n,  also  x-hy  bekannt,  so  tritt  eine 
fernere  Keduction  ein.  In 


r r 
X 4-y 


y .r  , r-2  r~2.  1),  \,  , 

= ('+y)  — rxy(x  +y  ) + • • ■ 


• kommt  cs  nun  bloss  auf  den  Grad  von 
xy  an,  und  offenbar  wird  dies  der  Grad 
des  letzten  Gliedes  rechts  sein,  da  diese 
Glieder  nach  aufsteigenden  Potenzen  von 
ry  fortschreiten. 

Offenbar  aber  ist  dies  letzte  Glied  von 
der  Ordnung  wenn  r grade  ist,  da- 

Ji 

r — 1 

gegen  von  der  Ordnung  — ^ — , wenn  rnn- 

gradc  ist.  Die  Ordnung  des  entspre- 
chenden Gliedes  der  Schlussgleichung 

wird  also  bezüglich  p-f^oder  p H — 

nnd  da  die  anJIlnglicho  Dimension 
p + y = 2p  + r war,  so  wird  im  ersten 
Falle  die  Ordnung  auf  die  Hälfte , im 
Seen  auf  \ weniger  als  die  Hälfte  re- 
ducirt. 

Beispiele.  Sind  die  Gleichungen 
2«  2m 

x*fy  = rt,  X -fy  =6 

gegeben,  so  ist: 

, P-O,  y = r = 2n, 
also  die  Sclünssglcichung  wird  vom  Aten 
Grade.  Sind  die  Gleichungen: 

2«+l  2M+1  , 

x-by  = fl,  X +y  ~ 0 

gegeben,  so  ist  die  Schlussglcidmng 
ebenfalls  vom  nten  Grade« 


Es  führen  also  die  Gleichungen 
x*4-y*  = i oder  x*-fy*  = 6 
in  Gemeinschaft  mit 

x+y  = (T 

noch  auf  quadratische  zurück. 

In  der  Tbat  ist,  wenn  wir 

xy  = M 

setzen: 

x"+y*  = (x+y)*— 3xy(x+5)=  a*— 3««, 
also  eine  lineüre  Gleichung.  Dagegen: 
x*+y‘  = (x+y)‘— 4xy(x>+y*)— 6x*y> 
oder,  da 

x>  + y>  = (x+y)>— 2xy 

war, 

X*  +y*  = a*  — 4«o’+2«’. 

Endlich 

x‘+y*=(x+y)‘-5xy(x»+y»)- 

10x»y*(x+y) 

und  wegen  des  Werthes  von 
x*-hy*  = o*— 3«wf, 
x*4-^*  = n*— 5uo*4-i^*«» 
so  dass  in  beiden  letzten  Fällen  sich  in 
der  Tbat  quadratische  Gleichungen  für 
u ergehen. 

Oft  kann  man  nicht-symmetrische  Glci- 
chnngcD  durch  Substitution  auf  die  Form 
von  symmetrischen  bringen. 
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welche  sich  in 
2«+l 


!.  B.  bei  der  Gleichung 

1 2"  1-1  . 

-y  =!>, 

Die  Aufgabe  ist  also-  zuriiekgefflhrt  auf 
die  Lösung  der  beiden  linearen  Glei- 
chungen 8)  nnd  9),  welche  $ und  9 ge- 
ben. Die  Gleichungen 

..2«+l  . 

-1-2  =4 

p-t-rna,  pr=» 

vcrwandelt,dcrFall,wcnnmani=-j,BeUt.  Gld”hnn*g”n 


22)  Kommen  mehr  als  2 Olcichnngcn 
and  die  entsprechende  Anzahl  Unbe' 


kanntcr  vor,  so  ist  der  Fall  natürlich  “““  ^ y*  mittels  der 

seltener,  da.ss  sich  diese  Gleichungen  auf 

quadratische  reduciren  lassen.  s+w  = r, 

Am  leichterten  wird  man  bei  solchen  , 3 

nlJol?  ‘9  n K'i“  ’ü  Glei-’h-ngen  zu  lösen  sind 

Bezug  auf  JC  2 Unbekannte  symmotnsch  -.hnlichea  Verfahren  führt  nn,-h 


sind,  und  wollen  wir  dies  ntir  an  einem 
Paar  Beispielen  klar  machen,  da  viele 
Uebungsbücher  von  diesem  Verfahren 
hinreichende  Anwendungen  gegeben. 

Beispiele.  Seien  gegeben  die  4 
Glei  chungen : 

1)  xy 

2)  a^+J  + » + t*  = «, 

3)  +»•+«•  = 4, 

4)  a:’+y*+i*  + «*  = c. 


Ein  ähnliches  Verfahren  führt  noch 
zum  Ziele,  wenn  man  hat; 

1)  xy-M, 

2)  j;+y+»+«  = a, 

3)  jr*+y*  + »'+«’  = 4, 

4)  jr‘  + »‘  + s‘  + »‘  = c. 

Man  setzt  wieder 

x+y  = p,  5-l-«=r, 
xp-iu-q-. 


Es  fludet  hier  einerseits  zwischen  , und  “ »«'■'‘o!?  da»»  Gleichungen  2)  und 
y nnd  anderseits  zwischen  s und  « voll- 

Ständig  Symmetrie  Statt.  Setzen  wir  also  ö)  p-fr— a, 

aus  denselben  Gründen,  wio  im  vorigen  6)  p*4-r*— 4g  = 6 

’ annchmen,  die  Gleichung  4 aber  wird 

x+y  = p,  xy  = q s+«  = r (.+y)‘  + (s+u)‘-iry(.. +y«) 

so  ist  SU  wegen  Qlcichnng  1)  auch  - 4äu(»* 4-u*)— 6j*y*  — 6i>u>  = c 


ständig  Symmetrie  statt.  Setzen  wir  also 
aus  denselben  Gründen,  wio  im  vorigen 
Abschnitte, 

an: 

x+y  = p,  xy  = q,  »+u  = r, 
so  ist  SU  wegen  Gleichung  1)  auch 
gleich  q.  odi 

Es  nehmen  dann  die  Gleichungen  2), 

3)  und  4)  die  Gestalt  an: 

5)  P + r = a, 

(jT+ y)  ’ + (i + ii) » — 2jry — 2iu  = 6 

oder 

6)  ps  + r>-49  = 4, 

(j: + y)  * + (5  + «)  * - 3jy  (j: + y + 1 +u)  = e 
oder  0,1, 

7)  p’  + r*  ^309  = 0. 

Die  Gleichungen  5),  6)  nnd  7)  aber  sind 


7)  p‘  + r‘— 496— 129*  = c. 

Setzt  man  noch  pr  = $,  so  wird  die  Glei- 
chung 6)  ganz  wie  oben: 

8)  a'—2t—^  = k, 

dagegen  wird  ans  7) 

(p+r)*— 4pr(p'  + r')— 6p*r>— 494 
— 129*  = c 

oder,  da 

p'+r‘  = (p  + r)'—2pr 


nach  p nnd  r symmetrisch;  setzt  man 
demnach,  da  p+r  = a ist,  noch 
pr  = i, 

so  werden  6)  und  7)  die  Gestalt  anneh- 
men : 

(p-|-r)s-2pr— 49  = 4 

oder 

8)  n>-2»-49  = 4, 

(p  + r)’ — 3pr(p  + r)  — 3«9  = c 

oder 

9)  o*— 3<ti— 3o9  = 0. 


rt‘-4s(a»-2i)-6i> -494-129»  = c, 
d.  h. 

9)  u‘  + 2i»— 4n»»— 494— 129»  =c. 
Von  den  Gleichungen  8)  und  9)  ist  8) 
linear,  9)  quadratisch,  sie  führen  also 
zur  Bestimmung  von  9 und  s mittels 
einer  quadratischen  Gleichung;  im  Uebri- 
gen  ist  das  Verfahren  wio  im  vorigen 
Beispiele. 

Statt  der  Gleichung  4)  kann  man  selbst 
noch  die  folgende  nclunen; 

j:*+y*-|-s‘-(-u‘  = c. 
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Es  werden  von  dieser  Aenderung  in  dem  vorigen  Beispiele  nur  die  Gleichungen 
7)  nnd  9)  berührt.  Statt  Glcithung  7)  nämlich  kommt,  wenn  man  wieder  p,  9 
und  r cinführt: 


(*+y)‘-5jy(x>+s>)-10jr*y‘(x+y)+(»  + “)‘-5^«G‘+«’)-10s’«*G  + «)  = « 


p‘4-r‘— 5y(jr*-f  y’  + 5*  + M*)— lOy’orrc. 


oder: 

Du  aber 

=p‘  + r*— 3u9 

ist,  so  wird  die  Schlussform: 

p‘+r‘— 59(p’4-r*)  + 5fi9’ =c,  . 

und  wenn  endlich  wieder  pr  — $ cingefuhrt  wird,  so  ist  statt  dieser  Gleichung  lu 
setzen : 


d.  h. 
oder  da 
ist; 
d.  b. 


(p  + r)*— 5pr(p* +»■•)  — 10p*r’(p+r)—5</(p*  + r*)+5a9’  = c, 
n‘— 5(s  + 9)(p*  + r*)  — lOfls’  =c 
p*+r>=(p  + r)*-3pr(p  + r), 
n*  — 5a’(s+9)  + 15ni(s+9)— lOas’  = c. 


n*  — 6o*r— 6n^9  + üns’  + löaiy  — c, 
offenbar  eine  Gleichung,  die  in  Verbindung  mit 

a * — 2s  — 49  = 

die  Werthe  von  s und  9 durch  Auflösung  einer  einzigen  quadratischen  gibt. 


Sind  alle  gegebenen  Gleichungen  für 
X und  y symmetrisch , und  eine  der 
Gleichungen  ist 

xy  = l, 

so  ist 

1 

und  da  wegen  der  Symmetrie  jedem 
Werth  von  jt  ein  Werth  von 


1 


entsprechen  muss,  so  wird»  wenn  man 
alle  Unbekannten  bis  auf  x eliminirt 
hat,  die  Sehlussgleichung  eine  redproke 
sein,  also  sich  auf  die  för  dieselben  an- 
gegebene AVeisc  reduciren  lassen. 

Die  Gleichung 

' j-y  = a 


Um  noch  eine  einfache  Anwenduu^ 
derselben  für  die  Elemente  der  Algcbr» 
zu  zeigen,  bcßchäftigcn  wir  uns  mit  der 

Aufgabe,  den  Ansdnick  wel- 

cher also  eine  Wurzel  unter  der  Wund 
enthält,  wenn  cs  geschehen  kann,  io 
eine  Summe  oder  UifTcrenz  zweier  eic* 
fachen  Wurzeln  zn  verwandeln. 

Zu  dem  Ende  setzen  wir: 

V'a  , V 6 l'x  j/y 

und  erhöhen  diese  Gleichung  ins  Qn*- 
drat.  Es  kommt  i 

aj_)^6  = j:  i y t 2/xy, 
eine  Gleichung , die  man  in  2 andere 
zerlegen  kann,  wenn  man  den  rntions- 
len  und  irrationalen  Theil  sondert.  E* 
kommt: 


nimmt  die  obige  Form  an,  wenn  man 
tf±ai  snbsiituirt,  wo  dann 

j-5  = l 
ist. 

23)  Pie  iiiiadratischcn  Gleichungen  mit 
mehreren  Unbekannten  finden  mancherlei 
Anwendungen  in  den  verschiedenen  Thci- 
len  der  Mathematik.  Ihr  wichtigster 
Gebrauch  ist  aber  der  in  der  analyti- 
schen Geometrie  zur  Bestimmung  der 
Eigenschaften  der  Linien  nnd  Flächen 
2tcr  Ordnung,  worüber  in  den  entspre- 
chenden Artikeln  das  Nähere  zu  finden  ist. 


idcr 


2V  .ry  = V 6 


4jry  = b. 

Ks  ist  iilso  Summe  und  Product  der 
beiden  Unbekannten  bezüglich  n und 

und  cs  wird  die  quadratische  Glci’ 

:huiig,  deren  Wurzeln  x und  y sind, 
äcin  (siehe  Absehniil  21): 
b 


— a.r  = — 


ilso : 


4’ 


Digitized  by  Google 


Quadratische  Gleichungen.  103  Quadrat.  Gleich,  (unbestimmte). 


^ = y = j(n  — V’n’  — A, 

folglich : 
nnd 

vWT = 

Die  Ansdrückc  rechts  nehmen  immer  die 
Gestalt  einfacher  Wuneln  an,  wenn 
n*  — b die  Form  eines  vollständigen 
Quadrates  hat. 

Beispiele: 

Ysi-  m'M  = v'87  - = 3V'7 -2/6, 

Vi+y2=i+i\% 

V'7 + 4/3  = /4  + V 3 = 2+  /3 . 

Man  kann  aber  allgemein  die  Frage 
stellen,  unter  welchen  Umständen  «*  — A 
ein  vollständiges  Quadrat  ist. 

Ks  muss  dann  offenbar  seFn: 

«*  — A = (rt  — r)*  =n*— 2nc4-c*, 

also 

A=  2rtc— c*, 

wo  c eine  ganz  beliebige  Zahl  ist. 

In  unserm  ersten  Beispiele  war: 
n = 87,  6 = 6048  = 2. 87-4ö-48% 

also 

a-c=3*J. 

duadratischd  Sleichangen  (uDbe- 
stimmte}. 

1)  Quadratische  Gleichungen  bleiben, 
wie  alle  Gleichungen,  unbestimmt,  wenn 
weniger  Gleichungen  gegeben  sind,  als 
die  Anzahl  der  Unbekannten  beträgt. 
Man  kann  dann,  wenn  z.B.  n Gleiohun* 
gen  mit  p Unbekannten  gegeben  sind,  im 
Allgemeinen  p — n der  letztem  beliebig 
bestimmen. 

Diese  BeUc}>igkcit  aber  hOrt  auf,  wenn 
man  über  die  Art  der  Wertlie  der  Un- 
bekannten Bestimmungen  trifft.  (Siche 
Artikel : unbestimmte  Aufgaben.) 

Wir  wollen  hier  nnr  eine  Glcichnng 
mit  2 Unbekannten  betrachten: 
ajc'  + 2bxy+cy'  + dx+ey  + f=0. 

Die  Coelflcienten  derselben  aeien  ganze 
Zahlen. 

Es  wird  znnachst  verlangt,  diese  Glei- 
chnng  durch  rationale  Werthe  von  x 
und  y zu  lOsen.  Weder  a noch  c eoUeu 
den  Werth  Null  haben  , denn  fände  dies 
z.  B.  für  a statt,  so  würde  die  Gleichung 


in  Being  auf  x vom  ersten  Grade  sein, 
also  sich  ohne  Weiteres  für  ein  beliebi- 
ges rationales  y auch  ein  rationales  x 
ergeben. 

Indem  rann  die  Gleichung  mit  4a  mul- 
tiplieirt,  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

(2nx  + by  + d)'  - (d+by)*  —ia(f+ey 
+ cy*). 

Also  wenn  man  setzt: 

2ax-f  4y4-d  = «, 
d’-iaf'=y, 
db  —2ae  zz  h, 

4*— 4foc  = A, 
so  kommt: 

u'  = Ay*  + ehy+g 
oder  wenn  man  noch 

Ay-f  A = r, 
h»-Ay  = B 

setzt,  und  mit  A multiplicirt: 
r>  = .4u*-fÄ, 

wo  weder  A und  B gleich  Null  sein  sol- 
len, da  sonst  sich  die  rationalen  Werthe 
augenblicklich  ergäben 

Ist  diese  letzte  Gleichung  in  rationalen 
Werthen  von  u und  t gelöst,  so  bat 
man  rationale  Werthe  für  x und  y mit- 
tels der  Formeln : 


Au  — 4r-t-A4  — Ad  c — A 


die  man  sogleich  aus  den  obigen  erhält; 
und  nur  in  dem  Falle , wenn  die  Glei- 
chung 

v^=An’  + B 

wirklich  auf  rationalem  Wege  lösbar  ist, 
findet  Gleiches  auch  für  die  gegebono 
Gleichung  statt.  Mit  der  Ictztgescbric- 
benen  Gleichung  haben  wir  nns  also 
allein  zu  beschäftigen. 

Noch  sollen  A und  B keinen  quadra- 
tischen Factor  haben.  Denn  wäre 

A-A'«\  B = B'p, 
so  würde  men  setzen  können ; 

T = ßt'  und  <ni=ßu', 

die  Gleichung  nehme  dann  die  Gestalt 
an: 

jj*r'  zzA'ßW'  + B'ß', 

d.  h. 

t'>  = AV 

was  wieder  die  Gestalt  unserer  Glei- 
chnug  Ist. 

Wir  betrachten  jetzt  e und  u als  Brü- 
che, die  anf  ihren  kleinsten  Generalnen- 
ner gebracht  sind. 
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Seien  demnach : 

r j 

t w=— 

» i 

Vfo  r,  i alle  drei  keinen  gemein- 
schaftlichen Factor  haben  dürfen. 

Unsere  Gleichung  wird  dann: 

wo  r,  iy  i ganze  Zahlen  sind.  Da  A 
und  B keinen  quadratischen  Factor  ha- 
ben, müssen  jo  2 der  Zahlen  r,  i,  s 
relativ  einfache  Zahlen  sein.  Denn  hät- 
ten z.  B.  r und  s einen  Factor  gemein, 
80  kann  derselbe  nicht  in  « Vorkommen, 
er  müsste  also  2 Mal  in  B als  Factor, 
d.  h.  als  quadratischer,  enthalten  sein. 

2)  Es  sollen  jetzt  die  Bedingungen 
nntersuebt  werden,  welche  stattfinden 
müssen,  damit  die  Gleichung 

überhaupt  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sei. 

Möge  f der  grösste  gemeinschaftliche 
Factor  v'Oii  v4  und  B^  also  A^zaf,  Bzzlf 
sein,  so  ist: 

-f  AA’- 

Es  sind  auch  af  und  6,  so  wie  bf  und 
a relative  Primzahlen , denn  wäre  dies 
nicht  der  Fall,  so  müssten,  da  a und  6 
relative  Primzalilcn  sind,  z.  B.  f und  b 
einen  Factor  gemein  haben,  also  in 
B = bf  müsste  ein  quadratischer  Factor 
Vorkommen. 

Sei  jetzt  p eine  in  b als  Factor  ent- 
haltene Primzahl,  so  ist  r*~~afs*  jeden- 
falls durch  p tbeilbar.  Es  sind  dann 
aber  weder  r noch  s durch  p theilbar, 
denn  wäre  cs  r,  so  müsste  cs  anch  s 
sein,  da  af  nicht  durch  p theilbar  ist, 
r und  s aber  haben  keinen  Factor  ge- 
mein. Es  lassen  sich  also  jedenfalls  2 
Zahlen  t und  ti  so  bestimmen,  dass 
${  — puzz\ 

ist,  oder  dass 

s(  = 1 mod  p 

wird.  (Siehe  den  Artikel:  unbestimmte 
Aufgaben.)  Verbindet  man  diese  Con- 
gruenz  mit 

^ r^^afs^  mod  Pi 
welche  stattliudet,  w^eil  r^  — afs*  durch 
p theilbar  wird,  und  multipHcirt  letztere 
mit  <*,  so  kommt: 

(rf)*Ert/*  modp. 

Es  muss  also  af  oder  A quadratischer 
liest  für  jeden  Factor  p von  bf  oder  Ä, 
d.  h.  von  B selbst  sein.  Für  B lässt 
sich  ein  gleicher  Schluss  machen,  und 
man  erhält  den  Satz : 


,4^ic  Gleichung 


ist  nur  dann  in  ganzen  Zahlen  lösbar, 
wenn  A quadratischer  liest  von  B,  und 
B quadratischer  Best  von  A ist.*‘ 

3)  Wegen  der  Gleichung 
r*  =:  o/i*  4-ÄA* 

ist  r durch  f theilbar,  w’ir  wollen  daher 
r — ftc 

schreiben,  dann  ist: 

/ic*  = rtr^-f-As’ 

oder,  wenn  man  mit  a multiplicirt: 
aftc*  = 

d.  h. 

(rtj)*  = —abz*  modf. 

ab  und  f sind  aber  relativ  einfache  Zah- 
len, denn  f hat  weder  einen  Factor  mit 
a noch  mit  b gemein.  „Es  muss  also 
auch  —ab  quadratischer  liest  von  f sein,“ 
weil  —abz^  ein  solcher  ist. 

Nun  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden, 
1)  wo  A und  B positiv  sind,  2)  eine 
von  beiden  Grössen  negativ  ist.  Denn  in 


können  nicht  gleichzeitig  A und  B ne- 
gativ sein. 

Aber  der  zweite  Fall  lässt  sich  immer 
auf  den  ersten  zurückfOhren.  Denn  sei 
z.  B. 

wo  A und  B positiv  sind,  so  können 
wir,  da  r durch  f theilbar  ist,  wieder 
setzen  r = /tr,  und  unsre  Gleichung  wird ; 

/‘ic’  = «5*  — 

oder 

rti*  -f /“’*• 

d.  h.  wenn  man  mit  a multiplicirt: 

(fli)*  = 

Setzt  man  für  a$  einen  eignen  Buch- 
staben, so  hat  man  ganz  die  obige  Form 
wieder.  Es  kann  diese  also  als  allge- 
mein gültig  angesehen  werden,  und  wir 
denken  uns  daher  sowohl  A als  B po- 
sitiv. 

Es  ist  aber  selbst  darauf  nicht  zu  se- 
hen, dass  in  der  Gleichung 


r»  =A$^-^Bt* 


die  Wurzeln  ganze  Zahlen  seien.  Denn 
jede  Anflösung  in  rationalen  Zahlen  gibt, 
wenn  man  die  Nenner  gleich  macht  und 
solche  wegschaCft,  auch  eine  AuÜOsung 
in  ganzen  Zahlen. 

Seien  zunAshst  A und  B ungleich,  und 
zwar  B kleiner  als  J ; cs  muss  dann,  da 
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n cina.lraUsdicr  Rest  von  .1  ist,  nolh-  Imbcii.  Uniiiitclbar  aber  acict  unsere 
weiubg  eine  oiler  niübrerc  jiositivc  Zahlen  Gleiehiinß,  „da^s  B quadratischer  Rest' 

von  ft  Es  war  dies  die  erste  un- 

serer 3 Bedingungen. 

Möge  nun  p ein  einfacher  Factor  von 
B sein,  der  aber  zunächst  nicht  in 
Aak*  enthalten  sein  soll.  Dann  ist 

mo<lp 


n geben,  die  kleiner  als  - und  so  bo 

schaffen  sind,  dass  a*  — ß durch  Ä 
tbeilbar  ist.  Es  ist  nun 


W»-ß  H*  1 , 


Sei 

— ä — jetzt  gleich  »«*, 

A t 

wo  der  quadratische  Factor  A*  natürlich 
auch  gleich  Eins  sein  kann , dann  ist 
auch 

ak‘<Li. 

Nun  wird  gesetzt: 

r—nt—Al', 

also: 

(a> -/?)/» -2/1  = 

oder ; 


und  da  A quadratisciier  Rest  von  p 
war,  so  ist  es  auch  n*>,  folglich  auch  a. 
Ks  ist  « also  auch  quadratischer  Rest 
von  B. 

Sei  jetet  p zugleich  in  n enthalten,  so 
ist  offenbar  i'  — a durch  p tbeilbar,  wenn 
l irgend  eine  durch  p thcilbarc  Zahl  ist, 
also 

f ’ S n mod  p, 

nnd  « ebenfalls  quadratischer  Rest  von  p. 

Ist  endlich  A durch  p theilbar  (*»  hat, 
wie  wir  gesehen  haben,  keinen  Factor 
mit  ß gemein),  so  ist  p ein  Divisor  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Factors  /"von 
A und  B.  Da  nun  wegen  der  Qlcichung 


Es  ist  nämlich,  — B fflr  n*  gesetzt: 
.If/A*,  und  I weggehoben. 

Multiplfcircn  wir  die  letzte  Gleichung 
endlich  mit  ak*,  so  kommt; 

(./*•/-«(')* -(ft* 

Indem  wir  nun  setzen; 

— i«('  = r',  k$  = i' 
nnd  damit  die  Gleichung 
n'-Aak‘  = B 
verbinden,  so  kommt: 

r'*  = n»'>  + ß('>, 

eine  Gleichung,  die  der  gegebenen  ganz 
ähnlich,  nur  dass  der  erste  Cocfficient 
1 z . 

k<7j1  ist. 

4 

4)  Wenn  die  3 Bedingungen  der  Mög- 
lichkeit fflr  A und  B erfüllt  sind , so 
crfflUcn  sie  sich  schon  von  selbst  fflr 
a und  B.  Wir  wollen  dies  jetzt  be- 
weisen. 

Bei  der  grösste  gemeinschaftliche  Fac- 
tor von  n nndä  B durch  </.  bezeichnet, 
also 

n = e//,  ß = jy. 

In  der  Gleichung 


»'-B=A„k' 

auch  n*,  d.  h.  /i  durch  / theilbar  sein 
muss,  so  kann  man 

n = fr 

setzen,  und  cs  ist: 

fr‘‘  z-i-i-aak’. 

Es  kann  aber  A nicht  durch  p theilbar 
sein,  da  sonst  B=bf  einen  quadratischen 
Factor  enthielte.  E'olglich  ist  auch  nicht 
rtoÄ*  durch  p theilbar.  Es  wird  aber:' 

—b  = ank’  modp, 
oder  mit  a multiplicirt: 

— uA  = o>«At’  mod  p 

nnd  da  —ab  quadratischer  Rest  von  f 
war,  so  ist  es,  auch  </;  es  ist  r also 
auch  quadratischer  Rest  von  B. 

Dies  war  die  zweite  Bedingung.  Sie 
findet  mithin  ganz  allgemein  statt. 

Es  soll  endlich  noch  —cj  quadratischer 
Rest  von  y.  sein. 

Dies  aber  folgt  ans  der  Gleichung: 
n*  — B = j4rA*. 

Da  R nnd  B nämlich  durch  </  theilbar 
sind,  so  ist  dies  auch  n.  Wird  also 


n'—B=.Attk' 

sind  offenbar  B und  k relativ  einfache 
^■nhlcn,  denn  hätten  sie  einen  Factor 
gemein,  so  hätte  auch  ti^  denselben  in  und  da  ff  und  relativ  einfache  Zahlen 
quadratischer  lorm,  und  B müsste  also  sind  (weil  sonst  B einen  quadratischen 
ebenfalls  durch  ein  Quadrat  theilbar  sein,  Factor  enthielte),  so  muss  auch  y4eA> 
emlall,  den  wir  hier  ja  ausgcsclilossen  zn  y relativ  einfach  sein.  —A  aber  war 


n = fi<( 

gesetzt,  so  ist:  ^ 

fiif—ff-Aek\ 
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i|us(lratiichcr  liest  zu  B,  also  nurli  zu 
>/,  mithin  auch  Ae  und  da 
Ae'k*  E — fjmody 

ist,  so  ist  —eg  quadratischer  Rest  von 
g,  wie  vornusgesagt  wurde. 

5)  Setzt  man  dies  Verfahren  fort,  so 
kommt  fUr  n eine  Zalil,  die  kleiner  als 

^ ist  n.  s.  w. , es  wird  also  die  Glei- 
4 

chnng  sich  in  eine  andre 
r’  = n'j*  + ß«’ 

znlctst  verwandeln,  wo  n kleiner  als  B 
ist.  Eine  solche  Gleichung  nennen  wir 
redneirte. 

Diese  reducirte  Gleichung  sei  jetzt 
wieder; 

r’  = ds»  + Ä<>. 

Sie  lässt  sich  nunmehr  nach  B hin  rc- 
dneiren,  so  dass  und  schliesslich 

der  zweite  Cocfficient  kleiner  als  A wird. 
Das  Verfahren  ist  das  nämliche  wie 
oben. 

Eine  Ausnahme  kann  nur  dann  statt- 
ßnden,  wenn  in  der  gegebenen  oder  in 
einer  der  reducirten  Gleichungen  A = B 
wird.  In  diesem  Falle  ist  unser  Ver- 
fahren folgendermasscn  zu  modifieiren. 

In  der  Gleichung  r’  = ß(i’4-*’) 

rt  = t = l,  B = f 

zu  setzen,  die  dritte  unsrer  Bedingungen 
wird  also  die,  dass  —1  quadratischer 
Rest  von  B ist,  die  ersten  beiden  sind 
sclbstrerständlieh. 

Ergiebt  sich  aber  eine  Gleichung  von 
dieser  Form  durch  Rcduction,  so  ist 
n—B,  also  n*  — B = ABk'. 

Es  folgt  daraus,  dass 

n=ßr  und  ßr’  — 1 = 4A* 
ist,  d.  li. 

Ak*  = — 1 mod  ß 

und  da  A quadratischer  Rest  von  ß war, 
so  ist  es  auch  — 1.  Diese  Bedingung 
der  Lösbarkeit  wird  also  auch  in  diesem 
Falle  immer  von  selbst  sich  erftlllen. 
Zur  weitem  Rcduction  setzt  man  nun : 
r = ß(s-s'), 
so  dass  man  erhält: 

ß(s-s')*  = s’-f<* 

oder: 

(ß  - l)i  • -2ßii'  -t-  ßs'  - = I • . 

Der  grösste  quadratische  Factor  von 
ß— 1 soll  wieder  k'  sein,  so  dass 
ß-l  = ^** 


ist,  also: 

ßkU>-2Bis’+Bt'*  = n. 

Wir  multipliciren  mit  ßk*,  und  setzen 
ßkU-B/z^rf 

und 

A(  = (', 

cs  kommt  dann : 

r"  = ß»"+^t'*. 

Da  in  dieser  Gleichung  ß und  ß relstir 
einfache  Zahlen  sind,  so  fällt  die  dritte 
Bedingung  ganz  weg.  Wegen  der  Glei- 
chnng 

ß = ;SA*-t-l 

oder: 

1 E ß mod  ß 

ist  aber  ß quadratischer  Best  von  f, 
und  da  — 1 quadratischer  Rest  von  B 
war,  und 

ßk'  = — 1 mod  ß, 

so  ist  auch  /fA*,  d.  h.  ß quadratischer 
Rest  zu  ß.  Die  Bedingungen  der  Auf- 
lösbarkeit finden  also  unch  bei  der  hier 
einznschlagcnden  Rcductionsweise  statt 

6)  Fährt  man  mit  diesen  Reductionrn 
fort,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eine 
Gleichung,  wo  einer  der  Coefficienten  1 
ist: 

r>  = s‘-fß<*. 

Wir  zeigen,  dass  diese  Gleichung  ininiet 
lösbar  ist,  und  damit  wird  auch  bewiesen 
sein,  dass  die  3 Rcdnctionsbcdingnngcn 
nicht  allein  nöthig,  sondern  auch  ent- 
reiehend  für  die  Auflösbarkeit  der  sneitt 
gegebenen  Gleichung  sind. 

W'as  nämlich  die  letzte  Gleichung  en- 
betrifft,  so  ist  um  sic  anfzulösen  nsi 
nöthig,  dem  Ausdrucke  s*-l-ßl’  die Fons 
eines  vollständigen  Quadrates  zu  geben, 
also  zu  setzen: 

s«.fß(*  = (s-l-«)», 
woraus  folgt; 

ßl»=2«s-l-«*, 

also: 

ß(’-«* 

* = -^ 

woraus  sich  dann  mittels  der  Glcicbnng 
r*=(s-fe)’  oder  r = s-t-a 
ergiebt : 

ß(*-Hn» 

2«  • 

I ist  also  ganz  beliebig  zu  nehmen  eben 
so  wie  o.  ,. 

Sollen  noch,  was  freilich  nicht  nbtsif 
war,  r,  s,  I ganze  Zahlen  sein,  so  setis 
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man  die  eben  gefundenen  Werthe  in  die 
Gleichung 

ein.  Es  kommt: 

(Ä»'4-n*)V  («<’-«*)•, 

- 

also  wenn  man  die  Nenner  wegschafft  • 

woraus  sich  ergiebt,  dass  unsere  Glci> 
ebnng  ebenfalls  erfüllt  ist^  und  awar  in 
ganzen  Zahlen  durch  die  Werthe: 
r = ß^*+«*,  szzBß'*  — n-,  i = 

Es  ist  in  diesen  Formeln  ß für  t ge- 
schrieben , um  es  von  der  unbekannten 
Grösse  t zu  unterscheiden.  <i  und  ß 
sind  beliebige  Zahlen. 

Es  ist  aber  auch  klar,  dass  wenn  die 
Ausdrücke  r,  s,  t einen  Factor  gemein 
haben,  dieser  unterdrückt  werden  kann. 
Kann  also  B auf  irgend  eine  Art  in  2 
Factoren 

B-hc 


zerlegt  w*erden,  so  setze  man  n = wo 
dann  der  Factor  c in  der  Thal  heraus* 
tritt,  und  man  erhält,  mit  Weglassung 
desselben, 

— Crt*, 

r = 2rt^. 

7)  Beispiel.  Die  aufzulöscnde  Glei- 
chung sei : 

r*=r32(*  + 17M>. 

Die  Keductionsgleichungen  waren 

rt’-ß  A , 

= ffÄ*,  wo  «<-^  ist» 

(siehe  Abschnitt  3) , in  unserm  Falle 
aber  ist 

^ = 32,  ß = 17, 

also: 

, , 49-17  , . 
fl  = 7,  da  — 

n = l,  Ä = l, 

r = 7f-32i',  r'  = f-7/',  s=s'. 

Die  Gleichung 

aber  wird 


r'»=s'»  + 17«'* 

und  mittels  der  Formeln  für  r,  s,  t im 
▼origen  Abschnitte  ergiebt  sich : 


r'=:17,■^’  + rt^ 

ferner 

r=7/-64rt,‘l, 

r'zzt  — liaß 

oder 

/ = 17,^^+a>  + 14rt^, 

also  anch 

r=119^*-f7rt>-f34rt5, 

s = s'  = 17;f*-a’. 

Süll  die  vorgclegte  Gleichung : 
uj:*4-if^-i’y4‘Cy’  d-dx+ey-f /'=Ü 
durch  ganze  Zahlc*n  aufgelöst  werden, 
80  lassen  sieh  allerdings  anf  diese  Weise 
Auflösungen  gewinnen,  wenn  man  aus 
den  sich  ergebenden  rationalen  Worthen 
die  ganzen  aassucht.  Indessen  würde 
die  Ausführung  grosse  Schwierigkeiten 
machen,  namentlich  wenn  alle  Auflö- 
sungen gefunden  werden  sollen.  Es  ist 
daher  die  Aufgabe  direct  anzugreifen. 
Für  einen  cinfacJicren  Fall  gibt  die 
Theorie  der  quadraiischen  Formen  die 
nölbigen  imifsmittcl  hierzu. 

8)  Wir  wollen  die  Gleichung 
ax*  -f-2ÄTy-j-ry‘*  — « 
iu  ganzen  Zahlen  auflösen. 

Das  Verfahren  gestaltet  sich  ganz  ver- 
schieden, je  nachdem  die  Determinante 
D-6*— ifc 

(siche  den  Artikel:  quadratische  Form) 
positiv  oder  negativ  ist.  Der  letztere 
Fall  aber  ist  der  bei  Weitem  einfachere. 
Wir  behandeln  ihn  zuerst. 

Es  sei 

6>  — ac=  — zl, 

so  hat  man , wenn  man  die  gegebene 
Gleichung  mit  a multiplicirt: 

und  wenn 

fl  j:  4-  = M 

gesetzt  wird 

«*  + Ay*  = ö«- 
Die  positive  Zahl 

u’  — rtn—  Ay  ^ 

hat  immer  eine  endliche  Anzahl  Werthe. 
Man  berechnet  dieselben,  indem  man  für 
y nach  der  Keihe  die  Zahl  0,  1,  2 , , , 
cinsetzC,  so  lange  bis 
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wird.  Dirjcniijcn  Wcrlhc,  die  an—  ' j/’ 
zum  Quadrate  machen,  sind  dann  Aiif- 
lüsungcn  für  u. 

Um  T za  finden,  sei  n einer  der  hier 
ßerundenen  Wertho  von  «,  der  ziigc- 
hürige  von  y,  so  muss  sein  entweder 


ax-^bß^n 

oder 

ax^bß:za 

oder 

ax-\-bß^  — rt 

oder 

flo:— 

also 

— \ a / 

oder 

die  ganzen  Zahlen , welche  sieh 
aus  diesen  Gleichungen  ergeben, 
sind  zu  nehmen. 

Selbstverstündlich  kann  aber  dies  Ver- 
fahren ein  sehr  langwieriges  sein,  und 
ist  es  daher  wohl  gethan , so  viel  als 
möglich  Wertho  von  u und  y,  welche 
kein  Resultat  geben,  gleich  von  vom 
herein  auszuschlicssen. 

Man  suche  die  Reste  von  A und  n 
fiir  einen  beliebigen  Modul  y,  dieselben 
mögen  sein  cf  und  y.  Es  können  dann 
nur  solche  Werthe  von  u nnd  y die 
Gleichnng 

«•-bAy*  = « 
erfüllen,  für  welche 

u’  + <fy’  = mody 
ist. 

Sei  imn  ß eine  positive  ganze  Zahl, 
die  kleiner  als  p und  quadratischer  Nicht- 
rest von  p ist,  so  darf  y nicht  so  ge- 
wühlt werden,  dass 

^-t-cfy*  = *>  mod  p, 

d.  h. 

ifj/'-y—ßmoip, 

ist. 

Sei  B eine  Zahl,  welche  für  y gesetzt, 
diese  Congrnenz  erfüllt,  so  sind  also 
alle  Werthe  von  der  Form  sp  + o für  y 
ganz  auszuschlicssen. 

Durch  zweckmässige  Auswahl  nnd  Ver- 
änderong  der  Zahlen  p und  ß gelangt 
man  zur  Ausschlicssung  vieler  Werthe 
für  y. 

Man  nimmt  übrigens  für  p nur  Prim- 
zahlen oder  Potenzen  von  denselben, 
da  andere  Zahlen  in  Bezng  auf  die  Aus- 
scbliessung  dasselbe  geben , als  ihre 
Eactoren.  Das  folgende  Beispiel  ent- 
nehmen wrir  „Mindings  AnfangsgrUnde 
der  hohem  Arithmetik  (Berlin  1832). 


Beispiel.  Sei  die  gegebene  Glei- 
chung: 

u»  + 13y*  =33934. 

Sei  p = 4,  also 

33934  = 2mod4, 

13  = 1 mod  4, 

also 

«’-hy’  = 2 mod 4. 

2 und  3 sind  Niebtreste  von  4,  ca  kann 
also  y ' nicht  congrnent  — 1 oder  3 
nach  Modul  4 sein.  Die  erste  Bedin- 
dung  schliesst  für  nnsera  Fall  keine 
Werthe  aus  , die  lelttcre  aber  zeigt,  dass 
keine  graden  Werthe  für  y zu 
nehmen  sind. 

Von  den  51  Werthen,  welche  kleiner 


als  y sind,  bleiben  also  noch 

übrig  für  y; 

1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19,  21, 
23,  25,  27,  29,  31,  33,  35,  37,  39,  41, 
43,  45,  47,  49,  51. 


Wird  jetzt  p = 5 gcscut,  so  muss 
u’-(-3y’  = 4mod5 


sein.  Nichtreste  von  5 sind  2 und  3. 
Also  alle  Werthe  von  y,  welche  eine 
der  Congruenzen 


2-|-%*  =4  mod5,  3-t-3y*  = 4 mod5 


erfüllen,  sind  auszuschliessen.  Dies  gibt: 


3y*5  2mod5,  3y’  = lmod5, 
y ' = 4mod5,  y’’  = 2mod5. 

Die  Quadrate  der  ungraden  Zahlen  aber 
können  nach  Modul  5 nnr  mit  1 nnd  4 
congrnent  sein.  Die  letzte  Bcdingnng 
schliesst  also  keine  Werthe  aus,  die 
erste  dagegen  die,  wo 

y = 2 oder  y=— 2mod5 
ist.  Damit  sind  ausgeschlossen  die  Zah- 
len: 


3,  7,  13,  17,  23,  27,  33,  37,  43,  47. 
Sei  jetzt  p = 7,  so  wird: 

u ' -1-Gy’  = 5 mod  7. 

Die  Nichtreste  von  7 sind  3,  5,  6,  und 
dies  führt  dazu,  dass  nicht 

6y*=2,  Gy’HO,  Gy’  = 6mod7 
sein  kann.  Diese  Congruenzen  nehmen 
die  Gestalt  an: 

y’  = 6,  y’  = l,  y’=0mod7. 

Die  beiden  letzten  Beziehungen  lehrten, 
dass  y nicht  von  den  Formen  7a,  7m-I-1, 
7n  — 1 sein  kann,  es  werden  ausgeschlos- 
sen die  Zahlen: 

1,  7,  13,  15,  21,  27,  29,  35,  41,  43,  49, 


ik 
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Ton  denen  jedoch  nur  7 noch  vorhanden 
waren. 

Die  Niehtreste  nach  11  schlicssen  von 
den  noch  vorhandenen  Zahlen  noch 

9,  11,  31,  45  ■ 

aus,  so  dass  für  einen  Versuch  nur  noch 


Ks  wurde  aber  auch  bewiesen,  dass  die 
l’ellsehc  Gleichung  immer  aufzalOsen  sei. 

III)  Aus  einem  Werlhgaarc  T,  U, 
welches  die  Gleichung  — /1b’  = 1 löst, 
lassen  sich  unendlich  viel  herstellen,  ver- 
mittelst der  Formel; 


5,  19  , 25,  39,  51 

übrig  sind,  und  es  zeigt  sieh , dass  nur 
y-5l  eine  Lösung  gibt.  Es  ist  nämlich 
ll'-t-13-51’  = 33934. 

9)  In  völlig  anderer  Weise  mnss  je- 
doch die  Auflösung  der  unbestimmten 
Gleichung 

ax' +'2hx!/  + cy*  = IV 

bewerkstelligt  werden,  wenn  die  Deter- 
minante : 

—ac 

positiv  ist. 

Wir  haben  uns  hierbei  auf  Einiges  zu 
beziehen,  welches  in  dem  Artikel  ,, qua- 
dratische Formen“  nachzuschlngen  ist. 

Es  waren  dort  namentlich  folgende 
Sätze  bewiesen: 

I)  Damit  man  zwei  Werthe  für  x und 
jr  bestimmen  kann,  wo  x und  y relative 
Frimzablen  sind , muss  nothwendig  D 
quadratischer  Rest  von  N sein.  Alle 
Auflösungen  unsrer  Gleichung,  welche 
zu  einer  Wurzel  der  Congrucnz 

«»■EDmodJV 

gehörten,  bildeten  eine  Grnppc, 

II)  Ans  einem  Werthe  von  x,  y Hes- 
sen sich  alle  derselben  Gruppe  angeliö- 
rlgcn  X,,  y,  finden,  wenn  man  setzte; 

_xt-(hx+yc)u  yl  + (ax+ki/)u 

z ’ z — . 


i+uy'ü=(T+uyi))'‘, 

wo  rt  eine  beliebige  positive  oder  nega- 
tive Zahl  ist.  Wenn  man  hierin  den 
rationalen  TheU  vom  irrationalen  trennt, 
erhält  man  2 neac  Werthe  t,  «,  welche  ' 
ebenfalls  die  gegebene  Gleichung  auf- 
losen. Sind  T und  (J  die  kleinsten  ganz- 
zahligen Werthe,  welche  die  letztem  er- 
fülfcn,  80  erhält  man  auf  diese  Weise 
alle  möglichen  Werthe  von  t und  w, 
uud  mithin  alle  von  x,  y,  welche  nnaro 
Gleichung  erfüllen,  und  zu  einer  Gruppe 
gehören. 

Verbindet  man  nun  sämmtliphe  Wur- 
zeln der  Congrucnz 

~D  mod  IS' 

mit  der  Gleichung 

so  hat  man  alle  Auflösungen  unserer 
Gleichung,  wenn  a,  2A  und  r keinen  ge- 
meinschaftlichen Factor  haben. 

hiS  kommt  also  lediglich  dantaf  an, 
für  die  Gleichnng 

-f  2Äjy-|-cy*^=r  AT 

aus  jeder  Gruppe  eine  Auflösung,  und 
für 

die  kleinste  zu  erhalten,  um  unsre  Auf- 
gabe völlig  zu  lösen,  so  weit  es  ina- 
ktiven Primzahlen  geschehen  kann. 


wo  l und  « zwei  Werthe  waren,  welche 
die  Gleichung: 

erfüllten , und  u der  grösste  gemein- 
schaftliche Factor  von  a,  2b  und  c w’ar. 
Haben  namentlich  a ^ 2b  and  c keinen 
gemoinscbaftlichen  Factor,  so  muss 

sein.  Diese  Gleichung,  welche  die  Feil- 
sche genannt  wird,  führt  auch  unmittel- 
bar zu  Aoflösnngen  der  vorletzten  all- 
gemeinen Gleiclinng-  Denn  sind  fp  t«| 
zwei  zosammengehörige  Werthe  von  t nnd 
M in  der  Feilschen  Gleichung,  so  crrüllcn 
offenbar  die  Wefthe 

U=CÜ«| 

die  Gleichung 


10)  Seien  jetzt  x und  y keine 
relativen  Primzahlen,  so  wird  die 
linke  Seite  der  Gleichung 

ö4:’+2Äxy4-cy*  xN 

und  folglich  anch  N den  grössten  ge- 
meinschaftlichen Factor  von  x nnd  y in 
quadratischer  Form  enthalten. 

Sei  A dieser  Factor  und  A'rzA*#»,  so 
ist  also 


ax‘*-\-2bxy-\-cy'*~h^y, 

X nnd  y aber  sollen  nach  der  Voraus- 
setzung den  Factor  A haben,  es  ist  also, 
wenn  man  durch  A*  dividirt: 


“(i)’+0©+'Ö)'= 


XU., 

jj-,  J sind  ganze  relativ 


einfache  Zablen. 
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Löst  man  also  die  Glciohung: 
or*  +26rir-|-nr*  =r  y 

in  relativ  ei^arhcn  Zahlen  auf,  und  setzt 
T = Ar,  so  ist  die  obige  Gleichung 

ebenfalls  gelöst,  und  dieser  Fall  anf  den 
vorigen  zurückgeführt. 

Ferner  ergiebt  sich  leicht,  dass  man 
annehroen  kann,  u,  b und  c hätten  kei> 
nen  Factor  gemein,  denn  wäre  dies  der 
Fall,  .80  konnte  man  A',  welche  Zahl 
denselben  Factor  haben  muss,  durch  ihn 
dividiren. 

Es  kommt  also  eigentlich  nur  auf  eine 
der  beiden  Gleichungen 

nnd 

(*  — 0«*  = 4 

an , je  nachdem  a und  c nicht  beide 
grade  oder  beide  grade  sind. 

Auf  den  letzten  Fall  lässt  sich  angen- 
blicklich  auch  die  Auflösnng  der  Glei- 
chung: 

oa:* + i-iy  + cy  * = iV 

saruckAlhren , indem  man  mit  2 muUi- 
plicirt. 

In  diesem  Falle  ist 

D — b*  — 4flc 

also  D nngrade,  da  b nngrade  angenom- 
men wurde. 

Setzt  man  nun  in  der  Gleichung 
I’  — Om*  =4 

t':,2f  and  m=2c,  so  erhält  man  wieder: 
i*-Oi.*  = l. 

Dies  ist  die  Feilsche  Gleichung,  und 
man  hat,  wenn  man  die  kleinsten  Werthe 
von  r und  v kennt,  nur  I = 2r  und 
v=2u  noch  zunehmen. 

11)  Die  Auflösung  der  Gleichung 
fljT*  -\-2bxy+cy  * = N 
nnd  folglich  auch  die  der  Gleichung 
r*0«*=:l 

läset  sich  mit  Ilalfe  der  Kettenbrüche 
bewerkstelligen. 

Es  ist  SU  dem  Ende  nÖthig,  hier  noch 
einen  Satz  über  diese  Brüche  anznfuh- 
ren,  weldier  sich  auf  die  Bestimmung 
der  Näherangswerthe  bezieht.  Sei  y po* 
sitiv,  und  gleich  dem  Werthe  eines  ge- 
gebenen Kettenbraches.  Es  soll  unter- 


sucht werden,  oh  der  gegebene  Bmch 

p 

— ein  Näherungswerth  von  v ist. 

9 

p 

Sei  ~ in  der  That  ein  Nahemngs- 

werih , — - der  Ihm  Vorhergehende. 

9a 

Sei  also: 

’ '~+l 


+ J_ 

«•» 


so  muss  sein  entweder 

y=(i+^ 

«,+ 


+ 1 


.+J 

X 


oder 


y = n+J_ 

0|  + 1 


+ 1 


«,-1  + 1 
1 + 1 


fall«  ~ ein  N&hcrnngswerth  Ton  y ist. 

Denn  mit  Einweglaasnng  von  — geben 
diese  beiden  Brüche  nnd  nnr  dies,  den 
Werth 

H 

Der  — vorhergehende  N&hemngswerth 
P. 

von  u war  — . 

9. 

In  der  ersten  Voranssetxnng  nmfust 

dann  — * alle  Partialnenner  bis  in 

9. 

der  letztem  aber  bis  — 1,  die  Anznbl 
der  Kenner  ist  also  im  letstem  FaUe 
am  1 grosser  als  im  erstem. 
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Us  nun  aisu 

M.-9P.  = ±1  = 

i»t,  unc]  das  Zeichen  rechts,  wenn  man  qj 

in  der  Zahl  der  NäheruiujHwerthe  fort-  Folglich  ist  dann  — ein  Nähcrungswertli 
schreitet,  abwechselnd  positiv  und  nega-  9 

lir  ist,  so  hat  man  ira  zweiten  Falle  Hi  oder  er  ist  dies  nieht,  je  nach- 

. ‘1®'"  <f  nicht  grösser  oder  (^)sser  als 

rV»  ¥r»  — g 

wenn  im  ersten  — = i ist,  wo  t '“*• 

eine  der  Zahlen  -fl  oder  -1  bedeutet.  * „„„i.  „ ,i. 


Ausserdem  aber  war: 


'9-T  + 9.’ 


vj-p 

dieser  letzte  Ausdruck  enthalt  das  ver- 
langte Criterium. 


Endlich  ist  noch  q,-'q,  da  die  Nkhe- 
rungswerthe  der  Kettenbrüche  in  Bezug 
auf  die  Grösse  der  Zähler  und  Nenner 

immer  zunehmeu.  Ferner  ist  - ^ — im- 
j V + 9, 

mer  grösser  als 

„Wenn  also  if  kleiner  als  ^ ist,  so 


Es  ist  nämlich  klar,  dass  z-  positiv  «in  NÜierungswerth  von  y.“ 


und  grösser  als  1 , wenigstens  glcivh  1 
sein  muss , weil  im  entgegengesetzten 

Falle-  grösser  als  1 wäre,  und  dann 

der  letzte  Partialnenner  nicht  richtig  sein 
könnte. 

Ist  also  nicht  in  dieser  Weise  zu 
bestimmen,  so  kann  der  gegebene  Aus- 
druck — kein  Nähernngswertb  sein. 

, 9 

Ua  nun 


P_  -0’9.-9P.) 

' 9 9(9*+9o) 

ist,  so  muss  immer  derjenige  Werth  ron 
P9o-9P.  = ±l 

genommen  werden,  welcher  dem  Zähler 
gleiches  Zeichen  mit  y— - giebt,  also 
selbst  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat. 
Setzt  man  noch  _ 

±f 

* 9 9*  ’ 


Beispiel.  Es  wird  gefragt,  ob  xa 

28 

781 

ein  Näherangswerth  von  ist. 

ul7 

Man  hat 

^ 2+1 

G+l_ 

2. 

Es  ist  nun  entweder 
--2+1 


^=2+1 
»■>  2+1 
6 + 1 
1. 

Im  ersten  Falle  würde  p,=:32,  f.  = 13, 
im  zweiten  p,  =37,  9,  = 15  werden.  Im 
ersten  Falle  ist 


cf  also  gleich 


im  zweiten 


genommen  wurde,  so  muss,  damit  x>l 
•ei,  auch  t/  < — - — werden. 

W V ' 

Wenn  aber 


P9s-9Ps  = l. 
P9s-9Ps  = -l- 


_p  _ m _ 


‘^~7*+9i  =±(9’y-P9). 

abgesehen  vom  Vorzeichen,  kleiner  als 
9 

— — ist,  so  ist 
9 + 9, 

9>9+9s<^. 


^9  317  28  317. 28‘ 

Es  ist  also  der  erste  Werth  zu  nehmen, 
da  dieser  p9,  — 9p„  positiv  macht.  Ab- 
gesehen vom  Zeichen  ist 

<1_  5 

9>“  317-28’ 

9>=28>, 
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also 


, 5-28  1 

317  ^2' 


69 


Es  muss  also  in  der  Tlial  ^ ein  N»- 
<■  28 

u V 781  . 

hcrnngsii^th  von  scm. 


Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichnng 
OS*  +2i2+ci0 

sind  aber: 

+ fD-b  , -VW-k 

» = und  » = — • 

a a 

Eine  von  diesen  stimmt  nUo  immer  mk 


Wirklich  erhalt  man: 

2+1 


6 + 1 

- 2+1 
1 + 1 
T+1 

4. 

12)  Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  dass 
sieh  mit  Ilfilfc  der  KettcnbrOche  immer 
die  AnflCsnngen  der  Gleiehung 
04T*  +26xy +cy  ’ = N 

ergeben. 

Sei  zunächst  A’_positiv  oder  negativ, 
aber  kleiner  als  Y D,  so  sind  dieWerthe 
von  xnndy  in  relativen  Primzahlen  zu- 
gleich in  der  Anzahl  der  Näherungs- 
hrüchc  enthalten , welche  sich  ergeben, 
wenn  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 
os*+24s+c=0 

in  einen  Kettenbruch  verwandelt. 

Es  ergehen  sich  auf  diese  Weise  alle 
Werthe  von  x und  y,  wenn  o und  N 
gleiche  Vorzeichen  haben. 

Beweis.  Seien  p und  y ein  Paar 
entsprechende  Werthe  von  x und  y, 
also 

flp»+24p?  + cy’  = N 

oder: 

(op  + 4y)*  — fly’  = <«•, 
woraus  sich  ergiebt: 

(oE-H4).  = D+^, 

d.  h.  entweder; 


dem  Werthe  von  - in  Bezug  auf  das 
? 

Vorzeichen  der  Quadratwurzel  Sherein, 

P 

und  wird  aus  gefnnden,  wenn  man 


9 = 0 

setzt.  Sri  s diese  j^tzt  voIUtandig  be* 
stimmte  Wurzel»  so  ist  immer: 


d.  h. 


-V 


-(*  y)~y*||^+|'(fl+^|. 

Nach  dem  vorigun  Abschnitte  aber  ist 

p 

- ein  Nfthemngswerth  von  s,  wenn  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen: 

P (f  1 

S-^  =—•  und 

9 9*  2 

war. 

Es  ist  hier 
j N 


oder 


= - VS)-*. 


Selbstverständlich  aber  kann,  wenn  p 
and  y gegeben  sind,  nur  eine  dieser 
beiden  letzten  Formeln  richhg  sein. 


y/ö-+y(ß+^). 

Non  war  nach  unsrer  Annahme 

n<Yd 

und  demnach,  wenn  — positiv,  d.  h. 
9* 

wenn  o nnd  S dasselbe  Zeichen  haben, 
ist  diese  Bedingung  immer  erfüllt.  E« 

ist  also  jeder  Werth  von . ^ unter  der 
9 

Zahl  der  Näherongswerthe  von  s ent- 
halten. 

Haben  a nnd  Af  das  entgegengesetate 
Vorzeichen,  so  braudit  nicht  jeder  Werth 

von  — ein  Nähemngswerth  von  s zu  sein. 
9 

Jedoch  da  die  Zähler  und  Nenner  der 
Näherongswerthe  immer  wachten,  so  kann 
man  y so  gross  nehmen,  dass  A'  kleiner 


als 


’ird,  vorausgesetzt,  dass 
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fi<yiÖ  ist.  Dann  ist  und  man 

frhält  also  in  jedem  Falle  durch  unser 
Verfahren  Anflüsungen  der  unbestimmten 
Gleichung,  falls  dergleichen  in  rclaliTcn 
Primzahlen  mOglicli  sind. 

13)  Was  die  Gleichung 
t’-Du’  = l 

und  selbst 

anbetrifft,  so  ist  die  Gleichung,  welche 
den  Kettcnbrnch  giebt: 

i'-D  oder  i = 

In  dem  Kettenbrnch  fOr  U sind  aber 
alle  Auflösungen  unserer  Gleichungen 
enthalten.  Denn  znn&chst  ist 

und  (f  wird  gleich 


gleiches  Zeichen  haben.  Denn  da  die 
eben  hingcstelltcn  Werthe  fbr  p,  und 
q^  alle  Wurzclwcrthc  derselben  Gruppe 
enthalten,  so  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  in  jeder  solchen  Gruppe  sieh  Werthe 
Anden  müssen,  wo 


n<Jd+— 

r ?i* 


A). 

je  nachdem  die  erste  otlcr  zweite  Glei- 
chung gilt,  ein  Ausdruck,  der  immer 

kleiner  als  — ist,  wenn  D grösser  als 
1 ist. 

Was  namentlich  die  Feilsche  Gleichung 
anbetrifft,  so  ist  in  dem  Artikel:  Qua- 
dratische Formen  der  Beweis  geführt 
worden , dass  sie  immer  auflösbar  sei, 
und  ihre  Wurzeln  sind  also  immer  auf 
diese  Weise  zu  Anden. 

Hatte  man  aber  nur  ein  Paar  Wur- 
zeln der  Gleichung 

D-Du>=l, 

T und  U,  und  zwar  die  kleinsten  berechnet, 
so  gab  die  Formel; 

/ + uVF=(TH  vfü)^ 

Alle  Uebrigen,  und  man  konnte  dann 
rait  Hülfe  einer  AnÖGsnng  der  Gleichung 

<zr  * -I- 26  d- cp  • = jY 
alle  zu  derselben  Gruppe  gehörigen  An- 
den, wenn  man  setzte : 

Pt-pf  — Q>P  + cq)u,  q^=q(  + (ap  + bq)u. 
Man  hat  also , selbst  wenn  a und  N 
gleiches  Zeichen  haben,  nicht  nölhig  mehr 
als  eine  Wurzel  aus  jeder  Gruppe  mit- 
tels der  Gleichung 

ojs-p26ä-l-c'=0 
zu  bestimmen. 

Dies  Verfahren  führt  aber  auch  dann 
zu  allen  Wurzeln,  wenn  a nnd  ;V  un- 


wird, zu  deren  Kenntniss  also  unser 
Verfahren  fuhrt. 

Sei  nämlich 

ap  + bq  = n,  q = ß, 

so  wird: 

haben  a und  /)  gleiches  Zeichen,  so  muss, 
da  I und  u über  alle  Gränzen  wachsen, 
dies  auch  mit  q^  der  Fall  sein. 

Dasselbe  aber  tritt  auch  ein,  wenn  ß 
nnd  a ungleiches  Zeichen  haben.  Dies 
sieht  mau  sogleich,  wenn  man  zur  Be- 
stimmung von  t und  u die  reenrrenten 
Formeln  anwendet: 

t u ^,  = 2Tu  +« 

a-pl  n a — 1 a a— 1 

Da  t >t  « >«  ,,  SO  wachsen  diese 

a a-l  a a-l 

Ausdrücke  t u . offenbar  mit  zn- 

a+l  a-pl 

nehmendem  n schneller  als  die  Reiben ; 

t’  1’  i>  t • ■ • 

n — 1 «—1  ••—1  >•— J 

3u  , 7«  ,.  17u  ,41»  , . . . , 

n—l  ■—1  ’ 

die  mau  erhält,  wenn  man  / f * 

» ii-l 

u =M  T=1  setzt,  und  i t 

n fi-1  n \ 1 «4-2 

bestimmt.  Es  wird  dann: 
ßt+nu  = $(ßt^_^+ 

wo  s ins  Unendliche  wächst,,  und  du 
ßl  +cm  nicht  für  jedes  t und  » 

Null  werden  kann,  so  wird  in 

der  That  ins  Unendliche  wachsen. 

Es  ist  also  durch  die  Verwandlung 
der  Wurzel  ?on  Gleichung; 

in  einen  Kettcnbrnch,  jedenfalls  ans  je* 
der  Gruppe  eine  Auflösung  zu  finden. 
Alle  übrigen  Auflösungen  aber  giebt  die 
Feilsche  Gleichung.  Es  ist  hier  ange- 
nommen, dass  a,  2&  und  c nicht  alle  drei 
grade  sind.  Das  Gesagte  erleidet  eine 
leichte  Modification,  falls  dies  stattßndet. 

Nach  dem  in  Abschnitt  10)  Gesagten 
ist  dann  zu  setzen: 

D-|»z  = l 

und  wenn  Tnnd  U die  kleinsten  AnflOsongen 

8 
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dieser  Gieichnng  sind,  erhält  man,  wie 
oben  alle  übrigen,  durch  die  Formel: 


mit  Hülfe  der  Pellschcn  Gleichung  die- 
selben Resultate  geben. 

15)  Beispiel.  Die  gegebene  Glei- 
chung sei : 


Dann  aber  wird: 

2pt  — {bp  + cq)u 
Pi-  2 

Sjf  + («p  + Ä»)« 

?■ 2 

da  2t  Tür  I »n  setzen  ist,  und  die  For- 
meln in  Abschnitt  9)  II.  den  Nenner 
u = 2 enthalten. 

14)  Man  brancht  aber  auch  nur  eine 
beliebige  Wurzel  der  Gleichung 
oi*+2As-4-e  = 0 

in  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln. 
Denn  es  lasst  sich  zeigen , dass  die 
Naherungswerthe  beider  Wurzeln  diescl 
ben  Gleichungen  auflösen. 

Ist  nämlich 

P , _ pl-(cg  + bp)u 

y,  jf-|-(ab-(-4?)M 

eine  der  Wurzeln  der  Gleichung,  so  ist 
auch 

Q _ pl  + (cj  + bp)u 
?,  yl-(np-l-Av)« 

eino  solche.  Es  ist  nämlich  nur  das 
Zeichen  von  t verändert.  Oflfenbar  aber 
kann  man  in  der  Pellschcn  Gleichung 
Xür  I auch  — f setzen.  Mit  wachsendem 

t und  w nähert  sich  — der  Gränze  }/ D, 

w 

und  cs  werden  dann  die  Gränswerthe 


lli-*-6xy-7y’  = -7. 

Sic  ist  gelöst,  wenn  man  x=0,  y = l 
setzt.  Wenn  in  die  Formeln  für  p, 
und  in  Abschnitt  13) 

y = Ü,  y = l,  a = ll,  3,  c=— 7 

gesetzt  w’ird,  so  kommt: 

Pi=7f,  = 

t und  V giobt  die  Entwickelung  ron 
— oe  = V 86 

in  einen  Kettenbrueh.  Die  ersten  Nt- 
hernngswerthe  T und  If,  welche  dir 
Gleichung 

(>-86u>=l 

erfüllen,  sind 

T = 10405,  l'=1122 

(siehe  unten).  Es  sind  mithin  also  auch 
die  fclein.sten. 

Die  eine  Wurzel  der  Gleichung: 
llt’-64-7  = 0 

ist 

y'86+3 

11  • 

Dieselbe  in  einen  Kettenbruch  entwickelt 
führt  zu  folgender  Rechnung: 

11""  « 


Ton  — , bezüglich 

?i  9i  _ 

p]f  D—{cq  + bp)  p]/  D+eq  + bp 
qY  0 + ap  + bq  qVD—(ap  + bq) 

Das  Prodnet  dieser  Ausdrücke  ist  aber: 
— ne) — {cq  + bp)^  _ c 
9*(A*— oc)— (op-f-Aj)’  o 

Ihre  Summe : 

ipqD  + 2(np  + bq)(bp  + eq)_  —2b 
q^(^b* —ac)  — (ap+bq)*  a 

Beide  Ansdrücke  sind  also  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

as*-|-2At  = c. 

(Siche  den  vorigen  Artikel).  Ist  also 

— ein  Naherungswerth  der  einen  Wur- 
9i 

zel  dieser  Gleichung,  so  ist  — ein  sol- 

9 1 

eher  der  andern  Wurzel,  so  dass  beide 


2 «. 

^86-1-8 

14.  3 — T^  = l-1 

‘ 11  14  a 

^86-1-3  .,1 
«,=  -7-  = l+- 


10 


>'86+6  „^1 

u,=  — £ — =oH 

* 5 «, 

..=''“±2  = I8+i 

5 M, 

_)%+6_  1 

10 
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>^§6+4^11  1 


>86+3 
' 11 


Die  entsprechenden  N&hernngswerthc 
sind ; 


Die 
sind : 


entsprechenden  Nähemngiwcrthe 


9 

10 

19  29 

106 

1937 

28  37 
’ 3 ’ 4 ’ 

65 

102  881 

983 

8^’ 

9’ 

17’  26’ 

95’ 

1736' 

7’ 

11 ’ 95  ’ 

106’ 

5917 

7854 

1864 

2874 

10405 

5303’ 

7039 

201’ 

307 

’ 1122’ 

Durch  Einsetzen  in  die  Gleichung: 
llj>-6xy-7jt»  = -7 
sieht  man,  dass  nur  die  Werthe 
p = 10,  9 = 9 nnd  p = 7854,  9 = 7039 
innerhalb  der  Periode  sie  erfüllen.  Die 
zweiten  Werthe  aber  enthnhen  schon  die 
oben  gegebenen  Ausdrücke  p,  und  9,, 
BO  dass  nur 


p = 0,  10,  9 = 1,  9 

übrig  bleiben.  Die  letzten  Werthe  ge- 
ben noch,  wenn  man  wieder  I nnd  u 
einfOhrt,  die  allgemeinen : 

p = 10<+39«,  9 = 9(+83m, 

I nnd  u selbst  die  reenrrenten  Formeln; 


t ,=2Tt  +1  . u , =27«  +« 

• Pt  a a— 1 aft  a a 


Was  schliesslich  noch  die  Entwicklung 
ron  >86,  also  das  Anffinden  von  T nnd 
l'  anbetrifft,  so  ist: 


:9+l 

u 

3+- 


>^86 
V86+9 

“=  -5- 
_>'86+6 
-10- 

», ^ -1+^ 

_V86+3 

-jj- 

_V86+8 

2 

_>'86+8 


:1+1 


:1  + 1 


^-  = 8+- 


11  ■ 

l'86+3 


’ 10  ■ 


:1  + 1 


Der  letzte  Werth  erfüllt  aber  die  Glci- 
diong 

16)  Kf  sei  nun  in  der  Gleicht! 
ff j:  * + Ä jy -f- f y ^ = JV 
N grösser  als  YU. 

Immer  wird  angenommen,  dass  a,  6,  c 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  habcD, 
weil  man  sonst  durch  denselben  dividi* 
ren  könnte,  da  auch  iV  ihn  haben  muss. 

Die  Zahl  h ist  hier  nicht,  wie  oben, 
als  grade  betrachtet.  Es  braucht  also, 
wenn  b nngradc  ist,  nicht  mit  2 mnlti- 
plicirt  xn  werden. 

Ks  wird  auch  angenommen,  dass  keine 
der  Zahlen  x nnd  y einen  gemeindchaft* 
liehen  Factor  mit  N habe.  Denn  wenn 
Solches  der  Fall  ist,  also  wenn  t.  B.  y 
nnd  A den  Factor  y gemein  haben,  so 
wäre: 

y=j!Ti. 

und 

|s:>+6j-y,+5cy,*  = JV,; 

CS  müsste  mithin  — eine  ganze  Zahl 
S 

sein.  Es  w»r  aber,  wie  überall,  ange- 
nommen, dass  X nnd  y keinen  gemein- 
sebaftiiehen  Factor  haben.  Folglich  ist 
a theilbar  durch  y. 

Es  verwandelt  sich,  wenn  man 
a = yrt, 

setzt,  dann  die  Gleichung  in: 

o,i»  + 4jry,+ycy,’  = JV,, 
wo  j,  nnd  y, , sowie  y,  nnd  A',  rela- 
tive Primzahlen  sind.  Ks  giebt  solcher 
Qlcichnngcn  dann  so  viel,  als  gemoin- 
schaftlichc  Factoren  y von  a und  N vor- 
handen sind. 

Durch  Wiederholung  unseres  Verfah- 
rens werden  a und  A’  immer  auf  eine 
Form  gebracht,  wo  sie  relative  Primzah- 
len sind. 

Nehmen  wir  also  jetzt  allgemein  an, 
in  der  gegebenen  Gleichung: 

8‘ 


Digitized  by  Google 


Quadrat.  Gleich,  (unbestimmte).  116  Quadrat.  Gleich,  (unbestimmte). 


ax'  +ixy+ey*  - jV 

seien  a und  N relative  Primzahlen , so 
setzt  man: 


wo  (las  Zeichen  so  ztx  bestimmen  ist, 
dass  ^ A positiv  wird.  In  dieser  Glei- 
chung denkt  man  sich  Xf  y als  gegeben^ 
-1  aS*x' 

oder  wenn  man  mit  4 \ 


und  x\  fl  als  Unbokanntc , welche  sich 
somit  leicht  bestimmen  lassen. 

In  der  Reihe  der  Anflösungen  dieser 
unbestimmten  Gleichung  kann  dann  n 
so  angenommen  werden,  dass  es  die 
Gränzen  — und  -f  ^iV  nicht  über- 
schreitet. 

S(izt  man  aber  diesen  Werth  von  x 
in  unsere  Gleichung,  so  kommt: 

+ f*)  yx'y + (im  * + 2bn  -f-  r)y  * — j\ 
dividirt : 


aA'j'*  -H  2(ff«  -f  b)x*y  -f 


Vwi  * + 2bn  + c 


.V 


)y- 


fl. 


N und  y waren  relative  Primzahlen, 
cs  ist  also  on’  + 2A«-fc  durch  K theil- 
bar;  wir  setzen: 

nn>4-24M+c_  , 

und  es  wird : 

n jVj:'  • + 2(n»  + A)j'y  + c'y  ’ = + 1. 

Für  n sind  alle  Werthe  zu  setzen, 
welche  zwischen  +^iV  und  — liegen, 
und  wo  an'+26n+c  durch  A theilbar 
Ut,  und  hieraus  erh&lt  man  dann  soviel 
Oleichnngcn,  als  die  Anzahl  dieser  Wer- 
the betrügt.  Ist  kein  solcher  vorhanden, 
IO  iit  die  Gleichung  nicht  lösbar,  lind 
dergleichen  vorhanden , so  iit  jedenfalls 
+1  nicht  grösser  als  die  Wurzel  ans  der 
Ueterminante,  und  daher  immer  die  Auf- 
lösung durch  KettenbrUchc  zu  bewirken. 
Zu  jeder  solchen  Anflösnng  ergiebt  sich 
dann; 

xz:  A’^'+ny^. 

Sollen  aber  anch  Auflösungen  gefun- 
den werden,  wo  x und  y keine  relativen 
Primzahlen  sind,  so  ist  schon  oben  ge- 


Sei 


also 


A>  — ne  = j’, 
«c=(i+y)(6-y), 

(4+S)(^-j) 


eine  ganze  Zahl. 

Hieraus  folgt,  dass  a sich  in  2 Fac- 
toren  a'  thcilen  lässt,  deren  einer  in 
b-\-g  anfgeht,  der  andre  in  6— 5^.  Selbii- 
verständlich  kann  aber  einer  dieser  Fac- 
toren  gleich  Eins  sein. 

Sei 


80  wird: 


»+?__ 
— ^ — m, 


am  -f  a'fl  = 24, 
b'-g' 

«u  — •*-  — /• 


Die  Gleichung 

ojt’  -t-24jy-fcy’  = A' 
zeigt,  dass  jeder  gemeinschaftliche  Factor  verwandelt  sich  in: 

oo'jr'-f  frmjy+o'«4'y-t-mBy  ’ = iV 


von  X und  y als  quadratischer  Factor 
iu  A'  enthalten  ist.  Dividirt  man  also 
durch  irgend  einen  der  quadratischen 
Factoren  von  Af,  **,  so  wird  die  Glei- 
chung: 

ax'  ■{■bxy+cy'  = N 
sich  verwandeln  iu: 


oder: 


(ttX+ng)  («' j-f  my)  = A'. 

Zerlegt  man  also  A'  auf  alle  möglichen 
Weisen  in  2 Factoren:  y,  und  setit 
oX+ng  = y,  n'x+my=r', 
so  erh&lt  man  alle  Aanösnngcn  der  ror- 
gelegten  Gleichung,  wenn  man  die  lu’k 
Findet  man  hieraus  die;  ganzzahligen  ergebendenden  gebrochenen  Werthe  von 

y 


Werthe  von  no 


ist  auch  X,  y be- 
kannt. 

17)  Die  Auflösung  der  Gleichung 
o*’  +2bxy+cy’  = X 

durch  KettenbrUche  ist  dann  nicht  mög- 
lich, wenn  die  Determinante  eine  Qna- 
dratxabl  ist. 


verwirft. 

Sei  gegeben 


X und 

Beispiel, 
chung 

5j‘-t-16jy-(-3y’  =55. 
ß = 64-15  = 49 
ist  hier  eine  Qnadratzabl. 

Es  ist 

0 = 49,  y = 7. 


die  Glei- 
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Ferner  muss  man  setien: 


6-l-j  = 15,  Ä— j = l, 


b+g 

a 


« = 5,  n'  = l, 

= m = 3,  p = II  = 1, 


yy'  = 65, 

also 

= »''  = 5 

oder 

»'=11. 

Die  Gleichungen; 

ox+ttg  = y,  tt'x+iny  = y' 

geben ; 

54T+y  = 5,  j+3y  = ll 
ÖJ:+y  = ll,  j:+3y=5. 

Oie  ersten  Gleichungen  geben  keine 
ganzuhligen  Werthe,  die  letaleren : 
x=2,  y = l, 

und  dies  sind  also  die  einzigen  Auf- 
lösungen unserer  Gleichung. 


Quadratische  Reste  (ZahleDlehre). 

1)  Der  Ausdruck  Rest  einer  Zahl  a 
nach  Modul  b ist  gleichbedeutend  mit 
dem  Dirisionsreste  von  a,  der  entsteht, 
wenn  man  durch  Divisor  b dividirt. 

Z.  B.  der  Best  von  9 nach  Modul  5 
ist  gleich  4. 

Ist  c der  Rest  von  a nach  Modul  b, 
so  ist  a — c durch  b theilbar.  Die  ge- 
wöhnliche Schreibweise  hierfür  ist: 
a H c mod  b, 

gelesen:  a congruent  c nach  Modul  4. 
Diese  Bezeichnung  rührt  von  Gauss  her. 

Der  Rest  einer  Zahl  nach  einem  ge- 
gebenen Modul  ist  also  die  kleinste  Zahl, 
der  sic  nach  diesem  Modul  congruent  ist. 

Congruenzen  können  wie  Gleichungen 
behandelt  werden,  und  aus  ihnen  eine 
unbekannte  Grösse  ermittelt  werden.  So 
wird  z.  B.  die  Congrnenz : 

5x-h3=2  mod  7 
gelöst  durch  den  Ausdruck 


23  = 2mod7 

vder 

23-2 

durch  7 theilbar  ist. 

Dies  wäre  eine  Congrnenz  ersten 
Grades. 

Eine  Congrnenz  zweiten  Grades  ist 
z.  B.: 

2x'-f3j:-5  = 0modll 


Eine  Auflösung  derselben  ist: 
x = 3, 

denn 

2-3’-f3-3-5  = 22 

ist  durch  11  theilbar. 

Ist  die  Congrnenz  ' 

X"  = a mod  b 

gegeben,  so  nennt  man  a einen  Fotenz- 
rest  für  Modul  4 oder  kürzer  von  4, 
namentlich  wenn 

x’  = B mod  4 

ist,  führt  B den  Romen  quadratischer 
Rest  von  4. 

Die  Fragen,  welche  Zahlen  quadrati- 
sche Reste  gegebener  Moduln  sind  oder 
nicht,  oder  nach  welchem  Moduln  gege- 
bene Zahlen  quadratische  Reste  sind  oder 
nicht,  bilden  mit  verwandten  Gegenstän- 
den einen  sehr  wichtigen  Theil  der  Zahlen- 
Ichre,  die  Theorie  der  quadratischen  Reste. 
Es  wird  jedoch , um  dieselbe  hier  kurz 
zu  geben,  nOthig  sein,  die  einleitenden 
Sätze  über  Congruenzen  und  Potenzresto 
mit  anzuführen,  was  ohne  Anstand  wird 
geschehen  können,  da  wir  uns  bei  den 
betreffenden  Artikeln  auf  das  jetzt  zu 
gebende  beziehen  werden.  Bemerken 
wir  noch  vorläufig,  dass  jede  Congruenz 
zugleich  eine  Gleichung  ist,  weiche  eine 
Unbekannte  mehr  enthält,  als  in  ihrer 
Gestalt  als  Congruenz  vorhanden  ist, 
und  welche  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst 
werden  soll. 

So  z.  B.  sind  die  oben  gegebenen 
Congruenzen ; 

6x-)-3  = 2 mod 7, 

2x’  + 3x— 6 = 0mod  11 

gleichbedeutend  mit: 

5x  -f-  3 = 2 -f-  7y, 

2x*+3x-5  = lly, 
wo  X und  y ganze  Zahlen  sind. 

Denn  die  beiden  letzten  Gleichungen 
drücken  ja  nur  aus,  dass  5x-t-3— 2 durch 
7 und  2x’ -l-3x— 5 durch  11  theilbar  sind. 
Stimmen  also  in  der  Bedeutung  mit  den 
Congruenzen  überein. 

Jedoch  führt  die  Form  der  Congrnenz 
leichter  zu  den  Eigenschaften  dieser  Aus- 
drücke, als  die  der  unbestimmten  Glei- 
chung. 

2)  Ueber  Congruenzen.  Finden 
die  beiden  Congruenzen  statt: 

aBbmodk  und  c = <fmodA, 
so  ist  offenbar  auch 

ac=4dmodk  und  b+c=  4+d  modA, 
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denn  ca  sind  <i  — 6 und  c *—  d durch  k 
thcilbor,  d.  b. 

a—b  — i'k,  c — d — ßk, 

also 
d.  h. 

a+e—{hj_d) 
durch  k theilbar. 

Ea  ist  aber  auch: 

a = b + ak,  c = d+‘k, 

also 

<ic  = 6rf+ yk, 

wo  y eine  (fanzc  Zahl  ist,  folglich  auch 
ac — bd  durch  k theilbar. 

Dieser  Satz  lautet  in  Worten: 
„Congruenzen  desselben  Modul  kön- 
nen addirt,  snbtrahirt  und  multiplieirt 
werden.“ 

Es  folgt  hieraus  augenblieklich , dass 
man  auf  beiden  Seiten  einer  Congruenz 
mit  derselben  ganzen  Zahl  addiren,  sub- 
trahiren  und  raultipliciren,  d.  h.  sic  in 
dieser  Beziehung  wie  eine  Gleichung  be- 
handeln darf.  Denn  sei 
a E ö mod  k, 


ist  eine  und  immer  nur  eine  einer  gege- 
benen a nach  Modul  k congment.“ 

Denn  cs  kann  ja  in  dem  Ausdruck 
a+nk,  wo  n eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  ist , n so  bestimmt  werden, 
dass  dieser  Ausdmck  in  eine  beliebige 
gegebene  Reihe  von  n auf  einander  fol- 
genhen  Zahlen  fällt.  Dies  kann  aber 
auch  nur  auf  eine  Weise  geschehen,  da 
schon  a-t-(n-l-l)*  nnd  — l)i  um  k 

vön  dem  gesuchten  Wertne  abwcicben, 
also  nicht  mehr  in  die  gegebene  Reihe 
fallen.  Ist  aber  a + nk  = u,  wo  a die  in 
unserer  Reihe  liegende  entsprechende  Zahl 
ist,  so  ist 

a = « mod  k. 

Eine  sulche  Reihe  von  k Zahlen  ent- 
h&lt  also  nicht  2 nntcr  einander  für  Md- 
dnl  k congmente  Werthe.  Sie  heisst 
daher : „ein  System  incongruenter  Zahlen 
in  Bezug  auf  k.“ 

Das  kleinste  positive  System  incon- 
gruentcr  Zahlen  ist  die  Zahlenreihe: 

0,  1,  2 . . . . k-1, 
das  absolut  kleinste  System  dagegen, 
wenn  k ungrade  ist: 


so  ist  jedenfalls 

c-c  mod k, 

also  auch 

a+c  E i-fc  mod  k 


k-1  ^ 

“ 2 ’ 2 ’ ’ 

+2,.  . . 


. . -1,  0,  -hl, 


+ 


k-1 

2 


nnd  _ 

ae  = bc  mod  k. 

Seien  jetzt  f und  k relative  Primzah- 
len, nnd  _ 

af—b  mod  k, 

so  muss  (a — k)/*  dnreh  k theilbar  sein, 
und  da  f den  Eactor  k nicht  hat,  so  hat 
ihn  a— k,  es  ist  also  auch 
a E k mod  k. 

Habe  aber  f mit  k einen  Factor  gemein, 
nnd  sei  dieser  gleich  « (wo  also  e der 
grösste  gemcinscbaftlicbe  Factor  von  f 
und  k ist),  sei  ferner  f=ef,  k = ek',  so 
ist 

af—bf~tf'(a—b)  durch  ek'  theilbar, 
also 


nnd  wenn  k grade  ist: 


Diejenige  Zahl  aus  der  ersten  Reihe, 
welche  einer  gegebenen  congruent  ist, 
wird  offenbar  dasjenige  sein,  was  wir 
oben  Rest  genannt  haben.  Diejenige 
Zahl  ans  der  zweiten  Reihe,  welche  einer 
gegebenen  congruent  ist,  nennen  wir 
jetzt  den  absolut  kleinsten  Best. 

Statt  dieser  Reihen  incongruenter  Zah- 
len, welche  aus  auf  einander  folgenden 
Werthen  bestehen,  kann  man  sich  aber 
auch  Reihen  von  der  Gestalt: 


f{a—h)  durch  k'  theilbar, 
oder,  da  f und  k'  keinen  Factor  gemein 
haben,  ist 

o E k mod  k', 

d.  b. 


cuc,  o(j:-1-1),  o(jt-|-2)  ....  o(x-|-k— 1) 
bilden,  wo  a eine  beliebige,  jedoch  zu 
k relativ  einfache  Zahl  ist.  Denn  auch 
in  dieser  Reihe  finden  sich  nicht  2 con- 
gruente  Werthe. 


a = k mod  — 

t 

Ein  andrer  wichtiger  Satz  ist  der  fol- 
gende : 

„Von  k auf  einander  folgenden  Zahlen 


Wäre  nämlich 

a(x + s)  E a(x  + 1)  mod  k, 
so  müsste  auch 

asEnImodk  oder  «(»  — l)E0modk 
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sein;  da  aber  o relatir  einfach  zu  A ist, 
wlrc  s—t  durch  A theilbar,  was  unmög- 
lich ist,  da  • und  t kieincr  als  A sind. 

3)  Wie  schon  angedentet,  theilt  man 
die  Congrucnzen,  wrie  die  ülcichnngcn, 
nach  den  Graden  ein,  und  es  heisst 
demnach 

ox*-)-Ax"  + . . . -|-7  = 0modA 

eine  Congruenz  nten  Grades. 

Wenn  man  jedoch  von  Wurzeln  dieser 
Congruenz  spricht,  so  versteht  man  da- 
runter nur  die  unter  einander  incongru- 
enten  Werthe  derselben. 

Es  ist  nümlich,  wenn  x eine  Wur- 
zel ist,  ebenfalls  r+nk  eine  solche, 
wenn  n eine  ganze  Zahl  ist.  Denn  wenn 
man  diesen  Ausdruck  Air  x in  die  ge- 
gebene Congruenz  setzt,  kommt  nur  auf 
der  linken  Seite  ein  mit  A mnltiplicirtes 
Glied  hinzu,  so  dass  der  Ausdruck  links 
noch  immer  durch  A theilbar  oder  nach 
Modul  A mit  Null  esngruent  bleibt. 

Die  Congruenz  ersten  Grades  bat  im- 
mer die  Gestalt 

ax^b  mod  k, 

sie  ist  gleichbedeutend  mit  'der  unbe- 
stimmten Gleichung 

oj:—  Ay  = A. 

Mittels  der  KcttenbrUche  und  anderer 
Methoden  (siehe  Artikel:  unbestimmte 
Aufgaben)  gibt  es  immer  ein  Mittel,  ein 
Wurzelpaar  dieser  Giciehung,  oder  eine 
Wurzel  X unsrer  Congruenz  zu  finden, 
wenn  « und  k relativ  einfach  sind,  ans 
der  sich  unendlich  viel  unter  einander 
congruenter  Werthe  von  der  Form  x-j-nA 
ergeben. 

Dies  sind  aber  nach  der  obigen  Er- 
klArnngsweise  keine  neuen  Wurzeln.  Es 
hat  aber  diese  Congruenz  Oberhaupt  nur 
eine  Wurzel,  denn  w&re  x^  eine  zweite, 
so  musste 

a(jc— *,)  = 0 mod  A, 

und  da  a und  x relative  Primzahlen 
waren, 

X— x,=0modA  oder  x = x,modA 
sein,  so  dass  x und  x^  eben  nur  eine 
Wurzel  geben. 

Es  möge  jetzt  eine  unbekannte  Zahl 
X mehreren  Congruenzen  genOgen.  Es 
sei  also: 

I.  X = a mod.  A, 

II.  x=imod.  £, 

III.  X = c mod.  C, 

wo  wir  voraussetzen,  dass  A,  B,  C re- 
lativ einfache  Zahlen  sind. 


Quadrat.  Beute  (Zahlenlehre). 

Ans  der  ersten  Congruenz  folgt 
x~a+nA, 

wo  n eine  beliebige  ganze  Zahl  ist 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  2te 
Congruenz,  so  wird: 

nA  = i— (zmod  B. 

Ist  M,  irgend  ein  Werth  Air  n,  der  diese 
Congruenz  erfüll^  so  ist  der  allgemeine: 

n = «,-t-sB, 

wo  s eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  also 
x = n,A+iBA+a^ 

d.  h. 

x = a+n^A  mod  AB; 
wenn  wir  den  Werth  von  x in  die  3te 
Gleichung  setzen,  wo  man 
a+n,A  = e 

nimmt: 

e+iAB~e  mod  C 

Ist  s,  ein  besonderer  Werth  von  s,  so 
ist  Sg  + C'<  der  allgemeine,  wo  I wieder 
eine  ganze  Zahl  ist.  Es  kommt  dann: 
x = e+$,AB+lABC, 
also,  wenn 

e+t,AB  = f 

gesetzt  wird: 

x = f+ABCt 

oder 

x = ^mod  ABC. 

In  derselben  Weise  fährt  man  fort,  wenn 
X einer  beliebigen  Anzahl  Congrucnzen 
genügt.  Man  kann  somit  immer  eine 
Zahl  f bestimmen,  die  congruent  mit  x 
Air  das  Product  sämmtlicher  Moduln  isL 

Dieses  Verfahren  wird  auch  „Vereini- 
gen“ der  linearen  Congruenzen  I,  II, 
III  genannt. 

Bei  spiel: 

x = 5mod7,  x = 4mod9,  x = 3modö. 
Aus  der  ersten  Congruenz  ergibt  sich 
x = 5-t7«. 

Dies  in  die  2te  eingesetzt,  gibt: 

7n=  —1  mod9. 

Durch  Probiren,  oder  auf  irgend  eine 
andere  Art  kommt  leicht  eine  Anflösnng 
»,=5, 

also 

n = 6-l-9s, 
x = 40+63s. 

Dies  in  die  Ste  Congmenz  eingesetzt, 
gibt: 

63s  = —37  mod5 


Digitized  by  Google 


Qaadrat.  Reste  (Zahlenlehre). 


120  Quadrat.  Reste  (Zahlenlehre). 


und  leicht  crh&It  man 


d.  h. 
oder 


5,  1,  also  « = l+5(, 
*=103+315« 

* = 103  mod  315. 


4)  Sei  jetzt  wieder 

a*  = 4 mod  k; 

machen  wir  es  aber  nicht  mehr  zur  Be- 
dingung, dass  auch  a und  k relativ  ein- 
fach sind.  Sei  dann  if  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Factor  von  a und  k,  so 
muss,  da  die  Gleichung 
nx—yk  = b 

stattßndet,  auch  t den  Factor  <f  haben. 
In  entgegengesetztem  Falle  würde  die 
Congrnenz  unlösbar  sein. 

Sei 

a = a,tf,  6 = 6, (f,  k^=■k^(f, 
so  ist  also: 

«,*  = 6,modF,  und  a,*— uit|  = 6|. 

Ist  eine  Auflösung  dieser  Congruenz, 
so  ist: 

* = *„  + F,t. 

Ist  y,  der  zu  *,  gehörige  Werth  von 
y,  der  sich  hier  durch  die  Gleichung 
a,*+yF,  = 6, 
ergibt,  so  ist  offenbar: 

und  diese  Werthe  in 

ax—yk—b 

eingesetzt,  erfüllen,  wie  augenblicklich 
zu  sehen,  auch  diese  Gleichung.  Alle 
Wurzeln  der  reducirten  Congruenz  sind 
also  auch  Wurzeln  der  ursprönglichen. 
Setzt  man  aber  ftir  / die  Zahlen  0,  1, 
5J  . . . «—1,  so  erhült  man  Werthe  für 
*,  die  zwar  in  Bezog  auf  Modul  6,  alle 
congruent  also  nur  eine  Wurzel  der  Cpn- 
gruenz 

a,*  = 6,  modF, 

sind;  aber  diese  Werthe  sind  zum  Theil  in 
Bezug  auf  Modul  k incongruent , und 
somit  hat  die  ursprüngliche  Congrnenz 
mehrere  Wurzeln.  Die  Anzahl  derselben 
ist  leicht  zu  bestimmen.  Es  war 


Von  den  Zahlen  nun: 


L — 

cf’  cf’  ■ 


2Jt 


sind  nicht  2 in  Bezog  auf  Modul  k con- 

gnient,  dagegen  ist  — wieder  mit  0 con- 

gruent  in  Bezug  auf  denselben  Modol. 
Die  Anzahl  dieser  incongruenten  Wurzeln 
ist  also  cf.  D.  h. 

„Jede  Congruenz  von  der  Gestalt 
CI*  = 6 mod  Jt 

hat  entweder  gar  keine  Wurzel,  wenn 


der  grösste  gemeinschaftliche  Thciler  cf 
von  a und  k nicht  in  6 enthalten  ist, 
oder  cf  Wurzeln,  wenn  dies  der  Fall  ist.“ 
Beispiel.  Die  Congruenz 
23*  = 21  mod  35 
lässt  eich  reduciren  auf 
4-r  E 3 mod  5 
und  diese  hat  die  Wurzel 

*,=2.  .r  = 2+5t. 

Die  7 incongruenten  Wurzeln  der  gege- 
benen Congruenz  sind  also: 

2,  7,  12,  17,  22,  27,  32. 

5)  Sei  jetzt  die  allgemeine  Congruenz 
fiter  Ordnnng  gegeben: 

. a . n—i 

f(x)  = ax  +6*  + • • • 

+ g*+6  = 0 modp. 

Wir  setzen  voraus,  dass  p eine  Prim- 
zahl, und  a nicht  durch  p theilbar  ist. 

Sei  a irgend  eine  Wurzel  dieser  Con- 
gruenz, BO  ist  also  auch : 

an  +6«  + •••  +yo+A  — 0 modp 

und  wenn  man  'dieselbe  von  der  vorher- 
gehenden abzieht,  erhält  man: 

n n a— 1 a— 1. 

o(x  — o )+  6(x  — o ) + •■•• 

j(*— o)e0  modp. 

Es  haben  aber  sämmtliche  Glieder  den 
Factor  x— n,  so  dass  man  erhält 

. , , fl — 1 „ a— 2 

(*  — n)  (fix  +Bx  + • • • 

+ G)  = 0 mod  p, 

wo  B . ..  «7  ganze  Zahlen  sind,  die  sich 
leicht  bestimmen  lassen. 

Es  kann  aber  diese  letzte  Congrnenz 
nur  erfüllt  werden,  entweder,  wenn 
x = fc  modp, 

was  die  ursprüngliche  Auflösung  war,  oder 
wenn 

»—1  n—2 

ax  -\~Bx  + • • • +G 50  modp  ist. 

Ist  ß cino  Wurzel  dieser  Congruenz , so 
ist  dieselbe^  ganz  ebenso  wie  oben,  au/ 
die  Form  zu  bringen : 

(x— (flx  5 0 modp, 

welche  erfüllt  ist,  wenn 

T'^ß  modp, 

oder  wenn: 

«-2 

ax  4-  ...  s —0  modp 
ist.  Indem  man  so  fortf&hrt,  kommt 
man  zuletzt  auf  die  Congruenz  ersten 
Grades 

rtx-|-//  = 0 modp, 

welche  nur  eine  Wurzel  haben  kann,  da 
a und  p relativ  einfach  sind. 

Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

„Jede  Congruenz  nten  Grades,  wo  der 
Modul  eine  Primzahl,  und  der  Cocfficient 
des  ersten  Gliedes  nicht  durch  den  Mo- 
dul theilbar  ist,  hat  höcbsteus  n Wurzeln.** 
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6ind  diese  a Wurzeln  wirklich  vorhanden,  so  kann  man  setzen 

7(*)  = (j-B)(4:-/S)(u;-y)  =jr  +Bt  ~i  Cx  + ■•  • +Gx  + Ji, 

*0  y d'O  incongmenten  Wurzeln  der  gegebenen  Congmenz: 

f(x)  = ax  +bx  + . . . +jjr+A  = Omodp 
sind.  Es  lasst  sich  dann  immer  eine  Zahl  k so  bestimmen,  dass 

ka^l  mod  p 

ist,  denn  a und  p sind  ja  relative  Primzahlen.  Wenn  nun  noch 
kb-=b^,  kc=c^  • • ■ kg—g„  kh  = kh, 
ist,  so  lässt  sich  zeigen,  dass ; 

B^bi,  C = c,  • • • Gzg^,  //  = A,  modp 
ist. 

Denn  zieht  man  den  Ausdruck  g(x)  von  kf(t)  ab,  so  erhalt  man: 

(A.-Äjx*'  +(c,-Ox"“’*+  ...  4(y,-C)*+(A,-«). 

Ls  halte  dJe  Coog^acnx 

= 0 mod  p 

die  Wurzeln  er,  ß,  y • • •,  und  dieselben  Wurzeln  hat  anch  offenbar  die  Con- 
gmenz 

v(*)HOmodp, 

oder ; 

(x  — n)(x— /?)  (x  — y)  . . . =Omodp; 
mithin  wird  aach  die  Congruenx: 

(i,  — fi)x  (e,  — C)x"  . . .+(j,  — C)x+(A,  — W)  = 0 mod  p 
durch  die  Werthe 


erfflllt. 


x = rr,  x = ß,  x-y  . . . 


Ist  non  einer  der  Ansdrücke 
4, -ff,  c,-C,.  . . p.-C,  A,-R 
nicht  congrnent  Null  nach  Modul  p,  so 
hat  man  offenbar  eine  Congmenz  von 
einem  geringem,  als  vom  nten  Grade, 
die  dennoch  n Wurzeln  hat,  was,  wie 
wir  gesehen  haben,  unmöglich  ist,  d.  h. 
a'omit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

„Es  ist  also  auch 

k( x)  = </(x)  mod  p 

iur  jeden  Werth  von  x,  da  die  einzelnen 
Glieder  nach  p congrnent  sind.“ 

Noch  folgt  sehr  leicht  der  folgende 
Satz. 

„Sei 

/'(■r)  = 0 modp 

eine  Congmenz  nten  Grades,  p eine 
Primzahl  nnd 

/■(x)  = i/(x)./,(x), 

wo  der  Grad  von  y(x)  der  mtc,  von 
'/  i(*)  der  ite  ist,  so  dass : 
m-|-s  = n 

sein  mnss. 

Es  hat  dann-  die  Congmenz 
7 (x)  = 0 mod  p 


immer  m,  und  y,(x)  = Omodp  immer 
s Wurzeln.“ 

Denn  hätte  die  erste  Congmenz  we- 
niger als  m Wurzeln , so  müsste  die 
andre  um  so  viel  mehr  als  s haben, 
was  nicht  möglich  ist,  da  ihr  Grad  dnreh 
die  Zahl  s angezeigt  wird,  * 

Anmerknng.  Offenbar  kann  eine 
Congmenz  nten  Grades  weniger  als  n 
Wurzeln  haben. 

Dies  stimmt  gewissermassen  mit  den 
Betrachtungen  über  die  algebraischen 
Gleichungen  überein,  wenn  man  in  dem- 
selben den  Begriff  des  Imaginären  nicht 
berücksichtigen  wollte.  Man  könnte 
dann  den  Satz,  dass  jede  Gleichnng 
nten  Grades  n Wurzeln  habe , auch 
nur  so  anssprechen,  dass  die  Anzahl 
der  Wurzeln  die  Zahl,  n nicht  über- 
schreiten dürfe,  da  ja  von  diesen  Wur- 
zeln mehrere  oder  alle  imaginär  sein 
können. 

Es  liegt  daher  der  Gedanke  nieht  nll- 
zufern,  auch  in  die  Theorie  der  Con- 
gmenzen  eine  andre  Art  des  Imaginären 
cinzuführen,  mit  dessen  Anwendung  man 
sagen  könnte , dass  jede  Congmenz 
nten  Grades  wirklich  n Wurzeln  (reelle 
oder  imaginäre)  habe.  Dies  ist  in  der 
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Thal  durch  Galoi«  geschehen.  F.s  ist 
Uber  diesen  Gegenstand  der  Artikel  Zahl 
naehznsehen. 

6)  Die  Potenzrcstc. 

Seien  k und  a relative  Primzahlen, 
ohne  dass  vorausgesetzt  wird,  dass  k 
auch  eine  absolute  Primzahl  sei ; es  kann 
dann  weder  1 noeh  n,  noch  o®,  noch 
«'...durch  k theilbar  sein  und  von  der 
Keihc 

«•,  «’,  «*  • • ■ 

ist  also  jedenfalls  keine  congnicnt  Null 
nach  Modul  k. 

Es  können  aber  gewisse  Glieder  der 
Keibc  schon  vorhergegangenen  congruent 
sein. 

Nehmen  wir  daher  an,  cs  sei  in  der 
That 

« = « mod  k 

and  l sei  grösser  als  k,  dann  ist  auch: 
«^— «*  = 0modtr, 

d.  h. 

(a  *— !))«*  = 0 mod  Jt 

und  da  o*  nicht  congruent  Null  sein 
kann,  jedenfalls : 

a * = 1 mod  jt. 

Setzen  wir  also  l—h  = t,  so  sehen  wir, 

dass  „wenn  a die  erste  Zahl  der  Po- 
tenzreihe von  « ist,  die  mit  n*  oder  1 
congruent,  alle  vorhergehenden  Werthe 
der  Beihe 

1-1 

«•,  «',  «*•••« 

einander  incongruent  sind.“ 

Denn  wlren  die  Potenzen  a,  a , wo 
j und  s'  kleiner  als  t sind,  congruent, 
so  mUsste  ja 

a * ^ 1 mod  k 

sein,  was  der  Voroussetzung  widerspricht. 
„Die  Potenzreihe 

«*,  «',  «,  • • • «*~* 
heisst  Kestperiode,“  und  man  sagt,  ..dass 
die  Zahl  a in  Bezug  auf  Modul  k zum 
Exponenten  ( gehöre.“ 

Natürlich  kann  man  für  jede  Potenz 
dieser  Reihe  auch  ihren  Rest  nehmen. 

Beispiel.  Suchen  wir  die  Bestpe- 
riode von  7 nach  Modul  13. 

Sie  ist : 

7.  = 1,  71=7,  7®  = 10,  7*=5,  7*=9, 
7*  = 11,  7‘=12,  7’=6,  7'=3,  7*=8, 
710=4,  711=2,  7‘®  = 1. 

Es  kehrt  von  nun  an  die  Periode  wie- 
der, da  7‘*  = 7“  ist. 


7)  Wir  bezeichnen  jetzt  mit  die 

Anzahl  der  Zahlen,  welche  zu  m relativ 
einfach,  und  kleiner  als  »1  sind. 

Ist  z.  B ia  = 9,  so  sind  ans  der  Beihe 

1,  2,  3,  4,  .%  G,  7,  8 
die  6 Zahlen 

1,  2,  4,  5,  7,  8 

mit  9 i-clativ  einfach,  also  7 (9)  = 6. 

Ueber  den  allgemeinen  Ausdruck  der 
Grösse  '/(in)  sehe  man  den  Artikel  2^1. 

Für  diese  Betrachtungen  ist  derselbe 
nicht  nothwendig.  Jedoch  bemerken  wir, 
dass  wenn  m eine  Primzahl  ist,  offenbar 

7(»l)  = IM  — 1 

ist,  da  alle  Zahlen  der  Reihe 
1,  2 • • • m — 1 

zu  m dann  relativ  einfach  sind. 

Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck  a-r, 
wo  n zu  einer  gegebenen  Zahl  k relativ 
einfach  sein  soll. 

Setzt  man  nun  für  j alle  Zahlen  von 
0 bis  Jt  — 1,  so  ergeben  sich,  wie  aus 
dem  im  Abschnitt  2)  Gesagten  angen- 
blicklich  folgt,  nur  incongruente  Werthe 
für  den  Ausdruck  «x.  Die  Reste  davon 
nacli  Modul  F sind  also  wieder  die  Zah- 
len 0 bis  k — 1,  jedoöh  natürlich  in  an- 
drer Ordnung,  als  die  der  natürliehen 
Zahlen  0 bis  k—1  ist. 

Sei  nun  aber  x'  ein  Werth  von  x, 
der  kleiner  als  k und  zu  k relativ  ein- 
fach ist,  und  sei  ferner  r der  Rest  von 
nx'  nacli  Modul  k,  so  ist  auch  r relativ 
einfach  zu  Jt;  wie  wir  eben  gesehen, 
entspricht  aber  jedem  x'  ein  andrer 
Werth  r.  Da  es  nun  i/(A)  Werthe  von 
x'  gibt,  welche  die  Bedingnngcn,  die 
wir  eben  aufgcstellt  haben,  erfüllen,  so 
muss  es  auch  '/  (F)  Werthe  von  r ge- 
ben. Diese  Werthe  worden  also  offen- 
bar dieselben  als  die  von  x',  nur  in  an- 
drer Ordnung,  sein  (da  es  nur  y(Jt)  sol- 
cher Werthe  überhaupt  gibt). 

Ist  also 


7(t)  = l 


sind  die  Werthe  von  x\  so  sind  die 
Zahlen 

rtu,  - • • au^ 

immer  je  einem  Werthe  der  Uoihe 
M.t  «1  • • * «jL 

congruent , also  wenn  man  das  Product 
bildet: 

«^  II , M , • • • = M I ”1  • • • * 
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oder 

mod/t. 

Dieser  wichtige  Satz  wird  gewöhnlich  der 
Terallgemcincrtc  Fcrmat'scbc  genannt. 

Beispiel.  Da  >/(9)  = 6 war,  so  ist 
also 

o*  = 1 mod  9. 

wenn  a eine  in  9 relativ  einfache  Zahl 
ist. 

Ist  p eine  Primzahl,  so  ist,  wie  wir 
gesehen  haben  y(p)  = p — 1,  also 


Dieser  Sati  war  frfiher  bekannt,  als  der 
Terallgemeinerte  Fermat’sche.  Er  wrird 
nach  seinem  Erfinder  der  Ecrmat’sche 
Satz  genannt. 

Änmcrknng.  Der  verallgemeinerte 
Fermat'sche  Satz  gibt  ein  Verfahren,  die 
Congruenz 

ax~b  mod  k 

ihr  den  Pall,  wo  a nnd  k relativ  einfach 


sind,  zn  lösen,  ein  Pall,  auf  den,  vie 
schon  gezeigt,  sich  jeder  andre  zurOck- 
ruhren  lässt. 

Setzt  man  nimlich 

SO  ist  offenbar : 

ax  ~ ha^  = b mo<l  kj 

also  die  Cougruena  gelöst.  Jedoch  er- 
fordert die  Berechnung  von  oft 

mehr  Zeitaufwands  aU  diejenige  Methode, 
welche  die  Theorie  der  KetienbrÜche  er* 
gibt. 

Aus  dem  Fermat-schen  Sats  in  Ver- 
bindung mit  dem  in  Abschnitt  5)  Gc- 
sogten  ergibt  sich  noch  Folgendes: 

Sei  die  Congmenz 

^ E 1 mod  p 

gegeben,  so  hat  dieselbe  die  Wurzeln 
x=l,  ^ = 2,  • • • *=p— 1, 
also  nach  Abschnitt  5) 

• .(x-(p-l])modp, 


X ‘-l  = (x-l)(x-2). 


und  wenn  man  die  Coefficienten  vergleicht: 

—1  —2  —3  • • • — (p  — 1}=  0 modp, 

l*2d-l'3+  * • • l*p4*2*3d‘2*4  •*  *2*p4*  • d"(p  — 2)(p— 1)  = 0 modp, 

1.2.3  • • • (p— 1)=  — Imodp. 

Dieser  letzte  Satz  heisst  der  Wilsonsche.  Er  lehrt  „dass  wenn  p eine  Primzahl 
ist,  das  Product  der  Zahlen,  die  kleiner  als  p sind,  um  Eins  vermehrt,  dnreb  p 
tbeilbar  sein  muss.“ 


7)  Wenn  die  Reibe 

a‘,  a‘,  a*  • • • a‘~* 
nicht  2 congrnentc  Werthe  in\Bezug  auf 
Modul  p enthält,  und 

o'  = 1 mod  p 

ist,  BO  sagten  wir  (Abschnitt  5),  dass  a 
zum  Exponenten  t gehöre. 

Es  möge  jetzt  p eine  Primzahl  sein, 
nnd  beschäftigen  wir  nns  damit , die 
Zahlen  zn  ermitteln,  die  zu  einem  ge- 
gebenen Exponenten  t gehören. 

„Es  mnss  zunächst,  damit  fiberhaupt 
Zahlen  möglich  sind,  ( ein  Pactor  von 
p— 1 sein.“ 

Denn  die  Congruenz 

a*  = l modp 

kann  dnreh  keine  kleinere  Zahl  als  dnreh 
' = * erfüllt  worden;  offenbar  aber  wird 
sie  anch  durch  die  Zahlen 

x=2l,  x = 3/,  x = 4«  • • • 
erfüllt.  Aber  dnreh  keine  andern  Zahlen, 
denn  hätte  i noch  einen  Worth  u,  der 
nicht  in  dieser  Reihe  steckt,  und  wäre 


« — sl-l-u, , wo  u,  kleiner  als  I ist,  so 
mfisste : 

»i_  »i+«, 

a ~a  mod  p, 

also 

a ‘ =1  mod  p 
sein,  was  nicht  möglich  ist. 

Da  nach  dem  Pcrmat’schen  Satze  nun 
immer 

a =1  raod  p, 

so  ist  p — 1 nothwendig  eine  Zahl  der 
Reihe 

»,  2(,  3»  • • • , 

was  zu  beweisen  war. 

Wenn  a zum  Exponenten  I gehört,  so 
erfüllt  jeder  der  Werthe 

i-J 

x = fl*,  x — a',  x = o’  • • • x = a 
die  Congruenz 

« = 1 modp. 

Ans  diesem  Gründe  aber  braucht  noch 

nicht  jede  der  Zahlen  x~a,  wo  > zwi- 
schen 0 nnd  1 — 1 liegt , anch  zum  Ex- 
ponenten ( zu  gehören , denn  möglicher 
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WeitiC  erfüllt  ja  eine  Zahl  o,  die  kleiner 
als  t ist,  schon  die  Congrucnzt 

( «*)*  = 1 mod  p. 

Offenhar  ist  dies  anch  der  Fall,  wenn 
s und  t einen  gcmcinschafilichcn  Factor 
haben. 

Sei  in  der  That  t = t'i , und 

J der  grösste  gemeinschaftliche  Factor 
von  s und  I,  so  ist  nnch ; 

rt  *=  (n*)*"  = 1 modp, 
also  11  = l'  zn  setzen. 

Einen  kleinern  Werth  von  ii  giebt  es 
aber  nicht.  Denn  sei  r ein  solcher,  so 
würo 

= 1 modp 

und  51  in  der  Reihe  der  Zahlen  /,  2l, 
3l  u.  s.  w.  enthalten,  es  wäre  also; 

sr  = s'<fi  = 

wo  h eine  ganze  Zahl  ist,  o<lcr 

t'r  = hl'. 


und  folgtich  kann  zu  keinem  Factor  die 
Anzahl  Null  geboren. 

Hieraus  ergieht  sich  also  der  Satz : 
„Zu  Jedem  Factor  t von  p — 1 als 
Exponenten  gehören  immer  7 (»)  Zahlen.“ 
Jede  zu  I gehörige  Zahl  x nennen  wir 
nunmehr  eine  primitive  Wurzel  der  Con- 
gruenz : 

X = 1 mod  p 

und  unser  Satz  sagt  somit,  dass  diese 
Congrucni  7(1)  primitive  Wurzeln  habe. 
Die  Congruenz 


hat  also  7 (p  — 1)  primitive  Wurzeln,  und 
diese  werden  vorzugsweise  primitive  Wur- 
zeln der  Zahl  p genannt. 

8)  Beispiel.  Sei  z.  B.  die  Primzahl 
p = 23  gegeben,  so  ist  p— 1=22  = 2-11. 

Die  Factoren  von  p— 1 sind  also: 

»,  = 1,  t,=2,  ».  = 11,  «.  = 22. 

Die  Congruenz 


Da  s'  und  l'  keinen  Factor  gemein  ha- 
ben, so  ist  diese  Gleichung  nur  zu  er- 
rullcn,  wenn  r gleich  ('  oder  gleich  einem 
Vielfachen  dieser  Zahl  ist,  was  gegen 
die  Annahme  ist. 


x'  =1  mod  23 

hat  natürlich  nur  die  primitive  Wurzel 
fl  = l. 


Es  gehört  also  a zum  Modul «',  und 
wenn  < und  s keinen  Factor  gemein  ha- 
ben zum  Modul  (.  Wenn  cs  also  eine 
Zahl  gibt , die  zum  Exponenten  1 ge- 
hört, wo  « ein  Factor  von  p — 1 ist,  so 
gibt  es  dann  soviel,  als  cs  relative 
Primzahlen  zu  < gibt,  die  kleiner  als  < 
sind,  oder  7(«). 

Es  lässt  sich  aber  beweisen,  dass  cs 
zu  jedem  Factor  « von  p — 1 auch  wirk- 
lich zugehörige  Zahlen  gibt.  Denn  neh- 
men wir  alle  Factoren  ( von  p — 1 , so 
können  zu  jedem  nur  entweder  7(1}  oder 
Null  Zahlen  gehören.  Die  Gesammtzabl 
aller  dieser  Zahlen  stellt  aber  natürlich 
alle  nach  Modul  p incongruenten  Zahlen 
vor  und  muss  daher  gleich  p sein.  Es 
lässt  sich  nun  beweisen,  dass  wenn  «,, 
«,•••(.  die  Factoren  von  p — 1 sind, 
man  immer  hat 

»('.)+'/('.)+  • • • +'/(».)  = P*) 

*)  Den  Beweis  dieses  Satzes  geben  wir 
nach  Diricblet. 

Von  den  Zahlen 

1,  2,  3 • • • p 

haben  offenbar  nur  die  folgenden 

I,  2«,  3«  . . . ^« 

den  Factor  ( mit  p gemein.  Dies  ist 
aber  nur  bei  denjenigen  der  grösste 


gemeinschaftliche  Factor,  den  sie  mit 
p haben,  bei  welchen  der  erste  Factor 

1,  2,  3 • • - E 

mit  Y relativ  einfach  ist,  und  die  An- 
zahl dieser  Zahlen  ist  Setzt 

man  nun  für  < alle  Tbeiler 


von  p,  so  drückt  die  Summe 


aus,  wie  viel  Zahlen  der  Reihe  einen 
der  grössten  gemeinschaftlichen  Faeto- 

ren  V’  ~ P gemein  haben. 

Schliesslich  aber  hat  doch  jede  Zahl 
einen  dieser  Factoren  («  = 1 und  <=p 
eingcschlosscn)  und  somit  ist  diese 
Summe  gleich  der  Anzahl  aller  Zahlen 
der  Reihe,  d.  h.  gleich  p.  Da  jedem 


. t nun  ein  j entspricht,  so  kann  man 


^ = — = l\  • • • setzen,  und  hat 

*1  *s 

also: 

P=7('i)+70t)+  • • • +»('5). 

wie  oben  gesagt  wurde. 
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Die  Congnienz 

= 1 mod23 

hat  (/(2)  oder  1 LOsung.  In  der  That  ist 
22*=484  = lmo<123, 
da  483  durch  23  theilbar  ist.  Es  ist 
also  22  die  primitiTe  Wurzel  derselben. 
Die  Congrucnz 

x'>  = l mod23 

hat  7 (11)  primitive  Wurzeln.  Da  11 
eine  Primznhl  ist,  so  wird  7 (11)  =10 
sein. 

Es  ist  in  der  That 

2“  oder  2048  = lmod23. 

Die  übrigen  primitiven  Wurzeln  dieser 
Congruenz  sind  also  die  Reste  der  Po- 
tenzen von  2,  deren  Exponent  zu  11 
relativ  einfach  und  kleiner  als  11  ist, 
d.h.  2’,  2»,  2‘,  2‘,  2‘,  2’,  2%  2%  2‘». 
Die  Reste  dieser  Zahlen  sind 

4,  8,  16,  9,  18,  13,  3,  6,  12. 

Die  Congruenz 

x”  H 1 mod  23 

hat  7(22)  Wurzeln,  die  man  im  engem 


Sinn  die  primitiven  Wurzeln  von  23  nennt. 
Von  den  Zahlen  1 bis  22  sind  zu  22 
relativ  einfach;  1,  3,  5,  7,  9,  13,  15, 
17,  19,  21,  also  7(22)  = 10.  Offenbar  ist, 
5*’  = 1 mod  23 

und  die  primitiven  Wurzeln  sind  die 
Reste  von 

5*,5*,  5‘,5’,  5,»,5‘»,  5‘»,  5>’,5‘V  5»* 
die  Exponenten  sind  wieder  die  mit  22 
relativ  einfachen  Zahlen.  Es  ergeben  sich 
die  Reste: 

5,  10,  20,  17,  11,  21,  19,  15,  7,  14. 

Djo  Art  der  Berechnung  der  Reste  ist 
offenbar  die,  dass  man  bei  jeder  Multi- 
plication  mit  der  Grundzahl,  statt  des 
Produetes  nur  den  Rest  nach  23  nimmt. 
So  z.  B.  berechnet  man  den  Best  von 
2*  folgendcrmasscn : 

2>  = 4,  2’=8,  2‘=16,  2‘  = 32  = 9, 
2*=2-9sl8,  2’=2-18  = 13, 
2*=2-13  = 3,  2’52-3  = G. 

Es  mögen  noch  die  primitiven  Wur- 
zeln der  Primzahlen  von  2 bis  37  hier 
folgen. 


Primzahl ; 

3 

6 

7 

11 

13 

17 

19 

23 

29 

31 

37 


Primitive  Wurzeln: 

2 

2,  3 

3,  5 

2,  6,  7,  8 

2,  6,  7,  11 

3,  5,  6,  7,  10,  11,  12,  14 
2,  3,  10,  13,  14,  15 

5,  7,  10,  11,  14,  15,  17,  19,  20,  21 

2,  3,  8,  10,  11,  15.  18,  19,  21,  26,  27 

3,  11,  12,  13,  17,  21,  22,  24 

2,  5,  13,  15,  17,  18,  19,  20,  22,  24,  32,  35. 


9)  Ist  a eine  primitive  Wurzel  von  p,  so  ist  ' 

80  enthält  die  Beibc  o®,  a*.  a*  ••  • ix« 

f-2  ’ a 

a alle  incongrnenten  Wuraeln  der  Con-  , i « 

greeoz  8^** 

*'“‘  = lmodp,  - >u4(/) -f- ind(m)  = ind(/m), 

ohne  dass  natürlich  dieselben  alle  auch  Tul'nrV  FundamcntaleaUe  der 

primitive  Wurzeln  sein  müssen.  Logarithmen  entspneht: 


In  dieser  Reihe  nun  hat  jede  Zahl 
f,  die  nicht  durch  p theilbar  ist,  eine 


>e(0  + lg(»»)  = Ig(im). 

Es  folgen,  wie  in  der  Logaritbmen- 


, — luigcn,  wie  in  ner  i^ogaritnmi 

eongmcntc.  Sei  diese  a^.  Es  ist  dann  auch  leicht  daraus  die  Sülze: 

a =/modp  ind  (/)  — ind  (m)  = ind 


und  1 liegt  zwischen  0 und  p—2.  Wir  ( 

nennen  1 den  Index  von  /,  und  schrei-  wenn — eine  ganze  Zahl  ist,  und 
heu  dies : 

A = ind(/).  ind(/'’)  = xind(0. 

Ist  nun  ... 


- 1 mod  p,  = m mod  p, 


ind(/  ) = x ind(l). 

Man  kann  also  mit  den  Indices,  wie 
mit  Logarithmen  rechnen,  und  bei  allen 
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Resultaten  immer  ein  beliebiges  Viel- 
lachcs  Ton  p-1  absiehen,  d.  h.  die 
nach  p— 1 congrnentc  Zahl  nehmen,  da 

o^~*  = a*,  0^  = 0 ist  u.  s.  w. 

Denkt  man  sich  eine  Tafel,  worin  für 
jede  Primsahl  p als  Modul  die  Potenzen 
einer  primitiven  Wurzel  bis  zur  p— 2ien 
berechnet  sind,  so  thut  diese  für  die 
Zablenlheoric,  namentlich  für  die  Auf- 
lösung von  Congrueiizen , die  Dienste, 
welche  in  der  Analysis  eine  Logaritlimcn- 
Tafel  leistet. 


Ist  nkmlicb 

or  = 6 mod  p, 

so  ist 

ind(a)  + ind(x)  = ind  (4)  modp— 1 
oder 

ind  j:  E ind 6 — ind  a modp  — 1. 
Berechnen  wir  z.  B.  denjenigen  Theil 
dieser  Tafel,  der  sich  auf  die  Primzahl 
p = 13  bezieht,  und  sei  die  kleinste  pri- 
mitive Wurzel  2 von  13  gcnpmmen.  So 
hat  man  folgendes  Tafelchen: 


nnmerus  123456789  10  11  12 
index  014295  11  38  10  7 G 

Die  bei  numems  stehenden  Zahlen  sind  die  Reste  dey  Potenzen  von  2,  deren 
Exponenten  die  mit  index  bczeichnete  Reihe  enthalt.  Umgekehrt  ist: 

index'  0123456789  10  11 

nnmerns  124836  12  11  95  10  7 


Es  unterscheidet  sich  dieses  Täfelchen 
von  dem  vorigen  nur  dadurch,  dass  die 
mit  index  bezeiehncten  Zahlen  nach  ihrer 
natürlichen  Grösse  geordnet  sind , wah- 
rend vorhin  dies  mit  den  bei  „nnmerns“ 
stehenden  Zahlen  geschehen  ist. 

Lösen  wir  z.  B.  mit  Hülfe  dieser  bei- 
den Täfelchen  die  Congrnenz  , 

7x  = 9moJ  13. 

Man  hat: 

ind  (7)  -1-  ind  (x)  = ind  (9), 

d.  h. 

ind  (x)  = ind  (9)  — ind  (7) 
oder  wie  das  erste  Tafelchen  zeigt : 
ind(x)  = 8 — 11  ~ —3  = 9. 

Der  Rest  ist  nämlich  nach  13  — 1 = 12 
zu  nehmen.  Suchen  wir  9 als  index  im 
2ten  Täfelchen,  so  steht  der  numerus  5 
darunter,  es  ist  also 
x = 5. 

Um  beliebige  Congmenzen,  deren  Mo- 
duln Primzahlen  sind,  zu  lösen,  müssten 
für  alle  Primzahlen , wie  hier  für  13, 
solche  Tafelchen  berechnet  werden. 

Eine  Sammlung  von  dergleichen  ent- 
hält das  von  J akobi  heransgegebenc  W erk : 
„Canon  aritAmeticuz.“ 

10)  Mit  Hülfe  dieses  Canon  können 
aber  auch  Congrnenzen  von  der  Form: 

ox  = 4 mod  p 

gelöst  werden.  Es  ist  nämlich: 


zeln  der  gegebenen  Congrnenz,  als  es 
incongruentc  Werthe  von  ind  (x)  giebt. 
Daraus  folgt  der  wichtige  Sau: 

„Soll  eine  Congrucnz 


x"  =4  modp 

Wurzeln  haben,  so  muss  der  grösste  ge- 
meinschaftliche Factor  von  m und  p — 1 
auch  ein  Factor  von  ind  (4)  sein.  Diese 
Bedingung  ist  ausreichend  und  noth- 
wendig.“ 

Denn  man  hat  ja 

m ind(x)  = ind(4)  modp  — 1, 
eine  Congrnenz,  von  der  in  Abschnitt  4) 
gezeigt  wurde,  dass  sie  unter  der  ange- 
gebenen Bedingung,  aber  auch  nur  unter 
dieser  immer  lösbar  sei. 

Hat  die  Congrucnz: 

ffl  ind(x)  = ind  (4)  mod(p  — 1) 
eine  Wurzel 

ind(x)  = o, 

so  wurde  in  4 gezei^  dass  wenn  <f  der 
grösste  gemeinschaftliche  Factor  von  ■ 
und  p — 1 ist , sich  als  incongruentc 
Wurzeln  die  Werthe 


p-1  ,2p-l 


« + 


(d-l)p-l 


ergeben,  deren  Anzahl  ist  also  gleich  <f, 
oder: 

„Jede  Congrnenz  von  der  Form 


ind(a)  -p  n ind(x)  = ind  (4)  mod(p  — 1), 

d.  b. 

• ind(x)  = ind(4)  — ind(a)  mod(p— 1) 
nnd  man  hat  soviel  incongruentc  Wur- 


x"  =4  modp 

hat  entweder  keine  oder  tt  Wurzeln, 
wenn  tf  der  grösste  gemeinschaftliche 
Factor  von  m und  p— 1 ist.“ 
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Dag  Criteriam,  ob  überhaupt  eine  Wur- 
lel  vorhanden  sei,  ist  hier  auf  die  Be- 
trachtung der  Indices  zurückgeführt.  Je- 
doch lässt  sich  noch  ein  andres  Critcrinm 
finden,  welcbcs  das  ZarOckgehen  auf  die 
Indiceg  nicht  erfordert. 

Es  fragt  sich  nämlich , in  welchen 
Fällen  ind(6)  durch  einen  Factor  J von 
(/>— 1)  theilbar  sei.  In  der  Congnienz 

Ä mod/#, 

wo  a diejenige  primitive  Wurzel  von  p 
ist,  fiir  welche,  die  Indices  berechnet  wer- 
den, bat  man 

ßpzl 

ß - ind  &,  und  a H 1 mod p. 

Soll  nun  ß durch  J theilbar  sein,  so 
nmss  offenbar 

ßp-^ 

a =1  niodp 

werden,  und  umgekehrt,  wenn  diese  letz- 
tere Congmenz  statlhndet,  ist  ß durch 
(T  theilbar,  weil  sonst  a keine  primitive 
Wurzel  von  p sein  konnte.  „Es  mnss 
also 

A =1  moj  p 
•eia,  damit  die  Congrucns 

X ~b  mod  // 

lösbar  sei , und  folglich  <f  Auflösungen 
habe.“ 

Beispiel.  Die  Congruenz 
x’  = 7 mod  13 

giebt  6 als  grössten  gemeinschaftli- 
chen Factor  von  m = G,  und  p — 1 = 12, 
ind  (4)  = ind  (7)  = 11.  Diese  Congruenz 
ist  also  nicht  lösbar,  da  11  den  Factor 
b nicht  hat. 

Sei  dagegen  gegeben: 

»•  = 12  mod  13, 

so  ist  (f  = 3der  grösste  gemeinschaftliche 
Factor  von  9 und  12.  Aber 

ind  (4)  = ind  (12) =6  . 
hat  auch  den  Factor  3 und  folglich  ist 
die  Congruenz  lösbar,  nnd  cs  giebt  3 
incongmente  Werthe  von  ». 

Da  9 ind  (x)  = ind  (12)  = G mod  12  ist, 
oder  was  dasselbe  ist:  3 ind  » = 2 moil4, 
so  ist  zn  setzen 

ind(»)  = 2, 

aber  aoeh : 

ind(»)  = 2+j  = 6,  •' 

ind(»)=:10. 


Zn  dem  Werthe  der  Indices  2,  6,  10 
aber  ergeben  sich  die  Zahlen:  » = 4, 

» = 12,  » = 10. 

Die  Bedingung 

Ä = 1 mod  p 
lautet  in  ungerm  Beispiele: 

12*  = 1 mod  13, 

eine  Bedingung,  die  offenbar  crf&lU  iatv 

11)  Theorie  der  quadratischen 
Reste. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  eigent- 
lichen Gegenstände  dieses  Artikels,  den 
quadratischen  Resten.  Man  hat  hier  in 
der  allgemeineren  Congruenz 

m 

X zzh  modp 

ausschliesslich  den  Fall  zu  untersuchen, 
wo  fn  = 2 ist.  Je  nachdem  sich  die  Con 
grnenz 

x*~h  mod p 

lösen  lässt,  oder  nicht,  nennen  wir  b 
einen  quadratischen  Rest  von  p oder 
einen  quadratischen  Nichtrest,  Es  soll 
in  den  folgenden  Betrachtungen  aber  p 
immer  eine  Primzahl  und  nicht  gleich  2 
sein.  Es  ist  dann  also  p — 1 durch  2 
theilbar,  und  nach  dem  im  vorigen  Ab- 
schnitte gefundenen  Critcrium  ist  die 
Congruenz  lösbar  oder  nicht,  je  nachdem 

A 2 mod  p 

ist  oder  nicht. 

Findet  aber  letzteres  statt,  so  ist  je- 
denfalls 

p-i  ,>—1 

p-i  T“ 

4*^  -1  = (6  -f-l)(i  -1) 

und  da 

4^  =1  mod  p, 

also 

4^  l=0mod.p, 
hat  man  jedenfalls 
p~t  p-i 

(4  ^ -1-1)  (4  * — l)  = 0modp, 

2' 

d.  Ii.  da  6 —1  nicht  durch  p theilbar 

r~i 

i~ 

sein  soll,  so  muss  dies  mit  6 -|-1  der  Fall, 

oder 

P-I 

4 = — 1 modp 

sein.  D.  h. 
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f,Rine  Zahl  6 ist  quadratischer  Rest 
p-i 
“2 

von  0^  wenn  b =1  moil  2,  Nichlrcst, 

wenn  6 =:  — -Imod//  ist.“ 

Man  bezeichnet  nun  durch  den  Aus- 

/b\  ^ 

druck  l-l  immer  die  Reste  von  b 

nach  Modul  p.  Der  Rest  aber  ist,  wie 
wir  gesehen  haben,  gleich  +1  oder  — 1, 
je  nachdem  b quadratischer  Rest  oder 
Niebtrest  ist,  also  immer: 

Augenblicklich  ergiebt  sich  auch,  dass 
immer: 


da 


ist,  wenn 


b = c moäp 


ist. 

Ist  ferner: 

= ficmodp. 


SO  ist: 


2 . 


also: 


f-1 


Da  nun  auch: 

sein  muss,  so  bat  man  offenbar: 


\p/  \p 

oder  allgemein: 
^edef 


e)'©"© 


©=©©©©©-. 


p / \p/  \/)/  \p/  \p/  \p. 

woraus  der  Satz  folgt: 

„Ein  Product  ist  quadratischer  Rest 
Ton  p,  wenn  die  Anzahl  der  Factoren, 
welche  Nichtreste  sind,  grade,  dagegen 
quadratischer  Nichtrest,  wenn  diese  An- 
zahl ungrade  ist.“ 

Man  kann  auch  mit  Leichtigkeit  die 
quadratischen  Reste  TOn  p finden. 

Sic  liegen  nämlich  in  der  Reibe  der 
Zahlen : 

1*.  2>,  3*  . • • (p-l)>. 

Die  Anzahl  der  incongmenten  Werthe 


dieser  Reste  ist  aber  nur 
die  Zahlen 

s*  und  (p  — 2/JS-f-s’ 
offenbar  congruent  sind.  Die  Zahlen 
1,  2,  3 • • • p-\ 
sind  unter  sich  ineongruent. 

In  der  Reihe 

1>,  2«.  3>  . . . (?^)’ 

gibt  es  fluch  nicht  2 congruente  Werthe, 
denn  w&rc  z.  B. 

so  wäre 

(.+0(«-0-o 

und  da  i — < kleiner  als  p ist,  t-\-l  =0, 
s + I kleiner  als  oder  höchstens  gleich 
/7,  was  nicht  möglich  ist. 

12)  Das  Uccip  rocitft  tsge  s ets. 
Dieses  wichtige  Oesetz,  w'elches  von 
Legendre  aufgcstellt,  aber  zuerst  von 
Gauss  mit  Schärfe  bewiesen  ist,  lehrt 
die  Moduln  finden,  für  welche  eine  ge- 
gebene Zahl  Rest  oder  Nichtrest  ist. 

Es  sind  jedoch  hier  einige  vorläufige 
Betrachtungen  nOthig. 

Ist  die  Zahl  b keine  Primz&hl » so 
zerlegen  wir  sic  in  einfache  Kactoren. 
Es  ist  aber  dann  auch,  da  h negativ  sein 
kann,  der  Enctor  —1  zu  betrachten. 
Offenbar  aber  ist 

(-1)  ^ --H  oder  =-l, 

je  nachdem  — g—  grade  oder  ungrade  ist. 

„ - 5a. 

Das  erste  nur  findet  statt,  wenn  p von 
der  Form  4ii4-l>  J®»  letzte,  wenn  es 
von  der  Form  4« -(-3  ist.  Im  erstem 
Falle  ist  also  —1  quadratischer  Rest  von 
im  letztem  Nichttest.  Suchen  wir 
jetzt  die  Wurzel  der  Congruenz 
r*  = —1  modp, 

BO  muss  jedenfalls  p von  der  Form 
2n-l-l  sein. 

Es  war  aber  nach  dem  Wilsonschen 
Satze  (Abschnitt  15) 

1-2'3"-(7J  — 1)  = — Iroodp, 
aber  cs  ist: 


2 


1-2-3-  • ■ (/:-!)  = ! •2-3 

Für  4io  letzte  Hälfte  der  Zahlen  nimmt 
man  die  absolut  kleinsten  Reste  nach  p. 


Digilized  by  Google 


Quadrat  Reste  (Zahlenlehre).  129  Quadrat.  Reste  (Zahlenlehre). 

El  iit 

I — 1 n — 1 B — 1 «1  — 

. p — 1 = —1  moip, 

P 


£zl+i  = Pzl+2  = , 

2 2 ’ 2 ^ - 2 


also 

1 


2.3  .. . (p-1)  = (l.2.3  . 2’ 

V 2/1  diejenige  Zahl,  welche  r^  ergänzt,  Com- 

da  die  Anzahl  der  Zahlen  1,  2,  •••p— 1 plement  von  r,. 

gleich  2 h,  also  grade  ist  Ei  kann  aber  dos  Complemcnt  von  r, 

Es  ist  also  ^ gjpg  2ahl  ans  der  Kcihe  der  r, 

x = 1.2'3  • ■ • ^ •®'“-  Denn  fände  diel  itatt, 

2 so  wäre : 

eine  Lösung  nnserer  Congrnenz  r,Z>kmodp. 

X*  = — Imod».  , 

. ' also: 

Sei  jetzt  p wieder  eine  beliebige  nn- 
grade  Primzahl,  und  multipliciren  wir  *■,+ r,  = (<+»)»=: p mod/j, 

die  ^ste  1 , 2,  3 • • • p - 1 mit  einer  was  nnr  der  Fall  sein  kann,  wenn 
beliebigen  Zahl  k,  so  werden  sich,  wie  , , _ j a 

schon  fraber  gezeigt,  wieder  als  Beste  ' '^‘~P  °“®''  *+*-0 

nach  Modul  p die  Zahlen  1,  2-"p— 1,  ‘‘t  Da  letzteres  unmöglich  ist  somnss 

jedoch  in  andrer  Ordnnng  ergeben.  . . , P . . , , . , 

a ■ ■ j.  T,  * ßTöMer  als  ^ sein,  wenn  t kleiner  als 

Seien  jetzt  die  Beste  von  “ ’ 


1-k,  2-k,  3-k 
bezeichnet  dnreh: 

fl»  '’n  r,  • • • rp_j. 


^.k 

2 


2 ist  da  die  r nur  bis  zu  gehen. 

~2~ 

Wir  wollen  jetzt  mit  a,,  o„  a, 
diejenigen  Beste  von  l-k,  2-A,  3-k--* 

Jede  dieser  Werthe  r ist  dann  ent-  •'>®®®i®hn®n,  die  kleiner  als  | 

weder  kleiner  oder  grösser  als  ? da  ‘ ‘ ‘ V diejenigen, 

2 p 

welche  grösser  als  ^ sind.  Es  bilden 
dann  die  Werthe: 


selbst  ein  Bmch  ist 


Ui.  «i.  a,  • • • aj,  p-4i,  p-4„  p-4, 
offenbar  die  Zahlenreihe 

P-1 

2 ’ 

natörlich,  ohne  dass  sich  über  die  Ordnung  etwas  sagen  liesse. 
Nun  ist 

s— t 


1,  2,  8 


^l-2-3 
und  ausserdem 


'-il) 


2 _ 

k =r,  r,  . . ■ = a,  a,  a,  • ■ • -4,  4,  4,  • • -4^  modp 

T- 


p-l_. 


1.2.3. ..^  = a,  a,  ...  aj(p-4,)(p-4,)(p-4,)...  (p-4p. 

Oder  da 

p-b^-'b  modp 

ittf  auch: 

(—1)^8,  a,  ■ ■ • ax  bl  b,  • ■ • 4^  = l*2-3  • • • modp. 

Durch  Mnltiplidren  dieser  Congrnenz  mit 

f—i 

(l’2'3  • • • * = a,  a,  fl,  • • • a,l  4,  4,  4,  • • ■ 4^  modp. 

9 
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erhält  man 

r-t 

I:  * =(— 1)^  modp 

oder 


Ist  X.  B k = 2,  BO  sind  die  Reste  r,, 
r„  ■ • • r die  Zahlen  1.2,  2-2 


2 selbst. 


Ton  diesen  Factoren  ist  jedenfaUt  einer 
dnreh  8,  der  andere  dnreh  2 theilbtr. 
Im  xweiten  Falle  dagegen  ist  p*— 1 nur 
durch  8 theilbar,  denn  einer  der  Facto- 
ren ist  durch  4,  der  andre  durch  2 theil- 
bar, je  luehdem  also  2 quadratischer 
Rest  oder  Nichtrest  ist,  wird  die  Zahl 

p2~i 


8 


grade  oder  ungrade  sein  und  man 


kann  setxen: 


2 

Ist  dann  p von  der  Form  4n-fl,  also 
^ — 2n  oder  grade,  so  sind  eben  so 

viel  Zahlen  der  Reihe  r,,  r,  • • • klei- 
ner als  der  halbe  Modul,  als  deren 
grössere  vorhanden  sind,  also 


fi-1 


was  der  algebraische  Ausdruck  fSr  den 
eben  gefundenen  Satz  ist. 

Beispiel.  (^)  =(-')“.  »'*0  2 
quadratigeher  Rest  von  17, 


und 


©=<-■> 


also  2 ist  Kichtrest  von 


11. 


Die  Zahl  2 ist  also  quadratischer  Rest 
von  p oder  Nichtrest  davon,  je  nachdem 
n grade  oder  ungrade,  d.  h.jc  nachdem: 
p von  der  Form  8m-f-l  oder  von  der 
Form:  8m -1-5  ist. 

Ist  dagegen  ungrade,  also  von  der 

Form  2» -fl,  p also  von  der  Form  jjt, 
4n-|-3,  so  ist  anch: 


13)  Wir  wollen  jetzt  mit  x eine  be- 
liebige Zahl,  mit  E(z)  die  grösste  daris 
enthaltene  ganze  Zahl  bezeichnen,  derart, 
dass  z.  B. : 


KV»)., 


15  1 

weil  y = 2+;y  ist. 


|=2«-n-l-i 

und  die  Reste,  welche  grösser  als  der 
halbe  Modul  sind,  beginnen  mit  2(n-f  1); 
es  ist  also 

p = n-fl 

und  in  der  Formel: 


ist  ft  grade,  wenn  n ungrade  ist. 

Die  Zahl  2 ist  also  quadratischer  Best, 
wenn  n von  der  Form  2m  -f  1 oder  p 
von  der  Form  8 m -1-  7 ist,  Nichtrest, 
wenn  p die  Form  8 m -(-3  hat. 

Da  man  für  8m-f-7  auch  8m— 1,  und 
für  8m-(-5  auch  8m— 3 schreiben  kann, 
so  ergiebt  sich  für  die  Zahl  2 ganz  all- 
gemein : 

„Die  Zahl  2 ist  quadratischer  Rest 
aller  Primzahlen  p von  der  Form  8m+l, 
Nichtrest  der  Primzahlen  p von  der  Form 

8m+3.“ 

■Im  ersteren  Falle  aber  ist  die  Zahl 
p*  — 1 durch  16  theilbar,  denn: 

p’-l  = (p-l-l)(p-l), 


Wenn  man  jetzt,  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte, unter  r,,  r,  • ••  r die.Beste 

V 

der  Zahlen  1 -k,  2-k  • • • 

Modnl  p versteht,  so  ist  offenbar: 

2k  = pE(^)  + r. 
Sk=pE(f)  + r, 


Die  Summe  der  Zahlen  u,,  n,,  • • • a^ 
wollen  wir  mit  A,  die  Summe  von  i,, 
b.,  • • • h mit  B bezeichnen. 
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(})-(?) 


to  iit  offenbar 


P 

p2-i 

8 
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+ £ 


k -f"  "l" 


wie  man  durch  Addition  der  obi^n  Oleichnngen  ersieht. 
Ausserdem  aber  ist: 


a,+a,+  ...  +o^+(p-i,)  + 0»-Ä,)  + 


+(p-i^)  = Ä+pp-B. 


Da  ucb  dem  vorigen  Abschnitte  die  a und  die  p—b  die  Zahlenreihe  1,  2,  S*  * . 
bildeten,  so  ist; 

A+|Uji-B  = 1+2+3+  • 


'■  2 ~ 


8 


Snbtrahirt  man  diesen  Ansdruck  von  dem  Sei  jetst  k wieder  ungrade  aber 
Ausdrucke  a),  so  kommt:  kleiner  als  p,  so  muss  jedes  Glied  der 

o*  — 1,.  Beihe: 

-^(l-l)=;>(J!f-^)+2fi.  

Dieser  Ausdruck  lehrt,  dass  {M—p)p  'f*'  "'7’^  ‘^P' 

grade  sein  muss,  „wenn  k ungrade  entweder  gleich  dem  folgenden,  oder  um 
ist,“  aber  da  p immer  ungrade  ist,  so  Eins  kleiner  sein.  Offenbar  aber  ist 
ist  in  diesem  l'allo  auch  M—p  grade, 
d.  h. 


oder 


(-1) 


M- 


^=+1 


(-1)" 

Es  ist  also  dann: 


e)=«- 

un  Glied 
rer  folgen 
, und  n 

nehmen,  dass  letzte  dieser 


Es  können  diesem  Gliede  indess  noch 
eine  Anzahl  andrer  folgen,  die  ebenfalls 
gleich  Null  sind,  und  wir  wollen  an- 


(})=<-)*. 


da  nach  vorigem  Abschnitte 

(})=<-»' 

war. 

Sei  jetzt  k nicht  ungrade,  sondern 
gleich  2,  so  ist  offenbar  Jf-0,  da  in 


Glieder  sei. 

Es  ist  dann: 

‘*<1  und 

P 

P 

d.  h. 

.<1,  s+l>f 

oder 

^ \ p J beiten  s 


zufolge  der  beiden  letzten  Ungleich- 


die  grösste  in  j enthaltene 
keine  ganze  Zahlen  enthalten  sind,  also;  ganze  Zahl  sein  muss.  In  der  Beihe: 


j»*— 1 

^-^  = -PP+2B, 


n*  —1 

also  pp  oder  p und  — sind  zu  glei-  p 

dier  Zeit  grade  oder  ungrade.  Diese  *“  Ein« 

Betrachtung  führt  wieder  auf  den  schon  gibt,  gleich 
im  vorigen  Artikel  direct  bewiesenen  \k/^ 

Satz:  Das  letzte  Glied,  weichet  Eins  gibt, 

möge  jettt  ^ sein,  so  ist  ähnlich 
wie  vorhin: 
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also 


^*>2, 

V P 


I p 


p-k 


2p 


tmd 


<=El- 


Da  nun  - - ein  Achter  Broch  ist,  lo  iit : 

2p 

e(^-^  ■ Diesen  Werth  gibt 

\ 2 p/  2 

das  letzte  oder  te  Glied,  so  dass 
Es  ist  also  die  Anzahl  derjenigen  Glie-  Anzahl  der  Glieder,  welche  Gleiches 

^vührend  die  Anzahl  derjenigen , welche  mal  übersichtlich  hinschreiben. 


0 geben : £1 


(j) 


Glieder, 


geben : 


2 geben: 


Null  gaben,  e(j)  Ebenso  wird  die 

Zahl  2dnrch£(^)-  GUeder  ge- 

gegeben,  und  so  fort. 

Die  Zahl  wird  durch 

^ ^ Gliederund  end- 
lich durch  Ql'®" 

der  gegeben.  Das  letzte  Glied  n&mlieh  ist: 
also  das  ^^teoderdas 

welche  Zahl  gleichbedcntend  geben: 

ist  mit 

also  da  die  Summe  aller  Glieder  itf  war,  so  ist; 


t-3 

2 

k-1 


geben : 


Glieder, 

-K¥f) 

Glieder; 


P-1 

2 


oder : 


■ ©©='-■) 


jtf+JV 


Af+iV: 


a©=<-'> 


y-tt-1 
2 2 


Wir  wollen  den  Ausdruck  in  der  Elam-  l*ti  ®1®°  1"* ' 

mer  zunächst  mit  iV  bezeichnen,  so  dass 
man  hat : 

p— 1 1— 1 oder: 

Da  nun  k eine  ungrade  Zahl  war,  so  hat- 
ten wir:  \p 

(t\  In  dieser  letzten  wichtigen  Formel  be- 

p/~'  ■ steht  das  Bcciprocitätsgesetz.  Es  lehrt 

, . , , , . -B  ■ .1.1  augenblicklich  bestimmen,  ob  p qnadra- 

Ist  aber  k auch  eine  Fnmzahl,  so  zeigt  ..  ’ 

j D l 1 . j . D.ii,.  V ..„Ulf.  tischer  Best  von  k sei,  wenn  man  weias 

das  Bildnngsgesctz  der  Keihe  ly,  welche  , , . d . , 

u j u . 1 7.I.I..  ob  k quadratischer  Best  von  p ist,  vor- 
aus iW  durch  Vertauschung  der  Zahlen  ’ ~ , . , j -o  ■ 

p ..d . d«.  ...i  3rSd'“D‘„”i:  TTÄ 

war,  ist  übrigens  im  vorigen  Abschnitt 
direct  behandelt  worden. 
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Das  Reciprocitltsgesetz  lässt  sich  auch 
schreiben : 

I>-1  *-l 

~i~~r 


da  nämlich 


(f) 


entweder  +1  oder  — 1 


ist,  ist  es  gleich,  ob  mit  diesem  Ans- 
dmek  mnltiplicirt  oder  diridirt  wird. 

Ist  eine  der  Zahlen  p oder  k von  der 
Form  4n+l,  so  ist  offenbar 
,-l *-t 
”5“  ■2" 

(-1)  =+l, 

wenn  aber  beide  Ton  der  Form  4n+3 
sind,  so  Ist 

r-i  k-i 

~2~~T 

(-1)  =-l. 

In  Worten  lässt  sich  also  das  Beoipro- 
dtätsgesetz  folgcndermassen  fassen. 

„Die  nngraden  Primzahlen  p und  k 
sind  gleichzeitig  quadratische  Beste  und 
Nichtreste  von  einander,  wenn  eine  der 
beiden  Zahlen  die  Form  4n  + l bat;  ha- 
ben aber  beide  die  Form  4n-f-3,  so  ist 
p quadratischer  Rest  ron  k,  wenn  k 
Nichtrest  von  p ist,  und  umgekehrt.“ 
Dieser  Beweis  des  Beciprocitätsgesetzes 
ist  Ton  Gauss,  welcher  deren  mehrere 
gegeben  hat,  die  zum  Tbeil  in  den 
„DisiptitUontt  ariihmeticat",  zum  Theil 
in  spätem  Abhandlungen  enthalten  sind. 
Wir  geben  noch  einen  Beweis  Ton  Di- 
richlet  im  folgenden  Abschnitte. 

Das  Beciprocitätsgesetz  gehört  zu  den 
schönsten  Sätzen  der  Zablentheoric.  Wir 


bemerken  hier,  dass  cs  sich  nicht  auf 
die  quadratischen  Beste  beschränkt,  son- 
dern för  die  Beste  beliebiger  Potenzen 
sich  analoge  Sätze  ergeben.  Gauss  hat 
dies  schon  für  die  biqnadrntischon  Beste, 
Jakobi  für  die  cnbischen  dargethan. 
Indessen  bezieht  sich  hierbei  dies  Ge- 
setz nicht  mehr  auf  die  gewöhnlichen 
Primzahlen,  sondern- auf  die  eomplexcn. 
(Siehe  den  Artikel  Zahl.)  Das  nllgc- 
mcine  Beciprocitätsgesetz,  welches  Kum- 
mer auiipstellt  und  bewiesen  hat,  aber 
findet  seine  Anwendung  im  Allgemeinen 
nur  für  die  idealen  Zahlen,  welche  die- 
ser grosse  Arithmetiker  in  die  Zablen- 
theorie  eingeföhrt  hat.  (Siebe  den  Ar- 
tikel Zahl.)  Wohl  zu  bemerken  ist  noch, 
dass  das  Beciprocitätsgesetz  ffir  quadra- 
tische Reste  rar  alle  Primzahlen  k An- 
wendung findet,  mit  Ausnahme  der  2. 
Ffir  diese  wird  es  aber  ersetzt  durch  die 
im  vorigen  Abschnitte  bewiesene  Formel : 


© 


welche  man  daher  „b-rgänzungsgesetz  des 
Beciprocitätsgesetzes“  nennt. 

Auch  bei  den  höheren  Reciprocitäts- 
gesetzen  werden  gewisse  Primzahlen  aus- 
geschlossen, und  finden  sich  demgemäss 
immer  „Ergänznngsgesetze“  för  dieselben. 

14)  Wir  geben  in  diesem  Abschnitt 
noch  den  Dirichlet’schcn  Beweis  für  das 
Beciprodutsgesetz.  Es  ist  analytischer 
Natur,  wie  so  viele  Betrachtungen,  wel- 
che Diricblet  mit  Bezug  auf  zohlcntheo- 
retische  Fragen  gegeben  hat. 


Bekanntlich  hat  man  die  Formel 

/(jr)  = Jo,-)-o,  cosi-i-o,  cos2j;-f  o,  cosSzr-t- 


cos  mada, 


welche  richtig  ist,  so  lange  x zwischen  0 und  n liegt.  Diese  Formel  heisst 
Fourriersche  Reihe  (siehe  den  Artikel:  Quantität  (imaginäre)),  und  aus  ihr  ergibt 
sich,  wenn  man  4r=0  setzt: 

r(0)  = ia.+*  ^a,. 

s = l 

Wir 'wollen  noch  setzen: 

2 

Al  = — y COB  iaf(a)dat 
wo  k eine  poiitive  ganze  Zahl  iit,  so  ist  offenbar: 

2/  r"  \ 

= -I  / coiittf(a)da+  / cosiff/(o)(fn -f  ••>  ■(-  / cos SBf(a)(fa  I. 

^ (2A-1)/I  ' 
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Sei  jetzt  k grade,  so  ist,  wenn  man 
setzt; 

.(t+l)-* 


a = kn  + Sf 


J COS  sn((«r)<ln  = J coi(tkn+ty)  f{kn+y)dy  = J cos  s«((fcn  + <t)a«. 


kn 

Sei  k nunmehr  ungrade,  so  setze  man 

“ = (*+l)'»+Vi 

es  wird; 


j'  couaf{a)d«=— j'  cossy/I(i:+l)u+y]dy=^  cossi»/'[(t+l)a  — o]*». 


kn 
also; 


bs  = - r [f(,a)+f(2n—a)+f(ßn+«)+f{,in—a)+  ....  +f(2kn—n)]cot$adtt. 
nj  , 

Es  ist  also  bi  ganz  von  derselben  Form  als  das  Integral,  welches  den  Werth  von 
m angab,  nur  dass  für  f{x)  der  Ausdruck; 

/■(4c)  + /’(2u-Jr)  + /'(2u  + j)  + ((4u-jr)  + ((4/i+z:)+  • • • f(2hn-x) 

ZU  setzen  ist.  Dieser  Ausdruck  ist  also  gleich 

b * = ® 

-^+  X bicmts. 

2 s = l 


x = 0 


Wenn  man  also 
setzt,  so  wird; 

rt0)+2/(2a)+2((4u)+  • • • +2/’[2(*-1)7i]+/I:2*u)=^+  X b. 
, ^ s = l 

^(0)+«2*a)+2jT*  V(2sn)=^+*  jTi,. 

s=l  ^ s=l 

Ist  in  dieser  Formel  h eine  grade  Zahl,  also  gleich  2/<,  und 


oder 


so  kommt; 


«x)  = COSp;, 


cobO+  cps(2/«n)+  21 

B = 1 


* = 2/4-1  ,■>„  1 Mun 


8/^ 


•h-L  r • 

2/1  ~ nJ  • 

2*  = ® »’  . 

H — X I cossacoss — da  = 

n,-i  J • 8/in 

^UT\  • • • • 

+ "•‘(^+2")+  "”(8^+^)+  * • ’M’ 

eine  Reihe,  die  nach  beiden  Seiten  hin  sich  ins  Unendliche  erstreckt. 

Es  ist  auch  ohne  Weiteres  klar,  dass  wenn  man  setzt; 


Digiiized  by  Google 


Quadrat.  Reste  (Zahlenlehre).  135  Quadrat.  Reste  (Zahlenlehre). 


man  aal  gleiche  Weise  erhalt: 

* = 1 ji„  jp  pAfiit , 

sinO+ iin(2/<n)  + 2 ^ sin^=— |^y  | 


+ + • • • H- 


Setit  man  in  beide  Formeln: 

y — 4n^7i  fär  0, 

a* 

wenn  das  Argument  nnter  dem  Cosinus  oder  Sinuszeichen  = l-aa  betragt,  da- 

gegen  y -I-  4«jua  für  a, 

wenn  das  Argument  ^ na  ist,  so  kommt: 

8/471 


da 


8-2/4— 1 J p + (C  „1 

cos(0)  -1-  COs(2447|)  + 2 i cos  = — I cos  5 1 

, = 1 2/4  n./  8/471 

S = 2/4  — 1 J p + <x>  „1 

sin  (0)  sin  (2u7i)  -t-  2 i sin  = — / cos  5 — da. 

. S = 1 4=.“  —OB  ®.“” 

a 

Führt  man  für  —r=.  eine  neue  Veränderliche  ein,  und  setzt  4/4- n,  so  kommt: 

K8/47I 

s--— 1 

cos(0)  + cos  ^-i-  2 X cos 

‘■2  . 2.’7s  ~ 


....  . • 2i’7s  ,/2n 

sm(0) -f  sin -^-f2  .F  sin— jj— =j|/— , 

^-t-00  «+Q0 

c=  f cosn’if«,  j = # sina’da 

./  _ao  _oo 


sn  setzen  ist. 

Die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  (siebe  den  Artikel  Quadraturen)  lehrt, 
dass  c - g — ist.  Indess  soll  dies  hier  nicht  Torausgesetzt  werden,  da,  wie 
man  gleich  erkennen  wird,  die  Bechnnng  selbst  auf  dies  Besnltat  führt. 


Es  ist  nun 


, 27T  , . ,2ti 

coss’  — = cos(a— s)’ — , 

fl  fl 

,2t»  . , .,271 

sins’  — = siniit— s)* — , 

n ' ' fl 


wie  leidit  ersichtlich,  wenn  man  den  Ausdruck  (a— s)’  berechnet,  also  auch: 
s = -— 1 

„ _2  2s*7Z  2s’7i 

»--—1 

„ 2 2s’7z  * = . 2s*7r  . Jn\tn\ 

*.fl  ”“~"sfl  n> 
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also: 


* — a 1 


/2»  »’äa 

i-i/_=  S cos , 

r a 1 = 0 " 


i = «-l 


I2n  “ . *’2n 

3V  — = ^ M“ ' 

a 1 = 0 " 


Setzt  man  in  diesen  beiden  letzten  Formeln  n=4,  so  kommt: 


und 


r'^-=  cosO 


4-  cos^+cos2a  +cos^  = 2 


y|/5  = sinO  + sin^  + sin2n  + sin^  = 2; 


..-T-».- 2 ■ • 2 

aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  das  oben  angegebene  Kesultat : 


also  ist: 


i = n-l 
Z cos 
1 = 0 
i = n— 1 


= »-l  . /i«2a\ 

X sinl )-\n- 

1=0  , " ' 

Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  mit  • = !/  — 1,  und  addirt  sie  zur  ror- 
letztcn,  so  hat  man: 

i=«-l  ,,  2ni 
X e*  — = (l+i)]^. 

1=0 


Es  soll  jetzt  der  Ausdruck; 

i = n— 1 2kat 

? (*.  *)-  2 e ~ 

1 = 0 

allgemein  betrachtet  werden,  wo  h und  n ganze  Zahlen,  n aber  nicht  mehr  der 
Bedingung  unterworfen  ist,  von  der  Form  4ju  zu  sein. 

Ausserdem  nehmen  wir  noch  an,  dass  h und  n relativ  einfache  Zahlen  sind, 
jedoch  kann  h auch  negativ  sein,  n ist  dagegen  stets  positiv. 

Es  ist  dann: 


1=11' 

<f  {kn,  n)  • m)=  X 

1=0 
i = n- 
= X 
1=0 


1 ,2tmatt  = m— 1 ,, 
e*  X 

t = 0 


2imii 

m 


1 t-m-l 

* m«  • 

1 = 0 


Offenbar  kann  man  in  dieser  Exponentialgrüsse  znm  Ansdmeke  i’m*-fi>n>  im 
Exponenten  eine  Zahl  hinznfQgen,  die  durch  mn  theilbar,  oder  was  dasselbe  ist, 

2iiai 

nach  Modnl  mn  mit  Null  kongruent  ist,  da  e =1,  wenn  a eine  ganze  Zahl 
ist.  Thnt  man  dies  und  wählt  dazu  die  Grösse  2s(mn,  so  kommt: 


i = n-ll  = m-l  s2kni 

t(tm,  n)  + f (tn,  m)=.  X X ^ m»  i 

1=0  t=0 


wo  für  im+tn  auch  natürlich  jeder  damit  für  Modnl  mn  congmente  Werth  gesetzt 
werden  kann,  also  auch  die  Beste  von  im+tn. 
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Setzt  mzn'fttr  < alle  Zahlen  von  Obis 
M— 1,  lur  I von  Obis  m — 1,  so  werden 
nie  zwei  congruente  Werthe  Vorkommen. 
Denn  wäre  z.  B. ; 

sm+ln  = s'm+t'n  mod(mn), 
so  wäre  anch: 

(s — »')  in + (1 — I')  " = 0 mod  (mn), 

was  nur  mOglich  ist,  wenn  »— i'  durch 
n,  l — l'  durch  m thcilbar  ist,  ein  Fall, 
der  hier  nicht  stattfinden  kann. 

Es  dürfen  also  in  unserer  Summe  für 
tm  + In  nach  der  Bcihc  alle  Beste  von 
Hin  gesetzt  werden,  so  dass  man  bat: 

r = mn— 1 2il:ni 
7(fai,  ii)  + y(*fl,m)=  2 e 

r = 0 

oder: 

I)  7 (km,  n)  7 (kn,  m)  = 7 (k,  mn). 

Sei  R relativ  einfach  zu  n,  so  hat  man: 
f = n— 1 ,,2kR*iti 
7(kR«,n)=  2 e ^ . 
s=0 

Für  RS  kann  in  dieser  Formel  der 
Rest  nach  m gesetzt  werden.  Man  erhält 
aber  als  Beste  die  Zahlen  0,1,2* 
so  dass  sich  ergibt: 

r = is— 1 ,,  2hni 

?(*«’,«)=  ^ « n 

r = 0 


oder 

II)  7(*ii«,n)  = 7(A,  n). 

In  ganz  einfacher  Weise  findet  man 
die  Formel: 

rU)  if(h,n)  = tf(k,n), 

wenn 

A = ltmodn 

ist.  Die  oben  gegebene  Bcihc  gab  den 
Werth  von  7 (1,  it),  nämlich : 

7(1,  n)  = Vn(l-i-i) 

für  den  Fall,  wo  n die  Form  4u  hatte. 

Ist  n aber  eine  ungrade  Zahl,  so  gibt 
die  Formel  II,  wenn  man  darin  r=2 
setzt: 

7 (1,  n)  = 7 (4,  «). 

Ans  der  Formel  I aber  folgt,  wenn  man 
= m=:4  annimmt: 

7 (4,1t)  7 (n,  4)  = 7(1,4»), 
und  da  in  dem  Ausdruck  7 (I,  4^)  das 
zweite  Argument  die  vorgesebriebene 
Form  hat: 

7 (4, »)  7 (»,  4)  = 2(1+»)/». 

Da  man  in  7 (»,  4)  nach  Formel  III 
iUr  » jeden  WerÜi  setzen  kann,  der  nach 
Modul  4 mit  n congruent  ist,  und  da  n 
ungrade  war,  so  ist: 


7(»,  4)  = 7(I,  4),  wenn  » von  der  Form  4/»  + l ist, 
7(«,  4)  = 7(3,  4),  wenn  « von  der  Form  4^+3  ist. 


Nun  ist  aber: 

7(1,4)=  l+e2*  +e*’"+«®2‘  =2(l+i) 
und  da  7(4,  »)  = 7(1|»)  war,  so  ist,  wenn  » die  Form  4/»+l  hat: 
7(1,«)7(1,4)  = 2(1+0V^ 

oder; 

. »(1.  »)  = /»■ 

Dann  ist 

3 . - 8 . 

7(3,4)=  l+c2  2 =2(1-0; 

also  wenn  » die  Form  4^u+3  hat: 

7(l,«)7(3,4)  = 2(l+i)/» 

und  da 

1+i  . 

1— i = ‘ _ 

7(1,»)=»/». 

Noch  ist  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  » von  der  Form  4yu+2  ist. 
Nach  der  Formel  I ist; 

7(1,")  = 7(1.  2-ä)=  ■/(S,  2), 
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.ber  Formel  HI  gleich  y(l,  2), 

ni 

V(l,2)=l+«  =0, 

also  ist  in  diesem  Falle 

v(l,")  = 0. 

Die  rier  Werthc  von  f(l,n)  sind  also:  ■ _ 

y(l,  n) =(!+•) wenn  n von  der  Form  4,u  ist, 
g(l,n)=  ]/n,  wenn  n von  der  Form  4u+l  ist, 
y(l,  n)=  0,  wenn  n von  der  Forin  4u+2  ist, 

7(1,  n)=  i\/n,  wenn  « von  der  Form  4^+3  ist. 


Die  beiden  FitUe,  wo  n nngrade  ist, 
lassen  sich  aber  auch  in  einen  vereinigen 
durch  folgende  Betrachtung. 

Das  Quadrat  jeder  ungraden  Zahl  hat 
die  Form: 

(2n+l)»  = 4a«+4ii  + l, 
lässt  also  durch  4 getheilt  den  Best  1, 
das  Quadrat  Jeder  graden  Zahl  dagegen 
ist  dui%h  4 theilbar.  Man  kann  also  ffir 
ungrade  n setzen ; 

- 

»(!.») =y»‘'  2 / 

denn  der  Factor  von  }/n  ist  I oder  i, 
je  nachdem  n die  Form  4u  + 1 oder 
4/S+3  hat. 

In  Abschnitt  11  wurde  gezeigt,  dass 
et  in  der  Zahlenreihe 

1,  2,  3 . . . p-1 

0 — 1 

g quadratische  Reste,  also  ebensoviel 
Nichtreste  gebe. 

Die  ersteren  wollen  wir  mit 

o„  o,  . . . o^_j, 

ir 

die  letzteren  mit 


2 

beteichnen. 

Man  denke  sich  unter  ein  bestimm- 
tes Glied  der  ersten,  unter  der  zwei- 
ten Reihe , unter  a , b beliebige  Glieder 
der  bezüglichen  Reihen. 

Es  lässt  sich  dann  zeigen,  „dass  die 
Ausdrücke  a oder  b 6, , wenn  man 
darin  für  a oder  b alle  Werthe  setzt, 
alle  Glieder  der  ersten  Reihe , dagegen 
in,  und  ai,  alle  Glieder  der  zweiten 
Reihe  alt  Beste  ergeben.“ 


Denn  ist 

i = und  /=t*modp, 
so  ist  auch 

F{=s><*  modp, 

also  kl  ein  quadratischer  Bett  von  p. 
Hieraus  folgt,  dass  aa,  immer  ein  Glied 
der  ersten  Reihe  als  Best  hat,  alle  Wer- 
the  von  aa,  aber  sind  incongruent,  so 
dass  sieh  alle  Glieder  der  Reibe  ergeben 
müssen. 

Es  ist  dann  auch  ersichtlich,  dass 
id,  alle  übrigen  Beste,  also  sämmtlicfae 
Glieder  der  zweiten  Reihe  geben  mnts. 
Der  Ausdruck  ai, , der  ebenfaUs  immer 
verschiedene  Reste  für  wechselndes  . 
gibt,  kann . keine  Glieder  der  ersten  Reihe 
zu  ^sten  haben.  Denn  wäre: 
o&,  = o*  modp, 

so  wäre 

a E «'*  modp, 

da  d immer  einem  Quadrate  congment 
ist,  also 

fc,  o'*  E d*. 

Nun  bestimme  man  die  Zahl  s so,  dass 
sie  die  Congmenz: 

sa'E  omodp 
erfüllt,  so  ist  auch: 

s>o'*  E i,  «"  modp, 

d.  h. 

• — » 

was  der  Annahme  widerspricht. 

Die  Grössen  ai,  enthalten  also  alle 
Glieder  der  zweiten  Reihe,  und  die  mit 
ihnen  und  unter  einander  incongmenten 
Werthe  von  ii,  die  Glieder  der  ersten 
Reihe,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  verstehen  nun  in  dem  Ausdrucke 
7 (ä , p)  unter  p irgend  eine  ungrade 
FrimzsU.  Es  ist  dann: 
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2ni  s = p—l 


+ ^ 


P ■ 


t=p-l  i.,2ni 
f(k,p)=  S -^=1+  S 

s = 0 J = 1 

El  nnd  aber  die  Zahlen  i der  xweiten 
Reihe,  mit  entgegengeietzten  Voneichen 
genommen,  denen  der  ersten  entsprechend 
congrnent  nach  Modul  p,  also  ihre  Qna- 
drate  congrnent  den  Quadraten  der  ersten 
Reihe,  so  dass  die  beiden  Snmmen  glei- 
ches Resultat  geben,  nnd  man  hat: 


<r  (k,p)  = l+2Se  P , 
cs  sind  nämlich  statt  derWerthe  i’  ihre 
Reste  a gcsetst,  so  dass  die  Reihe  der 
a wie  oben  alle  quadratischen  Beste  von 
P umfasst. 

Ist  non  A quadratischer  Rest  von  p, 
so  geben  die  ha  alle  quadratischen  Reste 
a,  ist  dagegen  h Nichtrest,  alle  Nicht- 
reste i von  p. 

El  ist  also: 

,f(k,p)  = l + 2Je  P, 
wenn  A quadratischer  Best  von  p ist,  and 
4?2i 

q.(*,p)=  l+2Xe  P, 
wenn  h Nichtrest  ist. 

Cebrigens  ist: 

^2ni  s = p— 1 2mi 

X«  p •i- Xe  p ~ X^  e p . 


Die  Snmme  rechts  bildet  eine  geome- 
trische Reihe,  nnd  als  Werth  derselben 
ergibt  sich  : 


1 -e  J> 

also : 

i.2ni'  ^2ai 

Xe  P - -1-Se  P . 

Setzen  wir  jetzt  wieder 

= -i-1  oder  = —1, 

je  nachdem  h quadratischer  Rest  oder 
Nichtrest  von  p ist,  so  ist  offenbar: 

y {*»P)  =(^)  (l+2^e  p) 

oder  da: 

,2<ii  /it-iy 
<f  (l,p)=l+2Xe  p =y^\  2 / • 

» (*.  P)  = (j)»  (1.  P) 

oder: 

IV)  q(*,rt=(^)i(V)  yp. 


Ist  aber  auch  A eine  ungrade  Primzahl,  so  ist: 

»(P.*)  = ß)i(~2~)  )/Ai 
also,  wenn  man  beide  Oleichnngen  mnltiplidrt: 

v(*.p)  v(p.*)  = (^)(0 2 ) ■^(  2 ) 

Nach  der  mit  I bezeichneten  Pormel  ist  aber  offenbar: 

/Aj^y 

7(P.  *)  »(*.  P)  = y(l.  *P)=»'  ^ ' VA 

also: 

Aber  es  ist: 

(^)’~  (^)’-  (^y=i(*’P‘-*‘-P‘-2ip+ak+2p-i) 

= *[(*‘-l)(p’-l)-2(A-l)(p-l)]. 
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Es  ist  aber  h ungrade,  also  Setzt  man  A=;8,  so  kommt: 

*>-l  = (2»+l)’-l  = 4f>+4s  = 4i(i+l),  V(8,p)  = 7(2,  p) 

also,  da  entweder  t oder  > + 1 grade  ist,  naeli  Formel  II  und 
so  ist  k*  — l Jedenfalls  durch  8 theilbar, 

also  ist  — immer  durch  4 


7 (8,  ;»)=  (|) 

theilbar,  der  entsprechende  Ausdruck  , , i-rr  ° 

(*>  — 1)  (^*  — 1)  Formel  IV. 


> 4 

man  hat,  da 

-2(A-l)(p-l) 
. 4 


ist : 


= (-l) 

*-l  p-1 

e-)  (;)=(-»  ^ . 


4-1 p-1 
2 2 


gibt  also  Eins , und  Multipliciren  wir  jeUt  mit  7 (p,  8),  10 
ist : 

s ^7  p i*jw 

'/(i>.8) 'f  (8.p)=?(1.8p)=  ^ «~T~ 

s = 0 

und  auch 

V(l,8p)  = (l  + 0v^. 

Fhr  s = 0 kommt  in  der  vorletzten  For- 
mel rechts  dos  Glied  1,  ebenso  fttr  s=ri; 
Dies  ist  offenbar  das  Kcciprocitütsgesetz,  s = 5,  s = 6,  i = 7 geben  besOglich  die- 
wie  es  vorhin  festgestclit  wurde.  selben  Bcsultate  als  s = l,  s = 2,  s = 3. 

Ausserdem  geben  noch  s = l,  und  s = 3 gleiche  Werthe,  so  dass  man  erhält: 


7(j»,  8)  = 2+4/'^  -f  2«'""  = 4«'’4’  =4(e5‘  ) 


p— 1 n . 


p-1 


(W) 

Setzt  man  die  Werthe  von  i/(p,S)  und  7(8,  p)  in  die  Formeln: 

7 (P.  8)  7 (8,  p)  = 7 (1,  8p) = (1 -H  i)V^, 

IO  hat  man : 

(p-iy  I p-1  Pzi.2±i  p*-i 

V 2 / 2 /2\  2 2 /2\  8 


also: 


■=C-)‘ 


(-1) 


© 


p*-l 

8 


Es  ist  dies  das  Ergänznngsgesetz  zum  Reciprodtätsgesetze , welches  man  also 
auch  durch  diese  Betrachtungen  finden  kann. 

Dirichlet  hat  diesen  Betrachtungen  indessen  noch  viel  weitere  Anwendungen 
gegeben;  das  Betreffende  ist  in  dem  Artikel  quadratische  Formen,  und  in  den 
daselbst  dtirten  Abhandlungen  nachznlesen. 

Wir  begnügen  uns  hier  noch  eine  Formel  zu  geben,  welche  in  dem  ange- 
führten Artikel  angewandt  worden  ist. 

Es  war 

^2n\ 


aber  auch: 


da 


H-2re  P 

.2n« 


) 


9(*>P)  = (f)( 
7(*,p)=-(J)(i+2^*  f')’ 


, 2ni 


sich  ergeben  bat. 


Se  P =—l—Se  P 
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Aiuterdem  ergibt  sich; 


s = 0 


Es  ist  aber: 


M?üi 


•=T 
P =1+2  2 e P 
1 = 1 

= l+22e  P . 


2t  V +2t  f +1  = 0 
Sabtrabirt  man  also,  so  erhält  man : 


0i'-  2 ^ P 


oder,  da  die  a und  6 zusammen  alle  Werthe  Ton  1 bis  p—\  umfassen; 

('^'1  2«  — 

^P'  m = l '■P'' 


Et  ist  nämlich  jedes  Glied,  wo  m 
quadratischer  Best  ist,  mit  +1,  nnd  wo 
* Nichtrest  ist,  mit  —1  mnltiplicirt. 

Jedoch  darf  hier  h nibht  durch  p 
theilbar  sein ; ist  dies  der  Fall,  so  wird 
jede  der  beiden  Summen  rechts  gleich 
Eins,  also  die  linke  Seite  gleich  Knll, 

Ih)  Anwendnngen  des  Recipro- 
eitätsgesetzes. 

Eine  der  einfachsten  Anwendungen  ist 
die,  „zu  bestimmen,  ob  eine  gegebene 
Zahl  quadratischer  Rest  einer  Primzahl 
sei.“ 

Sei  die  Primzahl  z.  B.  101 ; es  fragt 
sich  ob  77  ein  quadratischer  Bett  Ton 
ihr  ist  oder  nicht,  d.  h.  ob 

(^)  = + l oder  =-l 
wird.  Man  hat: 

Da  101  Ton  der  Form  4n  + 1 ist,  so 
wird:' 


Ferner  ist: 
also: 

(ä)=(-V'<-»=+i. 

d.  h.  77  ist  quadratischer  Rest  ron  101. 

Wir  fragen  ferner  ob  43  quadratischer 
Rest  Ton  883  ist. 

Die  Zahl  883  hat  die  Form  4» + 3, 
also: 

(Ä)=-(f)=-(S)-(S) 

'(S)=te)(i) 

(i)-(?)=(i)=(i)=(i)=-‘ 

oder  43  Nichtrest  Ton  883. 


E*  kftDn  n&mlich  für  101  der  Reit  da- 
Ton  nach  7 geichriehen  werden.  Da 
aber  7 von  der  Form  4n+3  ist,  so  hat 
man : 


Man  sieht,  dass  man  bei  diesem  Ver- 


fahren immer  auf  die  Formen 


(i)- 


oder 


(I) 


p'-i 

8 

= (~1)  gelangen  muss. 


. Stellt  man  jetzt  die  Frage:  „Welche 
Zahlen  in  der  Reihe  1,  2,  3 • • . p— 1 
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sind  quadratische  Beste  Ton  p,  wenn  p Die  Berechnung  der  Beste  der  Qnadratc 
eine  nngrade  Primzahl  ist?“  so  ergibt  ist  hier  in  der  Weise  gezcbeben,  disi 
sich  die  Antwort  ans  folgender  Betrach-  man  in  dem  Reste  Ton  s*  die  Zahl 
tnng.  Wir  wollen  wie  oben  die  Beste  2s-f-l  addirt,  um  den  Best  von  (i-|-l)’ 
mit  an  finden,  es  beruht  dies  einfach  anf  der 

a a • . • a t Formel : 

f*+2s4-l  = (*+l)*. 

die  Nichtreste  mit  q"«dratischen  Beste  von  37  sind 

4..  4,  • • • 4^  j 3 4 9 jq  jj  j2,  16,  21,  25, 

26,  27,  28,  30,  33,  34,  36. 

bezeiehnen.  , 

, _ „ Die  Nichtreste: 

Berechnet  man  dann  die  Beste  aller 
Qnad  ratzahlen : 


1>,  2*.  3* 


2,  5,  6,  8,  13,  14,  15,  17,  18,  19,  22, 
23,  24,  29,  31,  32,  35. 

Wir  lösen  aber  jetzt  mit  Hülfe  des 
Beciprocititsgesetzes  die  umgekehrte 
so  hat  man  alle  quadratischen  Beste,  Frage: 

und  die  Obrigen  sind  Nichtreste.  „Von  welchen  Primzahlen  ist  eine  ge- 

Seien  z.  B.  die  Beste  und  Nichtrestc  Bebene  Zahl  Best  oder  Nichtrest.“ 

Ton  37  zu  bestimmen : Wir  haben  oben  bereits  gefunden,  dass 

1*^1,  2*H4,  3*59,  4«  = 1G,  5*  = 25,  /-1\_ 

6'  = 36  , 7*  = 12  , 8*  = 12-1-15  = 27,  Vvj“' 

9»e27-H7  = 7,  10‘E  7-1-19  = 26.  aagegen- 
11*  E 26-1-21 E 10,  12»  E 10-1-23  E 33, 


:-fl  ist,  wenn  p = 4<s-|-l, 


13»e33-4-25  = 21,  14»  e21-1-26e11 
15»eH-I-29e3,  16»  E 3-1-31  E 34, 
171=34+33=  30,  18»e30-1-35  e28.  ist. 


1 ist,  wenn  ^ = 4«+3 


Was  den  Ausdruck  ^-1.^  anbetrifft,  so  war: 

^.£.^  = +1,  wenn  p = 8a-l-l  oder  p = 8«-l-7, 

^^^  = —1,  wenn  j»  = 8a+3  oder  p=8a+5 

Beide  Factoren  rechte  haben  positives  Zeichen,  wenn  p von  der  Form  8m +1  ist. 
negatives,  wenn  p von  der  Form  8«-f3  ist;  in  den  beiden  andern  Fällen  habet 
sie  ungleiches  Zeichen.  Es  ist  also : 

^H?^  = +l,  wenn  p = 8a+l,  oder  ;s  = 8n+3, 

^nB^  = — 1,  wenn  7s  = 8n+5,  oder  p = 8n+7. 

Ist  f nun  eine  beliebige  ungrade  Primzahl,  so  ist  entweder  +q  oder  — j voa 

der  Form  4a  + l,  d.  h.  , - , , 

+j  = lmod4 


Es  ist  aber: 


(¥)=(J)(i-‘)=(?)(TK-‘) 
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Ist  9 Ton  der  Form  4n+l,  so  ist  du 
positive  Zeichen  zu  nehmen,  also 
r-1.2» 

= und  (-1)^  =1. 

Ist  9 von  der  Form  4n+3,  so  ist  das 
oegature  Zeichen  zn  nehmen : 


\ p / — ’ ' 4a+3 

und  auch 

(-1)’^'^=±1  mr  p=llll 
also  in  jedem  Falle 

F— 1 *— 1 

also: 

(!*)=(')■ 

Das  Zeichen  4-  bestimmte  sich,  je  nach- 
dem 9 = 4n-t-r  oder  9 = 4n-|-3  ist. 

Ist  nun  p ein  quadratischer  Best  Ton 
9,  so  ist  p eine  Zahl  der  Beihe: 

p = 9»+a,,  9n-)-a„  9»-l-a,  •••9u+0|,_,. 

~r 

Ist  p ein  Nichtrest,  so  liegt  p in  der 
Beihe: 

“r 

wo  die  a und  h durch  das  vorhin  be- 
schriebene Verfahren  leicht  zn  bestim- 
men sind. 

Ist  also  9 Ton  der  Form  4n-)-l,  so 
werden  auf  die  ersten  Formen  sich  alle 
Primzahlen  bringen  lassen,  von  denen  9 
quadratischer  Best,  auf  die  letztem  die, 
Ton  denen  9 Niefatrest  ist. 

Ist  9 Ton  der  Form  4is-)-3,  so  ist 
—9  Ton  der  Form  4n  -1- 1,  also  in  der- 
selben Weise  wie  oben  werden  die  Prim- 
zahlen gefunden,  von  denen  —9  quadra- 
tischer Best  ist,  und  wegen 

ergibt  sich  hieraus  das  Zeichen  Ton 

(J)'.  . 

Beispiel.  Die  Primzahlen,  von  de- 
nen 37  quadratischer  Best  ist,,  haben 
also  die  Form; 

37»-(-l,  37*-f3,  37n-f4,  37«-(-7, 
37a+9,  37»-)-10,  37n-|-ll,  37n-(-12, 
87u-(-16,  37n-i-21,  37it-l-25,  37n-l-26, 
87u+27,  37«-)-28,  37«-f-30,  37n+33, 
87«-f34,  37«-b36. 


I Die  quadratischen  Beste  Ton  7 sind; 
1,  2,  4, 

die  Nichtrestc 

3,  5,  6. 

I Die  Zahl  7 hat  die  Form  4a-f3‘ 

, © = (t’)(^)- 

—7  ist  quadratischer  Best  der  Prim- 
zahlen Ton  der  Form 

7»-f-l,  7n-f2,  7«-f-4, 

Nichlrest  der  Primzahlen  Ton  der  Form 
7n-f3,  7n-f-5,  7u-f6. 
Diejenigen  Zahlen  der  ersten  Beihe, 
die  von  der  horm4w-l-l,  und  diejenigen 
der  zweiten,  welche  von  der  Form  4» -(-3 
sind , werden  also  quadratische  Beate 
von  7 sein. 

Offenbar  werden  die  Formen  dieser 
Zahlen  durch  Auflösungen  der  unbe- 
Stimmten  Gleichungen 

7»-H  = 4s-l-l,  7n-t-2  = 4s-t-l, 

7n-i-4  = 4»-l-l 

und 

7«-l-3=4i+3,  7n+6  = 4»-i-3, 

7ii-l-6  — 4s-i"3 

gefunden  oder  durch  die  Congruenzen: 
7n  = 0,  7n=— 1,  7n=— 3 mod4, 

7»  = 0,  7n=— 2,  7n=— 3 mod4. 

Man  erh&lt  folgende  Werthe  von  w: 
n=4m,  n=4m-)-l,  n = 4fn+3, 
n=4m,  n = 4m-f-2,  n=4m-|-3, 
und  sonach  haben  die  Primzahlen,  Ton 
welchen  7 quadratischer  Best  ist,  oder 
die  einen  Factor  von  *>— 7 bilden,  die 
Form: 

28m+l,  28«-f9,  28m-(-25,  28m-f3, 
28m  4-19,  28m  4- 27. 

16)  Betrachtung  zusammenge- 
setzter Zahlen. 

Wir  haben  bisher  Toransgesetst,  dass 
in  der  Congmenz: 

i*  = 9 mod  p 

p und  9 Primzahlen  waren.  Es  sei  jetzt 
L eine  beliebige  ganze  Zahl,  jedoÄ  p 
kein  Factor  von  L.  Unter  p wird  noch 
immer^  eine  Primzahl  verstanden. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Ausdruck  von 

(^)>  ^±1  i»*. 

je  nachdem  4;!.  quadratischer  Best  oder 
Nichtrest  ist. 
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Wir  haben  bereit»  gesehen,  dass  man  combinirt  man  diejenigen  linearen  For- 
L in  seine  einfachen  Factoren  welche  p in  ^sug  auf  jedes  der  f 

zerlegen  und  schreiben  kann : haben  kann,  und  welche  alle  quadratische 

/ 1 j \ /_L.  \ \ Reste,  oder  alle  Richtroste  sind,  so  ist 

...  die  Anzahl  derselben: 

Es  ist  hierbei  zunächst  zu  bemerken,  i(?i~l)(?i~l)(?i~l)  " ' *• 

dass  jeder  Factor  q in  dieser  Gleichung  ‘ 

nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt,  in  wo  h die  Anzahl  der  Factoren  q ist. 
welcher  Potenz  er  auch  in  L enthalten  Um  eine  grade  Anzahl  Factoren  ne- 
sei.  Denn  die  quadratischen  Factoren  gi^tiv  zu  machen,  können  alle  bis  auf 

,. I ..b..  j.  (t)  ■Jttr.Ä?  S 

als  Werth  +1>  können  also  we^elossen  tor  bis  anf  den  leisten  irgend  ein  Zei* 


werden. 


^*-1 


, , ta  • i.  u a eben,  so  enutehen  2 Combinationen 

Was  da,  dop^lte  Vorzeichen  betnfft,  Lincarform,  so  das,  man  im 

so  nehmen  wir  für  die  Primzahlen  9 von  . ’ 

der  Form  4n  + 1 da»  Pluszeichen,  fOr 

die  Ton  der  Form  4n  + 3 das  Minus-  l(9i— l)(9i~l)(9i~ 1)  • ’ * 

Zeichen , so  das»  also  nach  dem  vorigen  Verbindungen  hat. 

Da,  um  die  Linearformen  zn  bilden, 
welche  p in  jedem  Falle  hat,  die  Linear- 
formen n9,-|-ff,  nq,+ß  - • • tu  vereinen 
sind  (Abschnitt  3),  ,0  werden  die  Grös- 
sen 9„  9,,  9i  * . ■ mit  einander  mnlti- 
plidrt,  wodurch  man  das  Frodnet  L 
erhält. 

Damit  dann 


Abschnitt  immer: 

(?H') 

ist. 

Damit  aber  das  Zeichen 
Ton  l“—l 

übereinstimme,  ist  nötbigen  Falls  tu  dem  »ei,  muss  p also  eine  der  Formen  haben: 
Products  recht,  noch  -1  hinzuzufttgen.  „ = U+A„  U+A,  •-  -, 

Wenn  wir  ausserdem  unter  9 nur  nn-  ...  . ■ 

grade  Primsahlcn  Terstehen,  so  unter-  wo  <Üe  Zahlen  .4,,  ***  sich  aas 


mit  dem  von 


=+i 


scheiden  wir  4 Fälle,  je  nachdem  zu  dem 
Products  recht»  noch  die  Factoren 
+1.  -1.  ±2 
hinznkommen. 

I)  Im  ersten  Falle  ist  nun: 

Dieser  Ausdruck  aber  ist  =4*1  oder 
— ^1,  je  nachdem  eine  grade  oder  un- 
grade Anzahl  von  factoren  (?)  vor- 
handen ist,  welche  ergeben. 

Was  nun  die  Primzahl  p anbetrifTt, 
BO  kann  sie,  da  sie  ln  keinem  der  9 
enthalten  ist,  nur  die  linearen  Formen: 

•W+1*  »?+3,  •••  119+9— 1 

haben;  dies  gibt  9 — 1 Formen  für  jedes 
9.  Von  diesen  geben  quadratische 
Beste  und  ebenso  viel  Fichtreste , nnd 


den  Linearformen,  die  vereinigt  wardea, 
nach  Abschnitt  3 bestimmen  lassen.  Je- 
denfalls aber  sind  A„  A„  A,  kleiner 
als  L zn  nehmen. 

Die  Anzahl  derjenigen  Zahlen,  welche 
kleiner  als  L nnd  zn  L relativ  einfach 
sind,  haben  wir  oben  mit  besekh- 

net,  und  es  ist: 

,(L)^(9.-1)(9,-1)(9.-1)  • • •*). 


*)  Diese  Formel  lässt  sich  leicht  bewei- 
sen. Sei  ganz  allgemein 

m = 

wo  a,  b,  c die  einfachen  Factoren  sind, 
R,  p,  y ^e  Potenzen  anzeigen,  in  wel- 
chen sie  Vorkommen. 

Von  allen  Zahlen,  die  kleiner  als 
m sind,  werden  nun  durch  a theilbar 
sein  die  Zahlen: 

„ „ m • R 

o,  2a,  3a  • - • ; 


also  im  Ganzen  — . Es  sind  dam 


At-, 


DlQjnzed  t 


oo^li 


Qnadrat.  Reste  (Zah^enlehre). 


145  Quadrat.  Reste  (Zahlenlehre). 

■(¥)=- 


* , wenn  I 


1 


Eine  dieser  Zahlen  enupricht  sidicrlich  dagegen: 
aber  dem  Werthe  von  ii,  • * da 
p — Lt-\-A  ja  eine  Primzahl  ist.  P = + Ä, 

JDa  nun  die  Anzahl  der  p,  welche 
quadratische  Reste  von  L waren, 

KVi’-1)(9»-1)(?»“1)  • • • Anzahl  der  A und  der  B ist  also 

betrug,  so  entspricht  die  Hälfte  derjeni-  6l®>*^h.  Die  Grössen  A und  B ergeben 
gen  Zahlen,  welche  kleiner  als  L und  nach  Abschnitt 3)  dnreh  Vereinigung 
zu  L relativ  einfach  sind,  den  quadrati-  Congrucnzen : 
sehen  Resten,  die  andre  Hälfte  den  Nicht- 
resten. 

Wir  setzen  ähnlich  wie  oben: 


p = wenn^=Ü^  = 

« r=  ml  1 1 

« \ a/ 


+ 1, 


durch  a nicht  thcilbar : 


a*r:Äniodoj,  x — a'mod^j,  ' 
mod^,  • • 

wo  ein  a oder  b zn  nehmen  ist,  Je  nach- 
dem p ein  Rest  oder  Nichtrest  des  ent- 
sprechenden q ist. 

11)  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall, 
wo  der  Factor  —1  hinzukommt,  so  ist: 

Es  gibt  also  2 verschiedene  Zeichen- 

Von  dieBen.in.l  durch  adiejeni^n  nicht  combinationen,  für  welche  1 gleich 
theilbar,  bei  denen  der  erste  Factor:  \ P / 

+ 1 ist  (unter  h wieder  die  Anzahl  der 
q verstanden),  und  für  jede  dieser  Com- 
?.-l  ?j-l 
2 2 2 

nearformen. 

Die  Anzahl  dieser  Linearformen 
also: 

(9.-l)(?.-l)(?.-l)  •••:  . 


Dnreh  b sind  theilbar: 
b,  24,  34  ..  . ^ 


1.  2,  3 ...  ^ 


die  Zahl  a nicht  enth&lt.  Die  Anzikhl  binationen 
derselben  ist  also 


Li- 


ist 


Es  ist  also  weder  durch  a noch  dnreh 
6 theilbar  die  Anzahl: 


da  aber  hier  zu  den  Congrucnzen 
xHamodyi,  x = a'  mod^,, 


X — A''  mod 


p-i 


wogen  des  Factors  (-1)  2 noch  binzu- 
tritt: 

X = 1 mod  4 oder  x = 3 mod  4, 
so  beziehen  sich  dio  zu  lösenden  Con- 
gmenzen  anf  Modul  4L,  und  man  hat: 
P-4L<  + A|,  A„  A,  ..., 


Es  zeigt  sich  ebenso,  dass  die  Anzahl 
der  durch  a,  b, 

Zahlen  beträgt: 

a,  b,  c ■ ■ ■ 

<‘-l)a”-\b-l)b^-\c-l)c>’~'^  ■ 

IO  dass  man  hat 

v(m)  = (a-l)a"~^  (4-1)4'’"^ 

(c-1)  . . . v(4t)  = 2(,.-l)(?,-l)(?,-l).‘. 

Bei  unserm  Ausdmeko  L waren  all©  doppelt  so  gross  als  die  Anz^l 
Factoren  nur  in  erster  Potenz  zu  nch-  Lincarformen,  welche  zum  qua- 
men,  so  dass  man  hat:  dratiseben  Reste  von  p machen.  Ist 

. . H-Ib  ein  Nichtrest,  so  kann  man  eben- 

a = ß=y=...=l, 

« = 9i.  i = 9i.  e=9,  ■ ..,  p = Ul+B„  B„  B, 

setzen,  wo  die  Anzahl  der  B derjenigen 
vW  = {q,-l)(q,-l)q,-l)  •••  der  A gleich  ist, 

10 


ist.  Dies  ist  aber  wie- 


der die  Hälfte  aller  möglichen  Formen. 
Denn 
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Iin  Sei  endlich  and  man  hat  auch  in  diesem  Fi^e  die 

/ — . . Kestc  wie  fUr  die  NichlJWte. 

\p/  ' P ' P P P Beispiel.  Wir  suchen  alle  Prim- 

sind. 

-15= -3*5. 

Da  3 von  der  Form  4n  + 3,  5 ron  der 
Form  4a +1  ist,  so  «eut  man: 

Es  findet  der  Fall  I statt. 

3 hat  sum  quadratischen  Reste  1. 

3 hat  sum  quadratischen  Nichtreste  2. 
r>  hat  XU  qnadratisclien  Kesten  1,  4, 
5 hat  zu  quadratischen  Nichtresten  2,  3. 
Es  sind  also  für  die  Fälle,  wo 


15)  Air  jedes  Vorzeichen  je  2 Lmear- 
formen , die  sich  anf  den  Modul  8 be- 
zogen. Man  hat  also  für  jede  der  2 
Zeicheneombinationen : 


2 


y,-l9,-l9,-l 


2 2 2 ■ ■ ■ 

Linearformen,  d.  li.  im  Ganzen: 

a(9, -!)(?, -1)(9.-1)  • • • 

von  der  Form 

|,  >1  j . . . I 

denn  da  L den  Faetor  2 hat,  ist 
89i9.  9i  = 4f-  • • • 

Es  ist  aber 

q(4t)  = 27(t)=4(9.-l)(9,-l) 

(9,-1)  • • • 

* = lmod3,  * = lmod3,  * = 2mod3,  i=2mod3,  * = lmod6, 
z*34  mod5,  a:E2mod5,  rr^Smodö. 

■Man  erhalt  die  Werthe  von  x für  oder  den  andern  Werth  hat.  Da  sich 
jeden  der  4 Fülle:  jede  Zahl  in  Primzahlen  zerlegen  lässt, 

ir>ix«  so  lässt  eich  der  Werth  dieses  Productes 

x_15(-i-l,  lo<-f2,  -1-4,  -f  . nach  dem  Vorigen  immer  bestimmen. 

Diese  Formen  haben  — 15  zum  quadra-  ^.ae  auch  k sei. 

tischen  Reste.  Es  folgt  aus  unserer  Annahme  die 

Da  ausser  1,  2,  4,  8 noch  die  Zahlen  Formel: 

7,  11,  13,  14  zu  15  relativ  einfach  sind,  ( * ) 00 


sein  soU,  sa  combiniren  die  Congmenxen: 


Kach  dem  Vorigen  aber  ist  auch: 

(^)=(a(^)- 

Es  ist  ferner  immer 


f-1 


so  ergeben  sich  für  die  Primzahlen,  von 
denen  —15  Nichtrest  ist,  die  Formen: 
x = 15H-7,  löt-fll,  15t-l-13,  15t+14. 

Selbstverständlich  könnte  man  auch 
statt  dieses  Verfahrens  jede  der  Zahlen 
1,  2,  4,  7,  8,  11,  13,  14 

untersuchen.  Z.  B. 

({)=-!, 

,o„  „«A  2 1.  AI.  .A»  El»..  ..A.,  ™ 

17)  Erweiterung  des  Recipro-  Qiit  er  aber  für  ein  beliebiges  P,  so 
citätsgesetses.  gilt  er  auch  für  P'rPp,  wo  p eine  un- 

Sei  jetzt  P ein  Product  ungrader  Prim-  grade  Primzahl  ist,  denn  es  ist 
zahlen  und  setzen  wir: 

wenn  aber 

P=pp,p, 

tk\ 

ist.  Mit  andern  Worten,  es  soll 

den  Ausdruck  + 1 oder  — 1 bedeuten, 
je  nachdem  das  Product  rechts  den  einen 


Pp-1  _ f +p-2  _ Pp-P-p+l 


2 


2 


_ (P-1)  (p-1) 

2 
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Da  der  Aiudnick  — — im- 
mer  grade  ist,  so  ist 

(-1)  * =(-i)  * . 

Es  ist  also  QQser  SaU  durch  vollkom- 
mene Inductiou  erwiesen.  Denn  durch 
Hinzufügung  von  Factoren  p kann  man 
jH  jede  ungrade  Zahl  bilden. 


. Auch  der  Satz 


b I e ib  t ri  chtig. 

Es  wird  dies  ebenfalls  durch  Tollkom- 
menc  Induction  bewiesen , indem  man 
wieder  P'  — pp  schreibt,  wo  p eine  un- 
grade Primzahl  ist: 


denn 

8 8 

und  der  Aosdmek  rechts  ist  offenbar  grade. 

„Sind  P und  Q ungrade  positive,  sonst  beliebige  Zahlen,  so  bleibt  für  sie 
das  Reciprocit&tsgesetz  richtig.“ 

Denn  sei  zun&chst  Q — ^ eine  Primzahl,  F beliebig,  und  nehmen  wir  an,  es 
gelte  das  RcciprocitAtsgesetz  für  ein  aus  w einfachen  Factoren  bestehendes  P,  so 
aeigt  sich  wieder,  dass  cs  auch  för  = gilt. 

Nämlich  es  ist  dann: 


also: 


(?)=©<-« 


r-i  v-i 

~r~r 


2 2 


(©=©©=(©<-» 


♦-t  /'■-t  , r-lv 

was  zn  beweisen  war. 

Sei  jetzt  auch  Q eine  znsantinengesetzte  Zahl,  nnd  Q*  = Qqj  wo  , eine  un. 
grade  Primzahl  ist.  Setzen  wir  wieder  vorans,  dass  für  das  Gesetz  gelt«, 

IO  ist: 

und,  wie  oben,  folgt,  dass  man  Ihr  ^ ^ -f  Exponenten  auch  1 

setzen  kann. 

Wir  setzen  jetzt 

(-Ul 

nnd  geben  somit  anch  dem  Ausdrucke  \PQ/  \P/  \Uf 

(k\  .V 

■pj  fUr  P = 1 eine  Bedentnng. 

Ferner  sei 


e-i  ty-1 


auch  für  negative  Zahlen  erweitern. 
Es  ist  dann  n&mlich  immer  noch ; 


(¥)=ft)ö)‘ 

indessen  nicht  mehr: 


Unter  diesen  Voraussetsuogen  wollen 
wir  das  Beciprocitätsgesetz  wo  möglich 


p-1 


10* 
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denn  es  vürdc  sich,  wenn  man  P ne- 
gativ werden  lasst,  nicht  die  linke,  wohl 
aber  die  rechte  Seite  ändern. 


Dagegen  findet  der  Satz 


offenbar  noch  Anwendung. 

Hieraus  lässt  sich  erweisen: 

„Dass  das  ReciprocitätsgeseU  dann 
noch  gilt,  wenn  eine  der  Grössen  P oder 
Q negativ,  nicht,  wenn  cs  beide  sind.** 
Denn  sei  Q negativ,  so  ist: 

(r%)  = (?> 


Mnltlpliciren  wir  diese  Gleichung  mit: 

0-1 


l = 1)  ^ , welche  Qleichnng 

jedoch  nur  richtig  ist,  so  lange  Q po- 
sitiv ist,  es  kommt  dann; 


0-1  F-i 


ein  Satz.,  der  falsch  wird,  wenn  auch  Q 
negativ  ist. 

Ist  dagegen  P positiv,  Q negativ,  so 
folgt  die,  Richtigkeit  des  Hcciprocit&ts- 
gesetzes  schon  aus  dem  Obigen. 


18)  Quadratische  Reste  von 
nicht  einfachen  Zahlen. 


Damit 

x’  = 1 mod  m 

ist,  wo  m eine  hcliebige  Zahl,  also  gleich 
p"p,^p,^  ....  ist,  muss  X einzeln  die 
Congruenzen 

x>  = itmodp”,  x>  = lmodp/, 
x'~k  modp,^ 

erfüllen. 

Es  lasst  sich  also  die  Frage  nach  den 
quadratischen  Resten  der  zusammenge- 
setzten Zahlen  auf  die  der  Potenzen  von 
Primzahlen  zurückführen. 

Sei  jetzt  also 

x’  = F mod  p“, 

wo  p eine  Primzahl  ist,  so  beweisen 
wir,  dass  dieselbe  für  jeden  Werth  von 
a anflösbar  ist , wenn  dies  für  n = 1 
Btattfindet,  also  k quadratischer  Rest  von 
p ist. 

Dieser  Beweis  wird  wieder  durch  In- 
dnetion  geführt.  Genügt  x=p  der  Con- 
gmenz 

x’  = F mod  p", 


so  ist  auch 

. . n 
S-h'p 

eine  LOsung. 

Es  lässt  sich  aber  I so  bestimmen, 
dass: 

(j-f(p”)’— 1 = 0 mod//""^“ 
wird,  wo  n'  eine  beliebige  Zahl  ist,  die 
jedoch  kleiner  als  oder  höchstens  gleich 
R sein  soll. 

Die  letzte  Congmenz  gibt  nämlicb : 

j>  — l;  + 2j(p”-t-  l’p’“  = 0 modp“  + “ 
oder : 

2yl  + l‘p"  = 0 modp"'. 
p” 

t'p"  ist  zugleich  ein  Vielfaches  von 
t A* 

p"  , und  , ofifeubareine  ganze  Zahl. 

P”  , . 

Es  muss  alse  auch  sein: 


g^  — k a 

2gl  -f =0  mod  p 

p" 


Es  ist  k relativ  einfach  zu  p.  also 
auch  0*,  denn  sonst  wären  gleichzeitig 
S'~k  und  j*,  also  auch  k dnreh  p 
theilbar.  Es  sind  also  auch  g und  2g 

relativ  einfach  zu  p”  . Dasselbe  kann 


man  auch 


für 


9'-k 

a 


beweisen. 


P 

wäre  letzterer  Ansdmck  dnreh  p* 
bar,  so  wäre: 


Denn 

theil- 


g*  = k modp”"*"* 

nnd  man  könnte  r-|-s  an  die  Stelle  von 
R setzen.  Unter  diesen  Umständen  aber 
ist  die  Congmenz 


q*  — k 

2gt  =0  mod  p 

p" 

immer  lösbar;  worans  denn  folgt,  dass 
auch  die  Congmenz 

x’  = Ä modp°~* 

eine  Lösung  hat,  nnd  mithin  dies  auch 
für 

X*  = k mod  p“ 

gilt,  wo  der  Exponent  von  p beliebig  ist 
„Es  hat  aber  die  Congmenz 
X*  = k mod  p“ 

immer  2 Wurzeln,  wenn  deren  eine  vor- 
handen ist.“ 
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Denn  ist  g die  eine  Wurzel,  so  ist 
auch 

(— j)’  = Äniod  p“. 

Es  ist  also 

oder  x=  —g. 

Es  kann  aber  auch  nicht  mehr  als  2 
Wurzeln  geben.  Denn  sei 

X*  = t mod  p”  und  g'—k  mo<l p”, 
also: 

-(i— j)  (x+j}=Omod/'. 

Es  ist  dies  aber  nur  mCglich,  wenn  ent> 

weder  x— ^ oder  x-f  j durch  ganz 
theilbar  ist,  also  wenn  x — ist. 

Denn  w ären  beide  Factoren  x— ^ und 
x + ^ durch  p theilbar,  so  wäre  dies 
auch  ihre  Differenz  2^,  was,  wie  oben 
gezeigt,  unmöglich  ist. 

Der  Fall,  wop:=2  ist,  war  hier  nicht 
mit  inbc|?riffen,  und  ist  besonders  zu 
untersuchen,  k bedeutet  hier  eine  un- 
grade Zahl. 

Soll 

X*  £ k mod4 

sein,  so  muss  x*  als  ein  Quadrat  einer 
ungraden  Zahl  die  Form  4r-|-l  haben, 
und  gleiches  muss  mit  k der  Fall  sein. 

Es  genügt  dann  jede  ungrade  Zahl 
dieser  Congmena,  da  es  aber  nur  deren 
2 incoDgruente,  nämlich  4r4>lnnd  .4r+3 
gibt,  so  sind  immer  nur  2 Wurzeln  vor- 
handen. 

Der  Congnicnz 

X*  = Ä moilS 

genügen  dagegen  alle  ungraden  Zahlen, 
wenn  k von  der  Form  8r  -f  1 ist.  Die 
Congmenz  hat  also  4 Wurzeln. 

In  ähnlicher  Weise  untersneht  man  die 
höheren  Potenzen  von  2.  ' 

Sei  jetzt  allgemein  gegeben: 

x*~k  mod  m, 
wo 

”*-p  Pi  'p«*-  - 
i(t  und  p,p,,p,  un^adc  Primzahlen  sind, 
80  zerfallt  diese  in  die  einfachen  Con- 
gmenzen : 

**  = 4modp“,  x*=tmodp,“‘, 

X*  = t mod  p,"'  . . . 

Ei  ergeben  sich  für  jede  dieser  Con- 
gmenzen  als  AnflDsungen  lineare  For- 
men, die  sich  in  eine  von  der  Gestalt: 
x = tnt+A,  A„  A,  ... 
vereinen  lassen. 


Ist  pt  die  Anzahl  der  Primzahlen 
PiPi.Pi  . . <lic  in  in  enthalten  sind,  so 

ist  2“  die  Anzahl  dieser  Formen , da 
jede  Congmenz  2 Wurzeln  gibt. 

Ist  aber 

X*  = t mod  2m, 

so  kommt  eine  Lincarform  2ir-(-I  hinzu; 
diese  nnclcrt  in  der  Anzahl  der  Lincat- 
formen  nichts,  da  ja 

X*  = F mod  2 

auch  nor  2 Wurseln  hat,  jedoch  bezie- 
hen sie  sich  auf  Modul  2m  und  cs  ist 
x = 2im  + A,  A^,A,  ... 

Anders  ist  es,  wenn  der  Modul  eine 
höhere  Potenz  von  2 enthalt. 

19)  Critcrium  für  die  Fälle,  wo 
eine  gegebene  Zahl  quadrati- 
scher Best  oder  Nichtrest  einer 
zusammengesetzten  Zahl  ist. 
„Sei 

,f(A)=jy,  kzzdm, 

und  <f  der  grösste  gemeinschaftliche  Fac- 
tor von  k und  y(/l),  so  ist  die  Con- 
grucnz 

X —a  mod  A, 

wo  a and  A relativ  einfach  sind,  nnr 
möglich,  wenn ; 

'/W 

a Bl  mod  A 

ist.“ 

Dieser  Satz  ist  die  Erweitemng  einea 
früher  für  den  Fall  gegebenen,  wo  A 
eine  Primzahl  ist.  Offenbar  nämlich  muss 
X eine  relative  Primzahl  zn  A sein , da- 
mit X —a  durch  A theilbar  sein  könne. 
Dann  aber  ist 

(x  ) ^ =o  ^ modil, 

d.  h.  da 


i»t : 

V(^) 

<f 

und  da  nach  dem  verallgemeinerten  Fer- 
mat’schcn  Satze 

x^  = 1 mod  A 
ist: 

V(^) 

o =1  mod  A. 

Für  den  Fall,  wo  k=:<f=2  iat,  ergibt 
sich  hieraas,  da  y(A)  immer  eine  grade 
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Zahl  ist  (vergleiche  die  Note  zu  *Ab-  so  ist  auch 
schnitt  16),  ausgenommen,  wenn  yl  = 2. 

„Im  Falle,  dass  a quadratischer  Best 
von  A sein  soll,  muss 


P7(P’’)  7(p“+‘) 


7(<*) 

o 2 =1  mod  A 

sein.“ 

m 

Sei  jeUt  A:zp  die  Potenz  einer  nn> 
graden  Primzahl. 

Eb  wurde  dann  im  vorigen  AbBchnrtto 
gezeigt,  dass  die  Hälfte  der  Zahlen 
welche  kleiner  als  A und  relativ  einfach 
zn  A sind,  quadratische  Reste,  die  an* 
dre  Hälfte  6 NMcbtrcste  von  A gibt. 

Für  die  erstem  wird  immer  sein 

7(i) 

a 2 Elmod.4. 

Beweisen  wir  jetzt,  dass  diese  Congruenz 
für  die  Nichtreste  6 nicht  stactBnden  kann. 

Wir  haben  zu  dem  Ende  nur  zu  zei- 
gen, dass  unsere  Congruenz  höchstens 

Äu60sungen  haben  kann,  denn  da 

es  eben  soviel  Beste  gibt,  so  können 
keine  Nichtreste  darunter  sein. 

Dies  lasst  sich  aber  InlgcndermasBcn 
zeigen.  Angenommen,  die  Congruenz; 

7(p) 

a 2 =1  modp" 


^ — — 1 mod  p, 


habe  höchstens 


7(P") 


Auflösungen,  so 


beweisen  wir,  dass  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Congruenz ; 
m)t 
• 7(P  ) 


höchstens 


Denn  ist 


2 =1  mod 

ÜI- L haben  kann. 

2 


7(P") 

o ^ =1  modp”, 


so  ist  auch 


P7(P'*) 

Q m 

a =1  mod  p , 


a zia 

da  p eine  uügrade  Zahl  war. 

7(P") 

9 

Der  Ausdruck  a kann  aber  of- 

fenbar nur  congruent  +1  oder  —1  nach 
01 

modp  sein.  Denn  nach  dem  Fennat* 
sehen  Satze  erfüllt 

v(y") 

. = » 2 

immer  die  Congruenz 

**  = 1 modp", 

kann  also  nur  dieWerthe  -f-1  oder  —1 
haben,  da  diese  Congruenz  (siche  den 
vorigen  Abschnitt)  nur  2 Auflösongea 
hat.  Ist  also  > 

7 (/"+*) 

a =:  I mod;?  , 

wo  i einen  der  Werthe  -f-l  oder  — 1 
hat,  so  muss  immer  auch 

7(P") 

a t mod  p 

sein. 

Jede  Auflösung  der  Congruenz 
7(P"+*) 

a 2 =1  ntod  p ^ * 

ist  natürlich  anch  eine  der  Congruenz 

7(/"^*) 

a 2 mod  p"  . 

Die  Aufiösungen  der  letztem  aber  sind, 
wie  wir  gesehen  haben,  mit  denen  too 

O 01 

a =lmodp 

identisch. 

Es  muss  also  jede  Auflösung  von 


d.  h. 


7(p"+‘) 

«2  modp". 


Ist  dagegen 


7(P") 


•+1 


) _ , , "+f 

- 1 modp 


- 2 =_i, 


einer  solchen  von 

v(p“)  _ , J « 
a modp 

nach  Modul  p"  congruent  sein.  D.  h.  esist 

' m 

X = o-l-«p  . 
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Das  positive  « kann  nur  die  Wcrthe 

0,  1,  2,  . . . p-1 

"+1 

haben,  da  x kleiner  als  p sein  soll. 
Zu  jedem  Werth  von  a ergeben  sich 
also  höchstens  p Werthe  von  x,  und 

falls  für  p"*  sich  nicht  mehr  als 

ergeben,  kann  diese  Zahl  nicht  grosser 

, P'/Cp")  7(p"+')  . 

als  — 2 — = 2 

Für  m 1 Ut  unn  die  Anzahl  der 
LOsnngen  von 

= oder  von  x^~^  = lmod;> 

p^l 

gleich  , nämlich  jeder  qnadratische 

Rest  ist  eine  LOsung.  Es  folgt  also  durch 
vollkommene  indnetion,  dass  auch  fiir 

p"  die  Anzahl  der  Losungen  nicht  grös- 
ser als  ly(p")  sein  kann,  dass  also  keine 
Niebtreste  sich  darunter  befinden. 

Es  ist  also  für  alle  qnadratische  Reste 
a von  A: 

und  für  alle  NichtreSto  h von  A : 
mod  A 

zu  setzen. 

20)  Der  verallgemeinerte  Wil- 
Bonsche  Satz. 

Der  WilsonSche  Satz  lehrt,  dass  das 
Product  1-2-3  • • • (p  — 1)  immer  con- 
gment  — 1 nach  Modul  p ist . wenn  p 
eine  Primzahl  bedeutet.  Umgekehrt,  ist 
1 •2-3- --(p  — 1)=  — 1 mod p,  so  muss  p 
eine  Primzahl  sein.  Denn  wäre  1 • 2 • • • 
(p— l)-bl  durch  p theilbar,  p aber  eine 
snsammengesetzte  Zahl , so  müsste  sie 
einen  in  1 • 2 • • • (p  — 1)  enthaltenen 
Factor  haben,  also  1 durch  denselben 
theilbar  sein,  was  unmöglich  ist. 

Es  ist  aber  dieser  Satz  einer  Verall- 
gemeinemng  fähig,  welche  lautet: 

„Das  Product  aller  Zahlen,  welche 
kleiner  als  eine  gegebene  A und  zu 
dieser  relativ  einfach  sind,  ist  entweder 
congruent  +1  oder  congruent  —1  nach 
Modul  A.“ 

Der  Beweis,  der  sich  an  die  Theorie 
der  quadratischen  Reste  anschlicsst,  mag 
noch  diesen  Artikel  beendigen. 

Et  sei 

A nU  it  n,  er, 
il  = 2'  p p,  ‘p,  > . .., 

WO  fjj  (r,  (Tp  tt^  gftnse  positive  ZähleS) 


(j4  kann  auch  Null  sein)  pt 
ungrade  Primzahlen  anzcigen. 

Bezeichnen  wir  unter  k irgend  einen 
quadratischen  Nichtrest  von  einer  der 
ungraden  Primzahlen,  etwa  von  so 
kann  man  die  unbestimmten  Gleichungen: 
a=pn-ft  = 2»(p,p,p,  ...)-(-l 
immer  auflösen,  und  die  sich  erge- 
bende Zahl  a wdrd:  1)  zu  pp,  p,  • ■ 
d.  h.  zu  A relativ  einfach,  2)  ungrade, 
3)  Niebtrest  von  p,  also  auch  von  A 
sein. 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit 

diejenigen  Zahlen,  welche  zn  A relativ 
einfach  und  kleiner  als  A sind.  Die 
Anzahl  derselben  gibt  also  der  Ausdrucic 
'/(A)  an. 

Es  ist  dann  die  Congmenz 
mod  A 

immer  lösbar  durch  eine  Zahl  x,  die 
kleiner  als  A und  zn  A relativ  einfach 
sein  wird,  also  durch  eine  andere  aus 
der  Reihe  der  /. 

Löst  man  nun  auch  die  Congmenz 
f,y  = a mod  A 

auf,  wo  f , weder  mit  l,  noch  mit  x zur 
sammenfällt,  so  wird  y auch  in  die  Reihe 
der  l fallen,  aber  von  f,  und  von  x 
verschieden  sein.  Denn  wäre  y — l.,  so 
wäre  , 

f,  = fl  mod  A, 

also  fl  ein  quadratischer  Best  von  A, 
was  gegen  die  Annahme  ist. 

Wäre  y = f,,  so  müsste 
/,/,  Hflinodjl 

und  da 

l^x'=a  modri 

ist,  auch 

f,(x— f,)  = 0 iqod 

sein,  d.  h.  da  f,  zn  A relativ  einfach 
ist, 

z:  “ fji 

was  ebenfalls  der  Annahme  widerspricht. 
Wäre  endlich  y^x,  so  wäre 
f,x  = fl,  f,x=fl,  also 
was  ebenfalls  der  Annahme  widerstreitet. 
Die  y{A)  Zahlen 

... 

lassen  sich  also  in  Frodnctc  von  je 
zweien  vereinen,  deren  jedes  nach  Mo- 
dul A mit  fl  congruent  ist.  Die  Anzahl 

vW. 


dieser  Prodnctc  ist 


alsowennmaa 
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das  Product 

l /, 

bczciclinct,  so  ist 

•iW 

2 


II)  Ks  soll  jetzt /!  = 2“  sein,  wo  /a 
grösser  als  Eins  ist. 

Offenbar  ist  die  ungrade  Zahl  ^ 1 

quadratischer  Nichtrest  von  2*^,  da  .r* -fl 
entweder  ungrade , oder  von  der  Form 
4m +2  ist. 

Die  Congruenxen : 


a “ SPmodA.  entweder  ungrade,  oder  von  der  Form 

Wir  haben  jctit  3 verschiedene  Falle 
zu  unterscheiden.  Congruenxen : 

I)  Es  soll  A~p"*  oder  - 2p"  sein,  mod2“,  /,yH— 1 mod2^  . - . 

wo  p eine  ungrade  Primzabl  ist. 

Es  ist  im  letztem  Falle  offenbar:  somit  die  l zu  Prodneten  von  zweien 

vereinigen,  die  congruent  —1  sind,  so 
)>  dass  mau  hat: 

wie  der  Ausdruck  für  </(.I)  (vergleiche  aU—2 

die  Note  zu  Abschnitt  16)  zeigt.  Sach  p=(_l)2  mod2“’ 

dem  vorigen  Abschnitt  ist  aber,  da  a 

Nichtrest  von  A war,  immer:  '/(-^)  u — 2 

7(d)  ^ 

2 , I.  wird. 


a — 1 mod  p 

und  da  a ungrade  war,  wird  auch  sein: 

v(^) 

2 

a =— lmod2. 


Es  ist  also  a +1  durch  2p  theilbar, 


Ist  fl  grösser  als  2,  so  ist  also 
P = +lmod2“. 

Nur  wenn  p gleich  zwei  ist,  hat  man 
P = —1  mod2*. 

III)  Habe  jetzt  A die  allgemeinste 


2 „ 
a B —1  mod  2p  , 

also  in  diesem  Falle  immer  > 

P=  — 1 mod  A. 


dann  ist: 


V(A)  „u-2  n— 1 «i  — 1 
^-'=2  p p,  ‘ 

Da  aber  a Nichtrest  von  p ist,  so  hat  man: 


(p-l)(p,-l) 


« «— 1m_i 

t7(/'  )_  P ^ - 1 « 

a = <t  z z2  —1  TnOQp 


und  da  a Best  oder  Nichtrest  der  Primzahlen  • • - sein  kann: 

a,  fr,-lp,_x 

) P>  — n— - 1 j 

a =a  z =:^lraod/>j 

Erhebt  man  die  erste  dieser  beiden  Congruenxen  xor  Potenx 


io  kommt: 


« ••  • =+lmod  p" 

und  auf  ähnliche  Weise  folgt  aus  der  zweiten  Congmenz: 

7(^) 

2 

a =+lmodp, 
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Eb  ist  also 

2 

o -1 

theilbar  durch  das  Product 

und  auch  durch  2".  also  auch  theilbar 
durch  A.  Dieser  Sata  gilt  auch  wenn 
^=0  ist. 

Seist  man 

p>l  aber  n,  = «,  = «,  . . . =0, 
also 

.1  = 2 p , 

so  ergibt  sich: 

«-1^ 

a 2 = — Imodp  , 

,,(A)=2"-y-^(p-i), 

also: 

vW 

2 o“-l  „ 

o — ( — 1)‘  mod  p 
und 

a =1  mod  2'*^, 

tlio: 

ai'/('*)  = lmod2'“, 

d.  h. 

V(^) 

a ^ - 1 mod  (2“  p” ). 

Iit  A eioc  ungrade  Primzahl,  so  findet 
Kall  I statt;  es  wird  7(/y)=  1 *2" *p  — 1, 
und  wir  haben  den  Wilsonschen  Satz  in 
der  früher  gegebenen  Form. 

21)  Die  Theorie  der  quadratischen 
Reite  findet  ihre  wesentlichste  Anwen- 
dung in  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen,  und  der  unbestimmten  Glei- 
chungen zweiten  Grades.  Das  Wesent- 
liche über  die  Literatur  darüber  ist  daher 
iu  dem  Artikel  „quadratische  Formen“ 
gegeben.  Der  wichtigste  Satz  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Koste  ist  das 
von  Legcndre  gefondehe,  aber  nicht  voll- 
BUndig  strenge  von  ihm  erwiesene  Be- 
ciprocitätsgcsctz.  Ausser  den  Beweisen 
desselben,  welche  von  Gauss  und  Di- 
nchlei  herrtihren,  sind  noch  verschiedene 
von  Jakobi  und  von  Eisenstein,  die  im 
Crellcschen  Journale  enthalten  sind,  zu 
erwähnen.  Der  bedeutenden  Erweite- 


rung dieses  Satzes  durch  Kummer  ist 
bereits  crw&bnt. 

Die  Theorie  der  quadratischen  Reste 
von  zusammengesetzten  Zalilen  ist  hier 
nur  angedeutet.  Ausführlicheres  enthal- 
ten die  Disquisitiones  aritAmeticae  von 
Ganss , sowie  die  Theorie  det  nombres 
von  Lcgendrc  (3.  Ausgabe,  Paris  1831), 
und  die  zahlcnthcorctischen  Vorlesungen 
von  Dirichlct  (hernusgegeben  von  Dcde- 
kind). 

anadratrix  (Geometrie). 

1)  Im  Allgemeinen  versteht  man  un- 
ter Qaadratrix  einer  gegebenen  Curve 
eine  andere  Curve,  die  durch  ihre  Ordi- 
natenlängen  die  von  der  ersteren  abge- 
schniuenen  Flächeninhalte  angibt,  also 
gewissermassen  zur  Quadratur  der  erstem 
aui  mechanischem  Wege  dient. 

Da  man  aber  die  Flächeninhalte,  wel- 
che durch  eine  Curve  abgesehnitten  wer- 
den, auf  verschiedene  Art  bestimmen 
kann,  so  kann  man  einer  Curve  ver- 
schiedene Quadratricen  geben. 

Eine  solche  z.  B.  wird,  wenn  wir 
ebene  Curven  voraussetzen,  die  von  der 
Curve  zwei  Ordiuaten  und  einem  Stücke 
der  Abscissenaxe  gebildete  Fläcbenstttcke 
angeben. 

Sei 

die  Gleichung  dieser  Curve,  so  wird 

bekanntHch  das  in  der  eben  angegebenen 
Weise  bestimmte  Flächenstück,  und 

y=/f(x)äjr 

also  die  Gleichung  der  Quadratrix  sein, 
oder  nach  der  Lage  und  dem  Anfangs- 
punkte der  Cordinateu  ist  auch  die  Qna- 
dratrix  noch  in  unendlich  viel  verschie- 
denen Weisen  zn  bestimmen. 

Bestimmt  man  die  Curve  durch  Polar- 
coordinaten  oder  auf  irgend  eine  andere 
Weise,  so  wird  natQrlicb  die  Quadratrix 
sich  vMlig  ändern. 

Die  Quadratricen  haben  natürlich  nur 
eine  historische  Bedeutung,  da  iman  sie 
vor  Einführung  der  Integralrechnung  zur 
Veransehanlicbung,  wenn  auch  nicht  zur 
Auflindung  der  Flächeninhalte  henutate. 

2)  Am  bekanntesten  ist  die  Qnadra- 
trix  . des  Dinostratus,  deren  Ordinalen 
die  Flächeninhalte  der  Sectoren  eines 
gegebenen  Kreises  proportional  sind. 
Ihre  Coiistruction  ist  die  folgende. 
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Fig.  18. 


Offenbar  ist  y i>ositir,  wenn  x posi- 
tiv und  kleiner  als  r ist.  Fttr  x = r 
aber  nimmt  y die  Form  O-oo  an,  da 

/y^  = oo  ist.  Schreiben  wir 


y=- 


cot 


2r 


und  differenziiren  Zahler  und  Nennen 
um  den  Werth  von  y zu  finden,  so 
kommt 

1 

• — r- 


Sei  (Fig.  18)  ACH  ein  rechter  Win- 
kel, AB  der  sugehürige  Quadrant,  iV 
ein  beliebiger  Funct  in  der  Peripherie 
desselben.  Man  zieht  CiV,  und  schnei- 
det vom  Halbmesser  AC  ein  Stück  AP 
derart  ab,  dass  sich  AC  zu  AP  vcrh&lt, 
wie  der  Quadrant  AB  zu  Bogen  AN» 
Es  ist  dann  offenbar  AP  dem  Bugen 
also  auch  dom  Scctor  A€N  proportional; 
zieht  man  noch  PM  senkrecht  auf  AP 
bis  zur  Linie  CiV,  so  ist  !H  ein  Punkt 
der  Quadratrix.  Denkt  man  sich  die 
Quadratrix  wirklich  gezeichnet,  so  lässt 
sich  leicht  ein  beliebiger  Scctor  des 
Kreises  ACN^  mittels  derselben  be- 
stimmen. 

Man  zieht  n&mlich  von  Punkt  wo 
CN*  die  Quadratrix  schneidet,  Linie 
senkrecht  auf  AC,  und  AP'  ist 
dann  dem  Flächeninhalt  des  Sectors  ACN' 
proportional. 

3)  Um  die  Gleichung  der  Quadratrix 
zu  finden,  sei 

AP^x,  PM—jfy  AC~r,  ACN=tf» 


wo  unter  n die  bekannte  Lkngc  dca 
llolbkreisca . verstanden  wird,  und  >/  in 
Theilcn  von  n gegeben  ist.  Ansserdem 
aber  ist 

y=<r-x)»y./, 

also  auch  wegen  des  Werthes  von  y : 
y = (r-x)ty^  = (r-x)<y<rx, 


"-2r 

geseut  wird. 

Was  die  Gestalt  der  Quadratrix  anbe- 
tritff,  so'gehSrt  offenbar  zn  jedem  x nur 
ein  V,  zn  jedem  y dagegen  nnendlicb 
viel  Werthe  von  x. 


2r  / . nx\> 

also  wenn  man  xzr  setzt: 

2r 

Liegt  X zwischen  r und  2r,  so  ist  , 
noch  immer  positiv,  da  dann  r — x nod 

nx 

ty^^  negativ  werden. 

Wird  aber  x grosser  als  2r,  so  bOrt 
der  erste  Factor  nicht  auf  negativ  sa 
sein,  der  zweite  ist  abwechselnd  poaiiiT 
und  negativ,  y hat  das  entgegcngeacuts 
Zeichen  dieses  Factors.  D.  h.  y wird 
negativ,  wenn  x zwischen  2nr  nnd 
(2n-|-l)r  liegt,  positiv,  wenn  x zwisdiea 
(2n  — l)r  und  2nr  liegt,  wo  i«  eine  be- 
liebige positive  ganze  Zahl  ist. 

Ebenso  leicht  zeigt  sich,  dass  y nega- 
tiv ist , wenn  x zwischen  — 2nr  nad 
— (2a-l-l)r  liegt,  positiv,  wenn  x zwi- 
schen — (2a— l)r  und  — 2ar  liegt.  Es  ist 
dann  ndmlicb  der  erste  Factor  immer 
positiv  und  der  zweite  bestimmt  dai 
Zeichen  von  y. 

Für  x=+2nr  wird  y = 0, 
d.  h.  die  Curve  schneidet  nnendlicb  oft 
die  Axe  der  x. 

Für  x = +(2n-H)r  wird  y=+oo; 
cs  tritt  also  Uiscontinnitlt  ein. 

Nur  der  Werth  von 


ist  in  dieser  letzten  Formel  ansznschlies- 
2r 

sen,  da  sich  für  ihn  y = — ergab. 

n 

y ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  cs 
dnreh  0 oder  durch  oo  geht. 

Bei  den  letzteren  Werthen  wird  dis 
Curve  parallel  der  Ordinatenaxe.  Dens 
die  Gleiehnng 

x=+(2a-f  l)r 

gibt  immer  y = oo.  Es  stellt  also  diese 
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GIcichuD);  eine  grade  Linie  vor,  weU-he 
•ich  aisymptotiseh  an  die  Cnrve  in  den 
bezeichneten  Pnncten  ansehliesst. 

Die  Qaadratrix  hat  somit  unendlich 
viel  Asymptoten,  die  alle  der  Ordina- 
tenaxo  parallel  sind,  und  sich  in  glei- 
chen Zwischenräumen  2r  Von  einander 
befinden;  nur  für  x = r findet  eine  solche 
Asymptote  nicht  statt. 

Sachen  wir  noch  den  Werth  von 

dx 

Es  kommt: 

dx  / 7ix\* 


Dieser  Ausdruck  wird,  wie  es  sein  muss, 
unendlich,  wenn  -r  (2n-f-l) r ist,  nur 

für  x=r  wird  er  und  durch  fort- 

gesetztes Differensiiren  findet  man  für 
diesen  Werth 

= 0. 

Es  wird  also  in  diesem  Falle  die  Curve 
der  Abscissenaxe  parallel.  Da  die  Ordi- 
nate positiv  bleibt  zwwehen  zwei  Wer- 
ihen,  wo  sie  Null  gibt,  so  findet  ein 
Maximum  statt. 

Die  Gestalt  der  Qaadratrix  lasst  sich 
nach  dem  Vorhergehenden  leicht  bestim- 
men. Sie  ist  die  folgende. 


dx 


Fig.  19. 


Gewöhnlich  betrachtet  man  indess  nnr 
den  Theil , welcher  von  den  dem  Maxi- 
mum zunächst  liegenden  Assymptoten 
eingeschlossen  wird. 

4)  Die  Quadratrix  des  Dinostratns  ist 
noch  merkwQrdig  wegen  folgender  Eigen- 
schaft. 

„Wenn  man  fiber  einer  festen  Linie 
Dreiecke  so  zeichnet,  dass  die  Projection 
der  einen  Seite  auf  diese  feste  Grund- 
linie, zum  Gegenwinkel  dieser  Seite  in 
einem  constanten  Verbältniss  steht , so 
bildet  der  Ort  der  Spiue  des  Dreiecks 
in  einem  gewissen  Falle  die  Qaadratrix. 


Fig.  20. 


Sei  noch 


In  der  That  lässt  sich  angcnblicklich 
ans  dieser  Eigenschaft  die  Gleicbdng  der 
Qaadratrix  gewinnen. 

Sei  (Fig.  20)  AB  die  feste  Linie,  CB 
die  Seite,  deren  Projection  die  angege- 
bene Eigenschaft  haben  soll,  so  war  NB 
die  Projection  von  CB. 

Wir  setzen  CAB  = (f  ; wenn  Punkt  C 
in  A fällt,  so  wird  dieser  Winkel  ganz 
unbestimmt  Wir  setzen  ihn  dann  gleich 
<r;  cs  ist  dann 

AB  ~7 


AB  = r,  BN  = x,  CN=y, 

so  ist 

y = (r-x)ljif, 

und 

n 

r “ o’ 

also 

cx 

y=  's— • 

Man  erhält  hieraus  die  Gleichung  der 
Qaadratrix,  wenn  man  o = ^ nimmt.' 

• 'dB 


Digilized  by  Google 


Quadratur  (analytische). 


156  Quadratur  (analytische). 


daadratar  (analytische). 

1)  Einleitung. 

Mit  dem  Au&drucke  Integral  bcscich* 
net  mnn  bekanntlich  die  Auflösung  einer 
beliebigen  Differenzialgleichung  oiler  eines 
Systems  von  Differenzialgleichungen.  Die 
Auflösung  der  Gleichung 


wo  die  rechte  Seite  die  eine  Veränder- 
liche nicht  enthält,  wird  Integral  im  en- 
gem Sinne,  oder  Quadratur  genannt. 
Den  letztem  Namen  wollen  wir  hier 
beibehalten,  um  diesen  besondern  ein- 
fachsten Fall  von  dem  Allgemeinem  zu 
unterscheiden.  Er  ist  der  Geometrie  ent- 
nommen, und  dies  kommt  daher,  dass 
die  bczeichncte  Operation  zugleich  die 
von  den  Curven  begränzten  FUcbcnstücke 
ergibt,  die  Aufgabe,  dergleichen  Fiä- 
chenstückc  zu  bestimmen,  aber  schon 
von  den  Alten  mit  dem  Namen  Quadratur 
bezeichnet  w’orden  ist. 

Die  Kegeln  über  die  Quadratnrcii  bil- 
den mit  der  Diffcrenzialrcrlmung  die 
Grundlage  der  liühem  Analysis,  und 
geben  zugleich  das  Uauptmittel  zur  In- 
tegration der  Differcnzialglcichuiigen  ab, 
welche  fast  immer  in  der  ZurflekrUhrung 
auf  Quadraturen  besteht. 

Die  Aufgabe  der  Quadratur  oder  der 
Integralrechnung  im  engeren  Sinne  lässt 
sich  also  nach  dem  Obigen  dahin  fassen: 
„aus  der  gegebenen  Differenzialgleichung 

^ = oder  d,j  = f{x)<lx 

den  Werth  von  y als  Function  von  x 
zu  finden.“ 

Fis  ist  dies  die  der  UifTerenzialrcch- 
nung  entgegengesetzte  Aufgabe,  und  ver- 
halt sich  zu  der  erstem,  wie  die  Division 
zur  Multiplication , o<lcr  wie  die  Sub. 
troctiori  zur  Addition. 

Indessen  kann  man,  nnd  ca  ist  dies 
in  der  That  der  historische  Weg  ge- 
wesen, den  man  dem  Wesen  der  Sache, 
wenn  anch  nicht  der  Bezeichnung  nach, 
vor  der  Erfindung  <ler  Differenzialrech- 
nung eingescblogen  hat,  umgekehrt  die 
Quadratur  oder  die  Berechnung  der  In- 
tegrale als  die  directc,  dagegen  das  Dif- 
ferenziiren  als  die  indirecte  Operation 
anffassen.  Indem  man  nntcr  Integral 
ilen  Grenzansdrnck  einer  Summe  ver- 
steht, ganz  wie  durch  das  Differenzial 
der  Grcnzansdruck  für  eine  Diffezenz  be- 
zeichnet wird. 

Diese  Anffassung  ist  in  neuester  Zeit, 
nachdem  der  Begriff  des  Ibtcgrels  durch 


ilineinziehcn  des  Imagin&rcn  eine  hOdut 
fruchtbringende  Erweitcrang  erfahren  hat, 
von  der  grössten  Wichtigkeit  geworden. 
Es  wird  daher  nOlhig  sein,  dieser  di- 
rccten  Definition  der  Integrale  einige 
Ansfühmng  zu  geben,  nnd  zanAehst  die 
IdentitSt  derselben  mit  der  vorbergegt- 
benen  indirccten  zn  erweisen. 

2)  Definition  der  Qnadratnrea 
oder  Integrale  als  Summen. 

Es  seien 

»..»i.yi.yi  • y, 

gewisse  Grössen,  welche  gegeben  sein 
sollen,  durch  die  reenrrente  Bezeichnung: 

y,-y.-i  =/'(•',)• 

Die  Grösse  ist  einer  anderen  Beihe 
bekannter  Grössen: 

X gt  x„_,,  X,. 

entnommen,  /(x)  stellt  eine  beliebige 
gegebene  F'unction  von  x vor. 

Setzt  man  in  unsere  rccurrente  Glei- 
chung (br  p nach  and  nach  die  Wertbe 
1,  2,  3 • • • n ein,  so  crhklt  man  offen- 
bar: 

yi  = V.+A*i) 

y > = y I + rt-' .) = y . + A-*"  I ) 

y« =y. +/t-r,)=  y, -i-/'(x,)+/i[x,)-f /(x.) 
u.  s w. , 

also  allgemein: 

yf=y,+fix,)+Rxt)+f{x,)+  - . 

Offenbar  ist  hierin  der  Ausdruck  fii 
vollständig  bestimmt,  bis  auf  die 
Grösse  y,,  welche  willkürlich  zu  neh- 
men ist,  wenn  Nichts  Uber  deren  Aas- 
wahl  anderweitig  festgesetzt  ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Ueibe  der, 
sei  eine  continuirlicbe , d.  h.  jedes 
unterscheide  sich  nur  unendlich  wenig 
von  dem  vorhergehenden;  es  wird  «t.na 
y^—y^_l  eine  unendlich  kleine  GrOsK 
sein,  folglich  auch  /(x^).  Um  letzteres 
anzudeoten,  schreiben  wir 

ein  Ausdruck,  der  in  der  That  unendlich 
klein  wird,  wenn  wir  annehmen,  dass  die 
Beihe  der  x ebenfalls  eine  continairliche 
ist,  '/(x)  aber  für  jeden  in  unsrer  Beihe 
enthaltenen  Werth  von  x nicht  nnend- 
lieh  gross  wird.  Diese  beiden  Bedin- 
gungen sind  Qbrigens  schon  hmreichead. 
damit  auch  y^—y  immer  unendlich 
klein,  also  dio  Bei^e  der  y continnirlidi 
sei. 
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Wir  haben  nämlich; 

y -y  ,=  (x-x  )'/(x  ) 
p p—‘  p r-t  p 
oder,  wenn  wir  der  gewöhnlichen  Be- 
zeichnung grrnäss 

y — y =du  , X — x ^-dx 

> p-1  V p P-i  p 

icbreiben,  die  Indiccs  aber  wcglnssen: 

Der  vorhin  aufgcstellte  Ausdruck  für^'y 
ist  dann: 

y =y« + limfrfx,7(jJ-f  

+ (/x  v(x  )]. 

P p 

Wo  die  Bezeichnung  lim.  (limes,  Grenze) 
anzeigt,  datfs  die  GrösBcn  x^^  . ..  x^ 

in  rontinnirlichcr  Reihe  auf  einander  fol- 
gen, mithin  auch,  wenn  x^  und  x einen 

p 

endlichen  Unterschied  haben , ihre  An- 
^ zahl  unendlich  gross  ist. 

I Da  der  Ausdruck  rechts  fUr  jeden 
Werth  von  x das  zugehörige  y ,also, 
p p 

* da  die  Reihe  der  x ins  Unencliche  aus- 
gedehnt werden  kann,  für  jedes  x das 
zugehörige  y gibt,  so  stellt  die  Reihe 

I rechts  offenbar  den  Werth  von  y als 
Function  von  x vor  und  ist  also  die 
Auflösung  der  Gleichung 

E«  ist  also  die  dirccte  Form  der  In- 
( tegrale  als  Grenzen  von  Summen  gefun- 
den, und  mithin  auch  die  allgemeine 
MCgIichkcit  des  Intcgrircns  dargetban. 

’ 3)  Bezeichnung  der  Integrale 

undQrnndeigcnschnft  derselben. 

* Den  ganz  willkfihrlichen  Ausdruck  y, 

* nennt  man  „ willkiihrlicbe  Constante.“ 
Eine  solche  enthält  mithin  jedes  Inte- 

I gral,  und  sie  ist  durch  irgend  eine  pas- 
sende Annahme  zu  bestimmen. 

^ Setzen  wir 

C für  X und  y für  x und  y , 
u PP 

so  hat  man 

I y=C  + V\m[ftx^'^(x,)+(^x,'|(x,)  + . . . 

+dx'f{x)]. 

Man  schreibt  abgekürzt 
y=ff(x)dx. 

Unter  dem  Zeichen  y ist  also  der  all- 
gemeine Ausdruck  für  u zu  verstehen, 
zu  dem  die  willkUhrlicbc  Constante  C 
addirt  ist. 


/=y  '/(“)' 


Nimmt  man  an,  dass  C=0  sei,  so  ist 
y = lim(d.r,7(x,)  + i/(x,y(j:,)-l-  . . . 

+ dx'/(x). 

Die  Bezeichnung  hierfür  ist: 

pX 

du  oder  = # tf(x)dx\ 

— g 0 

x^  heisst  untere,  x obere  Grenze. 

Hierin  zeigt  die  Grösse  u oder  x 
(es  kommt  nof  die  Wahl  des  Buchsta- 
ben hier  gar  nicht  an)  unter  dem  Snm- 
men-  oder  Integralzeichen  nur  nn,  dass 
für  dieselben  nach  und  nach  eine  con- 
tinuirliche  Reihe  vou  Wertheu  j:,,  4T|,  •••o: 
zu  setzen  ist,  deren  erster  also  x,,  deren 
letzter  j-  ist.  Dass  nämlich  y(x,)  eigent- 
lich in  unserer  Summe  nicht  vorkommt 
ist  unerheblich,  da  ein  Glied  7(j'o)<fjTo 
mehr  die  Summe  nicht  ändert,  wenn 
7(j^)  endlich,  da  dx^,  verschwindend 
klein  ist.  D.  h. 

„Ueber  das  Gesetz,  nach  welchem  x^ 
bis  zu  X übergeht,  ist  gar  keine  Regel 
festgesetzt , es  ist  dasselbe  also  bis  auf 
die  Continuität  der  Grössen  ganz  belie- 
big, und  somit  nur  der  Anfangswerth  x^ 
und  der  Endwerth  x bestimmt.** 

Ks  erleidet  also  auch  keinen  Zweifel, 
dass  man,  selbst  wenn  die  Grenzwerthe 
und  X reell  sind,  auf  dem  Uebergange 
von  einem  Werthe  zum  andern  zu  ima- 
ginären Werthen  von  x gelangen  kann, 
und  zwar  können  diese  Werthe  unend- 
lich verschiedener  Art  sein.  Wir  erhal- 
ten auf  diese  Weise  unendlich  viel  Wege 
der  Integration.  Jedoch  wollen  wir  die 
Ausführung  dieser  höchst  wichtigen  Un- 
tersuchungen vor  der  Hand  noch  auf- 
schicben,  und  aonehmen,  dass  die  Grösse 
X auf  dem  ganzen  Wege  der  Integration, 
also  während  des  Ueberganges  von  Xp 
zu  X immer  reell  sei,  eine  Annahme, 

p 

die  übrigens  nicht  ausschliesst,  dass  y(j:) 
auf  diesem  Wege  imaginär  wird. 

Es  bleibt  dann  allerdings  noeh  das 
Gesetz,  nach  welchem  die  Grössen  x 
HUB  einander  entstehen,  völlig  willkür- 
lich. 

Kchmcn  wir  z.  B.  an,  es  sei 

X =x  4*«, 
p p-i 

wo  n eine  beliebige,  natürlich  unendlich 
kleine  Constante  ist,  so  werden  wir  auch 
haben : 

Xj=J:,-h(T,  x,  = Xo+2« 


dx^^dxp  , 


x^-Xp-\-pa^ 

= rrrr, 

P 
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>Uo; 


J'  </(j)rfa  n:lim  [«</(j,  + ..)+n7(r,+2n)4^  . . . +oy(jr)]. 
Ist  dngegen 


j:  =rjT  ^ 
p P 

and  r eine  unendlieh  wenig  von  der  Einheit  abweichende  Constante,  so  wird  seta 

, p 

x^  j =r  X,, 

p 

dx,  = rj-,  — j,  =x,(r— 1),  dx,=r,x^  - rx„  = rj,(r— 1), 

P e-t  p~i 


also: 


dx^  = r x,-r  x,=r  J.(r-l), 


/ 7(.r)<#4:  = Iim(r-l)j-,  [./(rj,)+r7(r’;r„)  + r’./(r>j,)+  ...  +/  'v(r'j,)]. 

•/  r 

•*0 

*wci  Werthe  des  bestimmten  Integrals,  die  ullcrdings  in  der  Form  von  einandn 
abwcichcn.  Es  lässt  sich  jedoch  beweisen,  dass 

„Wenn  y(x)  auf  dem  ganzen  Integrationswegc  nicht  aufhOrt  endlich  and  cot' 
tinnirlich  zn  sein,  die  Wahl  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  x auseinander  esi- 
stehen,  keinen  Einfluss  auf  den  Werth  des  bestimmten  Integrals  aasübt,  leUterei 
mithin  einen  ganz  bestimmten  Werth  hat.*^ 

Denn  sei: 

l/=Iim[(4r,-x.)/'(4r,)  + (4r,-a:,)/'(j:,)+  . . . +(x^-x^_^)f(xj] 

und 

K= lim  [(y , - y.)  ((y ,)+  (y,  -y ,)/'(y,)+  • • • f(y,)]- 


Setzen  wir  ferner  fest,  dass  f{x)  für 
alle  Wertlie  zwischen  den  Grenzen  x^ 
und  X continuirlich  bleibt,  dass 

H 

Bei,  80  stellen  U and  V beide  ein  be- 
stimmtes Integral  von  der  Form 

f{u)du 

X. 

vor.  Es  ist  in  beweisen,  dass  beide 
denselben  Wertb  haben. 

Pa  sowohl  die  erste,  als  die  zweite 


Summe,  alle  zwischen  x^  nnd  üc 

genden  Weiilie  von  x enthalt,  so  b«“ 
nothwendig  ein  beliebiges  Glied  x^  ^ 

einen  Reihe,  einem  u der  andern 
gleich  sein.  Wir  setzen  also 

*r  = S'e’  V =V 

Die  Glieder  nnd  x^  sind  beliebig  in 
ersten  Reihe  entnommen,  y nndy,d™ 

angemessen  aus  der  zweiten  Beilx 
Betrachten  wir  nun  die  Tbeile  beii® 
Summen : 


Wenn  sich  die  Zahl  r'  an  r annähert,  so  wird  sich  auch  y'  an  q näbem, 
die  AnsdrUcke 

/(^r+3)  • ••  (V)> 

ebenso  wie 

«y^+i).  l%+2'>’ 

werden  dem  Verhältnisse  der  Gleichheit  immer  näher  rücken,  so  dass  tni»  Ib' 
die  erste  Somme  auch  setzen  kann; 

/'(V(*r+l-*r+"^r+2-*r-|.l+  + V “ V-1  > = '"r) 
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Qnd  fdr  die  zweite: 

• • +V~V-i^=^V^V“V- 

Wegen  der  VoransseUung  Contimiitiit  beliebig  wählen  kann.  Man 

X =y  , X ,=y  , nimmt  es  natürlich  derart  dass  die  Sum- 

’’  Q ^ ’k  miruiig  der  entstehenden  Reihe  möglichst 

sind  aber  diese  beiden  GreneausdrUcko  einfach  wird. 

gleich,  und  da  dies  von  den  andern  Dies  Verfahren  ist  von  Fcrmat  und 
Theilen  beider  Summen  in  gleicher  Weise  Andern  schon  lange  vor  Erfindung  der 
gilt  *e  hat  man:  höhern  Analysis  eingcscblageii  worden. 

y In  den  wenigsten  Fällen  wird  man  das 

’ Geset*  einer  arithmetischen  Progression 

womit  unser  Satz  erwiesen  ist  m wählen  haben. 

4)  Beispiele  der  Ausführung  Beispiel.  Es  sei  zu  bestimmen; 
vouQuadratnren.  „t 

>fts  dieser  Betrachtung  folgt,  dass  ~ I “**^*'* 

man  bei  den  Quadraturen  das  Entste-  ^ 

hungs-Gesetz  unter  der  Bedingung  der  Wenn  man  hierin  setzen  wflrde: 

t^=n[(a-fa)  4'(a+2«)  4- («+3«)  + . . , -j- 
80  hätte  man  die  Summe  der  iten  Potenzen  einer  arithmctis<‘hcn  Reihe  zu  linden, 
eine  Aufgabe,  die  nicht  ganz  leicht  ist,  namentlich  wenn  s keine  ganze  positive 
Zahl  ist.  Wir  setzen  daher 

also 


a?  =rx  , 
p p-i 


I^  = ('‘-l)n[(ro)'+ r(r»a)'+ r’(r*o)'+  . . . +/  *(r'’n)‘], 

wo  r unendlich  wenig  von  der  Einheit  entfernt  und  /a-=.b  ist 

Man  hat  hier  offenbar  eine  leicht  zn  summirende  geometrische  Reibe,  was 
anch  s sei,  n&mlich: 

l?  = (r-l)rV  '-‘ [l  + r'+Vr^  ' Vr** ' V . . . 


%*'*  -r 


(r-l)r'a*'‘ 


oder,  wenn  man  r 


rj-,  r = Jl 

a f a 


setzt : 


(4'+‘-n'H 

L L i. 

) (bP  —aP)bp 

(4'+‘-a'+‘)(l- 

©'> 

" »±1 
b P —a  P 

ist  gleich 

1 

• +(i 

ein  Ansdrnck,  der  für  unendlich  grosses  p offenbar,  da  =1  >st>  die  Summe 
gibt.  Somit  hat  man: 

f“u‘du  = -^(b‘+*-a‘+'). 

J b *+l 
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5)  Einige  Satze  Uber  die  Quadraturen  ergeben  eich  unmittelbar  an»  der  Snm- 
menfonn. 

Es  ist: 

In  dem  letzten  Ausdrucke  ist  die  Reihenfolge  der  jr: 

Da  nun  das  Zeichen  Jx  der  abgekürzte  Ausdruck  für  die  Differenz  eines  belie- 
bigen X und  des  Vorhergehenden  war,  so  ist  jetzt: 


zu  setzen,  also: 


tIx  = T —X 

«—1  • 


— rfjT  = .r  — . 


r 


wodurch  man  für  die  letztere  Reihe  erhält; 


Man  bat  also: 


oder: 


P’f(x)dx=  -f'%{x)dx 

**  Xm  •X  r. 


/ß  /*" 

f{u)du=  — j f{u)äu. 
a ^ 


„Man  kann  die  Grenzen  des  bestimmten  Integrals  vertauschen , wenn  man 
das  Vorzeichen  ändert.“ 

Ist  /*(j)  = l,  so  erhält  man  sogleich: 


dx=b-a. 


Aus  der  blossen  Form  des  Ausdruckes: 


J'  /(■r’)<ir  = (Ji-<')/(-ri)+(-r.--ri)/'(->’.)+  • • • +(-'».)/b')+(4r.+i->')((->-i+j) 

+ . . . +(/S-xp  f{ß\ 

wo  y = x ein  beliebiger  Werth  von  x zwischen  o und  ß ist,  folgt  sogleich: 


r’’f{x)dx  - r^f(x)dx+  r^f(x)dx. 

Ä it  V 


rt  y 

„Es  bleibt  aber  diese  Formel  auch  noch  richtig,  wenn  y nicht  zwischen  « 
und  ß liegt.“  Denn  cs  ist: 

■.ß  pY 


f f{x)dx-f  f(x)dx  = f f{x)dx 
*ß  n Y ^ a 

eben  bewiesenen  Satze: 

/ß  pY 

f{x)dx  = l f(x)dx 

V S 


oder,  wenn  man  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze: 


setzt : 


f*y  /*p  f*y 

j f(x)dx  = f f{x)dx+  I f{x)dx, 

'>  a Ja  -Iß 

was  offenbar  mit  dem  Vorigen  übercinstimmt,  wenn  man  ß mit  y Tcrtanscht.  El 
fallt  aber  hierin  ß nicht  zwischen  n und  y,  sondern  über  y hinaus. 
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Nodi  ist  selbstTerständlich: 

r W-'livW +tK'*)  • • + r q(x)dx+ r^^,(x)dx+  , 

•X  tt  ^ a a 'X  a 

d.  h.  „du  Integral  einer  Summe  oder  einander  entgegengesetzt,  d.  h.  die  ron: 
Differenz  ist  gleich  der  Summe  oder  g . 

Differenz  der  einzelnen  Integrale.“  wA'  r^/v  \ / \ j 

Ferner,  wenn  c eine  Constante  ist:  ^ a ^ a 

ß ß und 

Auch  ist’klar,  „dass  jedes  bestimmte  _ , , » , 

Integral  einen'  positiren  Werth  hat,  wenn  wnss  also  das  Integral : 
f{z) . auf  dem  ganzen  Integrationswege  pß 

duselbe  Voneichen,  und  gleiches  mit  / f{x)if(x)dx 

fl—a  hat,“  Denn  in  der  Formel:  o 

/ß  ■ zwischen 

f(x)  dx  = S(x  -X  )/(«  ) ß 

» » . I . i^J 

haben  dann  immer  die  beiden  FaCtoren  *' 

X —X  nnd  f{x  ) duselbe  Zeichen,  da 

* • Da  Jlf  nnd  JV  Werthe  von  f(x)  ans 

* _j  mit  ß—a  zugleich  positir  nnd  der  von  a nnd  ß begrenzten  Beihe,  un- 
T,'*  m.  zer  Integral  aber  continnirlich  ist.  so' 

negativ  ist.  „D^egen  ist  der  Werth  n^jg  duselbe  offenbar  gleich 
eines  bestimmten  Integrals  negativ,  wenn  ° 

/(x^)  immer  duselbe  Zeichen,  aber  du 

entgegengesetzte  wie  ß—a  hat.“ 


nnd 


g'ß 

MI  (/(x)dx 


/■(*')/’  »■(*) 
**  SV 


dx 


Sei  jetzt  unter  dem  Snmmenzeichen  sein,  wo  x'  in  der  angegebenen  Bethe 


ein  Product  f^x)-ti(x)  enthalten. 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  y(x)  sein 
Zeichen  zwischen  den  Grenzwerthen  « 
nnd  ß nicht  bndert. 


liegt,  man  kann  aber  setzen: 
x'  = a+«(/J-o), 
wo  < zwischen  Null  nnd  Eins  liegt,  denn 


Sei  dann  M der  grösste  Werth  von  jn  nach  der  Wahl  von  s,  erhält  man 
/^x),  N der  kleinste , welcher  in  diesen  hieraus  für  x'  alle  zwischen  a und  ß 

fallenden  Werthe  von  x.  Man  hat  also 
schliesslich: 


Grenzen  enthalten  ist. 

Dann  ist  also  immer : 

M—/(x)  positiv,  N—f{x)  negativ. 

Es  haben  also  anch  die  Grössen 

[*f-/(x))v(x)  nnd  [Af-f(x)]  </(x) 
entgegengesetzte  Vorzeichen,  nnd  zwar  ändert.  Diese  Formel,  obgleich  die 
auf  dem  ganzen  Integrationswege  jeder  Grösse  von  t darin  noch  nicht  bestimmt 
immer  dasselbe  Vorzeichen,  da  tf(x)  du  '»t,  ist  dennoch  zur  Berechnnng  der 
seine  nicht  ändern  soll;  daher  sind  auch  Grenzen  bestimmter  Integrale  von  gros- 
ser Wichtigkeit. 

Differenziation  der  Inte- 
e nach  einer  Constante. 

Es  sei  jetzt  ein  bestimmtes  Integral 
nach  einer  der  Grenzen,  oder  nach  einer 
in  ihm  enthaltenen , bei  der  Qnadratnr 
selbst  als  constant  betrachteten  Grösse 
(Parameter)  zn  differenziiren. 


die  Vorzeichen  von: 

''ß 


nnd 


f »(*)<** 

a 

f\fi-Kx:)]^(x)dx  . 

a 

Offenbar  iit  DAcb  dem  Obigen: 


r\{x;)f{x)dx  = f[a-\-t{ß-a)]  f^<f{a)dx, 

'X  a‘  ' 'X  „ 

jedoch  nor,  wenn  </(x)  sein  Zeichen  niclit 


rrale 


f(x)dx-l  f{x)dx=l  f{x)dx. 
a 'X  a "X  xp 


II 
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aber: 


Sind  X , X , iwei  aut  einander  folgende  Elemente  unterer  Reibe,  so  ist 
r J>+» 


/Xp+i  pxp  , pxp^\  \ 

f{x)dx-J  ^f{x)dx  dy  ^ f(x)dx) 


.X|.+l 


p+1 


waa  man  auch  schreibt: 
d / I * 


Das  Integral 


X,+1 


dx 

r 

Es  ist  diese  Formel  allerdings  schon  ans 
der  ersten  Definition  der  Quadraturen 
abzoleitcn,  da 


/ar^  + l 

({x)d. 


\x  besteht  aber 


^ = ({x),y=f  {{x)dx 


nur  aus  einem  Gliede;  ^ ^ 

,1  - = ‘'"pH  ^",1 1^’  = -/m 

also  da  [man  für  x ^ auch  x setzen  ...  , 

> p \ i p ist  dann  auch : 

kann,  da  diese  Ausdrücke  bis  auf  ein 
unendiieh  Kieincs  einander  gleich  sind, 


war._  Wegen  der  Gleichung:. 

r»« 

fl 

ß 

„ß 


wenn  man  x =ß  setzt; 
p 


dß 

Es  ist; 


Enthalte , jetzt  das  Integral  f(x)  noch 
eine  Constante  e,  nach ''welcher  diiferen- 
zürt  werden  soll. 


o’)dx  - r^f{x,  c)  dx  = /'^l/(x,  e')  - f(x,  e)]dx, 

Ja  Ja  Ja 

also  wenn  c'  unendlich  wenig  von  e verschieden  ist,  und  man  auf  beiden  Seiten 
durch  c'— c dividirt: 

Aus  der  Vereinigung  dieser  3 Arten  des  Differenziirens  ergibt  sich  noch. 
Wenn  a,  ß,  c Functionen  einer  vierten  Grösse  « sind: 

d / •'  “**/*,■  tt  da  , ßj  ade 

dirj  )~  dß  du  ia  du  de  5« 


wo  der  Kürze  wegen  für  C f(x,  c)  nur  C geschneben  ist.  Wegen  der  obi- 
^ a Ja 

gen  Formeln  aber  bat  man: 

7)Uebergang  von  den  bestimmten  ableitcn.  Indess  nimmt  auch  der  Aus- 
Integralen  zu  den  unbestimmten:  druck  für 

Aus  einem  bestimmten  Integral  lasst  n 

sich  immer  das  allgemeine  oder  nnbe-  / > , 

stimmte  vermöge  der  Formel: 

welches  auch  der  gegebene  Werth  von 
e sei,  stets  die  Form  des  bestimmten 
Integrals  an. 


J f(x)dx  = C+ J <J{x)dx 
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Wenn  man  ntmlich  die  Qleichnng 

C=r  f(x)dx::-f  f(x)dx 

•*  X U 

aaflöse,  Wo  also  l als  Fancdon  von  C za  beitünmen  ist«  to  erhält  man: 

r Kl)  ^=r  A')  +y*  k^)  -r. 


Es  fragt  sich  nnr,  ob  die  Olcicbnng: 
V(A)  = C, 

WO 

»W  = 

gesetzt  wurde,  immer  einer  Änddsnng 
fthig  ist.  ' 

Dies  ist,  wie  leicht  zn  sehen,  immer 
der  Fall , wenn  if  (A)  eine  eindeutige 
Function  ist. 

Wir  haben  nlmlich  in  dem-  Artikel 
«Qaadratisefae  Faetoren“  gezeigt,  dass  es. 
immer  wenigstens  einen  Werth  von  A 
gibt,  für  welchen  eine  eindeutige  Fnnc- 
tiop,  also  aneb 

y(A)-C  ' . 

der  Nnll  gleich  wird,  nnd  es  mnss  so- 
mit fflr  diesen  Werth  von  A,  q(l)  = C 
sein.  Ist  aber  y (A)  eine  mehrdentige 
Function,  so  wird  sich  dieselbe  immer 
ans  einer  Qleicbnng: 

f{i.*)  = 0 

berleiten  lassen,  wo  f eine  eindeutige 
Function  ron  A nnd  n ist,  nnd  u=:y(A) 
in  setzen  ist.  Setzt  man  hierin  «=  C, 


wo  C gegeben  ist,  so  hört  f(A,  C)  nicht 
auf,  eindeutig  zn  sein,  nnddjese  Function 
hat  eine  Variable  A,  nnd  mnss  daher  fQr 
irgend  einen  Werth  von  A Null  werden, 
und  fQr  diesen  also  wird 
y(A)  = C 

sein. 

Es  ist  jedoch,  wohl  zn  bemerken,  dass 
der  Werth  von  A,  welcher  diese  Glei- 
chung erfallt,  imaginQr  sein  kann.  Somit 
sind,  um  diese  Bctrachtnng  völlig  durch- 
znfQhren,  noch  die  Untersnehnngen  Aber 
Quadraturen  in  imaginären  Grenzen  nO- 
thig,  die  wir  bis  jetzt  unterlassen  haben. 

8)  Einfiihrnng  nener  Variablen. 
Da  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die 

Variable  x in  dem  Integnl-,  J'  ^/•(x)dx 

ändert,  ganz  beliebig  ist,  so  kann  man 
sich  X als  Fnnction  einer  andern  Varia- 
ble y denken.  Ist  dann  x = y(y),  so  hat 
man 

/W  = it(y) 

nnd;  < ‘ 


Oder  wenn  man  fQr  y(y)  wieder  x,  /(x) 
für  tKy)  ictireibt; 

nx)äx=fj(x)^^äy.  - 

Die  Grenzen  y,  nnd  aber  sind  M zn 
bestimmen,  dass 

a=yy„  Ä=y(y,) 

wird. 

Dieser  wichtige  Satz  lehrt  die  Inte- 
grale durch  Einführung  einer  nenen 
Variablen  nmformen,  nnd  ist  für  die 
wirkliche  AnsfQhmng  der  Qnadratnren 
von  grosser  Wichtigkmt. 


Beispiel.  Suchen  wir  z.  B,  das 
Bitegrid: 


nß 

/ (a-fx)-dr. 


so  setzen  wir  x=y — a,  also  dxxzdtf;  es 
ist  dann : >. 

da  für 

wird  nnd  für 
wird, 

11* 


x = n, 
y = (t-i-a 

x=p, 

S-fii-a 
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QuadntQ' 


klso: 


ß /'?+“  H C.^+ol*^* 

r (a  + Tfäx-f  y y-  n+1 

Ja  "*  »whnitt 


Ja  . . A4^«rhnitt  ^4^  berechnet 

Per  WerO.  diese,  bestimmten  Integrals  ist  nlmbch  m Ab, eh 

worden.  „ , , bestimmten  Integrale  >** 

Ein  andrer  wichtiger  BaW  für  di«  Berechnung  der  best. 

der  folgende.  Sei  wieder: 

J a 

‘ . X,  = l.  *.  = “ 

ist,  so  bann  man  dafdr  bei  andrer  Anordnung  der  • 

oder,'da  fUr  iedes  Klement  x.  x.  • • • auch  da.  folgende  gc.eUt  Jrden  Uana. 
wenn  f(x)  continuirVich  bleibt: 

J/ir-  \ ,<m 

f f{z)dx  = bf{b)-af(a)-iif(Xt)  " 

J a 


a 
also 


oder,  wenn  man 
schreibt : 


f(x)=y,  ««)=»,.  rt‘)=»*  ‘ . 

^ a 

N \ r le(x)rfXy  iO  Ut: 

Beispiele.  Es  sei  xu  bestirnmen  das  Integral,  j 

■y'jgxrfx  = 61g(6)-Bl6(«)-J 
wo  y=lgx.  Dq  aber 

. dx 

dlg*  = — 

V * • ^ . 

ist,  IO  hftt  man  ^ 

J ,g.  J • ■ ■ 

r*igxdx  = Mg»-«>8«-^+“-  • 

J a 


Beide  letzten  Sitze  rereinigt  geben  noch  folgendes  Bestatat.  Es  ist,  wenn  ms» 


seist : 


*L^  = ,'(x) 
dx 


* r(^)  * 

J y(n) 
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wie  men  erliSU,  wenn  man  in  der  letzten  Formel  »(r)  für  "a:  gesetzt  denkt. 
Aber  es  ist 


pm  po 

I /r  = / yWrw  äx, 

R«)  a 

p^  g,b 

/ A')7'(*)d*  = A%(4)-Ao)v(<»)-/  <t(i)r{x)dx. 
•’  a Jo 

y'(x)=£^)  = ,^.). 


wo  wieder 
iit,  also: 

Ce  lei  nun 
•0  iit  offenbar: 


ii*  nntere  GrSnze.  l ist  hier  völlig  wiUkUhrlicb , da  darüber  Nichts  ilestgeietzl 
wer,  aleo: 


<f{z)=J^^x)ix 
ir  völlig  wiUkUhrlicb,  < 

f R*)  ^*)  dx  - f{b)J' ^x)  dx  dx  -/!{/:  ^x)dx^'{x)dx. 

UebrigenB  Ut  trotz  der  WiUkürlichkeit  Ton  X der  Werth  des  rechUstehenden  Atudrucke 
ftttt  derselbe,  wie  auch  X bestimmt  werde,  da  C f{x)tp{x)dx  völlig  bestimmt 
wt.  Dies  ist  anch  direct  za  erweisen«  Denn  setzt  man  (x  Ittr  jl,  so  wird: 

f 'P{*)dx=f  ip{x)dx, 

Md  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  vorletzte  Formel,  nachdem  daselbst  jl  für  u 
Stichrieben  ist,  einsetzen: 

J Rz)kf^x)dx  = f(i)j'^ip{x)dx-f{a)J''  \p(z)dx  ^x)dx[f{h)^f{a)] 

**  X jU  ^ 

...  ^x)dAf(x)dx. 

El  ut  sber:  “ *“  c 

/:{/:  ifix)dx  +J'  iK^)dJjf'{x)dx=Jl  J' ^ ^x)f{x)dx 

+f  dxj'  W)<fe  =/!/:  \p(x)f(,x)dx+f^^x)dx\f{b)-f(a%  . 

'1*  / !p(x)d{x)  offenbar  constant  ist,  und  seine  Grenzwerthe  x selbst  nicht  ont> 

•r  ,, 


lislteD,  und  da 


p”  pfi^) 

/ r(^)dx  = / dRx)  =Rb)-f{a 

Ja  J Ra) 


/o 

Rx)^x)dx  ein,  so 

a'  ■ ! 
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erhUt  man  offenbar  denselben  Werth  wie  vorhin,  da  sich  /t  gans  heraus  hebt, 
wie  dies  zu  beweisen  war. 

Beispiel.  ' ' 

Sei  r x\gxdx  za  berechnen. 

I 

Nach  dem  vorigen  Beispiele  ist: 

/ lgxJx  = xlgx— x+1, 

J 1 

da  lg  1 = 0 

ist.  Also  wenn  man  x für  f(x),  lg(x)  für  y(x)  setzt,  und  t = l nimmt: 


da  hier 
isL 


J'  x\gx<U  = i{Hgb  — b+V)—J'  (xlgx— x + l)dx 

fW  = l 


oder 


Bezeichnet  man  also  / xlgxdx  mit  V,  so  ist: 

pb 

U=b*lgb-b^-i-b-ü+l  [x^l)dx  = b'\gb-b*  + b-U+ib*-^-b+l 

= b‘\gb~ib*+i-U 

2V=b*lgb-ib.'+i, 

U=r  xlgx<ix  = *4«lg6-«’  + i. 

’ 1 

Bei  allen  diesen  Betrachtungen  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  die  Continniüit 
des  Ansdmekes  unter  dem  Integralzeichen  auf  dem  ganzen  Wege  der  Integration 
vorausgesetzt  wurde. 

9)  Untersuchungen  des  Falles,  wo  die  Variable  im-aginSr  ist- 
Wir  setzen  noch  immer  ContinnitSt  vorans,  wollen  aber  jetzt  den  Fall  be- 
trachten, wo  X imaginir  werden  kann.  Sei  demnach  ' 

z = x+yi, 

so  wird  man  immer  haben: 

f '/(*)*=(*i-*o)/'(»i)+(»i-»i)/i»i)+  • • • • 

*• 

Es  kann  sich  in  s aber  x und  y gleichzeitig  jedes  nach  einem  beliebigen 
Gesetze  andern.  Liesse  man  bloss  x sich  indem,  bliebe  aber  y constont,  also 
= «,  so  wire: 

J'  '/i[x+«)(Ix  = (x,-x,)/T[x,+(n)+(x,-x,)/(x,+iri)+ 

Es  ist  dies  Integral  offenbar  nach  der  reellen  GrOsse  x allein  genommen, 
und  /'(x+ai)  ist  eine  Function  von  x,  also  gelten  die  in  dem  Vorigen  gegebenen 
Regeln  über  die  Integrale  reeller  Variablen  ganz  für  diesen  Fall,  namentlich  auch 
der,  dass  x sich  zwischen  x,  und  x nach  einem  beliebigen  Gesetz  indem  kann. 

P 

Aehnliches  wttrde  eintreten,  wenn  sich  y allein  änderte.  Es  wire  dann: 

f '’A»)*=»((»i-ys)A«+ffi*)+(»t-yi)A“+yi‘)+  ••  • +(y,-y. 

•'s,  ' f 
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alio: 


* If* 


Dod  dA  y reell  ist,  kann  dies  Integral  auch  wie  das  obige  behandelt  worden. 

Kon  Süllen  sich  endlich  x und  y gleichzeitig  andern,  es  ist  also  zunächst  eine 
Beziehung  zwischen  x und  y festzosetzen.  Wir  nehmen  an 

«0  u,  y (u),  in  den  Grenzen  der  Integration  reell  bleiben  m&*(en. 

El  izt  dann; 


(t'/M  + 'V-Ml 


d[y(M)+iy-(u)] 

du 


dUf 


offenbar  nämlich  hat  das  Integral  die  Snmmcnform: 

A‘i)+[(v(“.)-?(“i))+Kd'(“.)— /■(»,)+ 

uod  ct  izt; 


V (“P-»(“,_j)+'(d-(“P-  V'(“  Ä **/ 

» 

Dt  übrigenz 

y (ii  ) + «tt(«  ) = z 

" r P 

iit,  kann  man  auch  schreiben; 


DiessFormel  entspricht  genau  der  ersten 
im  Torigen  Abschnitte  entwickelten,  nur 
iit  hier  bewiesen,  dass  sie  auch  itir  ima- 
giiüres  z gilt. 

Da  übrigens  jetzt  u als  unabbüngige 
Vsriable  zu  betrachten,  and  diese  Grösse 
is  den  Grenzen  der  Quadratur  reell  ist, 
io  finden  ancb  hier  die  Gesetze,  welche 
oben  entwickelt  wurden,  Anwendung, 
renn  ContinnitSt  stattflndet.  Es  kann 
alw  M sich  nach  einem  beliebigen  Ge- 
ietie  indem,  roransgesetzt,  dass  das 
einmal  gewühlte  y(u)  nicht  discontinnir- 
lieh  wird. 

Sollte  also  ein  Integral  dnreh  Aende- 
nug  des  Integrationsweges  seinen  Werth 
•adern,  so  kann  es  nur  daran  liegen, 
diit  man  in  den  Gleichnngen  z=y(H) 
md  gleichzeitig  die  Functionen 

f und  y.  ändert. 

Ehe  wir  dies  Jedoch  nntersneben,  ist 
es  zweckmässig  diesen  Betrachtungen 
eine  geometrische  Dentung  zu  geben. 

Dzz  Integral  sei; 

ß 

A*)*. 

a 

wo  also  im  Allgemeinen  complexe 
Grössen, 

z=*+yi,  a = a+a,  ^ = e+A» 


sein  sollen.  Versteht  man  unter  z and 
jr  rechtwinklige  Coordinaten,  die  auf 
ein  gegebenes  in  der  Ebene  befindliches 
Coordinatensystem  bezogen  sind,  so  ent- 
spricht Jeder  Werth  von  s einem  be- 
stimmten Funkt  in  der  Ebene,  dessen 
Coordinaten  z nnd  y sein  sollen.  Gibt 
man  also  z nnd  y alle  möglichen  Wer- 
the,  so  stellt  z Jeden  Punkt  der  Ebene 
vor. 

Die  GrOszen  a nnd  ß dagegen  ent- 
sprechen zwei  bestimmten  Funkten  in 
der  Ebene,  deren  Coordinatenwerthe  be- 
züglich a,  t und  e,  f sind. 

Sind  it,  ß nnd  s reel,  so  ist 
i = /‘=y  = 0 

zn  setzen.  Der  Werth  von  s entspricht 
einem  Funkte  der  Abscissenaxe , wo  ja 
in  der  That  y = 0 ist,  und  das  Integral 

f{x)  dx  ist  so  zn  verstehen,  dass  vom 

I 

Funkte  a nach  e hin  der  ganze  dazwi- 
schenliegende Theil  der  Abscissenaxe  zu 
durchschreiten,  für  Jeden  Fnnkt  z^  der 

Werth  (z  — z _^)  A*)  *u  berechnen,  nnd 

alle  diese  Werthe  zn  addiren  sind.  Man 
kann  also  in  dem  Falle,  wo  z immer 
reell  ist,  sagen,  dass  sich  die  Qnadratnr 
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Uber  einen  Theil  der  Abscigsenaxe  er- 
strecke. 

Wenn  aber  a,  ß,  s auch  complexc 
Gr&sscn  sein  können,  so  stellen  a und 
ß beliebige  Funkte  in  der  Ebene  dar, 
nnd  CB  ist  von  a nach  ß auf  einem  be- 
liebigen continnirlichen  Wege,  der 
also  immer  eine  Linie  sein  wird,  fort- 
luschreiten,  und  dieser  Weg  heisst  dann 
der  Integrationsweg  *).  Offenbar  geben 
die  Gleichungen 

*='/(“).  y = <K«)< 

die  Gleichung  dieser  Linie',  wenn  man 
darana  u eliminirt.  Was  die  Grenzen' 
anbetrifft,  so  wird  diese  Linie  immer 
durch  die  zwei  Punkte  geben  müssen, 
deren  Coordinatwerthe  a,  t und  e,  f sind. 
DemgemSss  sind,  wenn  die  Intogrations- 
grenzen  gegeben  sind,  die  Functionen 
if  (u)  nnd  zn  wühlen.  Offenbar  kann 
man  auch  u = z setzen,  nnd  die  Glei- 
chung y — \^x)  annehmen. 


entspricht.  Diese  Wege  sind  z.  B.  AIB, 
AmB,  AnB,  ApB,  AqB  • • • Aul  jedem 
Wege  wird,  vorausgesetzt,  dass  auf  den- 
selben die  Function  ((s)  continnirlich 
bleibt,  das  Integral  völlig  bestimmt  sein. 
Ob  beim  Uebergangc  von  einem  Wege 
znm  andern,  also  z.  B.  von  AIB  bis 
AnB  sich  der  Werth  des  Integrals  än- 
dert, soll  bald  untersucht  werden. 

Welches  auch  die  Werthe  von  ä und 
ß seien,  so  wird  einer  der  Integrations- 
wege  immer  eine  grade  Linie  bilden, 
welche  durch  die  Punkte  geht,  deren 
Coordinatenwciihe  a,  b nnd  e,  f sind. 
Die  Gleichung  dieser  Linien  wird  sein: 

y — h _ x—a 

734-73^ 

nnd 

f /(*+y0  (1 + *^)<**- 


Fig.  21. 


Es  gibt  also  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  A nnd  B (Fig.  21),  deren  Coor- 
dinaten-Werthe  a,  b nnd  e,  f sind,  nnend- 
lich  viel  Integrationswege,  welcher  jeder 

/§ 

C(s)  di 
a 


es  ist  nämlich 

u = z 


* _ d(x+yi) 
du  ~ du 


zu  setzen,  woraus  sich: 
dx  ^ dx 


ergibt.  Da  aber  vermöge  der  Gleichung 
der  graden  Linie: 

und 

dy  _ f—b 
dx  ~ e—a 

wird,  so  bat  man: 


f^di = (1+ iy)y  Vjx +i(6+^x  - o)))dx. 


Es  ist  klar,  dass  jede  gegebene  Cnrve, 
etwa  ein  Halbkreis  u.  s.  w.,  an  die  Stelle 
der  graden  Linie  treten  kann. 


*)  Hit  diesem  Worte  bezeichnen  wir  jetzt 

nnr  die  Linie,  auf  der  die  Werthe 
von  s zn  suchen  sind,  nicht  das  Ge- 
setz, nach  dem  sich  z oder  u inner- 
halb dieser  Linie  ändert,  da  letzteres 
keinen  Einfluss  auf  den  Werth  des  In- 
tegrals ansübt. 


Als  wichtig  aber  erwähnen  wir  noch 
den  Fall,  wo  diese  Linie  in  sich  selbst 
znrflckkehrt , also  a = ß ist,  wie  dies 
z.  B.  bei  einem  ganzen  Kreise,  einer 
Ellipse  n.  s.  w.  geschieht.  Auch  kann 
der  Integrationswcg  natürlich  eine  ge- 
brochene Linie  sein,  wo  sich  dann  die 
Form  der  Gleichungen 

■i  = y(“).  y = v<“)  odef  y = f{*) 

während  des  Weges  ändern  muss. 
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10)  EinrinsBdcrDiscontinnitftt.  W »o  brau- 

. « . , dieses  Punktes  die 

Werde  jeut  für  emen  Punk^  der  sich  au/pcstclIteD  Regeln  des  Intcgrirens  nicht 
auf  irgend  einem  Wege  zwischen  den  mehr  richtig  zu  sein.  Es  kann  nämlich 
Grenzen  der  Integration  befindet,  die  in  diesem  Fülle  die  Reihe 


f'j 


auch  aufhOren,  continairlich  zn  sein. 
Dies  findet  statt,  wenn  die  einzelnen 
Elemente  (*^— f(j:  ) endlich  oder 

unendlich  gross  werden.  Namentlich  der 
Satz , dass  dos  Gesetz  der  Aenderung 
Ton  * den  Werth  des  Integriüs  nicht 
andere,  hört  in  der  Nachbarschaft  dieses 
Pnnktes  dann  anf,  richtig  zn  sein,  da 
beim  Beweise  des  Gesetzes  oben  continnir- 
liches  Fortschreiten  voransgesetzt  wurde. 

Indess  ist  es  nicht  unbedingt  noth- 
wendig,  dass  diese  Beihe  an  dem  be- 
zeichneten  Funkte  auch  der  Continnitat 
entbehren  mnss,  da  der  Factor  x — x 

* J — 1 

docli  anendlich  klein  ist,  nnd  daher  mög- 
licherweise die  Discontinuitat  von  f(x^ 

wieder  compensiren  kann.  In  diesem 
Falle  gelten  die  Kegeln  des  Integrirens 
noch  immer. 

Um  sich  nnn  in  fiberzengen,  ob  das 
eine  oder  andre  stattfinde,  also  ein  In- 
tegriren  anf  diesem  Wege  möglich  sei 
oder  nicht,  hat  man  folgendes  Mittel. 
pß 

Es  sei  # zu  nntersnehen. 

a 

Der  Integrationsweg  ist  eine  bestimmte 
Linie,  auf  welcher  sich  zwischen  den 
Endpnnkten  a nnd  ein  Punkt  I befindet, 
derart,  dass  /(i)  discontinoirlich  wird. 
Stsut  des  obigen  Integrals  nntersnehe 
man  dann : 

u-«r 


worin  tf  nnd  i gar  nicht  Vorkommen.  Die 
Discontinuitat  von  f(l)  übt  also  keinen 
Einfluss  anf  das  Integral  aus,  und  man 
kann  dasselbe  ganz  so  behandeln , als 
existire  eine  solche  nicht. 

Wird  dagegen  der  Werth  der  Summe 
von  cf  nnd  t abhängig,  so  ist  keine  In- 
tegration auf  diesem  Wege  über  den 
Punkt  I hinaus,  d.  h.  auf  einem  Linien- 
stück,  welches  den  Funkt  I enthält, 
möglich, 

Beispiel.  Sei  zu  nntersnehen 

— n y X — O 

<«  nnd  ß sollen  positive  reelle  Grössen 
sein,  und  x immer  reell  bleiben,  d.  h. 
es  soll  die  Integration  zum  Wege  die 
Abscissenaxe  haben.  Offenbar  wird 
1 

77==  00  für  x = 0. 
r* 

Man  nimmt  daher; 

.-<f 


►<fx)i 


r%-u.+r'‘  x-*dx, 

J —a  •!  +t 


Wir  hatten  Abschnitt  (4): 


/ 


. *+l 


also,  wenn  s=— ) gesetzt  wird: 
-cf 


/*  — o /»P  > •—  I B-'—— 

«»)*+/  -cf 

“ . ^+»  / x“*cfr=-2[(-cf)»— (— o)*, 

f nnd  s versdtwindend  kleine,  zwischen  „ 


wo  <f  nnd  s verschwindend  kleine,  zwischen 
« nnd  ß liegende  Grössen  sind.  Ist  der 
Integrationsweg  die  Abscissen-Axe,  so 
lind  cf  nnd  s positiv.  Wird  nnn  der 
Werth  dieser  Summe  von  cf  nnd  s nn- 
ibhangig,  so  kann  man  offenbar  auch 
iz:t  = 0 setzen,  nnd  bat 

rV»)*=/’V)*+ 

J „ Ja  J X 


J"  X idjc=:J'  X ^dx+J'^x  ^di  = —2{fl^—{ — o)^ 

nd  anf  dies  Integral  hat  folglich  die  Diacontinnität  von  -j^  keinen  Einfinsi. 

V* 


x-^dx=-2(ß-»h. 

J -t-s 

Offenbar  aber  ist,  bei  nncndlich  kleinem 
cf  und  r, 

(-d)i=|i  = 0, 

also: 
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Sei  jetzt 


Ein  lntc(;ral  von  der  Eorm  - 


Uber  einen  Theil  der  Abeissenaxe  zu 
erstrecken,  in  welchen  sich  der  Punkt 

x = 0 befindet,  lur  den  i ebenfalls  nn- 

I* 

endlich  wird. 


Man  hat: 


Q q 

Es  werden  aber  s nnd  ( — ef)  fUr 
unendlich  kleines  t und  cf  unendlich  gross, 
mithin  der  Werth  des  Integrals  von  cf  nncl 
f abhängig.  Man  kann  also  bei  diesem 
Integral  nnr  einen  Theil  der  Abscissen- 
axe  als  Intcgrationsweg  nehmen,  wenn 
der  Fnnht  z = 0 anf  demselben  nicht 
liegt. 


wo  cf  und  f unendlich  klein  sind , f{l) 
aber  discontinnirlich  ist,  heisst  naebCau. 
chy  singnläres  Integral. 

Würde  man  das  Integral 

r+ß  dx 

./ 

wo  axmdfl  positive  reelle  Grössen  sind, 
nach  Abschnitt  4)  ohne  Weiteres  be- 
rechnen, so  erhielte  man : 

also  einen  völlig  bestimmten  Werth. 
Derselbe  gibt  allerdings  einen  Aus- 
druck ffir  das  bezeichnete  Integral ,- nur 
darf  man  dasselbe  nicht  über  den  Funkt 
z = 0 erstrecken.  Da  n&mlich  die  Grösse 

— nnr  für  z - 0 discontinnirlich  wird, 

so  kann  man  etwa  den  Integrationsweg 
derart  nehmen,  dass  man  (Fig.  22.)  von 


Fig.  22. 


Funkt  — a auf  der  Abscissenaxe  bis  in 
die  Nähe  von  dem  Werthe  Nnll  fort- 
schreitet,  dann  aber  eine  beliebige  Ans- 
weiefanng  ctd  von  der  Abscissenaxe 
macht,  so  dass  der  Funkt  Nnll  umgan- 
gen wird.  Der  Weg  aß  kann  dann  wie- 
der auf  dem  positiven  Theil  der  Abscis- 
senaxe fortgesetzt  werden.  Dieser  Ans- 
weg kann  eine  beliebige  Linie,  z.  B.  ein 
Halbkreis  oder  eine  gebrochene  Linie 
sein.  Dieser  Weg  nnd  Übrigens  anch 
jeder  andere,  der  von  — o nach  ß führt, 
mit  Ausnahme  eben  der  Abscissenaxe, 


gibt  — Ausdruck  für  un- 
ser Integnil.  Dieser  wichtige  Gegen- 
sund wird  sogleich  weiter  ansgeführt 
werden. 


11)  Aendernng  des  Intcgra- 
tionsweges. 

Wir  betrachten  jetzt  das  Integral; 
pß 

« = / (A*.  (Jf. 

<« 

Damit  dies  im  Allgemeinen  einen  Sinn 
gebe,  ist  unter  y irgend  eine  Function 
von  z,  also  7(z),  die  man  ganz  beliebig 
wählen  kann,  zu  verstehen;  für  jeden 
Werth  von  z,  also  auch  für 
z = ct  nnd  x = ß 

wird  dann  anch  y nnd  mithin  das  ganze 
Integral  bestimmt  sein.  Wir  wollen  übri- 
gens n,  ß,  X nnd  y als  stcU  reell  vor- 
BUssetzen,  und  annchmen,  dass  immer 
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y =?(*).  *o  = ».  * =ß 

* * F 

Ml.  Es  ist  dann: 

«=(*i-'*.)/l*i.yi)+(yi— y.)  (i(*„y.) 

A-*i.yi)+(yj-yi)  Ci(x„y,) 

+ 

y^- 

Oie  Gleichung  j=.<f(x)  (teilt  ganz  wie 
oben  Jedenfalls  eine  Linie  dari  deren 
AnCsngs  • und  Endpunkt  bezüglich  die 
Coordioaten-Worthe 

*=«r,  y = <f(tt)  und  x=ß,  y = if{ß) 
bähen.  Sei  EC=y  idie  Ordinate  von  C,  so 

Sei  ACB  diese  Linie  (Fig.  23),  deren  wird  deijenigo  Punkt  Ton  ACB  CT 
Gleichung  aUo  y = <>(x)  ist.  Gehen  wir  welchem  dieselbe  Abscisse  als  C zu- 
nnn,  indem  wir  die  Form  der  Function  kommt,  eine  Ordinate  y + A haben 
y(x)  Indern,  zu  einer  zweiten,  der  ersten  • ’ 

unendlich  nahen  Linie  ACB  über,  die  n*®“  CC  setzt  Die  Grosse 

jedoch  dieselben  Endpunkte  hat;  so  ist  h wird  unendlich  klein  sein,  und  sich 
das  Integral  noch  immer  von  « nach  d ' n , 

zu  erstrecken.  Wir  wollen  aber  sehen,  Punkt  zu  Funkt  Andern;  A,  und  A 
in  welcher  Weise  sich  der  Werth  des-  werden  gleich  NaU  sein,  da  die  Grenzen 
selben  ändert.  a und  fl  dieselben  bleiben. 

Sei  w'  daa  Integral  auf  der  Linie  ACB,  so  ist  also: 

a'=(x,— i.)/Tx„y,-|-A,]  + (y,— y,+A,)([x„y,-HA,] 

+ (*.-*i)  A*..  y» +*,] -Ky,-y , + A.-A,)/-,  [x„  y, +A,) 




Fig.  23. 


nnd  da 

. y ) 

/•t®^/y,+*.]=A*..y;+-ä^A^, 

ly ) 

A[x,,y.+A,]=A(»..y.)+-^^*  ‘a 

ra  setzen  ist,  so  bat  man: 

' r-1  dy  p-i 

+ (y.-y.)^^i^!^V(y.-y.)^^l^^  .... 

+Cy,-t-y,_2) 

+ (*s-i- V2^  \-i  '■‘^v 

df 

da,  wenn  man  Continuitlt  roraussetzt,  die  Glieder  (A^— A^  a»' 

dem  Glieder  in  w rerschwlnden. 
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Man  hat  also : 

./  y ^ y,  y 

+ (*  JAC*  ..y  ,)-* 

^-1  p-2r  p~i  p-l  p~l  p p 
Die  Grosse  h unter  dem  Integralzeichen  bedeutet  den  in  der  Summe  jedesmal  zu 
zundy  gehörigen  Werth  A. 

Cer  Ausdruck  ausserhalb  des  Intcgralzeicbcns  gibt  bei  andrer  Anordnung; 
-'A|[/'i(-fi.yi)-/'i(^i.yi)]-*rl/i(*i>yi)-/'i(-^t'y»)]-*i[A('.-y.)-^(*i>ys)] — 


(* . y„) 

— A ,( 1 -’^-dx  d ^ 

;>-l\  dx  p oy 


«/■,(*  iy  ) \ 

^dy^) 


= _y  rfy, 


also 


y. 


^A^.y) 


dy 


dx  J 


dx. 


Cas  Uebrige  hebt  sich  weg.  ^ 

Es  wurde  diese  Form  der  Entwiche-  bekannten  Bedingung , dass  der  Aus- 
lung  gewählt,  um  Betrachtungen  der  druck: 

Variationsrechnung,  welche  hier  aller-  du  = f[x,y)dx+f^(x,  y)dy 

ding,  auf  kürzerem  Wege  zu  demselben  ^„„„i^diges  Differenzial  sei, erfWm  so 
Resultat  geführt  hatten,  zu  vermeiden.  ,i..  Tnt.crml.- 

Die  Grösse  h bedeutet  die  Zunahme 
von  y bei  der  Veränderung  des  Inte- 
grationsweget , und  ist  daher  unendlich 
klein,  im  Uebrigen  willkührlich. 

Wir  stellen  jeut  die  Frage  : völlig  unabhängig  von  der  Gleichung, 

„Wie  müssen  die  Functionen  /*(jr,  y)  welche  x mit  y verbindet,  Torausge* 
nnd  f,(x,  y)  beschaffen  sein,  damit  der  setzt,  dass  die  Integrationsp^nzen  die- 
w _*!.  A Ta  1 A rj  , r j \ selben  bleiben.  Es  braucht  dann  die 
Werth  des  Integrales  «-/(fdx  + f,dy)  Entfernung  der  Cunen  ACB  und  ACTB 
von  dem  Integrat.on.wege  unabhängig  kleine  zu  sein,  sondern 

ist,  vortiusgesetzt,  dass  die  Grenzen  fest  ^ mau  von  ABC 


ist  der  Werth  des  Integrals: 

/ß 

[f{^,9)dx+f,(,x,y)dy] 
a 


sind  ?“ 

Offenbar  ist  die  Bedingung  dafür: 
v' — M = 0, 


oder 


AA^.y)  _ ^(fiy) 

dy  dx  » 


immer  zu  einer  unendlich  nahen  Curve, 
und  so  weiter  auf  continuirlichem  Wege 
bis  ACB  fortschreiten  kann,  auf  dem 
ganzen  Wege  sich  aber  der  Werth  des 
Integrals  nicht  ändert,  vorausgesetzt, 
dass  f{x,u)  und  /',(z,y)  überall  zwischen 
ACB  und  ACB  und  auf  diesen  Cnrven 


da  wegen  des  willkürlichen  A nur  in  continuirlich  bleiben, 

dem  Falle  das  ganze  Integral  vcrschwin-  „Dieser  ganze  Schluss  aber 
den  kann,  wenn  jedes  Element  desselben  „j”  ^ falsch,  wenn  sich  zwischen 
verschwindet.  nnd  ACB  ein  Punkt  befin- 

Ist  also  diese  Bedingung,  welche  übri-  det,  in  welchem  f(r,  y)  oder 
gens  vollständig  identisch  ist  mit  der  A(-*>  y)  discontinui  rl ich  wird.“ 
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Ei  kann  dann,  lelbst  wenn  die  obige  ScUen  wir  aber  y=px'-\-q,  so  wird 
Bedhigungsgleirhnng  für  den  ganzen  das  Integral: 
übrigen  Kaum  herrscht,  bei  Ueberschrci- 

ten  dieses  Punktes  sich  der  Werth  des  1'^,,  ~ 

Integrals  ändern.  / (4px’+27j)dr  = 

Es  ist  nämlich  bei  allen  diesen  Be-  ' “ 

trachtnngen  Continoität  voransgesetzt. 


Beispiel.  Es  sei 

/(x,  y,)  = 2xy,  /•,(x,y)=x« 
so  Ist  offenhar 

Or 

dx  ’ 

ilso  nnierc  Bedingung  erfüllt. 

In  dem  Intcgml: 

/'ß 


letzen  wir  y-ax,  and  erhalten: 

-ß 

a 


f 

a 


p/J*— pn.+?/J»— pa*. 

Damit  aber  die  Endwerthe  von  y, 
welche  x = « nml  x—ß  entsprechen,  in 
beiden  Integralcy  übereinstimmen,  ist  zu 
setzen: 

aß=pß*+q 

und 

na=pa’-^q, 

zwei  Gleichnngen,  ans  denen  sich  p und 
q ergeben,  nämlich : 

o , aaß 
a+ß  * B + ß 

Diese  Werthe,  in  den  Ansdmck  iUr  das 
letzte  Integral  eingesetzt,  geben  aber: 


/ 


(4px •+2qx)dx  = °^  ‘ \a'+ß^  + aß)  = aß‘  —aa ‘ , 

a "+ß 


also  offenbar  denselben  Werth,  welcher  wo  f nnd  Fnnctionen  ron  z und  y 


dass  y = ax  sei. 


unter  der  Annahme, 
gefunden  wurde. 


12)  Anwendung  des  eben 
fnndenen  Satzes. 


ge- 


Fig.  24. 


BelASCD  eine  beliebige  geschlossene 
Carre,  bei  welcher  wir  jedoch  nicht 
etwa  Continnitftt  der  Krümmung'  rorans- 
sauen,  so  dass  dieselbe  aus  beliebigen 
Carrenstücken,  oder  auch  graden  Dhtien 
zusammengesetzt  sein  kann,  also  z.  B. 
irgend  cm  Polygon  bilden  kann. 

Tbeilen  wir  diese  Cunre  ln  zwelThcile 
ABCuaiADC,  nnd  erstrecken  über  die- 
selben das  Integral: 

n=/(fdx  + fißyy, 


sind,  welche  die  Bedingnngsgleichung 
dy  dx 

erfüllen.  Befindet  sich  dann  innerhalb 
des  Umfanges  ABCD  nnd  auf  demselben 
kein  Punkt,  wo  f oder  discontinnir- 
lich  wird,  so  geben  nach  vorigem  Ab- 
schnitte beide  Integrationswcge  dasselbe 
Resultat. 

Es  ist  nun  aber  anf  irgend  einem 
Wege : 

ux:f^(fdx+[^dy)=-r  (/Wz-K.dy),' 
Ja  J.  ß 

wie  bereits  in  Abschnitt  (5)  dargethan 
wurde.  Das  auf  irgend  einem  Werthe 
AÜC  berechnete  Integral  gibt  also  den 
entgegengesetzten  Werth  des  auf  dem 
nmgekehnen  Wege  CDA  genommenen. 

Erstreckt  man  also  das  Integral  Über 
den  Weg  ABC  und  dann  über  CDA 
(wo  die  Ordnung  der  Buchstaben  die 
Richtung  unzoigt),  d,  h.  über  den  gan- 
zen Umfang  AÜCD,  so  wird  der  Werth 
des  Integrals  Knll. 

I.  „Wenn  die  Bcdingungsgleichnng 

^ erfüllt  ist,  so  ist  der  Ausdruck 

Oy  dx 
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/ifdx+f^dy)  Ober  eine  beliebige  geachloe- 
■eno  Cnrre  eretreckt  immer  gleich  Nall, 
falls  sich  auf  dieser  Curre  und  in  dem 
von  ihr  begrenzten  Ebenenstücke  keine 
Discontinnitüt  findet.“ 

Es  kann  indess  ein  Fl&chenstück  auch 
mehrfach  begrenzt  sein,  wie  z.  B.  das 
zwischen  den  geschlossenen  Curven  ABCD, 
EFGH,  fff.  liegende.  Sind  auf  diesem 

Fig.  25. 


dreifach  begrenzten  Stüekc  die  Functio- 
nen f und  continnirlich,  so  kann  man, 

wenn  man  die  Linie  AH,  Ffi,  LC  zieht, 
das  Integral  Jlfdx+f,dy) 

über  den  Umfang  ABCLKfiFEHA 
nnd 

über  den  Umfang  AHGFXMLCDA 
erstrecken.  Beide  Integrationswegc  wer- 
den einzeln  Kuli  geben,  selbst  dann, 
wenn  in  den  FUchenstQckcn  HEFG  und 
"NKLM  sich  Punkto  finden,  wo  /'oder 
seine  Continuit&t  verliert,  denn  diese 
iüumc  werden  bei  jedem  einzelnen  der 
beiden  Intcgrutionswege  nicht  überschrit- 
ten, Vereinigt  man  aber  beide  Resultate, 
so  heben  sich  die  in  entgegengesetzter 
Sichtung  durchschrittenen  Strecken : 

HA  und  AH,  NF  nnd  FN,  CL  nnd  LC 
fort.  Es  bleibt  das  über  die  Wege: 
ABC,  LKN,  FEH,  HGF,  NHL,  CDA, 
d.  h.  über  die  geschlossenen  Umfange 
ABCDA,  LKNML,  FEHGF  genommene 
Integral  flhrig,  welches  also  gleich  Kuli  ist. 

Durchmiset  man  aber  die  beiden  letz- 
ten Umfünge  LMNKL , FHQEF  in  ent- 
gegengesetzter Kichtnng,  so  wird  die 
Summe  der  ihnen  entsprechenden  Inte- 
grale gleich  dem  über  ABCD  genomme- 
nen sein. 

Es  ist  klar,  dass  die  ganze  Schluss- 
weise  völlig  richtig  bleibt,  wenn  statt 
der  zwei  inneren  Begränznngen  deren 
mehrere  staufanden.  Also : 


n.  „Wenn  in  irgend  einem  mehrfach 
begrenzten  Raume,  nnd  auf  dessen  Be- 
grenzung, f und  f,  nicht  discontinniriieh 
sind , so  ist  dos  über  die  üussere  Be- 
grenzung erstreckte  Integral  J\fdxA-f,dy\ 
gleich  der  Summe  der  auf  die  inneren 
Begrenzungen  erstreckten,  wenn  man  alle 
in  gleicher  Richtung  dnrehmisst.“ 


Noch  wollen  wir  aber  bemerken,  dass 
wir  vorausgesetzt  haben,  dass  f nnd 
als  eindeutige  Functionen  betrachtet  wer- 
den können,  oder  wenigstens,  wenn  sie 
mehrdeutig  sind,  als  solche,  die  in  den  be- 
trachteten Rünmen  nicht  von  einem  Werth 
in  den  andern  übergehen  können.  Wäre 
letzteres  der  Full,  so  könnten  die  über 
HA  und  AH  erstreckten  Integrale  mög- 
licher Weise  verschiedene  Wertho  von 
f unf  f,  umfassen , nnd  sich  folglich 
nicht  wegheben,  wodurch  die  obigen 
Schlüsse  falsch  werden.  Es  wird  dieser 
Fall  sogleich  näher  zu  erwägen  sein. 


13)  Das  in  den  beiden  letzten  Abschnit- 
ten Gesagte  findet  sogleich  Anwendung  auf 
pß 

die  Integrale  von  der  Form  f 
•ß  a 

wo  i = x + yi  eine  compleze  Grösse  iat, 
und  der  Integrationsweg  zwischen  den 
Grenzen  n nnd  ß beliebig  genommen  ist. 

Die  Funkte , wo  /(s)  disoontinnirlich 
ist,  nennen  wir  Discontinnitätspnnkte. 


Wir  wollen  aber  zunächst  noch  das- 
jenige, was  die  mögliche  Mehrdeutigkeit 
von  f[i)  anbetrifft,  in  Betracht  ziehen. 


M 

Eine  Function  wie  Yx  hat  allerdingt 
ft  Werthe.  Beim  Integriren  ist  jedoch 
im  Allgemeinen  nur  ein  hestimmter 
Werth  ins  Auge  zu  fassen.  Ist  auf  der 

N 

unteren  Grenze  a auch  Ya  = A gege- 
ben, BO  ist  der  Wnrzelwerth  völlig  be- 
|timmt. 


Da  nämlich  im  Allgemeinen  die  n Werthe 

II 

von  Y*  für  jeden  Punkt  des  Raumes 
endliche  Unterschiede  von  einander  ha- 
ben (wie  z.  B.  die  beiden  Werthe  -+-« 
nnd  — « von  Y deren  Unterschied  = 2t< 
ist),  so  kann  man  auf  dem  ganzen  In- 
tegrationswege nicht  von  einem  Werthe 
zum  andern  übergehen , weil  sonst  Dis- 
continnität  eintreten  würde,  bei  welcher 
die  Gesetze  des  Intcgrirens  im  Allge- 
meinen keine  Gültigkeit  mehr  haben. 
Es  ist  also,  wenn  der  Werth  von  /(t) 
der  mehrdeutigen  Function  anf  einer 
Grenze  gegeben  ist,  die  Function  für 
dos  Integriren  keine  mehrdeutige  mehr. 


by  Coogle 


Qnsdratnr  (anulytische).  175 


Qoadratnr  (analytische). 


Eine  Aninaluno  bilden  nnr  zwei  Falle. 
Der  erste  findet  an  den  Pankten  statt, 
wo  schon  an  sich  discontinnirlich  ist. 
Hier  unterliegt  die  Integration  Ubcriianpt 
den  schon  erwägten  Schwierigkeiten. 

Der  zweite  wichtigere  Fall  aber  ist 
der,  wo  der  Unterschied  zweier  oder 
mehrerer  Werthe  von  f{x)  Null  winl, 
dann  nUnlich  kann  unbeschadet  der 
Continnitat  ein  Werth  der  Function  in 
den  andern  fibergehen,  und  dies  ist  also 
auch  auf  dem  Intcgrationswcge  mbglich, 
wenn  sich  ein  solcher  Punkt  auf  dem- 
selben befindet.  Es  tritt  dann  eine  Mehr- 
deutigkeit ein,  und  ist  dies  bei  Integra- 
len, die  fiber  solche  Punkte  gellen,  wohl 
SU  beachten.  Wir  nennen  die  letzteren 
mehrfache  Punkte  (doppelte,  dreifache 

n.  s.  w.).  Z.  B.  Yx  hat  für  *=0  einen 
sierfikchen  Punkt,  da  hier  alle  Wurzeln 
gleich  und  gleich  Noll  werden.  Andere 
mehrfache  Punkte  hat  diese  Wurzel  nicht. 

Fig.  26. 


b 
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Befindet  sich  aber  innerhalb  des  gc- 
sefalossenen  Raumes  ABCD  (Fig.  26.) 
ein  solcher  mehrfacher  Punkt  U,  so  kann 
möglicher  Weise , wenn  man  den  Um- 
fang ABCD  durchschreitet,  man  mit  einem 
andern  Werthe  von  /(z)  nach  A znrück- 
kehrra,  als  der  ist,  Ton  dem  man  aus- 
ging. 

Bin  Beispiel  wird  das  klar  machen. 
Sei 

Die  Figur  ABCD  bilde  einen  Kreis,  des- 
scu  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten,  also  der  doppelte  Punkt 
ist,  für  den  x=y=0  Ist.  Sei  r der  Kn- 
dJus  des  Kreises,  ako  wenn  y der  Cen- 


x—rtotif,  jr=rsiny, 
i = x + t/i  — re’^*, 

Z(t)  = V's~=ri«^. 

Wir  gehen  Ton  dem  Punkte  A aut,  wo 
r/  = 0 ist , und  nehmen  den  positiven 
Werth  von  YT;  derselbe  wird  also  sein: 

Y*  — r^. 

'Um  den  Kreis  ABCDA  zu  durchlaufen, 
muss  man  y von  0 bis  2t  fortschrciten 
lassen  Thut  man  dies,  so  kommt  man 
für  if  zi‘2n  auf  Punkt  A zurück  und  hat 
also 

y»"  = r^  = -ri. 

also  in  der  That  den  entgegengesetzten 
Werth  desjenigen,  mit  dem  man  begon- 
nen hat. 

Der  Grund  ist  leicht  e'nznsehen.  Wenn 
man  von  Linie  ABC  durch  eontinuirlicben 
Uebergangzn  AÜC  gelangen  will,  muss 
man  das  ganze  Innere  des  Flkchenstucks, 
also  auch  den  mehrfachen  Punkt  über- 
schreiten, wobei  sich  der  Werth  von 
f[t)  andern  kann. 

„Selbstverständlich  ist  letzteres  eine 
Möglichkeit',  aber  keine  Nothwendig- 
koit.“ 

Wir  machen  bicrans  aber  einen  wich., 
tigen  Schluss  auf  das  im  vorigen  Ab- 
schnitt Gesagte.  Befindet  sich  z.  B. 
innerhalb  SKLM  (siebe  die  Figur  25.  in 
Abschnitt  12)  ein  mehrfacher  Punkt,  so 
wurde  einmal  die  Strecke  CL,  dann  nach- 
dem LKNM  durchschritten  war,  auch 
LC  zurOckgelegt,  und  angenommen,  dass 
sich  die  Wege  LC  und  CL  wegboben. 
Es  ist  dies  aber  jetzt  nicht  richtig , weil 
ja  bei  dem  Durchschreiten  von  LKNM 
die  Function  mit  einem  andern  Werthe 
nach  L znrQckkehren  kann,  als  der  mit 
welchem  begonnen  wurde;  dann  ist  das 
über  CL  erstreckte  Integralen  nicht  mehr 
das  entgegengesetzte  Ton  dem  fiber  CL 
erstreckte.  Soll  also  der  in  12)  bewie- 
sene Satz  allgcmeino  Gültigkeit  haben, 
so  ist  hinzuznfUgen , das  sich  innerhalb 
des  ganzen  Raumes  ABCD,  also  des 
Ton  der  ünssem  Begrenzung  eingeschlos- 
senen,  kein  mehrfacher  Punkt  befinden 
darf.  , 


tnwinkel 

14)  Anwendung  auf  complexe  Grossen. 
Es  ist 


a ■ « 
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Bunit  also  daa  in  11  nnd  12  Gesagte 
Anwendung  finde,  muss  man: 

/■=»(■*+»•)  ““d 

setzen.  Ks  wird  dann 

V _ ^ _ i^7(j+yi) 

dy  dy  dx  dx  ' 

Es  müsste  also,  wenn  die  Bedingnngs- 
gleichnng 

dy  dx 

erfüllt  sein  soll,  anch 

dy  (x+yi)  _ idy(x+yi) 
dy  ~ dx 

sein. 

Diese  Oleichnng  wftre  ohne  Weiteres 
richtig,  wenn  i eine  reelle  Constanto 
wire.  Für  1 = ^— 1 bedarf  sie  einer 
nübem  Erwägung. 

Canchy  hat  dargethan,  dass  diese  Be- 
dingnngsgleichnng  erfüllt  sein  mnss,  da- 
mit eine  Fnnction  y (s)  sich  in  irgend 
einem  Gebiete  Ton  Wertben  ron  s nach 
ganzen  Potenzen  entwickeln  lasse.  Er 
nennt  die  Functionen,  die  sie  erfüllen, 
„monogene  Functionen.“  (Siehe  hierüber 
den  Artikel  Quantitäten  (imaginäre)). 

Da  aber  alle  Functionen  complexer 
Tariablen,  die  ans  den  Elementen  nnd 
der  Integralrechnnng  sich  ergeben,  den 
Character  monogener  Functionen  haben, 
so  kann  man  diese  Gleichnng  als  das 
Criterinm  der  Functionen  überhaupt  an- 
nehmen , und  sie  als  immer  gültig  be- 
trachten. Es  findet  dann  das  in  11  and 

12  Gesagte  in  Verbindung  mit  dem  in 

13  Gegebenen  ohne  Weiteres  Anwendung, 
nnd  führt  zn  folgenden  wichtigen  Sätzen 
über  Qnadratnren  auf  verschiedenen  In- 
tegrationswegen , aber  zwischen  densel- 
ben Grenzen. 

nß 

I.  Sucht  man  das  Integral  I f{t)di 

•'  a 

auf  zwei  verschiedenen  Wegen,  wo  f(*) 
eindentig  nnd  continuirlich  ist,  so  ken- 
nen die  Resultate  nur  dann  verschieden 
sein,  wenn  sich  innerhalb  des  von  bei- 
den begrenzten  FlächenstUckes  Disconti- 
nuitäts-  oder  mehrfache  Funkte  befinden. 

II.  Daa  über  einen  geschlossenen  Um- 
fang erstreckte  Integral  y/i;s)<fs  ist  Null, 
wenn  sich  innerhalb  desselben  und  anf 
demselben  kein  mehrdeutiger  oder  Dis- 
continuitätspunkt  findet. 

III.  Ist  ein  mehrfach  begrenzter  Ranm 
gegeben,  so  iit für  die  äussere 


Begrenzung  genommen  gleich  der  Snmme 
der  Werthe  dieses  Integrals  für  die  In- 
nern Begrenznngen.  Wenn  man  alle 
Wege  in  gleicher  Richtung  durchschrei- 
tet, und  sieh  auf  dem  mehrfach  begrenz- 
ten Flächenstüek  kein  Discontinnitätz- 
pnnkt,  innerhalb  der  ganzen  äuszem 
Begrenznng  aber  anch  kein  mehrfacher 
Punkt  befindet. 

Es  ist  wichtig,  diese  letztere  Be- 
dingung noch  etwas  zn  modificiren. 
Mehrfache  Punkte,  die  sich  inner- 
halb derjenigen  geschlossenen  Cnrven 
befinden,  welche  die  inneren  Begrenznn- 
gen  bilden,  können  den  Satz  dämm  un- 
gültig machen,  weil  dann  nach  ZurOck- 
legnng  der  entsprechenden  Cnrve  die 
Function  zn  einem  andern  Werthe  ge- 
langen kann , als  sie  anfänglich  halte. 
Ist  dies  also  bei  keiner  der  innem  Be- 
grenzungen der  Fall,  so  bleibt  der  Sata 
richtig.  Es  lässt  sich  also  derselbe  anch 
so  ansspreeben; 


ni.  a.  Das  Integral  anf  die  änzsere 
Begrenzung  erstreckt  ist  gleich  der  Summe 
der  auf  die  innem  Begrenzangen  an  er- 
streckenden, wenn  A)  in  dem  aiehrfach 
begrenzten  ^äcbenstück  zidi  keine  mehr- 
fachen oder  Discontinnitätspnnkte  befin- 
den, B)  beim  Umkreisen  einer  der  in- 
nem Begrenzangen  der  Werth  derFnno- 
tion  nicht  geändert  wird. 

Beispiel.  Die  Fnnction  — hot  kei- 

s 

nen  mehrfachen  Funkt,  wohl  aber  einen 
Discontinnitätspnnkt,  z=0,  also  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten. 


Fig.  27. 


Erstrecken  wir  das  Integral 

über  den  Halbkreis  ABC  (Fig.  27.), 
welcher  seinen  Mittelpunkt  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  hat,  auf  der  posi- 
tiven Seite  der  y liegt,  nnd  dessen  Ra- 
dius gleich  r sei. 
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E(  ist  dann  in  ictzea: 
x = rco«y,  y-rsmif,  i = x+yi  = re'i'*, 

rf»  = dr+idf=rie^*  dif, 

T i(t  nSmlich  constant.  Die  Begreoznng 
erstreckt  sich  von 

7 —0  bis  7 = r; 
man  hat  also: 

^ 0 ref*  J 0 

Erstreckt  man  dasselbe  Integral  eben- 
falls von  A nach  C,  aber  anf  dem  auf 
der  negativen  Seite  der  «-  liegenden 
Halbkreise,  so  ist  von  //=0  bis  7 = — n 
SU  geben,  nnd  man  ha.t; 

f 

also  den  entgegengesetzten  Werth  des 
Vorigen. 

Anf  allen  Wegen,  die  von  A nach  C 
anf  der  positiven  Seite  der  y führen, 
z.  B.  AB'Cj  erhält  man  das  erste  Ke- 
snlut  in,  dagegen  anf  allen  Wegen 
AiyC,  die  anf  der  negativen  Seite  der 
y liegen,  das  letztere  — in,  da  zwischen 
ABC  nnd  AB’C,  ADC  und  Afl'C  sich 
kein  Diacontinuitäte-Punkt  befindet. 

Erstreckt  man  also  das  Integral  Uber 
den  ganzen  geschlossenen  Raum  AB'Ciy, 
so  erhält  man: 

d-f.  — il  di/i  = 2ni. 

0 0 

Dnrdimisst  man  also  den  Ranm  2,  3 • • • 1 
mal,  so  wird  der  Werth  des  Integrals 

2ai,  4n»  • • * 2sni, 

di 

nn- 

r * 

enfiieh  viel  Werthe  hat,  nämlich  2sni, 
wo  s jede  ganze  Zahl  sein  kann,  positiv 
oder  negativ,  jo  nachdem  man  den  üm-  ■ 
fang  ABCD  in  einer  oder  der  andern 
Kichtnng  dnrchschrcitct. 

Anm.  Das  bezeichnete  Integral 


77  Quadrutor  (analytische). 

15)  Unbestimmle  Integrale. 

Da  jedes  unbestimmte  Integral  sich 
nach  Bestimmung  der  ConsUnten  als 
ein  bestimmtes  betrachten  lässt,  so  er- 
streckt sich  die  Anwendbarkeit  des  in 
den  vorigen  Abschnitten  Gesagten  auf 
alle  Quadraturen. 

Zn  genauen  Untersnehnngen  ist  das- 
selbe unentbehrlich;  es  war  deshalb  nö- 
thig  mit  den  GrnndzOgcn  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale  in  beginnen. 

Wir  verlassen  dieselbe  jetzt  auf  einige 
Zeit,  um  nns  zu  den  unbestimmten  In- 
tegralen zu  wenden. 

Da  f{x)dx  = C-\-J'  l\x)dx  ist,  so 

kann  man  aus  einem  bestimmten  Inte- 
grale leicht  das  unbestimmte  finden,  wenn 
man  eine  willkürliche  Constante  hin^- 
zählt.  Enthält  das  bestimmte  Integral 
ein  Glied,  das  nur  von  der  untern  Grenze 
a abhängt,  so  kann  man  dies  in  der 
Gonstante  mit  inbegriffen  denken,  nnd 
also  weglasscn.  Wir  fanden  z.  B.  in 
Abschnitt  IV,: 

/•*  . . x‘+‘-«'+‘ 

f X dx= 

•/  „ * + l 

Es  ist  also: 


r • 

J^äx  = C+^—. 


/“  * 

1 * 


gibt,  wie  wir  bald  sehen  werden,  den 
hogarithmns  von  a nnd  ist  dieser  in  der 
Tbat  vieldeutig. 


Selbstverständlich  kann  man  die  Con- 
Btantc  C immer  weglassen,  da  dieselbe 
eich  immer  wieder  ergänzen  lässt.  Nach 
dem  eben  Gesagten  gestalten  sich  die 
in  Abschnitt  8 bewiesenen  Eormeln  jetzt 
folgendermassen : 

ff{x)dx=/f{x)^d!i. 

Das  durch  sie  gegebene  Integrations- 
Verfahren  heisst:  „EioTahrnng  einer  nenen 
Variable.“ 

fydx=xy-fxdy, 

wo  das  von  der  unteren  Grenze  abhän- 
gig Glied  in  der  Constante  mit  einbe- 
griffen, nnd  weggelassen  ist. 

/A*)  d' W = A*)/tK->^)  rf* 

-/[/7<x)dx]  r(x)rfr. 
Dieses  Integrationsverfahren  wird  auch 
„theilweises  Integriren“  genannt. 

Bei  der  wirklichen  Berechnung  von 
Integralen  werden  wir  uns  der  nnbe- 
stimmten  Integrale  bedienen.  Hat  man 
ein  unbestimmtes  Integral  ’ 

ff[x)dx-C+>i(x), 

12 
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so  lasst  sich  angenblicklich  das  bc-  der  Integrale  durch  die  Aendemng  der 
stimmte : Intcgrntionswcgc  Berücksichtigung  finden 

muss,  ist  selbstverständlich. 

I Wir  hatten  bereits  folgende  Integrale: 

finrl/an  t?.«  lAt  nSmlS^h  • y 


finden.  Ks  ist  nämlich : 


ff(i)<lx  = C+J'  f[r)dx=C-\-i/{x), 

Das  letztere  Integral  gilt  für  jeden  Werth 
wo  I ganz  beliebig,  also:  ymj  „jjj  Ausnahme  von  s=— 1,  wo 

„a  cs  gleich  ) wird , also  seine  Bedeutung 

C+/  f{x)dx=C+if{n),  verliert. 

^ Ks  Iftsst  sieh  das  Integral 

also  durch  Subtraction:  _|  n-i 

//^  fx  dx  = I -dx 

^ •'  J X 

jedoch  ganz  wie  das  allgemeinere  ' auf 
“ " , . , . dircctcm  Wege  finden. 

= V(j-)-,(n),  ® 

d.  h.  • _ . . /**  dx  . 

ß Setzen  wir  in  # — wieder: 

f -»(")•  ■ " * 

Dass  hierbei  die  Aendemng  der  Werthe  so  kommt : 

d£  rx,-x,  r«a-,-rx,  r’x,-r  ^x, 

„X-  rx.  + r.x.  + r.x.  +*'-+ 

+ + ... 

«•  t>  •>  • 


=7+1' 


also  durch  Sabtraction : 


= oder  ^ = /<r,  rP  Hx  /T"— 1 — 1 

ig^-ig«_  J 

Igr  itnd  der  letztere  Ansdrack  gibt  bekannt- 

Da  aber  r dar  Einheit  unendlich  nahe  Gredzwerth 

ist,  kann  man  ' lg;9  — Igo 

r=,l  + v,  lgr  = ,.. 

setzen,  wo  ..  verschwindend  klein  ist  ; es  Selbstverständlich  kann  man  auch  folg- 
wird  dann:  l'®»'  ■i®'' 


ft  unendlich  klein  annebmen.  Dann  wkre 
rP  dx_ßf*-gf*_ßf‘~l  0^-1 


/P  dx  lg  fl  — Igo 

— =fy,  und  p = — , 

o * 

Iso  . _ ■ 

^=\gfl-igtt 

J a ^ 
nd 

/?='«' 

im. 

Man  iLfinnte  statt  dessen  anch  in 

Ja  ^ 


ableiten: 


d\gx  _ 1 
dx  X 


Da  man  für 

/'"^aneh  f“  ± + 

J Ja*  Ja* 

schreiben  kann,  aber 

r^  = 2.n 
J a*^ 

war  (siebe  Abschnitt  13),  so  folgt  hier- 
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«M  sogleich  die  Mehrdeutigkeit  der  Lo-  ches  wird  die  Form  haben: 
garithmen.  Ist  tog  (x)  der  allgemeine,  r rr  \ 

lg(x)  ein  einselner  Werth  eines  solchen,  / ’ 

J >t{x)  ' 

wo  C(x)  und  !f  (x)  ganze  Fnnctionen  von 
X sind, 

16)  Integration  der  rationalen 

Fnnctionen.  Wie  auch  der  Ansdmck  — besehar- 

Sachen  wir  jetit  die  Integrale  der  ra-  fen  sei,  so  lasst  er  sich  durW  Division 
tionalen  Fanctionen  flberhaapt.  Ein  soI>  in  einen  andern  von  der  Gestalt: 


so  hat  man: 

I'g:W  = lgW+2s/i4. 


A X A 


1 


4*  A 


'fW 


and 


rmandeln,  wo  die  höchste  in  fJx)  enthaltene  Potenz  von  x niedriger  ist,  als 
die  höchste  in  </(x)  enthaltene.  Bezeichnen  wir  den  entwickelten  Theil  mit  u/x)  ' 
to  ist:  ” 

WO  die  willkürliche  Constante  fortgelassen  ist. 

Was  den  Ausdruck  anbetrifft,  so  lässt  sich  der  Nenner  in  Factoren 
uriegen  (siebe  den  Artikel:  quadratische  Factoren),  so  dass  man  hat: 

»(»)  = (*-«,)'*  (*-«,)’•  (x-o,)'*  ....  {x-tt^)*p, 

*®  *1.  »t.  *s  • • • *p  6»n«  positiTo  Zahlen,  «„  o,,.  o,  ...»,,  Constanten  sind, 
die  jedoch  anch  imaginär  werden  können. 

Sind  jedoch  die  Coefficienten  ron  y(x)  .alle  reell,  so  kann  dies  Product  nur 
reelle  «,  und  solche  imaginäre  haben,  die  sich  zu  zweien  derart  entsprechen,  dass 
wenn  der  ein«  die  Form  a^+b^  hat,  der  andre  die  Form  a r~b  i haben  'muss, 

»nd  die  entsprechenden  Exponenten  s bei  beiden  gleich  sind.  (Siebe  den  Artikel: 
quadratische  Factoren.)  Man  wird  dann  auch  haben: 

{x-a^-b^*-(x^-a^+b\)*»=[(x-ay+b*]\ 

Ein  quadratischer  Ausdruck,  der  nichts  Imaginäres  mehr  enthält. 

Es  ist  nun  (siehe  den  Artikel:  Zerlegung  der  Brüche): 


A(-*)_  ' • B1.--1 

Bs.-, 

.4-  . . 

(x-o“  (W- 

s 

(x-a.)‘  ■ 

s .f.  

I y O«.-' 

, .Cs.-* 

. c. 

(x— 0,)*’  (x-o,)**~' 

(x-n,)'*“’ 

+ • • 

.*-»1  ( 

+ • ■ 

Ut  11,  _i 

1 1 ' 

ih  - l 
P 

. + "• 

(x-a^p  (x-o^)’(>“‘ 

^ . S -•> 

(x-n  )*P  - 

P 

“+  • • 

x—a 

P 

Die  Ausdrücke 

ß„  B,  . . . ß»„  C,  . . . Cs„  «. 

r . 

lind  Constanten,  die  sich  leicht  bestimmen  lassen  . 


M». 


12* 
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Ausdrucks  besteht  also  aas 
ben : 

r 

J (x  — a)  J (x  — it) 


Das  Integral  nnsers  Aasdracks  besteht  also  aas  einer  Sumine  TOn  Gliedern, 
welche  alle  die  Form  haben : 

Adx  . n 


Führt  man  die  neae  Variable 


ein,  so  ist 
also 


(x  - o)  J y 

Har  wenn  s = l ist,  erhalt  man: 


dy-dx, 

dx _ pdy  _ y _ (x  - tr)‘ 

(x-a)’~Jl‘  1-* 


f—  = igy  = 

Jf 


Es  wird  also  sein: 


ffM,.  = V '2'  ’\4(x-  «,)•- 

vW  s = 2^  ’ s=2^~* 

+ ...  +2'^'’(^(x-«y"  + ß.lg(x-«,)+C.lg(x-«,) 

+ ...  +f/,lg(x— 

Nehmen  wir  jetat  an,  </(x)  enthielte  lanter  reelle  Coefficientea,  so  muss  Jedem 
Gliedo,  wo  « and  daher  aach  B imaginür  ist: 


1-s 


ein  andres  ron  der  Form 


entspreehen,  and  jedem  Glied«:  . 

(P.  + 0t‘)lg(*-«-^) 

ein  andres: 

(P.-0,i)lg(*-«+W). 

Wir  wollen  zanaohst  das  erste  JQliederpaar  Tereinigen. 

Wir  setzen: 

a = rcoBst,  4=rsino, 

P=AcosI,  ß = Äsini. 

Et  wird  dann: 

• t — ni ,» 

— »•  / tti.— n„Jl»  n 1»  > 

{P-\-Qx)(x-tt-ht)  =(x-re  ) Re  -Re  - . 

(x—re  ) (a:— re  ; 
^ (x-re~T 

(x’  — 2rx  cos  o+r*)" 


= Rs‘ 


and 


(P-ßi)  (x-o+6i)“"  = Ae 


(x*  — 2rx  COS  a H- r • ) 
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tlio,  wenn  man  unter 

»ii  »11  »1  • • • die  Binomlalcoefficienten  n,  "(»~1)  (»~2) 

1-2  ’ 1-2-3 

rerstebt : 

(P+Pi)  (x-«-W)-"= 5 

(x* — 2rxco8«+r’)" 

+».x"~2rtJe(i— 2“)» iw)ii 

und  ‘ 

(P-Qi)  (X  - a+bi)—  = ^ (i—)  i 

(x* — 2rxcos«+r*)" 

+»,x"~^r*e~(^~2“)*- . . . (— 

«lio  auch : 


(P+  Pi)(x-fl-M)  "+  (P-piXx-o+ii)~"= (x"(e^ 

(x* — 2rx  cos«  + r’)“ 

-».rx"-l  e-(^-“)‘)+a.r>x»-2  (,(^-2«)i^  ,-^-2«)!^ 

oder  da 


ist; 


+ e~ 


= 2cosu 


j)  (P+00(x-a-M)^~*+(f-00(x-a+Hi)^-* _Ä 

^ * (1— f)(x' — 2rxcoSB+r>)‘ 

[**  “ ^ cos  l—n^rx‘ ~ ^cos(t  - o) + » ,r • x*~®cos  (i  - 2«)-n ,t»x* ~^cos  (A— 3..)  + . . . 

+(-l)'“^  r‘~^cos(A— (i—l)«)]. 
Es  lassen  sich  sonach  diese  Gliederpaare  immer  reell  darstellcn. 

Was  jetst  die  Glieder 

(P+  Qi)  lg  (x-«-ii),  (F-Ql)  lg  (x-«+ W) 
anbetrifft,  so  gibt  deren  Somme  offenbar  den  Werth: 

PIg [(x-a-ü)  (x— «+  W)]+Pi lg(^^°~^  = P lg  [(x^)*  + i*] 


Dü  ersto  Glied  hat  reelle  Formen.  Für  d&i  zweite  berückiichtige  man  die 
Gleicbong: 


woraoj  sich  ergibt : 
flfUen  wir  hierin: 


— 2ai  __  COBO — i sing  __  1 — t tg  a 

coea  + isin<v  1 + itg«* 


— 2«i  = lg 


lg«  = - 


1 + itg«  ’ 

b 
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>0  wird 


ir=arc  tg- 


und 

da  übrigcDB,  wenn 
i(t,  BO  ist: 


(-^1 


11+— 

V X — O; 


•=+20  arctg 


u = tgn  auch  -=  cota 


arctg  u = arc  cot^i^  = g — arctg^i^ 
Man  kann  daher  auch  echreihen; 

ii  1 


1- 


0ilg 


1 + 


Vf=-2ö“^'‘g(V)- 


indem  man  ^ in  die  unllkQrliche  Constantc  mit  inhegriffen  denkt,  und  also 
weglassen  kann.  Ks  Ist  also  der  Werth  des  Gliederpaares: 

2)  (P+0i)lg(x-a-W)  + (P-0i)lg(x-a+4i)=Plg[(x-ii)»  + 4>] 

-20arc 

Ist  die  zu  integrirende  Function,  welche  diesen  Ausdruck  gibt,  also: 

P-Qi 

l:  ’T'  . 


X — o — 4i  X — o + 4i’ 

nicht  unter  dieser  Form,  sondern  gleich  mit  quadratischem  Nenner  unter  der  Form: 

Mx  + A 
(x  — o)*  + 4* 

gegeben,  so  ist  offenbar,  wie  man  erhllt,  wenn  man  die  beiden  ersten  Brüche 
mit  linearen  Nennern  vereinigt: 

^/x + A = (P+  («)  (x^a + 4i) + ( /»— 0i)  (x  - a - 4i), 

also  • 

:Wx+A  = 2/^x-a)-240, 
also  ' 

M=2P,  N=-2{aP+lQ), 

woraus  sich  ergibt: 

P-"  v._  (A+g^) 

2'  " • 

also: 


24 


3)  + 


Man  ksmn  aber  auch  unmittelbar  den  Werth  des  Integrals 

./  x’  +ax  + jJ 


wo  der  Nenner  zwei  reelle  Factoren  hat,  bestimmen.  Dieser  Nenner  Ifisst  sich 
nämlich  auf  die  Form: 


oder  kürzer  auf  die  Form: 


r + 2/ 

(x— a)>— 4* 
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bringen,  wo  dos  letzte  Glied  immer  setzt: 
uegztir  sein  mass,  damit  zwei  reelle 
Wurzeln  rorkommen. 


Jf(g-5)+Af 

26 


Setzt  man  nan 
Mx+N 


und,  wenn  man  mit  x—a—b  multiplicirt 
„ ß ^ und  dann 

(,_a)>_6*  “ z-fl+6  x-o-6  x— a-6_0 

IO  ergibt  zieh,  wenn  man  mit  x — a+6  _6f(a+6)  + iV 

multiplicirt,  und  dann  ß—  24 

X— a+6=0  and  ea  iat; 


d.  h. 


/ 


Mx+N 


(X— a)*  + 6 


-<ür=  ttlg(x-«+6)+/jig(x— a-6). 


r Mx+N  . _Ma  + N .{x-a-b)  ^Mh  ^ 

J (x-a)»  + 6»  26  '®(x-fl+6)  26  «)  +6  ]. 


Beispiel.  Es  ist  zu  bilden  das  Integral: 
f dx 

J x*-f-x’— X*— X*’ 

ei  ist  also 

/l[x)  = /-,(x)  = l,  9(x)=x'+x'-x‘-x* 

SU  setzen. 

Han  findet  nun  leicht: 

7(x)  = x*[x‘(x+l)-(x  + l)]  = x*(x+l)(x‘-l)  = x*(x+a)(x>  + l)(x*-l) 

= x*(x+l)>(x*  + l)(x-l). 

Kl  wird  also 

l _ A ^ £ D E F Gx+H 

tf.  (x)  “ X*  X*  X ^ (x  + 1)  ’ ^ x+1  ^ X — 1 ^ x*  + l ' 

Cm  die  Constanten  A^B,C,D,E,F,G,H  zu  bestimmen,  verAhrt  man  folgcmler- 
masien  (siehe  den  Artikel;  Zerlegung  der  Brüche).  Man  multiplicirt  mit  x*,  wo- 
dsreb  m'on  erbdlt: 

• »*  1 o**  . 

,(x)  - (x+1)»  (X«+1)  (x-1)  ■^(x+1)»  x+1  + x-1 

(Cx+ff)x» 


also,  wenn  man  x gleich  Null  setzt: 
Han  hat  sonach 


x’  + l 


A = — 1. 
D 


\ B C D E F Gx+H 

7^  “^^■^T'‘'(x+l)*'*'x  + l'*‘x-l'^  x*  + l’ 

aber,  wenn  man  fiir  y(x)  seinen  Werth  schreibt,  wird: 


V 

also; 


1 11/  1 11V-  (x‘+x‘— x)  _ x*+x*— 1 

öö  !•.“  X«  Vx+l)(x'‘-ir  / “ X>(x+lXx‘-l(  ~ x*(x+l)(x‘-l)’ 


x‘+x»-l  _BC  D 

x>(x+l)(x‘-l)  ~ X*  X (x+l)> 


E F G x+h 

x+1  x-1  x»  + l‘ 

Wir  mnltipliciren  non  mit  x*,  und  setzen  dann  x = 0,  so  ergibt  sich: 

B=+h 

und  da 

X*  +J^~l ^ -x»+x»+x  _ — (x«-x»-l) 

'r’(,r+l)(x‘— 1)  I*  ~ x>(x+l)(x‘-l)  " x(I+l)(x‘— 1) 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  184  Quadratur  (analytische), 

ist,  to  hat  man: 

1)  _ C D E F Gx+h 
x(x+l)(x‘-l)  ~ T (T+1)  • x+l  ■*■*-!  + x*  + l ' 
also  wieder  mit  x multiplirirend,  und  dann  x = 0 setzend,  erhalt  man: 

C=+l, 

x‘+x-l 


— (x*— X*— 1)  1 _ X*+X»— X 


also: 


x(x+l)  (x*-l)  ^ X x(x+l)  (x‘-l)  “ (x^-l)>(*-l)(x*  + l)’ 


(x‘+x-l) 


D E ^ F , Cx+* 


(x  + l)>(x-l)(x’  + l)  (x  + l)>  ' x+1  ■ x-1  ■ x>+l' 

Wir  multiplicircn  nun  mit  (x+l)>,  und  setzen  dann  x = — 1,  so  ergibt  sich: 


oder  cs  ist: 


(x‘+x-l) 


1 


D = +l 
1 


3j._3 


also 


(x+l)»(x-l)(x»  + l)  4 (x+1)*  “ 4(x+l)>  (*-l)(-r’  + l) 
4x*(x+l)— 5x*(x+l)+Gx(x+l)— 3(x+l)  __  (4x*— 5x*  + Gx— 3) 
4(x+l)>(x-l)(x>+l  - - 4(x  + lXx-l)(x*  + l)’ 


4x*— 5x’  + tix — 3 


E F Gx+H 


4(x  + l)  (x-l)(x>  + l)  “ x+1  ^ x-1  X>  + 1’ 
Abermals  mit  x+1  mnltiplicirciid,  and  dann  x= — 1 setzend,  erhält  man: 

-4 

Unltiplicirt  man  dagegen  mit  x — 1 und  setzt  dann  x=+l,  so  hommt; 


Es  ist  aber: 

• 4x»-5x»+6x-3 


9 


4x*— 6x’+6x — 3 


6x — 4 


4(x+l)(x— l)(x*  + l)  8 x+1  8 X— 1 4(x>— l)(x»  + l)  4(x»-l) 

_ — X*— x’+x-f-l  _ (x  + 1)  _ Gx+H 

“ 4(x«-l)(x’  + l)  ■ '4(x»  + l)  “ x*  + l’ 


woraus  sich  dann  C = —,4,  ^ ergibt.  Es  ist  also: 

4 4 

1 1.9.1 


1 X + l 


v(x)  X*^X*  x^  4(x+l)*  ^ 8(x+l)  ■^8(x— 1)  4 x'+r 

r <lx  ergibt  sich  ans  der  Formel  -3,  wenn  man 

Af=A-=l,a  = 0,6=l 

setzt,  nämlich:  ' ' 

f g '8(**+l)  + arc  tg(x). 

Es  ist  also: 

f = J— i_lg 

./  + — **  — i*  2x*  X 


j^j+|ig(*+i)+;-ig(x-i) 
— ^lg(**  + l)  — J arctgx. 


d.  h.  wenn  man  die  BrQche  und  Logarithmen  vereinigt: 

/dx  2— 2x — 5x>  1 "J  x’— 1 x+l  1 , , , 
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17)  Integration  irrationaler  and 
Fnnctionen. 


lat  dal  Integral 

ff{z,y)dx,  alio: 

wo  f(x,  y)  eine  rationale  Fnnction  Ton 
z nnd  y ist,  zn  finden,  unter  der  Be- 
dingung, dass 

y = (o+ix) 

sei,  so  lässt  sich  dies  Integral  immer  y = (a+4z)*  = s'’, 

bestimmen,  mag  n eine  ganze  Zahl  oder  also: 
ein  Bruch  sein. 


Es  war  ferner 


1 


ZuTörderst  kann  n immer  als  positiv  /* rr.-uW..-  /' f(*  — “ .?  f— Ij 

trachtet  werden.  Denn  ist  cs  negativ, -v  ' ~.ß  'S’  ' h*  *' 


betrachtet 
so  ist  immer: 


(a+iz)  = ■ 


Hier  steht  unter  dem  Integralzeichen  eine 
Function 


(a+ix) 


».»-Ml-« 

4 

Setzt  man  daher  in  diesem  Falle  «=-.  . 

V I» ' welche  nur  ganze  Potenzen  der  Vana- 

1 , ...  ‘ enthält,  und  die  sich  also  nach 

so  jst  f(x,  y)  _ f(x,  - ) eine  rationale  dem  vorigen  Abschnitte  immer  bestim- 

Fnnction  von  z nnd  «.  lässt. 

Sei  daher  Beispiel.  Es  sei  zu  bestimmen  das 

p Integral: 

dx 


wo  p nnd  q ganze  positive  Z^len  sind. 

Man  fährt  dann  die  neue  Variable:  aleo 

(a+4x)r  =s 
ein,  und  erhält: 


/QX  • 

x*^(o  + 4x)s’ 


/■(■«•.  y)  = - 


X*  sy 

Es  ist  in  nnsere  Formel  zu  setzen  p = 2f 
9 = 3,  wodurch  man  erhält: 


=fz  *Vsi-!y  , 

z*y'(a-»-44r)>  l“4~/  ’*  ’ 


ein  Ansdmck,  der  sich  nach  den  Kegeln  des  vorigen  Abschnittes  ergibt. 
Sei  ferner , gesucht : 

x/(<s-t-4z) 

wo  zn  setzen  iat:  f{x,  y)  = —,  p-\,  q = Z,  also: 

f-A—  -f-A—  •?.-.= a/’^5- 


Sei 


■0  ist 


Vir  letzen  also : 


«=*>, 

s 


»1^*1  - (s_*)(».  + *,+*s)- 
s A C 


*S_*I  - s-fcT  »S+k.  + *S 
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Durch  MnltipUcation  mit  »— t ergibt  eich,  wenn  man  dann  i — k setet: 


nnd 


also 


^4* 


(»-*) 


»»— *«  3i(»— *)  “ 3t(e»— *•)  3<r(‘’ + 


nnd  ea  iet 


r idi  \ r di  1 f i—k  _ fdi 

J i»—k*~  dkJ  i—k  3t./ »’  + i5  + *=  ZkJ  i—x 

Setzt  man  in  der  Formel  3)  des  vorigen  Abachnittee : 

;W  = 1,  N = -k,  a = -|,  * = 

60  kommt 


- f 

3kJ  I 


% — I: 


{ jy3k\ 


dz. 


nnd 


Es  war 


also: 


=l,g(z.+  *z+t*)-V'3-  arctg(?i^*\ 

J l ky3k*  2^^  ^ ' \tV3/ 

l*+2/  +X 

1 

a + 6x  = t*,  i:^l/(a+4x), 
fl  = t»,  k = ^ä, 


r dx  r zdz  1 (V^a+4x— yn)yV«  + 4x— Va 

J r.’  , 

V'ä  V /a  1^3  J 

3 . y^+bi—y'ä  /S  [nYa+bx+Ya  \ 

i}/a  Fix  y/a  V V'SV^a  J 


+ const. 


18)  Integrale  der  Ausdrücke, 
welche  Quadratwurzeln  enthal- 
ten. 

Ist  dagegen  das  Integral 
//■(j-i  y) 

gegeben,  wo  « eine  Warzcl  einer  gan* 
zen  algebraischen  Function  von  höherem 
Grade  ist,  so  gelingt  nnr  in  wenigen 


Fallen  die  Ausführung  der  Quadratur  in 
der  Form  bereits  bekannter  Functionen. 

Der  einzige  allgemeinere  Fall  dieser 
Art  ist  der , wo  y eine  Quadratwurzel 
eines  ganzen  rationalen  Ausdruckes  vom 
zweiten  Grade  Ist,  In  diesem  Falle  kann, 
durch  die  Einführung  einer  neuen  Va- 
riablen der,  Ausdruck  unter  dem  Inte- 
gralzeichen rational  gemacht  werden. 
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rt+4x  = M*+2wrjr, 


Sei  demnach  oder 

gegeben,  wo  f eine  rationale  Function 

Ton  I and  y,  4dx=2i«/«+2t(e<<x+2are</w, 

y = V^a+4x+ex*  also: 

ist.  Um  imaginire  Snbstitationen  zn 
Termeiden,  nnteracbeiden  wir  aber  zwei 
FUle,  je  nachdem  c pozitir  oder  negativ, 


ax  = 

4— 2eH  ’ 


alao  je  nachdem: 

y=y'a+4x+e*i* 


4-2ei.' 


oder 


izt. 


y = /ä  + 4* — e’a« 


I.  Finde  das  erstere  statt,  so  setzen 
wir; 

y = « + ex, 

wo  « die  nene  Variable  vorstellt.  Es 
ist  dann: 

a + 4i+e*x>  =(«+**)• 


Setzt  man  in  dx  and  in  y = u4~ex 
diesen  Werth  von  x ein,  so  hat  man 
offenbar  rationale  Functionen  von  u, 
nimlich ; 


2(u4-ea»-ae) 
(b-2euy  ’ 
«4— cu’—  ea 

y =■ 


4-2e« 


also: 


/■*•/-  \j  _ /’2(u4— eu*— oe)  ru>  — a u4  — eu>— eoT, 

-T-2euy  -1=2^7-J‘'“= 


hier  steht  eine  vollständig  rationale  d.  b. 
Fanction  von  u unter  dem  Integral- 
zeichen. 

also: 

n.  Ist  aber 


4 — e'x  = u*x-^‘iuf. 


y = l/o  + 4x— e’z«,  ~ »«-)-e» 

so  Usst  sich  die  ganze  Rechnung  noch  —e''dx=H'dx+2ux<ht+2fdH,  ■ 

darchlUbren  wie  in  I.,  wenn  man  statt  j j,  • 

e die  Grösse  el^ITl  nimmt.  Um  jedoch  —2(f-[-%iz)du 

dx  = — — , 


einigennassen  langwierige  Bedinnngen  zu 


vermeiden,  schligt  man  ein'andres  Ver- 


Ikhrcn  ein. 

Wir  unterscheiden  noch  die  FUle,  wo 


a positiv  und  a negativ  sei. 

A.  Sei 

9 = Vr+  4x-e»x*, 
so  kann  man  setzen: 

f=tu+f,  * 

cs  wird  dann: 

P + kx — e>z»^  («*-!-/)•, 


oder  wenn  man  f&r  z seinen  in  w aus- 
gedrückten  Werth  cinsetzt: 

~2( — /«*-|-Ce’-fw4)du 
■ (u*-|-e>)« 

Setzt  man  in 

ebenlalls  Ihr  x ein,  so  kommt  noch: 
_si4  — u*f+e'f 
«’-i-e*  ’ 

also; 


y = - 


J (•**+«*)*  Lu’-fe*  M*  + c*  J 


B.  Ift  aber  a negativ,  also 


Die  Gleicbang 

e*x* — bx-\-p  =0, 


-f  4z— e’z*, 

so  würde  dieser  Aasdruck  Imoginlres  wo  e.  4 und  f reelle  Zahlen  sind,  hat 
enthalten.  Dies  vermeidet  man  durch  zwei  reelle  Wurzeln  (siehe  den  Artikel: 

folgende  Betrachtungen.  quadratische  Gleichungen),  denn  wäre 


I 
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dies  nicht  der  Fall,  nnd  wären 


Man  erhält: 


«+^i,  <t—ßi 

die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  müsste 
—P  + 4x— — e*(i— «— /Si) 

(■"^+/»0= +/»n 

sein;  e|j würde  also,  l^nn  man  auch  x 
reell  bestimmt,  dieser  Ausdruck  negativ, 
und  «■■[(* — « ) + ^’J  imaginär 

sein.  Es  müsste  also  während  der  gan- 
zen Integration  .r  imaginär  genommen 
werden,  ein  Fall,  den  wir  hier  aus- 
scbliessen,  da  er  jedenfalls  zu  imaginären 
Substitntionen  führen,  und  wenn  man 
denselben  anstellen  will , das  in  I.  an- 
gegebene IntegratioDsverfahren  Anwen- 
dung finden  könnte. 

Nehmen  wir  also  an,  cs  seien  I und 
y die  Wurzeln  unserer  Gleichung,  nnd 

somit:  

y = V'e>(x— i)  (»-—*). 

Die  Substitution,  welche  wir  dann  ein- 
führen,  ist: 

y = e«(jr — I). 


e\x—l)  (y—x)  = e*u»(x— I)*, 

d.  h. 

y — jr  = «’(x — I), 

K + I«* 

X=-z 

1+u* 


— dx=u*dx+2u(x — l)du, 

d.  h. 

(!+«)• 

oder  wenn  man  für  x einsetzt: 


nnd  wegen 


, 2u(I— »•) 

V = e«fx— I), 


also: 


y = 


eu  (e — 1) 


//•(x,s)<fx=/^,-^/-[' 


(1-1-«*)* 

19)  Abkürzung  des  obigen  Ver- 
fahrens. 


K-fi«’  »«(k — 1)1. 

oder  'wenn  man  will 

fyf/(x)dx 


Von  Vortheil  für  die  Ansruhrung  der  verwandeln  läss^  wo  y(x)  eine  rationale 
Integration  in  dem  eben  betrachteten  y„„etion  von  x allein  iit.  Diese  Be- 
Falle  ist  die  Bemerkung,  dass  sich  jedes  „erknng  verliert  ihre  Gültigkeit  selbst 
Integral  von  der  angenommenen  Form 

wenn  y eine  Quadrat*Wur~ 

in  eins  oder  mehrere  andere  von  der  algebraischen  Function 

von  höherer  Ordnung  ist. 

Denn  wie  auch  f(xt  y)  beschaffen  sei, 
y 60  wird  immer  sein: 

/V) 

/•(x,y)  = — 


eins 
Form: 


/ 


S.  » P.  « 


wo  p nnd  y ganze  positive  Zahlen  sind, 
A , B , C constante  Coeflicienten 
F.«  F.V  F.« 

vorstcllen,  nnd  die  Summen  beliebig  viel 
Glieder  mit  wechselndem  p und  y ent- 
halten. 

Der  Nenner  ist  in  zwei  Glieder  ge- 
theilt,  deren  eines  die  graden  Potenzen 
von  u,  das  andre  die  nngraden  enthält. 
Im  Zähler  wurde  eine  solche  Trennung 
nicht  für  nöthig  erachtet.  Mnltipliciren 
wir  Zähler  nnd  Nenner  des  Bruches  mit 


P*9  P 


F 2V-I-1. 

)• 


so  wird  man  erhalten: 


f(x  y)-  + ^(ßx  y^~*~*) 

[^(Bx'’y*')]’-y’[^(Cx''y*»)]’ 

Im  Zähler  ist  hier  der  Theil,  welcher 
grade  Potenzen  von  y enthält  von  dem 
getrennt,  welcher  die  ungraden  bat.  Der 
Nenner  enthält  nur  grade  Potenzen  von 
y,  nnd  da  y’  eine  ganze  Function  von 
X ist,  so  wird  der  Nenner  eine  ganze 
rationale  Function  x sein.  Dieselbe 
Eigenschaft  hat  das  erste  Glied  des 
Zählers , das  zweite  bat  die  Gestalt 
P 

y S (ßx  y ),  enthält  also  y nnr  als  Fac- 
tor, der  andre  Factor  ist  eine  rationale 
Function  von  x. 
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Der  Bruch  zerf&Ut  also  in  Glieder  von 
der  Form: 

^(x)  und 

wo  ^(x)  und  rational  sind,  aUo; 

//(*.  jf)d* = (/v 

Die  ersten  Glieder  fallen  in  die  Theorie 
der  Integrale  rationaler  Fnnctionen , die 
•weiten  haben  die  letztere  der  vorhin 
angegebenen  Formen.  Auf  die  erstere 
werden  sie  gebracht,  wenn  man  die  ra- 
tionale Function  y’v^x)=jf(x)  setzt,  wo 


Denn  es  ist  jedenfalls: 
, . 1 (a«^) 


indem  wir  wieder  wie  vorhin  im  Nenner 
die  graden  Potenzen  von  u von  den 
nngraden  trennen.  Multipliciren  wir  Zäh- 
ler nnd  Nenner  dann  mit 


dann  die  Form 


/ 


so  wird  der  Nenner 


dx 


wird. 


Denkt  man  - sich  die  Integrale  immer 
anf  die  letztere  Form  gebracht,  nnd  ist 

y s^a-fix  — e’x*, 
so  kann  man  immer  schreiben ; 

f ^ 


nnr  grade  Potenzen  von  « enthalten. 

Den  Zahler  theilen  wir  dann  in  zwei 
Glieder,  deren  Eins  die  graden,  das 
Andre  die  nngraden  Potenzen  von  w 
enthält,  so  dass  man  hat: 


y v'e’x*— 4x— o’ 

wodurch  das  Integral  auf  die  in  II  a.  be- 
trachtete Form  zarückgeflihrt  wird,  .nnd 
der  Ausdruck  — 1 nnr  den  Nenner  di- 
Tidirt. 


^ •■>(«’) 


y,  und  9 sind  hier  ganze  nationale 
Fnnctionen  von  u’. 


Diese  Bemerknng  ist  wichtig  für  den 
Fall,  wo  die  Variable  x imaginär  zu 
denken  ist,  also  die  Integration  in  ima- 
ginären Grenzen  stattfindet. 

Es  lässt  sich  aber  y anch  anf  die 
Form  bringen: 


Betrachten  wir  nnn: 

/y'(u)(/u  _ /'/(•»’)  du 


}/u'+a 




J . »(.»'•)  y^a 

/|(“*)  «du 


«(“’)  V'JMTa 

nnd  snbstituircn  im  letztem  Theile : 


'=*y(x+^) 


also' 

nnd 


wenn  der  Coefficient  von  x* 
nnd  anf  die  Form: 


positiv  ist. 


udu  — vdvt 


so  wird  dieser: 


, rs — äw — r \ • •Lft = 


wenn  der  Coefficient  von  x’  negativ  ist. 
Setzt  man  im  ersten  Falle 


also  ein  völlig  rationaler  Ansdmek.  Der 
irrationale  Tbcil  hat  also  nnr  die  Form 


/ 


f(u‘)du 


im  letztem 


wenn  man: 


b 


»(«•)  ■' 


so  wird  y(x)  eine  gadze  rationale  Func- 
tion von  w bleiben,-  nnd  das  Integral 
eine  der  beiden  Gestalten  haben; 


/ 


, r'i'Wdw 

Y^a  J 

„Es  lässt  sich  aber  dieser  Ansdmek 
in  einen  ohne  alle  Irrationalität,  und  in 
nnen  andern,  der  nnr  grade  Potenzen 
'on  M enthält,  Tcrwandeln.“ 


schreibt,  wo  unter  f eine  rationale  Func- 
tion von  «'  verstanden  ist,  ebenso  führt 
das  zweite  Integral  anf:  -• 

/■(«’)  du  ' 


Diese  Ansdrfleke  lassen  sich  sogar  noch 
etwas  vereinfachen.  In  dem  ersteren 
setzen  wir,  je  nachdem  a positiv  oder 
negativ  ist. 
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—ZT  Oller  = V , 

Va  Y-« 


f y, ») 

aoffinden,  wo  f(x,  y,  »)  eine  rntionalo 

, Function  der  drei  Variablen,  und  * 

in  dem  «weiten  ____ 

« y=yit+bx,  z = ]/d+ex 

~ ist,  die  also  swei  Wiiraeln  line&rer  Ans- 

11  1.1  •!,  drücke  enthalt. 

da,  wenn  die  Wnnelgrösso  reell  bleiben  nämlich  y als  neue  Varia- 

soll,  a hier  nicht  negativ  werden  kann.  so  ist:  . 

Man  kommt  dann  auf  eine  der  drei 
Formen : . , 

/f(v^)dv 

yiF+i'J 


Wendet  man  auf  die  ersten  beiden  Aus- 
drücke die  Substitution  I.  von  Absebnitt 
(18)  an,  so  ist  zu  setzen: 
x=:t», 

y-yT^^  =«+^1 

a = -l-l,  b^Oy  e=l, 


2ydy  = bdxy 

dx  = ^^-p-, 

0 


also : 


dv  = 


— («d-i)i/«  _ — (u’+l)d« 


2u> 


-(««+1) 


y=- 


u»+l 

2u 


und 

J yv'+i  ./ « V 4k’  / 

Wendet  man  dagegen  auf  den  letzten 
Ausdruck  die  Snbstitntioa  II.  A.  von  wo  also 
Abschnitt  18)  an,  so  wird: 

y= 

f=l,  4 = 0,  e=l, 

yT=^=uv+i, 

— i)  = «’t<4-2u, 

— 2u 


*-y — 4 — ’ 

ff{x,  y,  »)dx= 

y, 

ein  Ausdruck,  der  nur  eine  Wurzel  einer 
ganzen  Fnnction  zweiten  Grades  enthält, 
und  ganz  wie  oben  zu  behandeln  ist. 

20)  Beispiele  zur  Integration 
irrationaler  Functionen. 


Es  sei  gesucht: 

» t 

Vv 

/■(e>)  = l 


f'  du 

J K'e«  + 1’ 


ist. 

Indem  man 

setzt,  nimmt  Formel  I.  des  vorigen  Ab- 


V"- ' ; 1,1 

— 2(l+«f)ilu  ^ -2(1 

u’-fl  “ (!+«>)’ 


Schnittes  die  Gestalt  an: 
du  fdu 


’)rfu 


also: 


1-u’ 

y=T+7^’ 


und  da 
ist: 


7 yrriT’" 


rA=r=-/'^=-lg« 
jyiiTi  j u 

da 

II  =y»’+i — u 


Diese  Formeln  in  Verbindung  mit  denen  multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  un- 
für  die  Integration  rationaler  Differcn-  ter  dem  logarithmischen  Zeichen  mit 
ziale  reichen  also  immer  für  nnsern  wird  der  Nenner  -4-1, 

Zweck  aus.  ilsoT”  — 

Mit  Hülfe  des  in  diesen  Abschnitten  ' f du  ' 

anseinandergesetzten  Intcgrationsvcrfah-  / — lg(,. 

rens  lässt  sich  auch  das  Integral:  ./  yt’’+l  , 
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W&r«  in  der  ersten  Formel  v negativ,  so 
könnte  man  Ig(— 1)  dazu  addiren,  da 
jede  Constanto  zo  einem  Integral  liinzii- 
^ , a , s.  . werden  kann.  Man  hat  also  je- 

Da  der  letztere  Ansdruck  nur  reell  ist,  dcnfaJIs: 
wenn  p negatiT  ist,  so  mnss  man,  da 

lg(-.)=lg«  + lg(-l)  ' r + 

ist,  lg(““l)  aber  als  in  der Inlcgrations-  K*'*  + l 

constante  enthalten  ge<lacht  werden  kann, 
nn  Falle  v positir  ist,  schreiben : 

>V=1 


Sei  jetzt  gesneht: 
dx 


>* 


t-j 


p dx  p dx  

=/- 


el/“  ‘M/ 

f x+  M 

\ 

7 «’  4a‘  1/ 

. +1 

r • 

~Ja  *• 

7 e*  4«* 

wenn  — algebraisch  grösser^ ^s  ^ ist,  gebraucht  mau  diese  Form.  Dagegen 
»ton  grOsier  ala  a ist,  aeUt  man: 

dx  p dx 


./  J^a+4*  + e’x*  J h‘  a-tj 

t 

Im  ersten -Falle  ist  za  setzen: 

-1 

. * • 

• 

■ ■;  '-.+  ^ 

-•  * i 

r»’  4«‘ 

•0  dass  man  erhält : ' ' ' 

r 1 r du  1 • 

- J Va+hx+e':^^  ~ ~ * + 

in  man  für  v wieder  seinen  Werth  aetat,  nnd  eine  ConaU 

= « '«P.**-H+2eVa>.*+»*  + «]. 


In  letztem  Falle  hat  man: 


/•  dx  1 . 1 / - 

/«+*x 


, 4 

rü*  a> 
\ p du 


I oanr 


• .'  ftr  ,ii  .fc 

■ 

r--~ 
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also  wenn  man  in  t»  wieder  seinen  Werth  in  x einsetzt: 

f-  =-lg(2e4r+fc+2el^e’jr*  + 6x  — «). 

J ya  + bx-\-e'x'  « 

Es  ist  hei  beiden  Formeln  in  den  Lo-  so  ist:  )^1— = cos>/ , 

garithmen  immer  das  positive  Zeichen  /«/\* 

genommen  worden.  1— — 1>’ = 1 — cosi/ =2sin(2^  i 

Setzen  wir  in  Formel  II.  des  vorigen 
Abschnittes  s.ny  _2sm2  cos^, 

f{v')  = l,  also  


so  erhalten  wir: 


a— »*— 1 


= -tg^ 
^2 


r ^0  ^ 

Setzt  man  in  Formel  3 des  Abschnit-  arc  tg(-tg|j  = - arc tg^  tg | j = -| 
tes  16)  , und 

«=j,  jif=:0,  iv=i,  ö-O,  6-1,  r 4*^  / \ / ?\ 

so  erhalt  man:  J yi_  „ j 7 \ V ' \ 2/  “ 

/‘du  , da  v = sinu,  a=arcsinii 

— - = arctg«,  /’  ’ 

14-u*  ist,  so  ergibt  sich: 


aber,  da 


arctg«, 


r-^=-ixr.istLz^ 

JVl-v'  " 


Setzt  man  hierin 


da  v = sin(/,  y=srcsinti 
ist,  so  ergibt  sich: 

/•  da 

p=  = aresin(0. 

Es  bedarf  kanm  der  Erwähnung,  dass 
sich  dies  Resultat  auch  durch  Differen- 
ziiren  der  Fnnction  arc  sin(e)  herleiten 
lässt. 

Indessen  sind  hier,  wie  schon  im  Vo- 
rigen, die  Quadraturen  möglichst  unab- 
hängig, von  den  Ergebnissen  der  Diffe- 
renzialrechnung hingcstellt  worden. 


Es  ist  gegeben 


und,  wenn  man  für  i>  wieder  seinen  Werth  einsetzt: 
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21)  Integration  tranacendenter 
Fnnctionen. 

In  dem  Gegebenen  iat  das  AHgemeine, 
was  sich  über  die  Ausführnng  der  Inte- 
grationen algebraischer  Functionen  sagen 
lisst,  erschöpft,  insofern  sie  durch  die 
ror  Entdeckung  der  Integralrechnung  be- 
kannten Functionen  geschehen  kann.  Je- 
doch können  in  einzelnen  Fällen  noch 
Integrale  Ton  irrationalen  Ausdrücken 
complicirtcrer  Art  gefunden  werden. 

Wir  werden  daher  auf  diesen  Gegen- 
stand zurückkommen  müssen.  Zunächst 
wollen  wir  jedoch  das  Allgemeinere,  was 
sich  über  die  Integration  transccndcntcr 
Fnnctionen  sagen  lasst,'  hier  geben.  Die 
ror  der  Entdeckung  der  Integralrechnung 
bekannten  Transcendenten  beschränken 
sich  auf  Exponentialgrösscn  und  Loga- 
rithmen, trigonometrische  Fnnctionen,  und 
die  zu  letztem  gehörigen  Bogen. 

Von  diesen  stehen  Jedoch  die  Expo- 
aential-  und  logarithmischen  Grössen  in 
der  dnreh  die  Gleichung 

flg^nen  Verbindung. 

^^ie  Verbindung  zwischen  trigonomc- 
loKhen  und  Ezponentialfunctionen  wird 
Tcnnittelt  durch  die  Gleichungen: 


Offenbar  ist,  wenn  man  sich  « ver- 
änderlich denkt: 


da 
d-e”^ 
dx^ 


= xe 


- = zV'. 


da” 


Man  kann  also  anch  schreiben: 

_r 


rx\"^dx=r^ 

J ' da" 

In  Abschnitt  6)  wurde  non  die  For* 
mcl  abgeleitet: 

<=)  «*')  =/ 

ans  der  bei  Wiederholnng  des  Differsn 
ziirens  nach  c sich  leicht  folgern  lässt 


also  in  unsenn  Falle: 

d" 


oder 


XI 

e = cosx-ft  sin X 

2xi  _ 1-fitgx 
' “1-itgx 


and  die  zwischen  Bogen  nnd  Logaritb- 
men  mithin,  wenn  man  x = arctgu  setzt, 
durch  die  Gleichnng: 

. 1 , 1+itgx 

2i  itgx 

und,  wenn  man  x = arc  sin  (u)  setzt,  durch 
die  Gleichung : 

sresinu  = ^lg[y'l — u’-)-ii(] 

oder , wenn  x = arc  cos  is  gesetzt  wird, 
durch  die  Gleichung: 

arc  cos  « = ^ lg  [« -J-  %Yl — n’]. 

Fs  kann  daher  bei  den  entsprechenden 
Fnnctionen  ein  gemeinschaftliches  Ver- 
fahren eingeschlagcn  werden. 

Sei  znnächst  zn  bestimmen  Es  ist  also 


Kann  man  also  den  Ausdruck 
a=J\‘'^dx  finden,  also  für  den  Fall, 

wo  n = 0 ist,  so  ist  die  Quadratur  für 
Beliebiges  n auf  die  Differenzialreeh- 
nnng , nämlich  auf  Bestimmung  des 

Ansdmeks  — znrftckgefUhrt. 

da" 

Wir  setzen: 
also 


ax 

e =y. 


dy  — tie'^dx  = aydx, 
dx ; 


also 


oy 


/ 


*0  a eine  beliebige  Constante  ist,  n 
aber  eine  positirc  ganze  Zahl. 


n = L/jy=y=fü. 


18 
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Ist  das  Integral 


dx 


zn  bestimmen,  so  muss  für  **  geschrieben,  und  erst  nach  ausgefübrter 
Differenziation  « gleich  1 gesetzt  werden. 

' Beispiele: 


J dtt  da  a 


2z."  , 2.“ 

— + 'T^i-’ 

Auf  diesem  Wege  kommt  man  auch  leicht  tu  der  allgcmcuien  Formel: 

= — (z"~ -x"-l  + _^^-l)(n-2)  • • • 2-n 

J a ^ n ft*  n '* 

K •* 

die  sich  ans  dem  Ausdrucke  für: 

■ • rf"(f.~^((n)) 


do" 


da 


ergibt,  wenn  man 


setzt. 


/•(«)  = «" 


Offenbar  nSmlich  ist 
—1 


— 2 f,. 


d'(a-^na))  -1 

1^* 


= a“  V"  r («) +2«^  A«). 

d‘{a  V(e))  _ ^-1  /■»(„)  + 3 . 2«-3  /■'(.)-  3 • 2 • 1 f(a), 

da' 


allgemein : 


^ = a~^  r^%)  -n  a~~^  +«(n-l)o~^  /"~2)  („) 


da" 


+„(„_!) („_2)  . . . 2- !/•(«), 


woraus  sich  der  oben  angeführte  Aasdruck  für 


22)  Anwendungen  der  oben  ge- 
fundenen Fo  rmel. 


dx” 


ergibt. 


dx 


_dy 


Das  Resultat  des  vorigen  Abschnittes  also 
ist  ein  sehr  reichhaltiges,  ans  dem  sich  f' „ n - „ — j 

viele  Formeln  ablciten  lassen.  J ^ ^ ^ 


Setzt  man 
so  wird 


und  man  hat: 


*^  = y, 

•r  = lg», 


/y“~^igy)"4ü=— ^ 

’ rf«' 


© 
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oder,  wenn  man  »ich  der  Reihenentwicklung  des  vorigen  Abschnitte»  bedienen 
will : 

lg,— 4^igy"-2 


+' 


”("— !)(«— 2)  •••  2-1 


Es  ist  hierin  n eine  gnn*  beliebige  Zahl,  n mnss  jedoch,  wenn  die  Integra- 
tion in  endlicher  Form  gelingen  soll,  eine  ganze  positive  Zahl  »ein. 

Setzt  man  « -h  für  w,  so  hat  man ; 

y;»e(“+^>d,=£-  (y*e(«+/«)*rfx). 

Es  ist  nämlich  bekanntlich  völlig  gleich,  ob  man  nach  a oder  nach  fo+jül  dif 
ferenziirt.  • ' ' 

Also  hat  man  ganz  wie  oben; 


Setzt  man  für 


so  erhUt  man : 


'ß  da’^y  “+<*•  / 

'seinen  Werth  cos sin^x. 


cos  ßxdx  sin  ßxdx  = — | j*,  e"'*(co» ßx+i  sin ßx)\ 

(lit  ’ 

oder,  wenn  msol  Reelles  und  Imagin&res  trennen  wrill; 

A"«"*  cos  ßxdx  ^ 

^ da"l  “’+^'  J 

A"e“  sin  ßxdx  = ^ fe”^(«sinfa-0  cos/»j)\ 

J d«"l  “’+/»’  j 

Man  verfkhrt  in  der  Regel  jedoch  besser,  wenn  man  in  der  Reihenentwicklung 
^on  /x*e“*it  fllr  a schreibt  a-|-^  und  den  reellen  Theil  gleich 
fx*e“^  cos  ßxdx , 

den  imaginären  gleich 

f x^  sin  ßxdx 

setzt 

Für  tt  gleich  Null  hat  man  unmittelbar; 

/*<»x  „ . e“*(rt  cos dx -f  Äsin  «*) 

* cos  ßxdx  = 


— ß CO»  ßx) 


/'  mx  ...  »in  ßx  — ß 

e sinÄxdz= i f !- 

Selbstverständlich  kann  man^  auch  nach  der  Integration  n = 0 setzen,  und 
»thllt  dann  die  Ausdrücke  für; 


fx'vatßxdx  und  /x^iinßxdx; 


13* 
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statt  dessen  aber  kann  man  auch  in  der  Formel  für  f nnmittclbar  /J»  für  n 
setzen,  nnd  hat: 


oder: 


d.  h. 


ji= ^ . 


/*  H , . . . , . Id"  /cos  ÄI 4- • Sin/?z\ 

ar  (cos/tar-f  I tmßr)  djc  = — ( ). 

+ ß > 

Will  man  Reelles  nnd  Imaginäres  trennen,  so  sind  hier  die  Fälle  zu  unter- 
scheiden, wo  n grade  und  wo  es  ungrade  ist. 

Man  hat; 

jx  eo./»x*=(-l) 


oder: 


ßß- 


.p-"' i^(T) 

und 


» 


Da 


Aach  kann  man  sich  statt  dieser  Formeln  der  Reihenentwickelangea  für 
bedienen,  und  darin  — ^ setzen. 

23)  Andere  Ansfiihrnngen  von  also  eine  algebraische  Function,  welche 
Quadraturen.  immer  integrirt  werden  kann. 

Allgemein  lässt  sich  der  Ausdruck 

//■(.“dz 

bestimmen,  wenn  ((u)  eine  rationale 
Function  ist,  oder  eine  solche,  welche 
ausser  einem  rationalen  Thcil  nur  eine 
Qnadratnrwnrzel  eines  ganzen  Polynoms 
Ton  höchstens  zweitem  Grade  enthält. 

Setzt  man  nämlich 


sin  («)  = - 


2i 


cos  (el)  = - 


also 

oder 

so  hat  man 


du 

au 


rationale  Functionen  von  e ” sind,  so 
lässt  sich  hiernach  anch 

//IJsin  fx,  cos  KX)  ix 

linden,  wenn  f eine  rationale  Function 
zweier  Variablen  bedeutet;  auch  können 
unter  dem  Fnnctionszeichen  die  andern 
trigonometrischen  Linien  von  ox  enthal- 
ten sein,  welche  sich  auf  rationalem 
Wege  ans  den  sinus  und  cosinns  durch 
die  Formeln : 
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tgi= 


«in  X 

CO«  *’ 

1 


cot  x=- 


tin  X 

tecx  = — — , co«ccx=-4— 

coix  «lUX 

ergeben. 

Da  aber  hier  die  Snbstitntion 
rxi 


gleichen  Snbititutionen , wo  e«  «ich  um 
Aendcrang  de«  Intcgrationswcgcs  han- 
delt, immer  gestattet,  so  lange  das  In- 
'tegral  ein  nnbestimmtes  iat.  Bei  be- 
stimmten Integralen  dagegen  ist  die  Be- 
rücksichtigung der  Grenzwerthe  nöthig. 
Was  unser  Integral 

//■(«inox,  cos(Tx)rfx 
gemacht  wird,  so  mnss  u und  du  ima-' anbetrifft,  so  führt  jedoch  auch  eine 
ginlr  werden.  Es  ändert  sich  also  der  andre  Substitution  zum  Ziele,  wobei  der 
Inlegrationsweg.  Jedoch  tritt  hierbei  Intcgrationsweg  nicht  verändert  wird, 
keine  Zweideutigkeit  des  Besnltals  ein,  Man  setze: 
wenn  der  Ausdruck  f(u)  nicht  während  «in<rx  = u, 

der  Integration,  oder  beim  Uebergang  ,, 
von  einem  Wege  zum  andern  unendlich 
wird. 

Es  ist  also  die  untere  Grenze  immer 
io  zu  wählen,  dass  dies  nicht  stattfindet, 
ind  kann  man  dies  immer  annehmen, 
so  lange  das  Integral  unbestimmt  ist. 

Diese  Bemerkung  ist  für  die  ganze  In- 
tegralrecbnung  wrichtig.  Es  sind  der-  und 


dx  = 


ff  (sin  «X,  cos  ax)dx  = — /*  ^ 

«./  1^1 -«>  ’ 


ein  Ausdruck,  der  ausser  einer  rationa-  über 
len  Function  nnr  noch  eine  Wurzel  zwei-  zoll, 
len  Grades  enthält. 

Von  gleicher  Allgemeinheit  ist  übri- 
gens das  Integral 

f f{f\nx,  cos  x)  dz, 

da  man  für  ax  immer  eine  neue  Varia- 
ble nehmen  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der 
Fsn,  wo  die  Function  f nnr  ein  Glied 
enthält.  Es  fahrt  dieser  Fall  zu  den 
Integralen: 


v'i-r 

die  sogleich  gesprochen  werden 


r sin  x"*  CO«  x"  dz,  C 

J .1  , 

f^dx,  r— 

•!  •/  .in," 


Vorläufig  bemerken  wir  jedoch,  dass 
im  allgemeineren  Falle  des  Integrals: 

y^(sinx,  cosx)dx 

es  auch  eine  reelle  Substitution  gibt, 
welche  keine  irrationale  Grösse  gibt. 

Es  ist  dies  die  Substitution 
tg*x  = ii. 

Da 

. dx 

dtgx=f 


dx 


ist,  so  bat  man 
duzz 

und,  da 


"(cos  x)*’ 
dx 

2(cos  Jx)* 


■st: 


= («ec  1 x)*  = 1 -Htg  * x) • = 1-1- u » 


dz  = 


2du 

1+H* 


2 


1-w* 


also: 


.x=2(co«*x)*-l  = j-p^l  = j^ 

-w>\>  _ 2u 

1+M*/  1+W’ 


/«.i. ™ )i^ 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (anal^rtische). 


198  Quadratur  (analytische). 


Beispiel.  Es  sei  gesucht: 

f-.  " 


a+h  cos  x+c  sin  x " 

Es  Terwandelt  sich  dies  Integral  durch  die  letzte  Substitution  in: 

du 


1 -oT 

J l+ii>  , .!-«•  2eu  ~‘J  a 


a+4+2c«  + (a  — 4)«*, 


ein  Ausdruck,  der  sich  unmittelbar  ans  Formel  3 dos  Abschnittes  16)  ergibt, 
wenn  der  Nenner  2 imagintre  Factoren  hat,  d.  b.  wenn 

c»  a+4 
(a  —4)’  a — 4 

ist  (siehe  den  Artikel:  quadratische  Gleichungen).  Man  setze  dann  in  die  ange- 
führte Formel: 

. W=0, 

a— -ft 


C t_,/a  + 4 c* 

'a-b'  l'a-4  (ä-4)> 


und  es  ist: 

2 


»/; 


du 


y'^TZti-c» 

(a-b) 

« (a — 4)  -|-  c 


. _ . . . — — «rc  ti? — 

a-h4-l-2cM-Ka-4)«*  y'ai_4i_ci  ^^ai-iTZTs' 


Ist  aber 


a-\~b 


rr^  > r,  SO  .gibt  die  Formel  (4)  dos  Abschnittes  (16),  wenn 

— 6^  * fl  “■  ft 

man  Ihr  M,  N,  a dieselben  Ausdrücke  wie  oben,  für  4 jedoch 


Vi 


a-t-4  _ Vc*  — a*-t-4* 
(a— 4)*  B— 4 ~ a— 4 


einsetzt : 

2 


du 


lg 


(a— 4)«-f-e — }/c*  — a'  + b* 


da 


a+4-l-2««*-i-(a-4)u*  ^c»-a>+4>  (a— 4)u-i-c-|-)/c>— o*4-4>' 

Auf  dieses  Integral  lässt  sich  auch  das  folgende  znrückfhhren : 

f—± 

J a+b  cosor’+c  sin  x*’ 


C08X*  = 


1 + cos  2i 


ist.  Man  erhält,  wenn  man  y für  2z  schreibt: 


f = f- 

n-h4  cooz*-l-csinz*  ./ 2« 


I — cos2z 


dy 


2a4-4-)-c-K4 — c)  cosy‘ 

Setzt  man  in  den  zuerst  entwickelten  Werth  des  vorigen  Integrales: 
2a-|-4-l-e  fUr  a,  4 — c für  4,  0 für  c. 


so  kommt: 


f ^ 

J a-l-4  coez*  + 


1 


csiux*  /(a-f-4)(o-t-c) 


Hier  ist  zu  setzen: 


« = te|='g*- 
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Es  lasst  sich  noch  bostimmen  du  Functionen  anfhCrton,  ganze  Functionen 
lutcgral:  von  Exponentialgrössen  zu  sein. 

/x^yce“*.  e)"*  . . .)dx,  noch  die  Logarithmen  nnd  die 

wenn  m eine  ganze  posiUre  Zahl,  und  Arcus  anbetrifft,  so  kann  man  e*=y 
f eine  ganze  Function  ist,  denn  dieser  Ausdruck: 

Ausdruck  besteht  aus  Gliedern  Ton  der  r m ax  Bx  \ i 

Form:  /■*((«  . • • •)  dx 

setzen;  man  erhUt  dann  du  Integral: 

deren  Integration  bereits  gegeben  wurde.  /"  y**  *••)“• 

Ancb  kann  man  statt  der  Exponential-  , F 

grCssen  die  trigonometrischen  Functionen 

sin  crx,  sin /?x,  cos  ax,  cos  ^x  nehmen,  dx  = ^ 

welche  ganze  rationale  Functionen  von  y 


t«  Jxi  — e 
, e , e 


nnd  e 


-ßxi 


sind. 


ist.  Es  lässt  sich  also  dies  Integral  immer 
bestimmen,  wenn  a nnd  ß gans  will- 
Es  gelingt  also  immer  die  Integration  kUrlich  sind,  voransgesetzt,  dass  n eine 
*on  ganze  positire  Zahl,  f eine  ganze  Funo- 

r m . , . sei. 

Jz  f(nnax,  cos  ex,  sin^x,  cos^X">)dX; 


jedoch  darf  sich  unter  dem  Functions- 
Zeichen  im  Allgemeinen  keine  Tangente 
oder  Cotangente  befinden,  weil  sonst  die  setzen : 

du 

sinx=«,  cosxdx  = du,  dx  = 


Ebenso  lässt  sich  in 

y*x”*/'(sinx,  cosx)dx 


Vi-< 


z,  z = srcsmii. 


also 


du 


Setzt  man 
so  kommt: 


endlich,  wenn 
ist: 


f x**((sinx,  C08x)dx  = /"(arc  sin  •*)**  ((is,  ^1— ii*)-7= 

yl— M* 


cos  x — u. 


-ß 


(arc  cos  ii) 


m f(Kl— ti»,  u)du 


K'I-ss« 

tgx  = a 
x = arc  tgu, 
du 

w 

1 


dxzz’ 


alio: 


Yi+» 


/x-rCsinx,  cosx)dx=/(arctg..)"j^((,j^,, 
Augefuhrt  werden  können  also  die  Integrale: 

(arc  sin  •i)”*  ((«,  ]/l— tt»)  ■ 

(arccoe«)”*((is,  «•) 


/<' 


/<' 


du 

du 
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wo  f eine  rationale  Function  iweier  Va- 
riablen, m eine  ganxe  positire  Conitante 
bedeutet. 

Ist  z.  B. 

r(x,  y)  = xPy, 

wo  p eine  positive  ganze  Zahl,  so  hat 
man  ans  den  beiden  letzten  Formeln: 

f (arc  sin  vf* vP du 

y'(arc  cos  u^ vP du ; 

ist  dagegen  f(x,y)  = xy,  so  gibt  die  erste 
Formel: 

/faretg 

JKxrtigu) 

Wir  nnterlaasen  die  wirkliche  Ansfiih- 
mng  dieser  Quadraturen,  da  wir  zu  be- 
quemeren Methoden  für  dieselben  ge- 
langen. 

24)  Speei eller  Fa  1 1 des  Vorigen. 
Das  Integral 

fx”'f(e^^)dx 

als  ein  spcdcllcr  Fall  des  bereits  ange« 
führten : 

/x”*nP^,  ...)dx 

kann  immer  bestimmt  werden,  wenn  f 
eine  gante  rationale  Function  ist. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  f keine 
solche  sei,  und  suchen  die  Fälle,  wo 
dennoch  die  Bestimmung  möglich  ist. 
Man  bat: 


zu  bestimmen,  wenn  man  alle  Integra- 
tionen, die  zu 

führen,  vollziehen  kann. 

Sei  wieder 

*/  <T4f\ 

A(«  )=*h 


=/■«(“). 


und  ebenso 


benso 

•/  U 

•P  u 


schliesslich: 


/■(«)  =//’.(“)7- 

lich: 


= xe"'  /-'(O. 


ist.  Wir  setzen : 

<.(«)=A(») 


“/’a-lW  = /aW-- 

man  hat  dann:  < 

)=x"/-  («"'). 

dtP  " 

Es  gelingt  also  immer  das  Integral: 
fx*f^  {P*)dx  = ^ff(P’^)dx 


Ist  z.  B.  /'^(ii)  eine  rationale  gebrochene 

Function  von  u,  und  führt  keine  der 
Integrationen  auf  logarithmische  Functio- 
nen oder  Bogen,  so  werden  auch  die 
Wertlie 

rational  sein , nnd  die  Integration  ge- 
lingt. 

Es  sei  z.  B. 


! xv/ 

(1+-)' 

BO  ist: 

rf{u)du_  1 r du 

Diese  Integration  ist  stets  auszufiihrcn. 
Wenn  s eine  ganze  Zahl  ist. 

Sei 

-'«(l+u)*  ^ 
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so  wird,  da  )i  = l war: 


/•  xe“*dx  1 d n ,cx.\ 

(1  + eax) 


Iit 
IO  wird 


ilio 


mithin : 


. = 2, 

’ =/ i(iT^)  =/(?  “ r+a)''“’ 

r xt“*dx  _ rf/l  ' r”*  \_  rfflg(l+e"^)l_  1b(1+o" 

‘'"1“®!+*"/  ^ « I" 

Eioe  liinliche  Bctrachtang  Usst  sich  io  Bezug  auf  die  trigonometrischen  Fonctio- 
ücn  anstellen. 

Sei  SQ  bestimmen  der  Aosdrnck  man  die  Wurzel  jedesmal  mit  dem  ne> 

. ^ gativen  Vorzeichen  rersehen  denken. 

fx  /•^(u)rfx, 

wo  unter  u eine  der  Functionen  sin  ex,  « — Ig-r, 

cos  ox  oder  tg  (ax)  verstanden  werden  so  hat  man : 
kH 


L)+  « 


eü+a“) 


Im  ersten  Falle  ist 

und  man  kann 
Mtien;  ist  ebenso 


an 

es  ist  also  zn  setzen: 

r.(«)(i4-*)=/-.(w) 


also : 


to  hat  man: 

/x’'fjiu)dx-.^  (f(u)dx) 


/^'du  I 

^«-2W=A-i«rri^ 


und 


^a— 1^“^  ~ J 


wahrend  die  Formel: 

da" 

in  GfUtigkeit  bleibt. 

Es  wird  erfordert , dass  alle  diese 
Integrationen  in  der  That  atunihrbar 
sind. 


f x"fja)dx^  <^(ff(u)dx) 


Ist 

II  = cos  ax, 

•a  gtlten  dieselben  Formeln,  nur  muss  /x(tgnx)**  (1+ tg<cx’)tli. 


Beispiel.  Sei  gesneht 
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Wir  setzen 


tg  irx  = u 


und  in  die  betreffenden  Formeln 

u™(l  + u’)  = /'i(u).  da  n = l ist. 


Es  wird: 


also 


m u”*  + ^ 


/x(tgnx)“(l  + tgnx’)dx  = ^^^^y* (tg er)™ ^ dx. 

Dies  letztere  Integral 

/(tgor)'"  + lrfx  = /'!l^;dx 

• * COS  ax 

gehört  unter  die  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten,  und  ist  stets  zu  integriren. 
Sei  z.  B.  m = l,  so  hat  man: 

/x  ieax{i+ieux')dx=^^J  ^^,dx. 

Setzt  man 

tg  nx  = V, 
adx 


so  wird 


also 


nnd 


(cos  trx) 


- = de, 


j _(cosnx)'d»  _ du 

« “ 0(1  + 0*) 


^ ® ' €tJ  1 + v*  aJ  \ l + t^  / a a « 

so; 

fx  tg  ox(l+tg«**) rf*  =i  ^ i^)  = — tg (ox) 


Setzt  man  ansserdem  noch,  je  nachdem 


war,  in  die  Formel: 


ax 

H = e , u = smox,  u=coaox,  u = tgar 


fx''f  Mdx^  — ff {*)  dz 
da” 


Ihr  dx  nnd  x den  entsprechenden  Werth  ein,  wobei  sich  ergibt: 

du  = ae"^dx  = audx, 
du  = a cos  axdx  = uy'l — u’dx, 
du  = — o sinoxdx  = — oVl — u’dx, 

‘'“  = (^  = “(^+"’>‘^' 

also : 

.du  du  ^ du_  du 

= — » dxx — . — , dx—‘-‘  -t  OX  — 


fr« 


o)/!— »•’  «Vl- 


o(l  + u ) 


und 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (andytische).  203  Quadratur  (analytische), 

lg«  arcsin«  arccos«  arcte« 

*=— , 1 = — - — , i=— *= 

ct  n a a 

IO  wird  also,  Je  nachdem  der  eine  oder  andre  der  vier  FUIe  stattfindet: 

ud  es  werden  in  jedem  Falle  die  Ausdrücke : 

iW*  /«-2W  • • • /■.(“).  (.(“).  ((“) 

durch  di6  Formeln  gefanden:  ^ 

wo  für  jr(«)  entsprechen^^e  Werthe: 

«,  1^1  — «*,  — ^1^«*,  1+«’ 

ra  MUen  sind. 

Wohl  so  merken  ist  hierbei,  dass  in  dem  Ausdmek^Yechts 

^«+1^1/  rgu)  rf«\ 

j„na\J  « f 

Md  der  Integration,  aber  vor  der  Differentiation  nach  o für  « sein  in  x ansge- 
drökter  Werth  wieder  herznstellen  ist.  Es  enthalt  nämlich  diese  Grösse  « ja 
die  Veränderliche  n selbst,  was  beim  Differenziiren  natürlich  wohl  au  bcrücksicb- 
liges  ist. 

Beispiel.  In  der  vorher  entwickelten  Formel: 

fx  tg(o*)"'(l  + tg(ojs)s)dü:=:-^  ax'P'^^dx) 

letien  wir 
<uid  erhalten: 

/•  m . . o*  </  /I  /’«"*'*’ ^<f«\ 

/«  arctg«d«= I. 

m+lda\ttj  1+«*  / 

hl  hierin  » = 1,  so  hat  man  wieder: 

. j a*  d /tgax\  1 ax  1 arctg«,. 

/.  MC tg « d« ,g„x  +2(^37^ = - 2“ + —a +-’)• 

In  «=2,  so  ergibt  sich: 

r . ^ , a*  d r «•d«\ 

•'«  arctg«rf«=  g-j3(-y 
Seist  man  «*  — «,  so  wird : 

/•  «*d«  _ 1 /■  n*  _ 1 /•/',  1 _v  lg(l  + ») 

J 1+«*  “ 2J  1+«  ■ 2J  V~l+vr*'“2  2 


»+I  < 

tgerz  = «, 
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oder,  wenn  man 
einseUt: 

und  c«  wird: 


>tg("-r)* 


f = (igax)* 


woraus  sich  ergibt,  wenn  man  wieder  tg«z  = u setzt: 

y"u’  arctg(u)  du  = |«*  arc  tgu  — lg(l  + «’). 


25)  Theilweises  Integrircn. 

In  dem  Gesagten  sind  im  Wesentli- 
chen die  allgemeinen  Fälle  ciiihalten,  in 
denen  sich  ein  Integral  auf  bereits  be- 
kannte Functionen  znrUckrühren^  lässt, 
indess  lassen  sich  noch  in  einzelnen 
Fällen  complicirterc  Integrale  auf  ein- 
fachere zurückfahren.  Diese  Aufgabe 
wird  die  Rednetion  dcrintcgrnlo  genannt 
Znm  Theil  führt  auch  diese  Bednetion 
auf  in  der  Ausführung  leichteren  als  den 
bereits  gegebenen  Wegen  zu  Integralen, 
deren  Möglichkeit  der  BMMgbnung  nach 
dem  Vorigen  bckani^  ist 

Wir  haben  uns  also  hiciTibch  mit  den 
sogenannten  Beductions-FOhnelu  zu  be- 
schäftigen. 


Dergleichen  sind  schon  die  in  den 
vorigen  Abschnitten  entwickelten,  wo  ein 

iCemplicirteres  Integral  f x"  fjfi)  dx  eich 

ans  .einem  einfacheren  ff(u)dx  durch 
Differenziiren  nach  einer  Constante  er- 
gab. 

Indess  leistet  hier  auch  namentlich 
dasjenige  Vordren  gute  Dienste,  wel- 
ches wir  als  ,, theilweises  Integriren“  be- 
zeichnet haben. 

^8  war  dies  Verfahren  in  der  Formel 
dargestclit: 

fydx  = xj/  -fxdy 

oder»  wcQO  man  will: 


/rtx)y(x)rfx=rt*)/y(x)  dx-f(J<,{x)dx)  f\x)dx-, 
jedoch  reicht  die  erstere  einfachere  Formel  immer  aus. 

El  ist  z.  B. 

fuvd  (lg  n)  =f'^^zzfvdv, 

aber  da 

y Mdv  = «V  — f vdu  = M«  — y lind  (lg  u), 
ist: 

y und  (lg  t')  = uv  — y uvd  (lg  u). 

In  dieser  Formel  machen  wir  folgende  drei  Substitutionen: 


I)  u = (<tr  + i)”  v = (ex+f)’* 


III)  .=(«+n“  -=(S±))" 


Es  ergibt  sich : 

„ r . . ..m,  . ,.n— 1 . (ax+h)”*{ex+f)’' 

I)  J (ax+i)  (fx+n  <lx  = — 

r(ax+bf'-'^(ex+n”dx, 

nCtß 
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'-J(ftx+b)  (ex+f)  dx, 

J n{af^eo) 

Diese  Formeln  werden  etwas  einfacher,  wenn  man  fiir  eine  der  Grössen 
ax+b  oder  ex+f  die  Grösse  x selbst 

letit.  An  ihrer  Allgemeinheit  verlieren  sie  hierbei  nichts,  da  man  ja  immer  die 
Sobstitution ; 

ax+b  oder  ex+f=y 

mschen  kann. 

Sei  demgemSss: 

0 = 1,  4 = 0, 

le  hat  man ; 

U)  Jx{ex+f)  dx=-^J'’  --  Jx  (ex+n  dx, 
Ht)Jx{ex+f)  dx  = —^  («+A)  dx. 


HU)  Jx  (ex+f)  dx  = —y  —Jx  (ex+n  dx. 

Setzt  man  dagegen 

«=1,  A=0, 

10  werden  diese  Formeln: 

n.\  r "“1/  , x”(ax+b)”*  ma  C « , t,m— 1 ■ 

Ib)  Jx  {ax+b)  dx  = — — J X (ax+b)  dx, 

tn.\  r n— m— 1,  , i,"  . , "*4 is— m— 1,  , 1 . 

Ilb)  Jx  (ax+b)  dx  = . b- {—.^.—Jx  (oj:+4)  dx, 

j™,  r m— n— 1,  , x”*  "(az+4)"  m P m— n— 1 n, 

mb)  Jx  (ax+b)  dx- — '—1-+—Jx  (ax+b)  dx. 


Die  Anwendung  dieser  Formeln  ist 
leitht  ersichtlich.  Das  gegebene  Integral 
wird  immer  anf  ein  anderes  znrückge- 
Ubrt,  welches  dieselbe  Form  hat.  Nur 
Um  in  Fall  I der  Exponent  des  einen 
Iwori  um  die  Einheit  vermindert  wird, 
während  der  des  zweiten  um  die  Einheit 
nnimmt.  Man  wird  also  Falls  der  erste 
Factor  einen  positiven,  der  zweite  einen 
oegativen  Exponenten  bat,  diese  Formel 
■oit  Vortheil  zur  möglichsten  Verminde- 
™ng  der  Exponenten  anwenden,  und  die- 
lelben  sogar  znm  Verschwinden  bringen 
können,  falls  sie  ganze  Zahlen  sind. 


In  Fall  II  wird  nnr  der  Exponent 
des  einen  Faetors  vermindert,  in  Fall  III 
vermehrt.  Die  Formeln  finden  Anwen- 
dung, wenn  beide  Factoren  positive,  ent- 
sprechend negative  Exponenten  haben, 
wobei  dann  nach  nnd  nach  der  eine  und 
der  andre  vermindert  werden  können. 

üebrigens  werden  diese  Formeln  für 
den  Fall  nnbranchbar,  wenn  die  eon- 
stanten  Nenner  der  rechten  Seite  ver- 
schwinden. Es  tritt  dies  ein,  wenn 

n gleich  0 
ist. 
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Man  hat  aber  in  diesem  Falle  die  Integrale: 

f (jtx+h)”'dx,  f(az+b)”'{ex+f)~”'~^di,  f (ex+f)”'~^{ax^b)~^dx. 
Sctxt  man  im  ersten  ax-^hzzy^  so  bat  man: 


Wird  im  zweiten  Falle 


gesetzt,  woraus  sich: 


ergibt,  so  hat  man: 


ttx+b 

x = (^ 


(/o-e^ 
- (o-ey)« 


f/  Py^ifa-cbydy 

Jiax  + b)  (ex+n  dx=J!UJ  >^. 


Dieses  Integral  kann  immer  bestimmt  ein  ebenfalls  stets  zn  bestimmendes  In- 
werden, selbst  wenn  m ein  Bmcb  ist,  p 

denn  sei  tegral.  Denn  ist  m =-,  so  kann 

1 


so  kann  man 


setzten,  nnd  hat  dafür: 
a — ei^ 

wo  p nnd  y ganze  Zahlen  sind. 
Im  dritten  Falle  aber  setzt  man 
ex+/'=y. 


y“- l = zP-«, 


dy  = yz^~^ds 
gesetzt  werden. 

Die  Formeln  la,  Ila,  lila,  Ib,  üb, 
III  b gewinnen  noch  an  Anwendbarkeit, 
wenn  man  für 

X eine  Potenz  y* 

snbstitnirt.  Man  erhält  dann,  wenn  man 
andre  Exponenten  einführt,  nnd  diesel- 
ben der  beabsichtigten  Anwendung  ge- 
mäss positiv  oder  negativ  annimmt: 

m-f-l-w,  n «-P+1 


/.  m— 1 I andre  Exponenten  ein! 

_y ben  der  beabsichtigtei 

“(y~0+*^  mäss  positiv  oder  negs 

nc)  Jx  (ex  +rfäx  = 

_ A“-»  („"  +ff 

e(m4' l + «p)s/  ' 

inc)  Jx  (ex  +f)  = 

+ «("P  + !1=-”±I)  rx-”'+”(„’'+ffdx. 

f(m— I)  J 
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Id) 


+ 4)”  d*  = 

./  m— 1 


Ild) 


llld) 


AV" +4)P<ir 

•/  ' m+np+l 

r m »'  .V— Pj  i"*(aj:"+4)~l’'*' ^ 

J«  («  +6)  ''rfx  = - 

«— i^+n+1  P m,  n ^ —n+l 


Ii  dielen  sechs  Formeln  kann  man  im-  Jedoch  lässt  sich  leicht  eine  allgemei- 
mer  annebmen , dass  lii  und  n ganze  nero  Bedingung  daliir  geben,  in  welchem 
Zihlen  sind.  Falle  sich  dieser  Ausdruck  auf  eine  ganze 

p _r  „n  ..  Zahl  zurflekführen  lasse. 


Denn  wäre  «i  = — , n = — , so  führte 

9 » 

man  die  Substitution 


ein,  wodurch 


V 

X =y 


Setzt  man  nämlich  in 

y x"*(ax'*-f  4 )l’</jr, 


* = /*.  x»=/« 


also 


würde,  während 


so  wird : 


dx  = 9»y®*  ^ dy 

■ein  müsste. 

Du  Integral  nimmt  dann  eine  der 
nnprünglichen  ganz  ähnliche  Form  an, 

Bar  dus  statt  m und  » ganze  Exponen- 
ten erscheinen. 

Die  Grösse  p wird  im  Allgemeinen 
ein  Bruch  sein.  also  t 


ox  -f  4 = y, 


_ l(y-4)  « dy 

r 


dx  = - 


-+1 


J' r"*(ax"  -I-  4 dx  = — ^ 


ein  dem  gegebenen  ganz  ähnlicher  Ans-  eine  Bedingung,  unter  welcher  die  Ez- 
diuck,  in  welchem  der  Exponent  ron  ponenten  in  ganzzahlige  verwandelt  wer- 
eine  ganze  Zahl  ist,  wenn  m-|-l  den  können, 
ünreh  n theilbar  ist;  dies  ist  also  Han  kann  aber  auch  schreiben: 


yx’”(ax"-f  4)^dx= y« 

and  da  dieser  Ausdruck  dem  gegebenen 
ganz  analog  ist,  wenn  man  n mit  — n, 

■ mit  m + np  vertauscht,  so  ist  eine 
iwehe  Bedingung,  unter  welcher  die  Ex- 
ponenten ganzzaihlig ' werden,  die,  dass; 

■ + ap-l-l  dnreh  n theilbar  wird. 
Die  erste  Bedingung  zeigt,  dass  alle 

Integrale  von  der  Form : 


"‘  + "P(4x-"-|-o)Pd* 

/x"*-l(ox"-|-  tfdx 
sich  bestimmen  lassen,  p mag  eine  ganze 
Zahl  oder  ein  Bruch  sein,  die  zweite, 
dass  gleiches  bei  den  Integralen  ron  der 
Form: 

/j<i—P)-\ax”+ifdx 

stattiindet. 
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26)  Betrachten  wir  beispielsweise  die  _1_ 
beiden  Integrale:  ” 2’ 

_ m+np  + l = m. 

/Mt  3*  ”*//r  * 

^ ^ und  / — - - Da  m eine  ganze  Zahl  ist,  so  wird  sie 

y^l— j'  Kl— immer  durch  2 theilbar  sein,  wenn  m + 1 

wo  m eine  positive  ganze  Zahl  ist.  nicht  durch  2 theilbar  ist;  also  eine  nn- 

screr  Bedingungen  ist  stets  erfüllt. 

Das»  die  In,  Falle  de,  ersten  Integrals  findet 

wissenwir  schon,  sonst  ergäbe  SU h d.es  Anwendung, 

auch  aus  dem  Schlüsse  des  vorigen  Ab- 
Schnittes.  Es  ist  n&mlich  hier  n = 2,  Dieselbe  gibt: 

r x™dx  x’"- Vl^  m-l  rz”‘-^dx 

./  “ m m J y'i-x» 

Es  wird  der  Exponent  m um  zwei  Einheiten  vermindert.  Durch  fortgesetzte 
Anwendung  dieser  Formel  wird  man  also,  je  nachdem  m grade  oder  ungrade 
ist,  auf  eins  der  Integrale 

dx 

= arc  sin  (x) 


A 


oder  auf 


yi-x‘ 


geführt. 

Sonach  erhält  man: 

A.  wenn  m nngrado  ist: 


f'x"'dx  _ Yl—x’  I"  m — 1 — 3 . _m 

I-*  m-2  ■^(m-2)(m-4) 

.(m-l)(m-3)  21 

^(m— 2)(m— 4)  • • • iJ’ 

e 

[' 


Yf-x 

^ 

(m— 2)  (w— 4) 

B.  wenn  m grade  ist : 
m — 1 


rx"d^__^ 
^Yf^  ' 


. "*~1  .ja— 3 I ("»  — 1)("»~3)  m— 5 ■ 
+^2^  +(m-2)(m-4)"'  ^ 

3 


I (»»-l)("»-3)  •••31  ^ 

■'■(m-2)(m-4)  . . . 2J  (m-2)  (m-4)  • • • 2 

Im  aweiten Falle  findet  die  Eednctionsformcl  III c.  Anwendung.  Dieselbe  gibt: 

,-m+lyj^ 

Yl-x^ 


fA 

J H 


'dx 


VI- 


m— 1 


iz? 

,-lJ  Vl-X' 


Bei  wiederholter  Anwendung  gelangt 
man  znletit  entweder  auf 
dx 

r = arc  sin  x, 


M 


Im  letztem  Falle  seuen  wir: 

1 

y-7 


— X* 

wenn  m grade  ist,  oder  auf: 

/dx 

Ty^'' 

wenn  es  nngrade  ist. 


und  es  wird : 
dx 

xYV^ 


/; 


riL_ 

JYy'-^ 

>'iTT7f= 
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27)  Die  in  Abichnitt  25  (gegebene  Formel: 

/*««>  rf  lg  «I  = MD lg  M 

rahrt  auch  lu  bequemen  Reduetionaformeln  für  die  Integrale  der  trigonometri- 
schen Functionen,  deren  Berechnung  wir  ala  ansfuhrbar  schon  erkannt  haben. 


1 dabei  G Fälle  und 

setzen : 

I) 

M = ain  X*” , 

» = cos  x" 

U) 

«=  tgx'*'. 

t>::cos  X** 

III) 

m 

U3C08X  , 

*=  tgx" 

IV) 

n = 008  , 

B=.inx" 

V) 

«=:cotx”*, 

v=:Sin  x” 

VI) 

« = sin  x"^ , 

t»  =:  cot  X*. 

Es  ergibt  sich  in  jedem  der  6 Falle  bezOglich: 
»s-fl  «— 1 


n " — Ij  sin*"'co8x 

J;  Jtmx  cosx  dx=  — 


. ®*  /'•  m — 1 aq-l 

h-^sinx  cosx  ~ rfx, 


II) f ^iu  x’"+^coix"~’"-^dx  = 


■”  m r.  «— 1 

1-  - / »u  X 


I — 1 n— m — 1. 

cosx  rfx, 


in)  yiinx”  ~^co.x"~"~^rf,--!L"_^"<^°»^"~"  I "»  /;)„,"+ 

w w./ 

IV)  /siux"-»co.x'"+lrf.  = l*£f!^  + 

V)/s 


■coax*"  " Vx, 
!+l  m — 1 


rsinx"~*"-^en..’”  + ^X— 


r . n — Bl— 1 m— 1 , 

+ -Jsmx  cosx  rfx, 


IV)  ß 


-in--*””“!  »— Ij  sinx”*  -*coßx’* 

ßmx  coex  öx= 


m r 

•-  / 81B 

nJ 


, # . m— n— 1 rt-fl , 

+ - #81BX  C08X  rfx. 


Man  sicht  leicht,  wie  diese  Formeln  inr  Bedoction  der  Integrale  t 
- x"*  cos  x"rfx, 

/•^rfx,  - ‘ 

. J n • 


/ 


C08X 

cosx" 

sin  x™ 
rfx 


rfx. 


y»  nx 

m n ■ ' • ' 

sinx  cosx 

null  n ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Wir  wollen 
snw  üen  6 Formeln  durch  Verandontng  der  Exponenten  eine  ihrer  Anwendung 
gemssse  Gestalt  geben.  ® 

14 
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^ sin  **"  . «in  x"*  ^ m — 1 /'  sin  x"*  ^ j 

I»)  / <t*= 

cosx"  (n— l)cosx  ^ co«x 


m rt  «inx**  ^cnsx**"^^  . m — 1 

»inx  cosx  rfiz: — 


- + 


m + 


Ila)  y«i 

X ycos*"  j cosx""*"^  , m-n— 2/*  cosx" 

, ycosx"  . cosx"“^  « — 1 /■  co«x"“^  . 

(«-Dsinx»-!  ' 

V.)  r.in  x’"cosx"rfx  = ^’"^”"^^^°-i^— 4-  f .in  x' 

' ./  m4-n  m— «•' 


. »»—2  n , 

smx  cosx  ax, 


m »— 2j_ 
cos  X ax, 


/»sin  x"*  , sinx*"'*’^  . ti — m — 2y’sinx'"  j 

Via)  / rfx= -+ — / ;T“9‘“ 

cosx"  (n— l)co«x"  " cosx 

Wir  wollen  uns  noch  in  Via.  m negativ  denken , so  dass  «ich  die  Formel 
verwandelt  in: 

p dx  ^ m + w— 2^ 

./  «inx”*  cosx"  (n — 1)  sinx”*  ^cosx"  ^ ml  cosx 


Vlla) 


Ebenso  kann  in  lila,  n negativ  sein,  und  man  hat: 
dx 


/dx  _ — 1 ^ m4-w — 2 X 

sinx”*co«x"  (m — l)sinx"*  ^cosx"  ^ "*  ^x/sinx"*  ^cosx 


Ila.  aber  gibt,  wenn  man  n negativ  denkt: 


/’sinx”'  . 

IXa)  / dx=- 

J en.r" 


sin  X 


,m — 1 


m — 1 


II — 1 ~ m — n 


/ 


sin  X 


.«—2 


-dx. 


(m-^n)cosx' 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  geschieht  fftlirt  IVa  eine  gleichioitige  Venninde- 
nun  in  folgender  Weise,  rung  der  Exponenten  herbei,^  die  man 

Ijt  BDwendet , nachdem  man  mittels  III« 

r . m n.  den  Exponenten  des  Sinns  gleich  dem 

J sin  X cosx  dx  Cosius  oder  nur  um  eine  Einheit 

gegeben,  so  werden  mittels  Ila  und  Va,  yon  ihm  verschieden  gestaltet  hat. 
die  man  abwechselnd  anwendet,  die  Ex-  Endlich  dient  «ur  Rcduction  von 
ponenten  von  sinx  und  cösx  vermindert. 

Wird  ( 

/’sinx"*^  ./  sinx  cosx 

/ die  abwechselnde  Anwendung  der  For- 

mein  Vlla  und  Villa. 

gesucht,  so  wird  mittels  la  zugleich  der  Immer  gelangt  man  bei  diesen  Ver- 
Exponent  beider  Functionen  vermindert ; fahren  zuletzt  auf  eines  der  9 Integrale ; 
die  Fnnction,  welche  den  grossem  Ex- 

ponenten  hat,  dann  in  Bezog  auf  den  . ■'  . 

letztem  weiter  zu  vermindern,  kann  man  J eos  x ox  — sinx, 

sich  bezüglich  der  Formeln  Via  oder  _/" sinx  </x=  — cosx, 

IXa  bedienen.  welche  beiden  letztem  augenblicklich  aus 

den  Formeln : 

d sinx  = cosx  dx,  dcosx=  — sinxdx 
sich  ergeben. 


f- 


-</x 
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J' tmxcosxdx  71^  j'nta%edx  = 

/sinx,  /’rf(cotx) 

dx=—l  i=— Igcosx, 

C08X  J cot  X 

Pcoax  . rdUinx)  , . * 

/ rfx  = / = lg  nn  X, 

./  sin  X J Bin  x) 

f dx  r dx  1 — r (•ß*)  _ 1 

./  sinx  cosT  coix*  ‘ tg  x ~J  tgx  ~ ’ 


J tmx  J , 


X X 

‘■“2  ‘*•2 


= lßtg|. 


fjL.^r  =_  rl 

J cosx  J . (n  \ . 


Ö-') 


(|-x)  sinß-x) 


= - lg  tg(|  -|)  = lg  cot(2  - 1)  oder 
= lgtg(^+f).. 


Erwähnen  wir  schliesslich  noch  der  Integration  der  Fnnctionen : 

f sinnx^  cos^x^di,  f i\nax^  sinßx^dx,  S coiax^  cosßx^dx, 
wo  p and  g ganso  positive  Zahlen  sind. 

Auf  die  bequemste'  Weise  geschieht  diese  Quadratur,  indem  man  nach  be- 
kannten Sätsen  die  QrOssen 

sinwx^,  tinßx^,  cosorx^,  cotßx^ 
einzeln  in  Seihen  verwandelt  von  der  Form: 

A+B  sin  axH-C  sin2ax-(-i7  sin  3<ix+  •'  ■ 

A-+B  cosnx  + C cos2nx+D  cos3«x+  • • •, 
welche  bekannte  Coefficienten  haben,  und  immer  abbrechen,  wenn  p und  g ganze 
positive  Zahlen  sind,  ln  dieser  Weise  werden  die  Integrale  auf  Formen  gebracht, 
worin  sie  ans  Gliedern  folgender  Art  losammengesetzt  sind : 

y Bin  Ix  Bia  px  dx,  f Bia  Ix  coB  px  dx,  f toB  kx  cob  px  dx. 

Es  ist  aber: 

sinlx  8in/rx  = gcos(l— /i)x— icos(il-i-^)x, 
sin  Ix  eos/iX  = |.Bin  (l-t-/i)x-t-i  sin(I— /<)x, 

coslxcos/ix  = gcos  (I— ju)x-|-geo8(il-i-ju)x, 

and  durch  Einsetaen  dieser  Werthe  erhält  man  nur  noch  Ausdrücke  von  der 
form: 


/• 

/• 


sin  axilx  = cos  ax, 

a 


tot  axdx±  - sinox, 
a 
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28)  Itcductionsformeln  erleichtern  nur 
bisweilen  die  Rechnung,  wenn  cs  sich 
um  Uarstcllnng  eines  gegebenen  Inte- 
grals handelt. 

Da  dieselben  n&mlieh  das  letztere  durch 
ein  gleichartiges  darstcllen,  welches  wei- 
ter zu  reduciren  ist,  ao  wird  sich  dieses 
Verfahren  möglicher  Weise  sehr  oft  wie- 
derholen können. 

Im  Allgemeinen  würde  fiso  der  di- 
recten  Darstellung  der  Integrale  in  sol- 
chen Fallen  der  Vorzug  zu  geben  sein. 


Anders  ist  es  aber,  wenn  cs  sich  um 
die  Berechnung  von  Integralrerzeichnis- 
sen  handelt,  bei  welchen  die  gegebenen 
und  andere  Rcductionsformeln  sehr  gute 
Dienste  thun. 

Derglaichcn  Intcgralverzcichnisso  oder 
Integraltafcio  sind  unter  andern  Ton 
Meier  Hirsch  und  von  Minding  berechnet. 

Wir  können  hier  nur  eine  solche  im 
beschränkten  Urafniige  geben,  bei  wel- 
cher namentlich  die  zuerst  angeführte 
benutzt  ist 
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1 , X* 
■^2a‘  ®X 

4 rdc  4 rdx 

2a J X*  2o*./  X* 

Ln±.  Lu 

2a' J X*  2o‘ 

’ dx 
x‘X‘ 

1 

~ «jrX* 

ib  r dx  7c  rdx 
aj  xX‘  aJ  X* 

' dm 
x*X‘ 

\ 2ax* 

/104* 
\ o* 

?)y 

rfa:  35ÄC  ^ dx 

x3(*  2Ö»'  J 3F 

ix 

r 1 

4 /54* 

3c\  1 

1 1 

/204*  204c\  r dx 

i*X* 

L 3ax* 

■^■o’x*  Va* 

a*/  X 

Ü3^- 

\ a*  a'  /./  xX‘ 

/354*c  21c*\  r dx 

\ a*  a*  )J  xX* 

• dx 

-1 

U r dx 

5c  f 

• dx 

x‘X‘ 

“ 4ax*X 

* iaJ  x*X‘ 

2a. ß 

x»X*‘ 

Die  Tafeln  18  bit  26  laascn  lich  auch  ans  den  Reductionsfonneln  des  Ab- 
Khnitts  25  berleiten,  wenn  man  vorher: 

/ 4 \*  4*  , 4» 

a + 4x+cx*  = c(x+-)  4.a-_  = cy»+a-j^ 


>ctlt,  wo 


y=*+2^’ 

4 

*=y-2j. 

dz  = dy 


n ieuen  ist. 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  222  Quadratur  (analytische). 

Man  erhalt  aber  auch  direct  aus  der  Formel: 
f\kdc  «e  — fcdu 

durch  entsprechende  Wahl  der  Grössen  u und  r,  und  wenn  man 


, , n , 2n  „ 
a+ejr  +cx  =X 


setzt: 


J m m J 

Jijme  + 
m J 

r fnwl  . „/I  _ + l (w-2«)a 

J ■*  (n«+2/>n)c  (m+2pn)cJ 


(m—n+pn)b 
(m+2;>a)c  J • 


= fÜ4!+ 

i»+2pa  m+2pa.y 


m-f  2pn,ß 


J ma  ma  •/ 


(m  + 2w+a/H»)c  + 

ma  • a/ 


. p _ (2ac— A »)x”*— tex**  **  P+1 

“ (p+l)(6*-4ac)«a 


^ (p  + 1)  (t»  - W)  m.  / [kp  + l)(*»-4..c)-m(2ac  - t«)} 


+4c(2p«+3a+m)x"'*''' 


Aus  welchen  Formeln  sich  leicht  die  hier  entwickelten  ergeben ,•  wenn  man  a_l 
setzt. 


s 

|t=*- 

/I 


/•x*dx  _ 1 , V 

J X "34** 

/x*d*  X o /"if 

ir  “4  4 j X 

/x‘dx  fl  f£f 

"X  ' " 24  4 7 X 

rx'dx  X*  o „ 

7 TT  = 34“8v’«*- 
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m ■ 
X dx 


Sei  h4-4**  = X. 


/ 


/ 


•dx 

X 

2 / 

•dx 

X»  ■ 

3^X  + 

Sa./ 

X 

*xdx 

T*  - 

X»  . 

SaX'*' 

1 Pxdx 
ZaJ  X 

'x*dx 

1 V 

X»  ~ 

*J,»it 

X 

. 1 

/•dx 

X»  “ 

Six 

3i. 

/ X 

j*<£x 

x' 

, 2 

Pxdx 

X»  “ 

Six 

Si 

.1  ir 

x'dx 

a 

2 

IgX. 

X»  " 

3i»X 

^ Si» 

dx 


x"(o  + ix*) 


Sei  a + ix*  =X. 


lg_x  _)|_X_  ^ X* 

■ -3a  ~3a*X 


1_ 

ox 


ft  : 

J xX 
J x'X 

f~ 

J s‘X 

f-- 

J x»X 

/dx  1 . ^ I r xdx 

x*X~~T^^  IT' 


h fxdx 

'aJ  X 

ft 

2«x’  aj  X 

^ 

■ So**  Sa»  *^x» 


x'"(a+6x*)* 


Sei  a + ix*  =X. 


80)/- 
■ • , - x 

ft.  -J_  1 , £ 

J xX*  “ 8ax  “ SS*  **x* 
f dx  _ 

J ~ \ ox  Sa»  / X Sa»  J X 

f dx  ^ 

J J*I»  ~ V.  2ax»  6a»/ X Za*  J X 

r dx  / 1 2i  W ' 2i  X 

J x*X»  \ 3ax»  Sa»/X"t3a»  ‘*x»  ' - 

/Jf ,7i*x*\l  7i»  Pxdx 

X»x»  V 4ax*  ■*'ia»x  - Sa»  /X  ■^So»J  X’ 


. - .V 
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/dx. 

-X- 

Es  ist  X ein  Product  von  einfachen  oder  quadratischen  Factoren. 

/dx  _ 1 ^ J + n 

(i+ß)(i+;J)  - ß—u  ^ x + ß 

f = ßh.  ■«('+«-"*('+■>1 

J'  dx  1,1 


(x+n)(x+;9)> 
rdx 


{ß-<l){x  + ß) 


(j  — ay'^^x+ß 

+ _!L__  ig^ 


(;}— n)(x+«) 
dx 


f {x  + u){x  + ß) 

f "" 

r dx  -1  / 1 J_\  _ 2 x + g 

J (x4-«)*(x  + ^)’  “ (;J  — «)’  \x  + B x+ß)  (fi  — a)*  x ß 

(-if- + _£_')+  “+^  Igf±I‘ 

J (x+«)’ (x+;J)>  (ß  — uy\x+a^x-i^ßj^(_ß—uy  x+ß 

/x’rfx  _ “1  / ^ ’ *+« 

/ KW«?  = (Ä+ .-f.) + ■'<;« , , 

y (x+«)  (x+;J)  (x+y)  = 0J-«)(y-«)’^  (x+«)+(^_^Xy_;j) 

+ -, ^73 1 Jg  (»+)’) 

f r,XT^  = 'g(*+‘0- 

/ 


(ß—n)(y—ß) 


{a—y)(Jt—Y) 

lg 


(a—ßXy—ß) 

Y 


x*dx 


(x+o)  (x+/J)  (i+y)  (^  — n)(y  — a)  ^*+"^  + („ —ß){y— ß) 


(a—y)(ß~y) 

lg  (*+^) 


lg  (*+f) 


dx 


y (x+l)(x>+ox+ij  “ l’-al+i 

/xdx  _ 1 

(x+i)(x'-t-flx+i)  ~ 1’  — fll+Al 


^Ig 


+ 7 — ) ig(*+y) 

(«— w— r 


x’+ 0x4-4  ' X>-(-OX-f-i 


y 


x*dx 


(x+Y)(x'+ax+i) 


= lg(x+i)-i-i(A-oi)lg(x'-fax+4) 


-fKoU-a4-241)/^,^J 


/dx  _ 1 r r dx  r dx  -I 

(x’-|-o)(x’-<-4)  ~ b—al-J  x’-)-o  J x’-J-aJ 

/_  xdx 


(x’-Fo)(x»-(-4)  2(A  — o)  *x’-hA 
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r r r dx  r djT  i 

J (x' + fl) (i • + 6)  «— 4L**./x*  + o J x'  + b\ 

r dx  i_  r (x+t)»  r Jx  1 i 

J (x+/l)’ (x’ +«)  (i>  + a)*L  *^x*+«  ' ",/x*  + aJ  (t’+a) 


(i’+a)(x  + t) 


r xrfr  _ 1 fi-ij,  (i+OJ  „ I r rfx  1 i 

J (x  + t)*(x>  + a)  ~ (i’  + a)*  L 2 x'+B  ./ x’  + aJ  ^ (i*+a)(x+ii) 


f x’rfx  _ 1 r , , (x+i)>  , r «tx  n 

./  (x  + i)>(x*  + a)  “ (A»  + b)>  L x«  + n “^7x‘  + bJ 


r x><tr  _i>(l'  + 3a),  , , ,,,  , 

./  (x+i)>(x’  + a)  (t>+a)>  + 2(*»  + a)' 


(t'  + B)(x  + t) 


p ix  _ 1 

J -V"  (n-l)i.V"“‘ 


(i 

Allgemeinere  Formeln. 
32)  a + 6x  = A’. 


2aU  r 
^ + a)‘Jx 


dx  t» 

x'  + a (t’  + a)(x+X) 


»I  — I i m — 2 3 m — 3 

ax  a X a X 

+ : 


mb  (m  — 1)4«  ^(m  — 2)»*  (>a  — 3)4* 

a— I m — » + t 


+ 


(-1) 


n« 


(w  — 


n »nj  x\ 


(-l)"-'^„_,x’"-"+')|(-l)"A^(m-«  + l)a /— 


Ei  iit  hier  an  letzen: 


. m— i+l  . j j 1 

m— «— 1 • ' (m— 1)6 


/x”*  ix  r j m . m— 1 , . m—i  . m — .1  , 
-^  = |.4,x  -A,x  +/l,x  — + 


, — 1 . « — a+t 

(-1)  ,* 


**—2* 


«-H+I 


f‘^-[ 


, m— i+la  , . 1 

““  '**  = ^r:7r2 4 '*»-•’  '^•-(«-2)4‘ 

vl,x”-A.x’"-'+ A,x"---A,x"-'’+  • • 
{-!)"-*  A _ ^«-»+-r  -n«-' 


m — a+ 1 


(-1)"  A^_^  {m-n+\)af 


15 
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wo  Ag  ~ 


m— i + lo 
m — »—3  4 * ” 


1 

(*— 3)4‘ 


am  a m—  I , a tH ‘1  a fit 3 , 

A^x  — A^J  •¥  A,^x  — A^x  -h 


n—l 


J xP-' 

m — fl. 


(«-»  + 1)«  f 


m— 5 + 1 _ 1 

WO  Ag  ' — A - — . « \ « • 

• ffi— I— p + 1 * (m— 


r 


dx 


+ 


4* 


+ - 


4* 


ffl  «a  / «\  Hl““l  / r»\  / n\  3 m 3 / a\  4 IW  1 

X X (m“l)ox  (m— 2)a  x (m-3)a  x (m—4)a  x 


(-ir 


(-1)" 


■*«7 


/d»  _ r_fli -^1  I -d»  .d, 

I»  — 2 ~ I m — I m— 2 w — i m — 

X X •-  X X X X 

yl  — ”*  ~ *~1~^  * ^ 
m — 5 a 

/dx  _ r ^ 

m V*  I "* — • '» — 2 

X X *-x  X 


. m—  »+2  6 . . 1 

* m — 5 o * " ‘ (m-l)a 


+ 

X"  ■ X 

A 


ik_4. 

-3  m — 4 


a ^ — <4-34  - A ^ ^ 

W 0 A J ~ ' “ “ ' - J y 


ffl — $ a 

^ ^ ^ r t ^ -^1 -^4  I 

/ m I m — ! m — *i  m—3  w— *4^ 

./xA*-x  X X X 


(m— l)a* 


^ 1 
V«  fl—t 


<-  ‘)"-=e;rh  '^]  -h  » */“;■ 

XX  X A 

m — »+4  4 . ^ 1 


wn »T»  €/  - . _ 

WO  Ag  — ■ “*  IfA.-»  .,  -SN* 

' w— I a • * (m— l)a 


„ r ■^4 _l_  ~~ ■ [ 

m .^p  I m — I m — ‘i  m— 3 ^ 

X L X X X X 


•^1  ^4 


JXP 

m-«+p4  . 1 

wo  il,  = -— li  -^1  = iT-- 

' m— » n * ' m — l)r» 
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33)  a+ix’  = X. 

rji-  r_^.  < .A,-A 

J xP  LxP-‘  ^ XP“* 

-.=s=w 


A m — 3 
-i4,x 


1 A J IW— 7 

•tA^x 

m—  2«+3, 
la— 3*  • ■ * 


4-  • • • 


WO 


«.W  — 1 

(-«)"  ,(»  - 2»+l)  ^ . 

. _ (m-2r+3)a  . . 1 


_m  -3 

A 


m— 2«-j-3,  — 1 

l»-3* 

(-1)"^. 


• • • 


‘]i 

/«I— 2»  j 
"■ja 

«,rt  — (*" — 2f-r8)<i  . 1 

~ (m— 


“(la— 3)4‘ 


A — 7 j 

- i . . . 


m— 2a+3y  1 m -2a+l  1__L_ 

* ( * \^p-t 


„ m — 2«. 

(-1)" ^2«- 1(”— *"+'>“  / ^ 

f XP 

. _ m-2j+3  . 1 

" m-2i+3 ^‘-(m+l-2p')4‘ 


_di_  + ± 

1 in— 3 m — S “ 

X X 


:t 


j _ — 2a+3  6 j . 1 

* - .^^'2n^i^^7"-3-  ^.=  -(-;;rzi)-„- 
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/*  (ix 

m«.,  I m — I m— 3 m — 5 w — 7 

z A*  ^ X X X » X 


(-1)"-^  (.!)»-■  l 1 

— Jn-i  .1  ^ x”*~  ' J ^ 


. m — 2st  5 4. 

=;;rr2rnä^-‘-3’^‘=- 


_ r -<i 

/ or’-A«  ~Lx'"-' 


-<■ 


(»»  — l)a 


+ 

»«  — 3 m — 5 m — 

XXX 

A 


fr^+ 


(-l)"(m-2«+5)4  r 

./  Y I 


r-Jf—  = r_^i  +_di__  _d>_  , 

J x”xP  L.t''— ' x’"— ' ’ 


. m-2»  + 7 4 . . -1 


A,  A. 

.. 


_m  — '.’n  + J m — Jn+iJvP 


X' 

f - -T 

, m — 2s  + l+2pb  , , — 1 

m— 2*  1 1 rt  (m — l)a 

Auch  diese  Formeln  sind  durch  die  Reductionsfortneln  des  Abschnitts  25)  gegeben, 
ir.  Integrale  irrationaler  Functionen. 

^KI  Sei«  + i^  = A'. 

f-  =v- 

/■^J- =aJ^*-?''A«  + |a«X’-Ja>X  , 

/r*rfx  21 

VA”  =(iTA‘-3<i.V‘  + i,»rt»x>_2.i*X>+ 
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dx 


V(a+6x) 


2)  f~ü 

J X» 

7 iFY  - F^*gKä+ix)+Va’  **““  “ P“'“”'’ 

/äx  2 V(o+i») 

arc tg  wenn  a negativ  ut. 

Wir  setzen:  f - ü. 

J xVX 

/.TX  = " 


J i*Vx  ~ \ 3«*  ^ 


229  Quadralnr  (analytische). 
Sei  ii  + 6x=:X. 


54 

12a’x* 

8a*x/ 

. 74 

354  > 

24a>x> 

96a*x* 

s...+i.=x 


2 

iyx 


V.-y  \ 


i , 

^ - i ■>•  Ti-  ■- 


fJ^-. 

J yx* 

/fJ=(X+n)^-^  V 

• " 3 ‘ 

=aX*-«X.+3a'X+«*)p?y 
= (♦A-‘-|«X*+2a*X>-4«*X-„.)4i|x 
/yS  = (*X‘-y«X‘+2n«A*-Va*X>+5n‘A+a*)^ 


■•'-t 


j *‘VX*  V 3»r* 


1 

1 

354» 

354*\ 

3ax* 

' 12a*x> 

24a>x 

-8a*  / 

1 ^ 34 

214»  , 

1054» 

4«x*  ' 

8a*x* 

^»x»  ' 

64a‘x 

' -I 


315& 


'1)± 

•/VX 


3154* 


U . 


V 


yx‘  - ■ '6*yx 

» 'V- 

• 8ei<H-4x=X,  f-^=U.  i 

•'x"V(a+ix)*  J xyX 

/z-Si  = ^|x  + 1 

/<ix  / 1 34\  1 34  „ .2  \ 

x*yx*  “ { ox  wfx~^*^  v«i' ; y 

7 x‘VA*  “ ( 2ax«  4a>x  ■*■  4a*  / yx  ^ ^ e;->'X4.i.y 


'=A 

* ( 
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5)  _JLÜ^L_.  Sei  «+ij  = X. 
V(a+ix)* 


2_ 

' 3ix  yx 


/ 

/ 

/ 

/ 

/vx 


dx 

\K^ 

xHx  . - 2 

yx^  - ~(*+l‘’)6^Yyx 

fxT  = (^’+2«x^i<..)^-5^ 
* x*i/x 


=(tX‘-oX‘ +V«’-X*-10a*X*-5a‘A  -f  io*)  ^ 


6*xyx' 


«/■ 


i/x 


Sei 


x'"y(a  + 4x)‘ 

J i\X'  \3a^  a'/xyx^a* 


x^yx* 

\ ax 

3a*  a* 

dx 

( 1 

x^yx}  ~ 

V 2ax» 

+ 

4a  *x 

dx 

<'--L 

+ 

34 

x^yx*  ~ 

\ 3ox* 

4o*x«  " 

dx 

4_ 

114 

x»yx»  “ 

\ 4ax* 

24a«x« 

xyx 


4a‘  /XIX 
356*  105i‘x\  1 


1064* 
8a‘  /XyX  16a« 


yj_ 

/xyx 


u 


2314»  3854*  , 11554»x\  1 


32a’i»  64a‘x  ^ IGa«  64a*  / XyX 

11554* 

128a* 


7)  J'  x”*  y(a+4x)dx.  Sei  a+4x  = X. 

Jy^ 

f xyxdx  =(ix-j«)?^ 

J x«yx<lx  = ()x>-|aX  + *a>)H^ 

y x»yXdx  = (iX«-|aX«  + ia»X-ia«)^^]^ 
y x*yxdx  = (^VX*-4aX»  + fa»X’-Ja»X+ia*)?^^ 

yO  Y V Y 
x»yx<ix  = (i',X»— ,»,aX*  + Va’.X*  - «»a»  X«  +a*X-  Ja»)  = J ' 
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s„  J±p.v. 


/\xdx_  xyx  // 

X*  2ax^  4ax  Öa 

/ yji±-  (-J-  + 

./  X*  “ l 3<ix’  ^ 4<i'x>/  ' Sa’x^lüa* 

rvx±_  / ll  , _54 54^\  , 56«  KX 

J x‘  \ 4ox‘  24n«x>  32a«xV  ' 


„ _ 56« 

^ 64««x  laso«  ■ 


J'x"*  y{a-\-biydx.  Sei  e+6*=X. 

fn.. 

/ xVX'dx  =(|X-io)H^^ 

/OY’vX 

x«KX«d»  = ax*-l«x+ 
f x'YX'dx=  (,«iX*-i«X'  + )a«X-  5a«) 

/x‘VX«<tr  = (V,X‘-*aX>  + ia»X*-fa«X  + Ja‘)— 

f x>YX>äx  = (ljX>~f,aX‘  + \ia'X‘-^a‘X*+ia*X-ia‘ß^^ 


10)  sei  aH-6x  = X.  /^=.. 

/^^=(iX+a)2KX+a»f/ 

fVX'dx  _ X»)'X  36  r«fxVX» 

J X*  ~ ax  2aJ  x 

•l  X«  \ 2ax«  4a«x/  ’ So«*/  x 

f . j_ + _j_ + x«vx— ^ 

J X«  “ V ^ 3ax«  ^ 12a«x«  ^ 24a*x/  16a«  J x 

r 1^5!^  - / _ j_  4 i’ x«vx  ( r 

•Ix«  \ 4oi«  8o«x>  32a»x«  64a«x/  ' ‘ 128a«./ 


dxFX« 

X 
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11)  jz"'  K(a+6x)‘  dz.  Sei  a + bx=  X. 

f x’VX‘rfx  =(AX*-jaX+)a>;-^,^— 
fx>yX^dz  =(,‘,X'-*«X’ 
f x^yx'dx  =(VjX‘  - ,VX*+,',«’X’  - s«>x  ; 
y'x‘VX‘rfx=(AX*-iaX‘^{;-i’X>-)f«’X’  , J„*x-|«‘)~^ 

s,i  f^-v. 

= (iX’  + iaX^  o')2VX+o»l/ 

ryx'dx  _ x»yx  S6  fdxyx^ 

r I2L‘ * - J Y.i  Y fdxyx* 

fyx‘dx_(  1 b l'_W.vx  .5^  r-'^yx» 

J z'  \ 3<ix*  12a’x’  8a*x/  *^16a’*x  x 


L + _J_  + _*!_  + rd^‘ 

J X*  V 4ox*  24«’x*  5)6a*x’  64<i‘x/  x 

13)  f , «+ix  = X. 
na+bx) 


— - 3KX» 
2b 


P «X  __  - 

-/  f'x 

/f 

y'^  = (AX‘-,VX*+J«’X»- KX-i-i«*)?!^ 
y*^  = (iVX*-,‘,oX‘4  H«»X>-|a*X’  + a‘X-  ia‘)^^ 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  283  Quadratur  (analytische). 


»)/. 


'dx 


f'C'  + i*)’ 


Sei  n+bx-X. 


p dx  _ 3^ 

Jh'~  * 

/^=  ^ 

y*^=  (,<,X*-fa.X‘  + }<i*X-«‘)  ^ 


:’r 


h 

rx‘dx 


|oX*  + fn*X>  -o*X+n*) 


3\x 

A> 


= (T'rX‘-*«X‘+a*X*-“a*X*  + (a‘X-a*)' 


l 


6* 


15)  r . • 

J x"y(fl  + ijr) 

Vx— fa  2j6c  + f. 


Sei  «+4x=X. 


/•dt  1 r,  , yx—Ya  „„  2KX  + Val 

ir  *'ß-Tr^  + V3arctg-?— ^ 

•1  xf(x  Val-  Kx  y/afa  J 


1 

II 

_fx»_ 

ax 

b r dx 
xfx 

/ — • * .7  - 

' dx  j 

xl^"' 

k 2ax' 

^ 3a'x)  + 9a»  J 

*r  A ^ i ' 

* dx 

( 1 

74 

14i»)»/„.  144»  r*'.' 

i-vOt  ■ 

\ 8ox» 

‘ 18a»*» 

r 

27a»x/'^^  81o»J 

> dx 

( 1 

. _6t 

364»-  . 354»  \ ,354*  ^ 

**fx 

\ 4ax‘ 

' 18«*x» 

lOSa'x*  ' 81o‘x/  ^ ' 243a*  J 

■\ 


16) 


dx 


Sei  n+6x  = X. 


*”  Vt«  + i*)*  'V 

. . f[i  a ^ - 

'*  xfx*  Ko’*-  Y*  1^3  K«  ■' 

/dx  _ I^X  24  ^ dx  1 xh 

x*^x*  ^ «X  a-^xv'x*  - '■ 

r dx  / 1 , . 44  204*\>/^  404»/.  dx  ^ ''\ 

3ax»+9«>x»^27«‘x;''  81«*/  ' 

/.  dt  _/  1 , 114  114»  . 654»  \ ^ 1104* 

J “ A $w*  36«»x»  27«»x»  ■*■  81«‘x/  248o‘ 


• dx 

'fx* 


1 


15* 
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20)  S«ia+*x  = X. 

f f'x’rf«  _ __X^X2  + — f 
J x'*  ~ ax  3aJ  X 

rh^<^_{  1 , 2t  2*^  \ V 4A»  rVx'rfx 

J~7^~\  3«**^9«’**  2ia>xf  ' ^8U‘‘f  X 

fh'±  ( ^ I „."/y,  7ft»  r^XMx 

./  ,»  - \ 54a»*’  162o‘i/ 243»*^  i 

21)  A— ^ . Seio+4x’  = X. 

’ y{fk  + hx't 

“ IvÄ^r'’- 


wion  6 pofitir, 

*niD  4 negativ  iit. 


fw-” 

f dx  _ _£^ 

J yx*  “ «yx 
J yx*  \3aX^8a*/yx 


/— = 

J yx' 

J yx*  \7oX*^8Be’X* 


8 \_r_ 

^/yx 

16  \ X 

.7oX*  8Be’  X*  ■*■  36a*X  ■*■  36a*/  yx 


ir  ■*■  i5o»x  ■*■  15a*-/  yx 


/rä-“" 

Tü'i-I* 

J yx~  b 

r fVX_£  i; 
J yx~  2b  24 
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236  Quadratur  (analytiscdie). 


- (^2  ^ 2l\vx 

./  "VX  “ \3b  3iV  ' 

J VX  "V«  84*/'^ 

/ x>dx  _ /*•  _ 

J \X  ~ V54  154>  154*/ 


^84* 


23)  f- 


dx 


Sei  a + 4x’  = X. 


V((i  + 4*’)  — V« 


wenn  a positiv, 


wenn  n negativ  ist. 


J_,gi , 

J ryx  2K«  V(o+4*>)+Va 

i dx  1 / 

/ — = ,-7 arc  8CC  1x1/  — I» 

J x\X  V— a V y a / 

*•'  fm="- 


J x\X  ^ 

ydx  _ YX 

x’VX  " «IX 

_1  u 

x*Vx  2nx>  2o 

rj£--( L + JLUx 

Jr‘Vx“V  3ax'^3axf''^ 

rj^-( L+_i^'ivx+?^  u 

./  x*yx  ' 4«x*  8fl’x'/  8a* 


24)/ 


"rfx 


V(a  + 4x>)‘- 


Sei  rt+4x' 


=*■  ./w='' 


»vx 

^ 

4VX 

X 


/ 

/ 

/ 

/x»<tr  _ J_ 

VA*  “ \ 4 4>/VX 

/x*rfx  _ /■*’  3nx\  1 3a  , 

V^  ~ 24*/ yx  “ ^ 

rx»rfx  _ /x^_4ax*_8«^\  J_ 
./  V A*  " W 34  * 34*/  VA 


<<x 

VA*  ' 

xdx 

yx* " 

x*ir 

fX' 


wt  + l-" 
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»'/’-i 


dx 


x"(a+4*>)^ 


237  Quadratur  (analytische). 
8ei-a+4x>  = X, 


J xYX*  ~ a\X 

r dx  _ JL 

J x'  Y^>  ~ \ ax  n>/yX 

f_!!f  =(-  1 

J x»YX*  \ 2ai»  2aVyX  2o’  ‘ 

_ ( 1_  4.  JL  a.  1 

J x^YX*  V 3«x*  3a«r  3a*  / y.r 

f-^^—  = ( ?_  + _5^L  . 15^ W , 15^  V 

J x»YX*  \ 4«x‘ ^ 8a’x»  ^ 8a»  / yx  8a* 


\ 


*\  ■ "•  ' 
(■•  { C')' 


■.  • ^ 
A 

'N 

••.  V 


2«>/yfc.£öi-  S“  XS=^- 


x*dx 
KX*  “ 3aXYX 


4 ■=• 

- + -V-i^ 

8a’  ä/xyx 

I ' 

3«xyx 

xr* 


fjf__  /2^  iV_ii 
J yx*  -\8a’  ^ä/xvx 

f __ 

J yx»  ~" 


/X*dx  _ / X*  2a\  1 

fxi“\  b 36*/xyx 

r*‘^  - / 1 , 1 ,, 

JYX*~\  3b  4*/Xyx^S^ 

/* x*dr  _ (x*  , 4ox’  , 8a*)  1 

JyX‘~\4'*'  4»  ■*'34*/x7x 


\ l'ls 

4'^ 

_ 41''  + _ 

a8‘  *^I5  ^ att  •*;. 


27)  f - 


Sei 


' r . 

‘ /^="- 

4^— = •«.ti’jX'iy  y 

2ax’X  yx  ‘ T./  yx7  ^ - ,f/  f =‘»‘>^S  \ 

/*  *'  / 1 . 24)  1 . 84’  r rfx  /»*.  Ss)-  -\ 

- / ^ , _!4_\ _j_  + 3^  rj!f_  A 

•*  x»yX*  \ 4ax*  ^ 8e*x’/  xyx  ^ 8o*  ./ x^X*  ^‘V. 


X y(a+4x*)» 

./  xyx»  \3a  ^ a’  / X yx  f^  a» 

r <ir  _ 1 44  Tilx 

; J i’Vx*  ” oxxyx  a./yx» 

r **  _ 1 44  rdx 

•/  x*yx*  ~ "2ax’X  yx  ajfx* 
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fä.vx  + 

Uyx 

J'x’J^yx  = (^  — jjjr)  xYX 
f.-mx = (g  - ")  xvx  + ^fvxi, 

"■yi:^=yx+-K 

ri2^=_i£+w/ 

J X*  X 

ryxJx_ 

J "P“  " 2x*  ■*■  2 
QXife  _ xyx 
J X*  ~ 3ojt* 
fYXdz  _ xyx  tyx 

,/  X*  4«x*  8«**  8« 

* 

30)  Jx"Y(a+bx>)K  Bei  a+bx'  = l,  f ^=ü. 

fvx.^  =(|+|)«n+¥" 

/.KX.X.=iS 

/..yx.x,=  (g-^)x.KX 
/.•fx.t=(g-^)x.VX  + ^_/w*  , 
/..VS-J.=  (|l-g;  + 3^)j.VX 
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«r 

J JC*  ax  aJ  ' 

fYX'dx  _ _ X'YX  34  f\X*äx 
J x‘  ~ 2ox*  2aJ  X 

ryx'dx  ( 1 24  \ , 84«  r 

nj^=( l t_W.yx+3*’  rvx*d* 

J x‘  \ 4«‘  8a*i*;-*  —T~ 

32)  yx"  J'(a+4*‘)‘rfi.  Sei  a+4x»  = X,  y^zrü. 

/•«■^  =i;ii 

/.WJ.=  (i-g;  + ^)x.yx 

X ' 

^KZ  64  ryx'rfx 

J *•  ~ 2«x*  + SL/  ~rj“ 


_ 1 . 44  \ 

85**’~8a'x/ 

i'vx+^yVx'j* 

1_ 

84 

)x.yx^/i^ 

' 

4ax* 

8«’x*. 
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34)  r — . Sei  o+4i+ex'  = X,  4rte— = /- — = l>- 

■ y(«  + 4x  + rz’)"  ■ V(a-f- 4x  + cx*) 

t/=i  lg  [2ex  + 4+2Vcyx],  wenn  c positiv, 
yc 

IT  2ex+4  . 

— are  sin  wenn  c negativ  ist- 

V— c V(4’ — 4oc) 


f dx  _ 2(2rx  + 4) 

./  fx*  " ijJC 

r rfx  _ /_J_  2(2cx  +_4)  . , 

./  yx»  “ \3t-X  3i  V VX 

/rfx  _ ( _1  , 4>c  , 2-4*c>'y2(2rx  + 4) 

KX>  \5fx>  154’ X ' 15**  / yx  ■ ' 

1 , 6-4-c  , 2-4»c«  , 4‘c*'\  2(2cx  + 4) 

./  yx*  \7*X*  ■^354>X>  35*>X  yx 

36)  J\(a+lix+cx'*'^.  Sei  a+4x+cx’  = X,  4<ic— 4*=t, 

/yx.x=~4-±.  , " 

/ = (I  + iy  WX+ jgl  t/ 

= (ä^ + iw + 5w)  (2«+*)vx 

/vv.j  /'X*  74.V»  35t«.V  35**  „ 

+ 6^  + 6T4^  + 4^)  (2"  + *)VX  +2T4T7.  ' 

rw../  2*X*  ^ 21**X»  2U*X  , 63**  V„  , 

J VX‘Jx  = )(2ex+4)yx  + — t 


f—  = 

J yx 

/xdx  _ 

yx  - 

/x'dx  _ 

yx  “ 

/x‘dx  _ 

yx  ~ 

yx'dx  _ 

W~ 

f x*dx  _ 

J yx  ~ 


36)  / 


y(«+4x+cx»)' 


Sei  a+6x-)-cx’ =X,  J' 


II-^V 

e 2c 


{—  — — 2‘»\  tY  _ / ir 

\3Ö“l^”^8^  3?*/ \16c*  “4^1*' 

ff!  - 4-  ^ 1^1  vx 

Lic  24c«  8c«r  64c*  ■*■  48c’J 

,7  354*  15«4>  3«»\  ,, 

\128c*  Itic*  ■*■  8cV  ^ 

x*yx  _ ^ /'f^  _ ü rx*rfj 
5c  5cJ  yx  lOcJ  yx 
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^ f r-K(«+4x+«>y  «+t*+«*=x,  J^^=V. 


Quadratur  (analytische). 

dx 

W 


1 , 2a+tx-2VaVX 


wenn  a pogitir, 


rr  1 2«+4x  ...  ' 

^-yzri  arc  tg  2p(Z:^ya’  "*• 

/■*_,r I 61  /»■  a»\l1|,T  /M‘  31.\ 

J z‘YT  L 3ax*^12a*x’  VSS*  3«’/  x J'  \16n*  4aV 
r dz  _ r_  J_  U _ /36t«  _ 3c^\  J_  , _ 56tc\  1 1 

Jz‘yX~L  4«x*‘^24a«x»  VSba«  8a’/  x«  W*  48a«/xJ*' 

/ 35i‘  154«c  3c’\ 

\128a‘  16a>  8a’/  ^ 


i a+6x+cx’=X,  iac—b‘‘  = k,  = 

■.V 


38)  r * ^ 

^ J V(a+4x+ex«)> 
fit  _2(2cx  + 4) 

J KI«  “ Jk^X 

fzdz  _ 2(2a  + t*) 

J KI«  ~ tyx 

/'x’it_  (4ac-24«)x-2a4  , 1„ 

J Ki*~  c*KX  ■‘‘c 

/««^  X«  2a  C zix  _ 34  ^ x«<ix 

KI*  “ ^ “ TJ  ^ 2c.y  yx» 

J KI«  ~\2c  4e«  / yx  2c« J yx«  ^ \8c«  2ca/  yx« 


• > 


;\ 


74x»  , 

/354« 

1 1 

/35at« 

8a  «'t 

12c« 

V24c« 

3e«/  J 

1 yx 

\12c« 

3c«/. 

i V 


»> 


U' 

rfx 


Sei  a+4j  + cx’ 


\i6c«  4c’  /J  yx« 

'«•/iTi'"  \ 

l'v  \ 


’ y(a+*x+cx«)« 

•/  xyx«  “ayx  2a./  yx«  ^ a 

•/  X»yx«  \ ax^2a«/yx^\4a«  a/J  KX«  2a«  « • '• 


T 

] 


16 
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/—f—  - r 

*"A'.  “Ix"*-' 


A. 


A, 


m— 3 m — 5 m — 7 

X X , X 

(-1)"-^  ( , 1)"-  -1 1 
^ ^m-2n+ijx 


•'x  '"x’ 


m — 2»15i,  . 1 

wo  1 = - — öm  ^i  = - 


r Az  _ r A, 
/x“A«  -Lx’"-' 


I — 2»  1 1 o 

A.  A, 


(m— l)n 


m — i 


I — S m — : 

X 


— in  + 3 — Jn4~l  J X* 


(-l)"(«-2«+5)i  


. m— 2*  + 7 6 . A — 1 


_ r . ^i  A,  d>_  . 

p m-J  m-5  m-7 


, A,  , 1 

(_i)»--  — -jizi.  (-1)*- ' ^ _l_ 

j,m  — ?fl  + 3'  — 7n+iJ^p— I 

(-l)"(m-  -"-  • + V')  i f ’ 

J j.«  — -»_xP 

m— 2«  + l+2p6  . . — 1 

^3«- ' = --ii=2rrr'  0 ^-*-3-  ^ 

Auch  diese  Formeln  sind  durch  die  Reductionsfonneln  des  Abschnitts  25)  gegeben. 

II.  Integrale  irrationaler  Functionen. 

/”*  J 

S”  “+•'=■»■ 

/p  =1» 

fvi 


4* 


./'yy“  =(T’T'‘-?‘>-v‘+7fl>x*-2«'x»+ 
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dx 


229  Qoikdrnlur  (analytiBche). 
Sei  tt  + bx  = \. 


X V(»  + 4-t) 

V(n  + 4x)— Vo 

lgT-7 : ■ , , wenn  a posUir, 

*V(a  + 4x)+Vrt’  ^ ’ 

V(o+6x)  . . 

arc  lg  — wenn  a negativ  ist. 

a r “fl 


- L 
J xVX  ~ \a 

r dx  _ 

J zyx  ~ y-a 

Wir  setzen;  / = U. 

J xVX 

/.fx- 

L + JLUx+?^t; 

J z>YX  ~ \ 2ax’  ^ 4fl>x/ 

fJi.  = _L  + vx+^l/ 

J x‘VX  \ 3ax*  12a’x>  8a>i/  ' ^16o* 

./  x‘VX  \ 4ix*  ^ 


354’ 


24«*x*  96o*(T*  64a*x 


356* 


354« 

128o« 


/■  t =- 

J y.\* 


X_dx 
V(a  + 4x)> 


Sei  a+4x=X. 


~ =(X+«) 


y.\ 

J y .v 

Cz^ 

J V-V*" 

/'■" 


2_ 

b\X 


2 

4>yx 


=(iX>— 2aX— fl>) 


4*yx 


:aX*-aX»  + 3<i’X+a>)^“-y 


yx» 

/^  = (yA*-iaX*+2o»X»-4«*X-o‘) 

/z*dx 

y.v* 


4*yx 


(iX‘-yaX«  + 2«*X*-Va*X*+5o‘X+a*)^^- 


«>/■ 


dx 


x"*  y(a+4x)‘ 


Sei 


f. 


dx 

W‘ 


a\X 


dx 

/ 1 34\  1 

^ V 

x>yx*  ~ 

\ ox  a*/yX 

2o*  ^ 

dx 

( ^ 4. 

154*\  1 

, 154* 

x*yx*  ~ 

\ 2ox*  4a*x 

4o*  / yx 

dx 

/ 1 74 

354* 

354*\ 

x«yx*  “ 

V 3ox*  12a*x* 

24a»x 

8a«  / ' 

dz  i 

f ^4-3* 

214* 

1054’ 

x*yx*“  ’ 

l 4ox*  8a’x* 

32«»*x* 

64n*x 

J_  _ 35^ 

‘/yx  160« 

a>  ] yx  ^ 
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5) 


m I 

X dx 


Sei  a+6x  = X. 


V(a  + ijc)» 

f 2 

./  \X>  ~ 36.x  VX 

./  VX‘  “ ~^^+^“)a>xvx 

r x'dx  2 

/^^-.(X>  + 2aX-ia.)^-^ 

3o*A  + 1«‘)^.3 

/ * + 3»’-*’ +4«’^  - i«‘)  ilYv^ 

^ dx 

J pxi  =«x*-  aX‘  + Y»'X*-10a*X>-  5a‘J:  + Jo»)  ^ 


2 

‘xvx 


e)/* 

•'  j; 


Sei  a + ix 


= ^-  fl 


dx 

*Tx 


= 1/. 


x”V(a  + Ax)‘ 

J xyx‘  \3a  ^ a'  / X VX  ^ a* 
r dx  / 1 206  64>x\  1 54 

./  x*VX‘  “ V BX  3a>  B*/Xyx  2a*  ^ 

r_<l^  / 1 74  354  * 354»x\  1 354* 

./  x*>X‘  " \ 2ax>  ■*'4a*x'^  3a*  4a*  /XyX  8a* 


‘VX* 


1 

34 

1 _____ 

214* 

354* 

1054‘x) 

1 1 

1054* 

3ax* 

4a’x* 

8a*x 

2a‘ 

8a*  J 

'XVX 

16a* 

f dx  ( 1 114  334*  2314*  3854*  11556*x\  1 

./  x»VX*  - \ 4ax‘‘^24a*x*  32a*x*  64a‘x  16a*  ■*■  64a*  /XV 


XVX 

11554* 

128a* 


J X*"  V(a+4x)rfx.  Sei  a+4x  = X. 

/ xVXrfx  =(ix-ia)^ 
y x>VXrfx  = (|x*-|aX  + ia*)?^ 

f x*VXrfx  = (iX*-faX>  + ia*X-i«*)^^^ 

J'  x‘VXdx  = (^X‘-jBX*  + fa»X’-Ja*X  + ia‘)?^^ 

x»VXrfx  = (iVX»— i*,a.\‘  + 7a’.\*-7a*X*+B‘X- 
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4-  bx)  Hx 


Sei  a-^-hx 


Hx 

iyx 


= v. 


/ 


2YX  + aU 


x>  I 2 


r\xdx_  xyx  AKx  t» 

J x’  2ax’  4ax  8o 

f ( L + ^-tLv 

./  X*  V 3ax>  + 4a’x>r^'^^  8a’x  ^ 16a- 

r\J^±=( L + ^>>L\  xvx  + ■ 

J x‘  \ 4flx*  ^24a-x»  32a>xV  ' ^ 64a»x 


— — V. 
128a* 


9)  J'x”Y(a+bxydx.  Sei  a+4x  = J:. 

•J  Ob 

fxYX‘dx  =(|X-ia)H^^ 

f x>YX*dx=(iX*-iaX+ia')^^^ 

f x'YX'dx=  (.^x»-JaX'  + fo’X-  ia») 

y*x*Vx*<tx  = (T',X‘— *aX>+}a*X«  — 4a*X+|a‘)?^/’^ 

/x*Fx*<lx  = (*X‘-T*,oX*+H«*X*-Va*X*4-ta‘X-ia‘)?^l^ 


10)  f 


Y{a+bx)‘dx 


Sei  a+bx 


-■  fm-"- 


/YX‘dx 

~-  = (iX+a)2YX+a^U 
CYx'dx  x*)'x  3t  rdx^ 

J X*  - ax  '^2aJ  ~7~ 

J x‘  3ax*  ^ 12a*x*  ^ 24«*x/  Ü^J  ~T~ 

f = f i-  + _* t' bl_\  3t*  rdxVX*  ' 

j X*  V 4ax*  8a’x>  .32a*x*  64a‘x/  ' ''’*'l28a‘ ./ 
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11)  \{n^bxy  dz.  Sei  o+ix=X. 

r ,2x>vx 

j x^yx^dx  =(*X>-jaX+)«>)— ^ 

/.  2X’VX 

X • vx  ‘ dx  = ( AX  • -A«X  ’ ^ ia’X-  )« » ) -J~ 

r 2X*VX 

J x‘VX‘dx  =(VjX‘  - i‘soX*4  1*T«’X’  - Ja»X  t )«*)— — 

, ,,2X»VX 

x‘VX‘dx  =(VtX‘— iflX‘+(5'i’X’— (fn’X’  4 {«‘X  — y«*)— — 

J X 

= QX»  + i«X  i o’)2VX  faM/ 

ryx»dx  _ _ x»yx  5t  rdxyx» 

./  X*  ax  ‘idJ  X 

fVX'dx  /I  34  'V-.,  ,,  fdx\X' 

fyx^dx  _ / 1 4 ALW^yx^.^  rAJA! 

./  I*  “ \ 3ax»  12rt»x’  8a»x/  16a> ./  x 

/•yx‘dx_/  1 , t I *•  I U»yv 

J “^1 — - V“  4Si*  24a*x*  ■*■  9Öa*x’ ^ 64a‘x/  ' 128a*-»  x 

13)  / , «+6x  = X. 

V'(«+4x) 

^dx  sfx» 
r"'*  - ax 


>^x 

r*X*dx 


[•-JaX’  + ia  X-ia*)AA- 


y’^  = (T'.X»-i«X’  + i« 
y*'^  - (AX‘-,‘,aX‘  i Ha>X*-ia«X*  + a‘X-*a*)2^ 


= (V,X‘-A«X*  + ia’X«- J«^X+ia‘)H^ 
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14)  /- 


'dx 


p dz  _ af'x 

J l'x«  ^ 


/(n  + M’ 


Sei  n+4x  = X. 


r^=  (,',X»-}aX’  + ia>X-«>) 

J KX’ 


sVx 


y|^  = (Ax‘-|<.x«4-f-.’x>-«»x+«. 

= (TVX‘-*aX‘+o*X*-V«'X*  + J<i‘X-a‘)^^ 


.)3l 

> ki 


X 

*» 


15) 


J'  x**y’(a+ix) 

/•  <tx  1 Ti  1 Vx— V'a  2^X  + fol 

/-iT  =^|i'g-T-^+V3«rctg-I-T^ 

lyx  v^*-  yi  Väva  -■ 

r dx  rjf_ 

J - «X  sJ 

J 2ax ' + 3a'xJ  + 9aU 

IWk  ° 


Sei  a+ix  = X. 


+ 


+ 


. I ^•Uy.  I r‘‘ 

'^81a*x”  ^243a‘J 


74  144 > 

18«’x'  27«*x 

54  364>  , 354*\^^,  , 364 

18a>x*  106a*x 

dx 


16) 


x"  Vt«  + 4*)* 


Sei  a+iar  = X. 


ix 

= Mi  lg 

xVx* 

V'o’*- 

Fx 

FsF«  -■ 

dx 

i’K'x’ 

II 

1 

a l"^ 

’‘l4< 

1 

ib  p ix 

xvOc* 

dx 

= (--- 
V 2ax> 

^ dx 
x^X* 

• rfl 

*‘Kx* 

II 

. 44  204*  \ V 

■''9o»x«  9Ha*x1'‘ 

404»  p ix 
»i«!/  x^X' 

> ix 

x'^'x* 

1 

\ ?«x* 

114  114* 

36o>i*  27«*x* 

81«‘x/  ' ^ 243a‘^^ 

/»  aar 

1/X' 


15* 
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17)  J" x”^{a  + bx)<lx.  Sei  a+ix=X. 

fhäx 

fxhäx  = ^,K-ia^ 

f x*fxrfx  = (AX'-faX+l«>)^^ 

/x*v'x<1x  = (t',X>-/.«X>  + 
f x‘V'xrfx  = (,',X‘-AaX»  + KX>  -f«>X+ 
f ,.f^xrfx  = G',X‘-,V«X‘  + Uo’X>-«*X'  + )a*X-J<.*)^^ 

18)  y’x"  y'(a+  4x) ' dx.  Sei  a + *x  = X, 

fh^dx 

fxhdx  =(ix-*.)?^  ^ ' 

f x’V'x‘<fx=:(AX>-JaX  + 5a«)^^]^’ 
f x»^X’</x=:(AX>-TV<>X*+ia»X-Ja>)?^^ 

J'  x‘V'x*dx  = (,'jX‘-?aX*+^Sa’X*-KX  + la‘)?^J^ 

f *‘{^X>di  = (*X‘-AaX‘+)a*X’-Ha'X«+fa*X-ia‘)?^^ 


19)  / 


vk±*f) 


dx.  Sei  s+ftx  = X. 


/¥=*-%  , ■ 

r^xdx_  x^x  t r\xdx 

J j**  ffx  3ä*/  jr 

r^xdx_  ( 1 . M ■ M*  r^xdx 

J x‘  ~\  3ax*'^18a«**  27o«  X/  81a> 7 “i 

rVxdx  / 1 2t  5M  10f\ 

7 X*  ~ \ 4ax*  9a*x’  27a'x*  81a*x/  ' 243a*7  x 
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20)  /! 


Quadratur  (analytische). 


Sei  o+*x  = X. 


/yx‘<fa  2i  f fx’ifa 

J ttx  8«»^  X 

ry'x’rf*  _ / j_  . JL  _ vv'v. . 4**  rVx'd* 

3tfx*'^9o’*»  27o*x/  ~ 

/^X’dx_/_J_  _^_  74>  74*  \ A 74*  /'v'x’. 

./  X*  ■"  V 4«x‘^36o’x‘  54a*x»  162a‘x/ 243a‘*/  “IT 


21)  f- 

*f  \Jf 


dx 


-.  Sei  a+4x’  = X. 


V(o  + 4x’)" 

wenn  4 poeitir, 

fn^)  = y^i ““  i‘i~  9’ 

wens  4 nq^tiv  ist. 

r & X . 

J Vx*  “ oVx 

J Vx*  “ \3«x  ^3«VVX 

J VX’  \5oX’  löo’X  15«*’/  vx 
^ ^ 1 , t , 8 , W\_L 

./  Vx*  “ \7aX*‘*'36a’X’‘^36a'X  86«‘/Vx 


/*— - 
J VX 

f *dx  yx 

J vx“  4 

r xjü_  ^ ^ 

•/  Vx  " 24  24 


8‘>  «+**’=*• 
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236  Quadratur  (analytisdie). 


./  VX  “ \3A  36V  ' 

r Vx  + — V 
J vx  ■■\46  86*/'  ^86’ 

J Jx  ~\5b  156’  ^ 156*/  * 


23)  f- 


ds 


xY(n  + hx>) 


— . Sei  o + 6x’  =X. 


V(«+6*’)-V« 


wenn  a positiv, 


wenn  a negativ  ist. 


= V 


rj^-  -LigVM 

./  ryx  ~ 2Vö  ‘’V(o+6**)+Va 

( dz  1 / J-6\ 

I = ."T — arc  sec  1x1/  — I. 

J x\X  Y—a  V V o / 


Sei 


J zYx 


ydx 

xYX 

ydx  _ Vx 

x'\X  ~ ax 

f dx V2L_1  V 

J x‘VX  2(ix’  2o 

fj±_  -{ L + VX 

Jx*YX~\  3ax'^3a‘xr^ 

f -i  1 +_§*_\vx+^  V 

./  7^  " \ 4«x‘  ^ 8<i’xV  ^8a- 


24)/ 


x”dx 

V(a+6x>)*' 


Sei  a+6*>  = X,  J ^ = U 


dx  _ X 

VlK*  “ äyx 

xdx  1 

fx*  ~ “ 6VX 

x»dx  X 


f 
f 

f Yx'  ~ 6VX 

/x'dx  _ , 2a\  J_ 

VX*  “ V6  6-/VX 
P x*dx  _ /**  I 3rtx\  1 3(1  .. 

./  Vif*  “ ^26  ^1/ Vx  “ ^ 

fx'dx  (x*  4flx»  8a*\  1 
./  VX*  ■ w 36  * 36*/  VX 
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dx 


dx 


1 


Sei  n-f-4x’  = X, 


lx\X 


yx 


f.u 

r dx  _ 

Jz'VX‘~\  ax  n>/y; 

./  i'V-V* 
f _iz 
.1  x‘yT> 
r_äx__ 

J x>YX^ 


= (-o- 

34  \ 

1 34 

t/ 

\ 2ox’ 

2aV 

yx  2b’ 

_ ( 1 

44 

1 

~ \ 3ox* 

■^3a*x 

3a’  / y.V 

_ / 1_ 

54 

156>\ 

1 

154’ 

\ 4ox* 

■^8a’x 

’+8^r) 

yx 

Sa* 

26)  f 


^ dz 

V(<»+4x>)* 


Sei  o+6x*  = X. 


f^xxV. 
J vx 


/2Ax*  x\  1 
\3a’  ■*'a/3tyx 


/ _ ^ _ 2a\  1 

\ b 34*/  X yx 
\ 34  4»/Ayx^4> 


-(t 


^ ^ «t»  f 


4aj’ 

"4^ 


34*/xyx 


27) 


/ 


itx 


x’"y(o+4x>)‘ 


Sei  a+4x* 


f x\X~^‘ 


dx 

xVX» 

^ ^ 1 
X yx  ^ a’ 

1 

44  rdx 

JC*VX» 

~ axxyx 

■ aj  yx* 

dx 

1 

44  fdx 

x’yx* 

- 2ax’X  yx 

B./yx» 

<lx 

24\  1 

x‘  yx» 

\ 3ox* 

a’x/  X yx 

yx* 


f_£*_  _( L + 7*  \ 1 ,354^  r 

•/  **yX‘  \ 4a*‘ So'xV  xyx  ^ 8a’ ./X 


dx 

'7fT‘ 
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28)  !' dxY(a+hx').  Sei 

/-VX 

/'•*>'* = (si  - S)  + ffii/»'“" 


238  Quadratur  (analjrtisehe)., 
.*k.=x. 


356»  ■*■  1056* 


^^fäxVi.+bx^)  Sei 

j'yxjx 

= yx+«K 

r-^ 

= _ 0+6t/ 

X 

r-^ 

— lI  + iK 

2x»  2 

XVTC 
■ 3<ur* 

^Xrfi 

xyx  6yx  6»^ 

4«*‘  8ax»  8o 

^')xyx 

i a + bx>  = X,  J'^=V,  f jpf^=y- 


30)  ^x"V(o+6jt»)».  Sei  a+bx'  = \,  f ^=U. 

/.VX.X.=i^ 


L'dx 


/..KX.x.=  (f-;-i)x.yx 

/..KI.X.=  (g  - jg;) 

/.■n-x.=  (|i-^+355;)x.ra 


Digitized  by  Google 


QuadnUor  (analytische).  289  Quadratur  (analytische). 

rvx'jx  _ _ x«yx  ^ fYjc'dx 

J X*  Üax*  %ij  X 

/YX'dz  / 1 24  \ 84*  /• 

fyj^  = ( l LA  x^YX4.^'  rKX'rfx 

J x‘  \ 4ox‘  8a«W^  ~T~ 

32)  j'x’'  y(a-Yhx*y  dx.  Sei  a+4x*  = X,  J'—-V. 

/''«■■^= (i®  - fe) 

/'■«•■^=(Ä-Sp+Äsi)*‘f^ 

33J  rKo+4x^  8eiu+4*«=X, 

•/'  *yx 

fyi'Jf.  - _^VX  54  /'VX»rfx 

X*  ■ atx*  ^ — T“ 

/VX‘iir  / 1 44  \ 84’  /• 

fyA'±=( 1 34^W.VX+15*’  P*’*'* 

I *‘  V 4««‘  —T~ 


74 

xX’VX  u 

84 

84. 

2a  \ 

lä!“ 

634’/ 

i^- 

3ax  '\ 

\104 

■804’/ 
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«)/; 


dx 


V'(rt-4*fcx4*rx*) 


. Sei  fl  + fcx+cx'=X,  4ne^l/^  — k'y  j 

' V(« 


dx 


-=l'. 


V(rt+Ax  + cx*) 


//=~lg[2rx4-Ä+2VcVX],  wenn  c positiv, 
f ® 

ir  “1  2cJ-  + 6 . 

('  = ; arr  8in  r — r.  wenn  c negativ  ist- 

V— e y(//’— 4oc) 


dx 

YX 

dx 

yx^ 


= u 

_ 2(2r*  + h) 
~ ityx 


J 
J 

r ‘‘i  - 4.  .§1')  2(2ct + k) 

./  Kx»  “ \3<:x  aitv  Vx 

-/.l  4*e  2-4*c»\2(2rx  + fc) 

yx’  \5jtx»  15t* X 15**/  yx 

f dx  _ / 1 6-4-c  2.4*C*  4»c*\2(2cx  + t) 

./  yx»  \7*X* ‘^35i*X*  35*«X  35t*/  yx 

36)  Jvia  + bx  + cx')“.  Sei  a + 6x+cx»  = X,  4<ic-4»=t,  f 

fvxi, 

/kx.-.  = (,1  + ^ + jg;,)  (S»+Wx  e 


/■— 

J yx 

/xdx 

yx 

/x’dx 

yx 

/x‘dx 

yx 

/x'dx 

w 


“>  /k.+I+»-)-  “ •+‘'+“'=’'.  /Ä="- 


= u 


Yl-^v 

e 2c 


/’£!  _ 4-  ^ VT  - ^ t’ 

\3o  12c' 8c»  3c»/ Vl6c»  4c»/*' 


/364» 

3a) 

i 356» 

55a4T 

\96c»  ‘ 

' 8c»J 

''  64c* 

■*■  48cJ 

yx*dx  _ **yx  4a  P x*dx  96  P x‘dx 

JX  ~ “5^  J yx  ~ JÖiJ 


, / 354*  15«t>  , 3a»\  „ 

M28c*  16c»  ■*■  8c>/  *■ 
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dx 


37) 


/ 


T*"  V (a  + 6x+cj’)' 


Sei 


241  Quadratur  (analytische). 
-+tx+cx.  = X, 


v=~^, 


1 , 2a+4x-2KaVX 


wenn  a poiitir, 


1 2«+ix  . . 

'6  2K^<,)VX’  *“‘- 

f^=U 

JxYx 

r±__  _ r 1 , 6t  /54»  2c  \ 1-1  /5i«  34e\ 

Ji'YX~l  3ax*‘^12a*x’  V§^  3a'/  x J'  Vl6n»  4aV 

r ix  _ r_  J , _74_  _ /36t»  _ /35t  ■ 55tc\11 

J x‘\X  L 4ax*  24a’x*  \9ba*  8a»/  x’  \64a*  48a*/xJ' 


^ \128a‘ 


15t»c 

16a»  ■^8a» 


8a»/ 


”>/i 


W»  j 

X ax 


f 

f 

f 

f 


dx 

yT 

xix 

YX>' 

x'dx 
VI*  • 
x‘Jx 

VI* 


V(a4-4x+fx»)* 
2(2cx  + 1) 

2(2a  + tx) 


Sei  a+4x+cx»  = X,  Uc-b'>  = k,  J' ^=V 


e 


k\X 

(4ac— 2t»)x— 2at 

dtyx“ 

X*  2a  r xdx  W P x»</x 

Tyx  ~ TJ  VI*  “ 2^7  VI» 
rx'dx  _(x^_  5^\  j_  ^ . (15^  _?f'v 

J VI*  " l2c  4c»  / VI  2c'7  >1*  ''  8c»  2c/J  VI’ 

fx^dx 

J VI* 


fx‘  7tx» 

/35t» 

^“'ix»  1 

1 

/35at» 

8a»\ 

Lsc  12c» 

\24c' 

“3i^r  j 

VI 

V 12e» 

3cV. 

VI* 

_ _ i^'v 

\16c>  4c»  )J  VI* 


39) 


f? 


Sei  « + 6i  + fx’=X; 


'Y{a+bx+cx*y 

j *VI*  ayx  2aJ  VI'  » 

r-i*- = (- 1 + 3*.)  J_  + (3*!  _ 2f\ /■J^L  _ 3*  t/ 

•/  x*VX*  V ax^2a>/VI  V4a»  a/7  VI*  2a» 


’ J xYX'~  ■ 


16 
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r dx  / 1 54  154»  3c  \ 1 /1.56’  VM>e\  f dx 

J x'yX'~\  2a/->  4<i’r  8a’  2«’/ Vx  Vlfla’  '4a‘)J  FX’ 


+ 

/154* 

\'S^~ 

V 

2a*/ 

■ dx 

r 1 74  /33b*  4c\ia54»  154c-] 

j 1 

x‘VX>  ~ 

L 3ax‘  12a*x*  \24a*  3a*/  x IGa*  4a*  J 

/33b'  n54»c  8c>\  r dx 

\32a‘  24a*  3a') J VX*  ~ ’ 

lyx 

|'3.54* 

Uca* 

4a*  / 

* dx 

1 94  P dx  3c  p dx 

~ 4or*  yx  ~ J^yX*  ~ 4äJ  V X* 

x*VA»  ~ 

fW  • 

r(ä  + 4x+c. »•)»••  Sei  « + 4r  + cr»  = .v,  4ac-4’=t. 

r dx  /I  8c\2(2cj  + 4) 

./  yX*  ~ \3kx'*'  3k'}  >'.v 

/xdz  _ 1 b p dx 

VX*  ■ ~3^X  1^  ~ fX* 

/x'dx  ( X 4 \ 1 /4*  rt\^rfjr 

\ ^ 12^^/  ÄTx  VS?*  Tc)J  VX* 

/ ^2^1-1-  — -—  2a  \ 1 / 4«  3a4\  f dx 

VX*“\  c 4c*'''24c»  3c»/ XVX  \16c>  iF^A/ VX* 

/x'dx  _ 1 r x'dx  a / x'dx  b P x'dx 

V X*  ~ cJ  V^  ~ c J VX^*  “ cJ  Vx"* 

/x'dx  _ x'  4a  /* x'dx  54  /* x'dx 

VX»  “ cx vx  ~~J  V X*  ~ aJ  vx* 


">/; 


dx 


Sei  «+6j  + cx* 


=^/i 


*VX 


rj±.  .(±+i)±-ir2±.-±r-i^-  + Li, 

J ^VX*  “ V3ax  ^ o»/  V-'^  2aJ  VX*  2a>./  VX*  a* 

/dx  _ 1 3b  r dx  4c  r dx 

x»VX*  ~ oxX’VX  iaJ  xVX*  a./  VX* 

/dx  / ^ _7^\  1 /33b'  5c\  r dx  7bc  r dx 

x*VX*  " \ 2ax»  4a»x/  XyX  V8a*  2a) J xVX*  a'  ./  yx  * 

/dx  r 1 34  /214»  2c\  1 1 1 

x‘VX*  ~ L 3ax»'^4a*x*  Ua»  a*/xJ  xVX 

/1054»  354c\  r dx  /214»c  8c»\  rdx 

\lGo*  4o»/Jxyx»  \ 2a*  a'JJyx' 

/dx  _ _ 1 _ m r dx  _ ^ 

x*VX*  “ 4ax*XVX  SaJx'yK'  4oJx*V'X* 
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^\f  x"  djc\{a+hr.-\-cx').  Sei  a + 6x+«*=:,V,  = 

fyxäx  u 

J 4c  öc 

f.tXJx  =i^-i./yxJx 

/ '■1'«*=  fe  - + (Si  - ä/ 

/ x'fXV,=(|;  - ^ - ife)  XfX  - (^  - 1!)  ßxä. 

JOX  rK“+i-'  + e*’)<*-'  /rfx  .,  rdx 

tö)J  — . Sc.  a+hx+cx‘^X,  Jyj^  = U,  J ^=V. 

pj^=yx+aV+^-U 


/'-^= 

-(ä*6)yx-(^- 

2-)»^ 

S 

ryxdx 

( l_  + .^Uyx 

_r/5ü._ 

e ' 

\l 

J ~x~- 

V 4«4:‘ ^ 24o«f*/  ' 

L\32«’ 

‘85. 

+ f^- 

^\64o* 

--V-1 

16o»/  X J 

Yx- 

/ 54* 
U28o* 

34>c 

16«’ 

*£)''■ 

J'x”*Y(a-\-bx+cx')*dx.  Sei 

a-fix+cx*: 

=x, 

4«c— 6’  = 

* 7 

’Ä-- 

fyx^jx 

\ 

f lyx^dx 

-^-Lfyx- 

/,Tx.i..(i-g^)x.yx  + {2^-l)fyx-4. 

f-yx-y^i -^,*^.-£i)x-yx-{§^- ^)fyx‘  y. 

f-yx-‘\£  - !?£->  (S  - 

*i^.-’£.y£y)fyx-y 
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45)  y*  a+hx^cx^zzXt 


rf-g 

m 

= (f +“) +I/''«' 


fY^'dx  x'vx  M ryx‘dx  ic  r 

./  X*  ax  2a  J x aj 


.V*  dx 


m- = € * DP-.-  * %fy-- 


r 

KX'rfz 

/6*c 

8c*\ 

V16a* 

Aa')J 

X 

\6a* 

3aV 

* ( 

' i>  c 

_l_  . - 

U-i 

fJl_ 

3ic\ 

4a  j* 

8a’i*  ' 

.32a*  ^ 8a> 

^64a‘ 

■l6o*/ 

/ 3i‘ 

36>c 

3c’\  r\X>dx  , 

/*>c 

34c’ \ 

\128o* 

16o*  ■*■ 

8a*7./ 

07 

\16a*  ■ 

" ia‘) 

46)  j X*  \{a-\  bx+cz'Y  dx.  Sei  a+ijt+M*  = X,  4ac— 6*  = *, 

= " 

fn‘i.  =(Ä  + S+inii)»“+‘i''^+iw'' 

/..yx.j,  .{^-j^)x.vx  + ^-±)/y.vM, 

= (S  - s - - efe)  - g:*:  - 


r .VV.J  -F'*  13Ax’  /1436>  3«  \ 143J»  ^ 451ai  1 

J x\X  dx  + (^2880^,  jjoejj*  -t  loosoc'j  ' 

- +!£)/«- 
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A-r,  /'K(a  + ix+cx’)»rf*  „ , , , , , ^ 

^*)  / • Sei  <i“|-6x+cx*  = X, 

m 

y _ x-re  ^ & r . 

* OX  2a./  X o.y 

1 36  \ /156*  .5c\  /-VX*  rfx  ^ 96c  . 

ri^  = r 1 ^ . iiuixnx 

f X‘  L 3«X»  12a>x>  V8a*'*'3aVxJ  ' 

, /56>  I56c\  ryx^dx  ^m>e  ^sen  r^_. . 

+ 1^)J  -V-  + Uii-  + 7>  1/’'^  '^ 

ryx'dx x*yx  6 ryx*dx  3c  ryx'dx 

J x‘  4ax‘  8o./  X*  ittj  X* 


48)  f- 

J {, 


dx 


’»+px)  y(,a+hx) 


. Sei  u-yßx—V,  a+6x=F,  ba—aß  — k. 


f 


dx 

i?VK 
2 


= w. 


’ßy 


weDD  |!  und  k gleiche  Vorzeichen  haben,  wo  das  obere  Zeichen  zu  nehmen  iat, 
wenn  lie  poaitir,  da.  untere,  wenn  sie  negatir  aind; 

IV—  1 1 [6n— 2a/9— 6(}x4-2V(— ;96c)] 

V ’ 


wenn  ß und  * ungleiche  Vorzeichen  haben. 

fl 
fl 


dx 

IV 

uyv  ~ 

dx 

kU  2*”^ 

r7yp  = 

dx 

(jlyy- 

( — — 1-  ) yy+ —w 

\2kU^  ^ ik'Uf*  ^8k’ 

dx 

/ 1 56 

56»  \ 56* 

~ 

V3*f/*  126’t/' 

dx 

/ 1 76 

356’  356*  ' 

\4*t-‘  24it*t'‘ 

96t«  t/>  646*  r. 

356* 


Die  in  Abschnitt  25  gegebenen  Bednctionaformeln  liegen  diesen  Entwiclte- 
Inngen  II.  I bis  48  zu  Grunde. 
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Allgemeinere  Formeln. 

4!l)  a^hx=X. 

m(m — 1)  m(m  — l)(m— 2) 

~iT2~’  T-2~3 


-P+9 


m — 2 ,.2 


m , / v’"  V 

/•  j:  f/j-  _ / A m , a A 

Y ~ '»m— 

X 1 

(-ly 

/ 


1 «pfi 

m,a*  A 


qm — p qtn — p — q qm — p-^2q 


,m— J m — J 


-(-!)" 


JT  A Idjr 


-O'-s«) 

/ X’" 

\9»i  + /;  + « 


Zl (-1)'"-“.  --  I 

-(p-2v)  ^ -0*-v)' 


vW— I — 3 1 ^ 

m,r(A  , in,rt*A  , 

..  r Tz~T~z  m i 


+ qtni-p  qm  + p—q  qm-^p — 2q 

1 


m .n  A m ,a  v 

(-1)’"“'  -----* 

P+39  P+2?  ' ■'  /i  + 9'j"*+l 


rU.Ve 

_!./»'  . m -i- 


•f+' 


_ /_ii_  _ _ 

m— 2 m— 3 

* j: 


r = y_i‘-  . 

/ £ l >n-l 

z”'\l  ^ 


■d  , -d  , 

. j-.»»— I m—i  n,  w — 1>  1 

^ ' z'  ^ ’ X f r 


.V  1 


_ (qm+p-tq)i  ^ . _ 1 

* {m  — s)qa  »— I’  ‘ (tn— l)o' 


xXi, 


P X 9dx  _ / A I A^  ^ Af  , , i , 

r>  ' ' jr  / ' q z 


(-1) 


A 

• _ I m- 


. _ (jm-p-»?)*  , ^ _ 1 

WO  A»  — — , . il« jj  2a  • — - i\* 

• («— ,)«a  ^ ' ‘ (m-l)a 


f-£ 

''  xXi 


2!_2  ?-3 

(j)  — q)aXi  (p—2q)a’Xi  (p — 3q)a'Xi 


n — — ! — i , — " 

/ XUz  _ qxi  qaXl  qa'Xi 9a*  -X  e 

•'  X ~ p p — q ^ P — 29  p — 3? 


.,--2 


(p  — »9)a*  X*  xX  » 

£-3 


»-1  Y o 

qa  X 9 

p_(.  — 1)9~  + " •'  * 


1 j' dxX  r *. 


/X  Vxd!r  m j ■ j »» — • a 

— - ^{A^x  — A|X  -f  A^x  —A^x  4-  . • • 

(-1)"-^  (-l)"“'  (-1)" 


3aX 


m— I rdzyz 


_ , _ (2m— »)a  ^ _ 1 

(2m-2n-.)4  " ’ “(2m— 2«+3)6' 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  247  Quadratur  (analytische). 


J xP\(„  + ßr)  \xf-'  \f--  XP 


XP—i 

A A 


+ ,«r) 


„0-2.  + D^  _.  1 

2(p-j)it  I)*’ 

k = nß  — bn. 


X2 


50)  Sei  <i-t  4j’  = X. 
j”£±^[A,.”'-'-A,x”-\A,x”'— 

(_1)P--  + - -P+ ']  A-  -5+‘ 

^ m— 2», 

1 


A* 


. ("• — 2»  + l)o  . . 


(m — n-t-l)4’ 


_ r ^ 

“■  —I  m — 3 m — 5 


/•_?!_  = r^j_ 

I • I m — I 


X 2”^* 


^m  — •-■p  + j'  ^n»  — '.ip+lj 

-l)»’-'(m  + «-2p  + l)4A  f—^—, 

J ^m-7pjl 
1 


l- 


/ 


j _ m + a— 2«  — 1)4  ^ ^ 

"*-■»+ 1 - ^ 

x"  X2rfx  =[^, 


I«— I X m — J , a m — 5 

—iljX  -i~  A^x_  — .... 


(-If-'A^  A„  ,*"-2P+'lx“»+‘ 

•P  •*  -P~'  J 

(_l)P(„_2p  + l)  4,p_,  /'^«-3p  xlir, 
_ (w-  2i41)  a 1 

(m+n-2»i  1)4  ‘“(m4-a+l)4' 


f}^±  = r _^-i_  _ _!?i_  + 

•'  w I m — 1 m — J m— 5 

X ■-  X X X 


A, 

m — ?p  + J 


_ (*_«_2,_l)4,  . _ 1 

wo  ^7,+,-  -(“^2.-i)a  ^2*-" 
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r - r . ^”-1  . ^ 1 ^ 

J liÜ*  “ Lx"~'  ^ V"--  ^ v"-3^  ^ "Jv 


« — * ^ 

- (2« -2.-i)o^‘- ' ’ ‘ “ (2«-l)o- 


/xdx  1 

X"  (n— 1)26A“  “ ' 

r ^+* 

J X i <ljr=(i4,X"+>4,A"~'+i4,A"  • • • • 


. (2»  — 2»+3)a.  _ 1 

2«-2f+l  "*'~2«+2' 


/ 


xdxX"  = ^ 


«+i 


(«  + 1)26 


f X i dx  ( , aX"  ' a’x"  • 

•'  I “ ''2«t1  2«— 1 ^ 2»— 3 + • • • • 

«-3  3 a"-'X'  n+l  fdx 

+ —^—+-j-+j)\X+a  J^. 

r = r ^ 1 ^ ^-  . . . . 

/ L(2«-1)«.V"~'  (2«-3)a’x"~^  (2«-5)a*X"“® 

3o"“^X  a'J 


/ 


51)  01+6**  = X. 


m — 1 . m — 3 , . m — 3 . 

X X dl  =(yl,»  —A^x  +A,x  + 


( - 1)P  ^ ' (-1)'’+'  A^x” -P)X 

(-  1)P+ W l-  P+l)oA^fx”-P 


_ (2»»+«— 25+4)  a 1 

(m+n-5+2)26  ‘“(m+«+l)6‘ 


• rxi^f  ^ 

x”  U"  x"-'  x"-* 


(_ (_i/- ' -I=LJ\  X * " ' 


m — p + 2 


" — P + 


(-l)P  '(««-"— p—l)i-<j,_,  J'- 

_ ^ _ (m—«— 5— 1)26  j j _ 2 

• ~ (2i»-n-25-2)« - 1 ’ - (2i»-n-2)« ' 


,m — j» 
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■'  Xi  ' 

-P+' (_1)P  X 

^ (2w-it-2s+4)a  ^ 1 

* (m  n— *+2)26  ' ’ ‘ (b,_«+1)a' 

r— ^ = f—  - — — + -X-+  • * • 

J m i-x"  x"-'  x”  - x"- ’ 

(_1)P-^J*P-|  (_i)P-'_^^]  x‘?+‘ 

^m  — p+j  ' 

(_i)P— r , 


X» 


+;  p _ -dg 

.r  L 


(«+H— »-1)26 
* (2m-fa — 2»— 2)a  * 


* j -^y 

- *— 3 «-5  ' w-f 

X«  X~^  X~^ 

»—1 


Yx 

__  X _ ("~2»+2)46  . . 1 

^-'  + ' -(Tl2.  + 1)-^^-«-'’  ^*  = - (»_2)a>’ 
l/=a+26x. 


52)  Sei  a+6x+cx*  = X,  4flc — 6’=it. 

xP 

M+l  m + 1- 


g_/x«+'  xP-'rfx-AP£- /x"+^  xP-'dx. 


/x*xPrfx  = 

A"  ("-!)<»  rx"'~-xPdx 

J («+2/»+l)c  (m+2p+l)c./  * * 


(m+2;a  + l)c.7 


p**rfx  _ 


m — I 


X**  (m -2p+l)cxP~‘  ("•  — 2p-H) 


_ (w— l)a  '«fa 

I (m  — 2p+l)c7  jjp 


(fft— ;»)A 

(m  — 2p+l)c,l 


V p6  rxP^  '<tx  2^  r xP  'rfx 

x"  " (m-l)x’"  -*  "-l-'  U 

r."  XP  , 2po  f m 


pi__  r 

m+2p-t-l./ 


x”‘-+'x'’-'di. 


16» 
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/ 


X^dx 


Xf 2pa 

f o i\  w — f m— 2p“ 

(m— 2/; — l)x  ^ 


_ r xj^2±. 

t ./ 


ph 


xP-'dx 


m — 2p— 1./  — 1 

r xPdx  _ 

J x” 

xP+‘  {m-p-2)b  rxP dx 

{m—2p-2i)cp  xP  dx 

/ ,x  m — 1 (m  — l)aj  m — 1 

(m  — l)flx  ' ' X 

(m  — l)rt  J — j’ 

p dx  _ 

1 (m+p—2)br 

• rfx 

J x”  X''  " 

(».-I)a’"-'XP-'  (''-1)«./ 

^m-T^ 

(m+2/i  — 3)c^  dx 

(m-1)  a J x"~*x»' 

p dx 

2fx-fi  1 (2p  — 3)2c^  </x 

^ " (7 

-\)kxP-'  (p-i)*./  xP-'‘ 

_ J.  4.  4-  . . . . 

1 - " V 
J X* 

n-3  + ■ -5  ' 1.-7^ 

X 2 X S X 2 

A 

tt 

X“^2 


V -l  M V 2(2r.r  f A)  o f 

»— 2r  tt  M— 2p  t 1 VY  / !L_  ’ 

:~2  X 2 ' / X2  ’’ 


X 2 

(n  — 2»-!  l)4c 


2J+  t - 


(n— 2»)  k 


■^2«— li  -^i- 


(«-2;f 


dx  _ / A^  Aj  , 

“I  n-3  «-5  ' »-7 


^ Xi"  'X: 


X 2 X 2 


^„_4  , ^n_2\2(2«  + i)  . „ , Cdx 

+ ~X~) yx + J -T, 


X> 


x?” 


fxidx={A, 


(n  — 2»  + l)4c  1 

wo  .4,,+  , - = 

w-2f*43 

* + -3^  2 

2l,p_ , X~|-)(2rr^  b)]  X+’^f+\ A.,^_ , /*  X2-'rfx, 

, (n  — 2j+4)*  , ^ 1 

wo  ^2»— I = ?n~r^7T5TT;"^2»— 3.  -^1  = 


(»+l)2c 


(h— 2«4  3)4o 

^ n « — 1 »—3  11—5 

./  X^dx  = (A,X^  +/1,X'2~  .... 

3*  .4  , /■ 

+ ><„_iX*  + ^„_,X)  (2fj+i)  VX  + ~J  } Xdx. 


xdx 


g\ 

/ 

./  y2 


X«  (r.-2>-X? 


. ' (n— 2«+4)t  ^ j _ 1 

wo  - („_2,^.3)4/2»-3.  ^‘=(„4.i)2c 

1 4 

' 2c7 
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/„ 

/-%.'= [ 


itr_  1 b „dx 

i"  ~ j iZ?  ? 

xX*  (a-2)aX  * xX  2 X2 

dx 

“S^l 
xX  2 


1 


(2»-l)oX"~'  (2»-3)o»x"~- 


(2n-5)a*X 


n — 3 


+ 


6a"~’x- 


3o"“'x 


-1  — 

i 2»fi  ~ ^ jiTzt  ~ 2^  r — . • . . 

'*»2  *'X2  *^X2 

^ d* ^ 4.  i /L^_ 

-l/.^  !.■/  ,J 


b „ dx 

X 2 


2.+1 


/XT~  rfj;  r X 
~ Lq,  , 


^»  — 2 


,«-3 


aX"  ' a’X"  ' «*X" 

2«  + l 2«-l  ■*■  2a-3  2«-s 


a—'^jr  a"-’  X . 
5 ■*'  3 

2n-5 


■"] 


+a\  yx 


I 2«'-l  I 2m — 3 *» 

+ -iy^  x~^  f vy^  dx+  • • • • 

,-Jp/  A + 

UI.  Integrale  transcendenter  Functionen. 

1)  ^s\n  ff ^ dtf,  ~ ' 

= — CO«  !/• 

y"iin  <f’dff.  = «in  <f  cos 

^ iiDif‘dff=( — |siny’ — })cosy. 

J'  üatf*d<f  — ( — j sin  ^ «in  ff)  cos  y +|y 
J'siaifSdff  zz^ — ^ «in  ff  * — -^«im^^ — j«j)co«^  . 

2)  y®®*  t”*  dl/- 

J"  cot  ff  dff  — «in  ff, 

J'  cotff  S dff  Bin  ff  cos  ff -^~^<f 

J'  co»i/*i/</.  = (Jco«>/’-|-})«iny 
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J cos.,‘d,f=H  cos  '/‘+{  co«y)  sin 
J cos  </  = (i  cos  7 * cos  7 • +y‘j)  sin  y . 


3)  j's'nuff’  cosy  ^dy. 


/».  1 «+l 

nn  tf  cos  y oy  = — cos  y 

, 1 . n-j- 1 

cos  y sin  y rfy  = — ^ sin  y ' 

j*  siny  * cosyrfy  ^ sin  y * 

j*  sin  y*  cos  y *</y  = ^ sin  y » cos  y — j sin  y cos  y 

J*  siny*  cosy*(/y  = ^siny*  cosy  *+l^iny*cosy  >dy  ' 

J"  sin y ’ cos  y ‘dy  = ( ‘ cos  y ‘ cos  y • -t-,  5 ,)  sin  y • 

^ sin  y * cos  ifd'f  — ‘ sin  y ‘ 

^ siny ' cosy  >dy  =(lsiny  * — ts®'"7  * — A)<^08  7 
j'  siny  *cosy  *dy  =(^cosy  ’+.,>j)8iny  * 

J'  siny  * cos  y ‘dy  = | siny  * cos  y • — • cosy  *dy 
J'  sin  y ‘ cos  y dy  = j sin  y * 

y sin y ‘ cos y«dy=(i siny»  — l',  sin  y » - ®'°  7 ) cos '/  +t's7 

J'  siny  * cosy  »d</  =(|  cosy  »-j-^j) siny  ‘ 
y sin  y • cos  y dy.  = ] sin  y »•  - . 

y siny  * cosy  ’dy  = 1 siny»  cos  y + ysiny  »dy 
y*  sin  y » cos  y »dy  = (I  cos  y ’ +j  j)  siny». 


4) 

^ Bin</ 


sm 

r dy  ^ 

J siny* 

J siny»  2siny»^-^‘^2 

/'Ä= 


2 
cot  y 
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COS'f 


J COIIf* 


2 cos  7 


r 

= (4^^  + 8^^)  ‘«'8  (i  + I). 


6)  f —1^7 

J coi  ff  ' 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


CO%tf 

d*f  = — lg  cos  y 

*,  = -»in7+lglg(^+  1) 

sin  7 ’ 

A/ ^ JgC08  7 

siny*  sin  7^ 


sin  7 
cos  7 
sin  7 • 
cos  7 
sin  7 ® 
cos  7 
sin 
cos  7 
siny  ® 
cos  7 


— lg  cos  7. 


COS7 


di^. 


CO87  , , . 

— : — — äfi  =lg  sin  7. 
sin  7 ' 

cos  7 * , ,7 

-^d,=C08  7+Igtg^ 

cos  7»  cos  7*  . 

<<7.  =— jji-+IgBin7 
1107  ^2 

co§7‘  . coa7’  , , 7 

-^rf7  = — +co.7+lgtg^ 

cos  fl*  . cos  7*  cos  7*  , 

» — _ L _L  ■ * ■ _l_1r*atn 


/ 

/ 


./  COS  7* 


sin  7 , 1 

— <#7  = — = sec  7 

CO87*  ^ CO87  ' 

sin  7*  , 

d<f  = tg  7—7 

COS7*  ^ ' ' 
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sin  o* 

cos  7*  ' ^ 

sin  er  * 1 

r</'/=(— )sray*+)sin</) 

COiy  ’ ' ' I T ■ j r/  COS  71  ' 

^ , d</=( — isin^.*  — Jsiny’+I) — i — . 

CO87*  ' ' * ’ * ' *'C08  7 


9) 

./  am«’  ’ 


COfl  7 , 1 

-: — 2-  rfy  = : 

sin^r*  61071 

cos»*  , 

— i—  dtf  — cot«  —g* 
sing*  ' * ^ 


f 
f 

yC08  7*  . 

-^^7  = -smy-oosecy 

/ 

/ 


Sing. 

J /I  >1  X 1 

=(4cosg*  — i CO87)  

Bing»  ' ^ * "sing 

COS»*  1 

Biny’  ^ sin7 


■Ir 


10) 

./  COB7* 


f J!i£!L<,„=  _i_ 

./  COS  7 * 2 COS  7 * 

/*  «In  «,*  1 


,n. 


i^7  = (-.iu7'  + { sin  7)  J Igtg  g + I) 

--°'^yd7  = (— Jsin7*+1)  — ^ + 2 lg  cos  7, 

COS  7’  ' ' ' ' cos 7* 

/C08 « , _ 1 

sing*  2 sin  7» 

/;  ■ 
p. 
p 


sing 
cos  7 


sin  g 
cosg 


COS  g 


2sin7’ 

= - 2i^ 

d7  = (cos  7 • — i cos  7 ) — { I«  ‘g; 

r 0 cos  7 ‘ - 1)  - 2 lg  sin  7 . 


r = (i  cos  If*  ~ 1)  -■■■^  - 
./  sin  7'  T T / jiny  i 
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12) 

«/  COB©*  ‘ 


J C08^*  ^ 3cos:p* 

y*8in©’  , 

r »in  ®*  , 1 

./  CO»^*  T V r »■'  COS!f* 

/sino*  , 

/»ins*  j 

■ — ^ </?=(-  8in9‘+48ina>  — I) 

a>S5‘  T »''costji« 


/ 


13) 

•J  8ini}.‘  ' 


CO»  !p 


rfs  = ^ 

* 3sin^» 


sin 

+ 2)  li^V 

/CO»?*  I 

-5^rfip=-'C0t?*+C0t<p  + cp 

rf;p  = (C08  tp — 4 CO»  o ’ 4- 1)  _i_. 

»m;p*  c ' T T T^8/gi„  j 


/ 


CO»ip‘  ' 


4c08  ®* 


M) 

•/  C08!p‘  ^ 

- i '8‘e  (I  + 1) 

r + |igtg(^  + |) 


/ 

/"»ins*  , . 1 


COS  © * ^ » O T 


/ 


cos  <p‘ 

»ins* 

- 1 ‘g  ? * “ 1 *6  ? ’ - lg  CO»  tp. 


f ”»?  j„- i„ 

•/  ttn^*  ’ . 4sm 

/COi  O * 1 ea 

-^dT  = (-*0O8?*-*CO8tp)—  _*lgtg|. 


15)  f 

./  Bin©*  ^ 


■ V 1 s ■.  TI 


:-t, 

■ 35' 
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'iSrF+<  * 

r r2iS_rfQ  = — lcota*+)cotö’  + lg«iii  <f. 

./  Bin:p* 


IG) 


r tL 

./  n 

Mtn  ffl  r 


n fl 

Rin^  C08  0 


cos 


lg  tg? 


/ 

d'f 

- 1 + 

lgtg-| 

sin  cp  cos  cp* 

cos  cp 

/ 

</cp 

1 

+ lg  tg  ? 

sin^  cos  cp* 

~ 2 cos  rf  ‘ 

r 

ifcp 

1 

+ -^  + 

.1 

sin  cp  cos  cp* 

~ 3 cos  (f  • 

cos  cp 

r 

cf  cp 

1 

+ 1 

J 

sin  cp  cos  cp* 

~ 4 cos  tf‘ 

2 cos  cp* 

’ 2 

ir 


• 4 COS  C COS 

— = + lg  tg 

sm  ^ \ 4 2 / 

— =— 2cot2.p  . 


j — |C0t2f 

sm^p  costf-* 


Ssin 

sintp’  co8^  ./ sin^* 
2cos2v  , j..  . 
^-S¥2^«+2ig‘g? 

1 1 


t »in  <f‘ 
1 


sin'.p 


^ — j — Jcot2;f 
3cos'.p  Bintf* 

1 1.1. 

r-^  - . - + V ) — + V lg  'g  |- 

1 Bin  ip*  8 »in  o’  / cos^  .2 

;en  liegen  die  Bednctionsformcin  des  Absclinittes 


27)  zn 
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17)  J (p"  linfd'f. 

J'f  sin  ifdy  = — co8<p+a^"  * ain  ^p+n(n— lltp**  'coa^ 

— «(«  — l)(a— 2);p"  ^ ain;p— »(«— l)(n— 2)(a— 3)®**”*  coa  .•• 

f coa  ip  + ain  y 

J'tf’tiu  <f,dif^  ~'p’  co*y +2y  aio  <p-f  2coa  <f 

— ;p*ooa!f+3y*  ain<p+6f  coa^— 6ain^ 

Ji‘§ia  fd<f=  — ;p*coa;p+4y’  ain  !p  + 12sp ’ coa  ;p  — 24y  ain;p— §4coa^ 

Jf'tia<fd<f=  — ij>‘coa;(>+5^*ain  tp+20!f*  coaip— 60^*  ain  tp  - 120p  coa  <p  + 120ainp 

18)  ß“  coa  !fd(f. 

^p'coaprfpsp"  atn  p4-ap"  * coa  p — »(«  — l)p"~*ainp 

— »(«  — 1)  (« — 2)p"~*coap+  ••• 

J'fCOifdif  =painp-fcoap 

yp<ooapdp  = p*ainp4-2pcoap — 2ainp 

j p*  coa  pdp  z=  p*  ain  p+3p*  coa  p —6p  ain  p — 6coa  p 

y*p*coapdp  = p*amp+4p*  coap  — 12p’ ainp  — 24pcoap+24ainp 

Jp*  coa  pdp  = p » ain  p+6p‘ coa  p - 20p  • sin  p - 60p»  ros  p -f  120p  cos  p + 120  sin  p 

w) 

X itt  eiDd  beliebige  algebraische  Fnnction,  ^ irgend  ein  Arena  von  *.  ^ 

yXarcainxdr=nrcsin 

Jxuecoixdx=  arccos 

fxm  tgxdx  = arctgz  J'xdx— y^/5^ 

y*X  arc  cot  xdx  = arc  coixj'xdx  +J' 

Einzelne  Fülle; 

/arc  sin  xdz=x  arc  sin« — 

J Wl-*’) 


r xt  . j X 
J I trcain  «dz  = 


.w+1 


t+lJ  Vd-»*) 


m+l 


arcainz 

pjj~^  = i(»rcsinz)« 


17 
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20)  J X\g  Z"  dx. 

X und  Z sind  algebraische  Functionen  von  x. 

/r  pdzrxdx 

X\g%dx-=\glJ  Xdx-J 


y*  wi  -f-  ^ / 1 \ 

x’"lgrdx  = ^(lgx-;;^) 

J VrtÄ“'"'“(»+iT6 1 v—‘' 


»—2 


!'  Xlgi"t/x  = X,lgx"  — nXjlgx"  ' +n(n— l)X,lgx' 

+n(n—  1)  (n— 2)  X,  Igx' 

/ m-f-i  / 2 2»1  \ 

Xx X>x 

iigx"*“  (n-l)lgx"-'  (5-l)(«-2)lgx"-- 


M — 3 


(h— 1)  (n — 2)  (n — 3)  lg  X 


«— ® — 1 


(rt_l)  (rt-2) . . • (n-J-1)  lg  x" 

+ (n-l)(«-2)-(n-i-l)J._  n— *— 1’ 


X'  = X"  = X"'=  \ 

dx  * dx  ' dx 


/x”"dx  X 

1«  « ^ /.a_: 


I 


(m+1) 


ffl+  ! 


Igx"  («-l)(«-2)lgx"  ' 


(m  + l)’x’"+' 


(m  + 1) 


(„_l)(«_2)(«-3)lgx 


n — 1 


(n-l)(n-2)--2-l  Igx 

(m  + 1)"-^  Tx^rfx 

■^(„_i)(„_2)---2-i-y  Igx 


r*”*<ix  x“+'  ,,  .,,fx”'dx 

.1  Ü7^= li^ 
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/‘füif  - _ (m+J^  rx”  dx 

j Igx'  ~ 2lgx>  2-1  Igx  2-1  J Igx 

r x"^  dx  _ f'  dy 

J lex  \eu 


m^L  I 

wenn  yrx  ^ ist. 


ja  Xdz. 


mj. 

.... 

J Iga  Iga’  Igo*  Igo*  ’ 


wo  A"-'*^'  A'"-*'^" 

wo  A A A _ — 


yo'Vrfx  = o“'x,-o*X,lgo+o*X,lgo’ — .... 

wo  X^=fXdi,  X,=/X,rfx,  X,=fX^dx 

f 


ü^dz  = — 
lg  a 


/X  X 

x.xaa 

xa  dx  = . , r 

Iga  Iga* 

/,  X Ä*x*  2xa®  2a* 
laa  Ixa*  Ifa* 


Iga  Iga*  Iga* 

, X.  *•«*  3*v  . 3.2*0*  3-2.0* 

*“^=  ^ — +-WV*-- 


A - - 

.*  Igo  Igo*  ^ Igo 

r «*i/*  o*  P dx 

J^=-T+W  — 

f a^dx  o*  Iga  Igo’  ^ o*rfr 

J ~ 2-1*  2T  J ~ir 


Igo* 


22)  J'  e”*Bin  x^dx.  j'  e*'*coix"dx. 

/(IX.  «,  _ e“*sinx"~ '(«»'“* -«“>»»)  . /"  ox...»-t  j 

e iin  X ox  = — + -q— — ; / e sin  xdx 

«*+n*  «*  + n*.y 

/ar  II.  e'^co8x”~  Vocosx  + (tsinx)  . h(»— 1)  P 
«^cos*  o*  = — 5 h -r-, — i / < 

/ox  . . e“*(«sin  X — cos  x) 

' sinxd*  = -^-qri ^ 


(•"*C08"“'-X(/X 


/ox  . » . e”*sin  x(o  sin  * — 2 cos*)  1"2  ax 

t 8in»’dx  = + -/— . I .l^  * 

n’-|-4  o(«’+4) 

r ax  . e***sin**  (osinx— 3cosx)  , 2.3*"*(osinx— cos*) 

Je  sinx*dx  = - + —( 


17* 
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J e^^cos  xdx  = 

J'  e‘‘^coax*dx  = 

^ e^^coa  T*dxx: 


«“*(«  CO«  X + «in  r) 

«’  + l 

e”*  cos z (« cos X + 2 sin x)  1-2  «x 
«•+4  «(r’4-4) 

cosx*  («cosx  + 3sinx)  , 2 •3e*'‘*'(a  cosx  + sinx) 
(«>+1)(«’T9~ 


23J  W»4-^cos-j)rfy 
J (fl  + 6cOS'i)" 


/: 


(a-|-6  cos'^) 

(a+/Jcog<f)</^  _ (<i^— i«)8in^ 


(a  + 6co8(f)"  (h  — 1)  (a*  — i*)  (a  + Ä C08'.p)"  * 

1 /■[(>!— — bß  + (w  — 2)  {aß  — btt)  cos  y]  rfy 


(d  6 C08 


n — I 


/ 

/-* 

/■— 

a/  ll  + a 


^9  1 6+acoscp 

• — arc  CO« 7 , 

a+o  COS9  y(a*— ft*)  a+6co89 

wenn  b kleiner  als  a, 

- 1 ft-fgcos  9 + V(&*  — g*)«in9 

a-\-b  CO89  y{b' — g*)  ^ 0 + 60089  * 

wenn  6 grosser  als  g ist. 

1 . 9 

— s — tg— 

a+a  costp  u 2 

/«Ifsiutp  1 , , . . . 

— PI — = — i-lg(a+Äco»o) 
a+b  coB  ;p  A ® ‘ 

/dif  CO«  <i>  _ 2 “ /*  rfy 

a+Acoaip  ~A  bJ  o + Aco«:p 

<<'■?  _ 1 /— *»i°?  . a r \ 

(a+Acos^)>  ~ a' — A’Va-f-icos^  J a + Aco«^/ 


J 

/cos  <p  dtp  _ 1 / asin  y ^ O d<p  \ 

(a+Acosa>)>  ~ a’ — A’ \o4-A  costp  J a+Aco«®/ 


29)  Integration  durch  Reihen. 

Die  Darstellung  eines  Integrals  in  der 
Gestalt  schon  bekannter  algebraischer  oder 
transcendentcr  Functionen  gelingt  natOr- 
lich  nicht  in  allen  Fallen,  und  was  na- 
mentlich die  Quadratnren  algebraischer 
Functionen  anbetrifft,  «o  lassen  sich  die- 
selben im  Allgemeinen  nnr  dann  in  der 
angegebenen  Formdarstellen,  wenn  darin 
nnr  eine  Wurzel  rorhanden  ist,  die  den 
zweiten  Grad  nicht  überschreitet,  und  eine 
ganze  Function  der  Unbekannten  von 
einem  ebenfalls  nicht  hoherm  Grade  als 
dem  zweiten  enthUt.  Von  transcenden- 
ten  Functionen  sind  ebenfalls  die  mei- 


sten nicht  in  dieser  Weise  darstellbar. 
Z.  B.  bei  den  oft  vorkommenden  Inte- 
gralen: 


ist  dieses  der  Fall. 


Man  kann  aber  in  jedem  Falle  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  in 
eine  nnendiiehe  Reihe  entwickeln,  und 
die  letztere  integriren,  wodurch  man  das 
Integral  ebenfalls  in  Form  einer  unend- 
lichen Reihe  erhUt,  die  auch  im  Allge- 
meinen dann  convergiren  wird,  wenn  die 
erste  Reihe  converp'rt. 


Digitizcd  by  Googte 


Quadratur  (analytische).'  261  Quadratur  (analytische). 

Ist  Dimlich; 

/'(*)  = Vi(*)+7»(*)+7  •(•*)+  • • • +'/■«(»)  + 7',  W 
eioe  aolche  convergirende  Eatwicklung  von  f{x)  und  der  Beat,  der  sich 

also  mit  wacbaendem  n der  Null  ukhort,  ao  wird  auch  aein : 

tt  u ^ u •'  « 

...+/’  y,(x)dx-|-/  H’Jjc)Ax 


snd  der  Best 


i*? 

t# 

•X  n 


wird  mit  wach- 


lendem  n vers.cbwinden,  wenn  das  Ar- 
gument 0,(x)  innerhalb  der  Grenzen  der 
luegration,  alau  xwiachen  a nnd  ß ver- 
tcharindet,  „somit  wird  die  Entwicklnng 
fix  f f(x)dx  also  ronvergiren,  wenn  die 
Entwicklnng  von  f{x)  ^ alle  Wcrthc 
ron  a xwiachen  « und  ß convergirt.“ 
Et  iat  hier  xoranageaetat,  daat  « nnd  ß 
reell  tind,  und  der  Weg  der  Integration 
tach  nur  durch  reelle  Werthe  ron  x 
geht.  „Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  ao 
awat  die  Entwicklung  von  f(x)  Ihr  alle 
Werthe  ron  x conrergiren , denen  man 


auf  dem  Intcgrationawege  begegnet,“  da- 
mit die  Reihenentwicklung  fhr  daa  In- 
tegral einen  Sinn  gebe. 

In  einem  gewiesen  Falle  kann  aber 
die  Reihenentwicklung  fQr  daa  Integral 
noch  dann  stattlinden,  wenn  die  fhr  daa 
Argument  aehon  anfgehbrt  hat  zu  cbn- 
vergiren. 

Ist  nämlich 

/■(*)  = 7 i(*)+7i(*)+  • • • +T«W+  • • • 
ronvergent  fhr  alle  Werthe  von  x = « 
bis  x — ß,  jedoch  die  Grenze  ß nicht  ein- 
geachloascn,  so  dass  die  Entwicklung  für 
f{ß)  also  nicht  mehr  stattfindet;  ist  aber 
die  Entwicklnng: 


*ß^  *ß^  f*ß* 

f f(x)dx  = / ,/^{x)dx+f  <f^(x)dx^-f  7,(x)i/x-t- 

J a •’  u «x«  *xß 


rß' 

+ 1 7. (*)<*»+ 

rt 


Boch  conrergent  fhr  ß'  = ß,  so  bleibt 
diese  Beihenentwicklnng  fhr  diesen  Fall 
Buch  richtig,  Toranagesetzt,  dass 
rß 

I f(x)dx  and  die  Reihenentwicklung 
a 

rc^U  nidit  discontinnirlich  werden. 

Denn  beide  Ansdrhcko  rechts  und  links 
lind  eondnuirlich,  nnd  stimmen  Ihr  alle  so  wird 
Werthe  von  ß'  zwischen  « nnd  ß mit- 
einander hberein,  können  also  f&r  ß’-zß 
am  keine  endliche  GrOaae  ron  einander  und 
ahweichen.  Die  am  häufigsten  vorkom- 
mende  Beihenentwicklnng  ist  die  nach 
Potenzreihen. 


Beispiele. 
Sei  gegeben 


f- 

J lg  X 


Die  untere  Grenze  dieses  Integrals  möge 
Null  sein.  Setzen  wir 


Sei 


f(x)  = 


für 

wird 

also; 


and  oonrergire  diese  Entwicklnng  zwi- 
schen x = c and  x=:ß,  so  iat: 


y=-lg*, 

, _ dx 
dg=-- 

<fx=  — xrfy  = —t~^dy, 

x = 0 
y=+oo, 

./  i 4-00  V 


,+00  y 

Diese  beiden  in  bereits  bekannten  For- 
men nicht  darstellbare  Integrale  lassen 
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sich  also  durch  einander  ansdrfickcn.  Das  rüry  = oo  auch  Igy  ina  Unendliche  wachst; 
erstere  wird  auch  „Intefprallogarithmus“  jedoch  lasst  sich  aeigen,  dass  nichts 
genannt.  desto  weniger  tf(y)  für  diesen  Werth 

Wie  die  Tafeln  des  vorigen  Abschnittes  bleibt, 

zeigen,  lasst  sich  Jedes  Integral  von  der  Kimmt  man  nämlich  die  untere  Grenze 
~'Xdx  „ . . , des  Integrals  gleich  einer  zu  beatimmen- 

woX  eine  rationale  Fnnc  ^ahl  a at  so  ist 
lg* 

tion  von  z ist,  auf  einen  entwickelbaren  t Hju 

Theil  und  einen  Intcgrallogarithmns  zu-  / = ? (y)  — ?(“)• 

rtcklühren.  » 


Form 


■/r 


Die  Beihe: 


<s  y 
Wir  setzen  ferner 


sL 


2-3 


.2-3--S 

convergirt  immer,  also  auch; 

Jl 


y y 1-2 


1-2-3 

s— I 


+ • • • 

f(s)  =^(® 

— e 

woraus  sich  ergibt 

•f'(y)= 

— — 1 
y 

e~y 

r+  • • • 

rcy)  = 

a 

' 1.2-3  — s- 


wenn  y nicht  gleich  Null  ist,  und  man 
hat: 


-U 


und  es  ist  f(y)  das  Integral  von 
in  denselben  Grenzen  a und  y wie  das 
eben  betrachtete  genommen. 

Sei  non  y grösser  als  a,  so  wird  der 
Ausdruck  *'(y)  immer  grösser  als  <f'(y) 
sein , und  beide  Ausdrücke  sind  immer 
positiv,  es  wird  also  sowohl  tp(y) — ^(u) 


(-1) 


ly  y»  y»  posiuv,  es  wiro  BISO  sowoni  ifty; — 

■‘  = lgy~y+y _2T2  rT2'34-4  “**  zunehmen,  wenn 

y wachst,  der  erstere  Ausdruck  aber 
y . /I  . wird  langsamer  wachsen  als  der  zweite. 

Wird  nun 


Es  ist  noch  die  Constante  zu  bestim- 
men ans  der  Bedingung,  dass  für  y = oo 
das  Integral  Null  werden  soll. 

Sei 

<p(y)-iFy-y+i.2.2  ~i-2%-3 

so  ist 


so  hat  man 


y = oo. 


/•(«)  = - 


^ e ^dy 

— = <f(y)-ft 

00  y 


und 

also: 


'f(oo)-t-C=0, 


00  y 

Die  Entwicklung  des  Werthes  von  e(x ) 
ist  deshalb  nicht  ohne  Schwierigkeit,  weil  vergirt. 


und  es  wird  sein: 

o«“ 

Setzt  man  also  für  <z  eine  hinreichend 
grosse  Zahl,  so  wird  dieser  Werth  sich 
nur  um  eine  Grösse , die  kleiner  als 
1 

ist,  von  ) unterscheiden  können, 

ae“ 

also  zur  Berechnung  von  f(oo)  dienen 
können,  da  nach  Null  hin  con- 


Es  ist  z.  B.  für  a=10 


1 


< 0,0001 , 


also 


:p(a)_lga  «+1.2,2  1-2-3-3 

,f(x)= 0,5772  • • • 


=0,57721, 
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dl  eine  Abweicbang  erst  in  der  füntien  Bmchitelle  stattdnden  kann.  Mithin 


/ 


V* 

-?  = igy-j+i:2r2 


+ . 

■s  fk  o ft  • • 


JtL 


■ -0,5772-  • 


/: 


■+C, 


1-2-3-3  ^ 1-2-3-4-4 

jedoch  nnr  unter  der  Bedingung,  dua  jf  poaitiv  sei. 

Dl 

y = — Igx 

nr,  ao  aetzt  das  Toraua,  daaa  lg  x negativ,  alao  z kleiner  all  1 iit,  und  man  hat : 
dx  (Igz)*  (Igz)* 

wenn  x kleiner  all  Eins  ist. 

lat  X grösser  als  Eins,  ao  setzt  man 

~ , »=  + lgz, 

und  erhält: 

and  wenn  man  die  Reihe 

l*  4* 

'8*+*+r^2  ■*T2:^ 


+C 


= v^») 


C=  — v(lg«) 


Ktlt,  80  ist 
and 

r„W)  r3^+  iS-fs  + iSShi  + 

Wir  haben  hier  die  untere  Grenze  vor  der  Hand  willkürlich  angenommen. 

* 

Sünmt  man  dieselbe  gleich  1 oder  den,  wo  y — — Igz  geactst  wurde, 
kleiner  als  1 , ao  wird  das  Argument  pX  ^ 

anendlicb,  wenn  man  sich  die  Quadratur  j = t(»(lgz)  — t!<lg(l+»). 

auf  dem  gradlinigton  Wege  ansge/ührt  l4-{ 

denkt.  Nahem  sich  aber  <7  und  i der  Null,  so 

El  ist  nämlich  lg  1 = 0.  Ee  linden  also  verschwinden  in  den  Reihen  für 
die  Betrachtungen  dea  Abschnitts  10)  ip( — lg(l  *1)] 

Anwendung.  Sei  1 kleiner  als  1,  so  ist;  und 

i/,(lg(l+»)] 

/l— J alle  Glieder  bis  auf  die  ersten,  and  es 

-^  = ?[-lg(l-d)]— f(-lgl).  wird: 

1 >llg(H-i)]  = lglg(l+*). 

El  ist  nämlich,  wenn  if  positiv  ist,  die  'fl  lg  (1  “ - *8 1 lg(l 

inerst  gegebene  Entwicklung  anznwen-  so  dass  man  hat: 


r*  — - r^~'^  dz  r 
./  i Igz  ~ J '8*  J 


1+,  ip= 


Da  aber 


lg(l-<f)  cT 


die  untere  Grenze  « grdsser  als  Eins 
nehmen,  wenn  die  obere  grösser  als 
Eins  ist. 

Macht  man  jedoch  um  den  Punkt  z=l 


lg(l-i  0 s 

mit  abnehmenden  <f  und  s wird , so  ist  herum  eine  Ausbiegung , lässt  alao  die 
das  Integral  völlig  unbestimmt,  und  man  Variable  imaginär  worden,  so  nimmt  das 
muss  daher,  falls  man  die  Integration  Integral  je  nach  der  Wahl  dea  Weges 
auf  einer  graden  Linie  fortführen  will,  eine  ganz  beatimmte  Bedentung  an. 
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Wenn  man  z.  B.  einen  unendlich  klei- 
nen Halbkreis  mit  Itadius  r unter  der 
Abscissenaze  (d.  h.  auf  der  Seite,  wo 
die  Ordinaten  negativ  sind)  wählt,  so  hat 
man  fOr  diesen  Weg: 

d(re'f^ 


C—-  - r" 

j lg*  j , , 


//•t’ 


*=!-«'/• 

gesetzt  worden  ist*).  Aber  Tür  nnend- 
lieh  kleines  r ist; 


also 


lg(l-reV')  = -r«V\ 


/'•  - ire'*'  _ r 


—n,  und  man  hat  den  Werth  des  In- 
tegrals — tT.  Ks  ist  aber: 

— C— 

J I igx  n lg*  V ig* 

rX 


f — 

j 1 + r^e^' 


Igd-re»')  • re’’ 

Soll  der  Halbkreis  Uber  der  Abscis- 
sen-Aze  (d.  h.  da,  wo  die  Ordinaten 
positiv  sind)  liegen , so  werden  die  In- 
tegrationsgrenzen  dieses  Weges  0 und 


wo  das  mittlere  Integral  das  über  den 
Halbkreis  erstreckte  ist.  In  der  Formel 
lg(l-«l)  d 
18(1+0  " s 

ist  also  d = t = r zu  setzen,  und  et  er- 
gibt sich 


ig(l+0 

.fl  =V'('g*)-7(-ieO±>'. 

je  nachdem  man  den  über  oder  unter 
der  Abscissenaze  liegenden  Halbkreis 
nimmt. 


Fig.  28. 


/'2'>dre»‘ 

/ dif=2nt. 


re 

oder  gleich; 


Imgersten  Falle  ist  (Fig.  28.)  das  In-  Dies  Integral  aber  ist  gleich 
tegral  Ober  den  Weg  BDFEC,  im  zwei- 
ten über  BDGEC  erstreckt,  wo  Punkt 

A den  Abscissenwertb  1 hat,  und 

AD=AE=r  ist. 

Man  kann  aber  auch  den  Weg  von 
B bis  D nehmen,  dann  den  ganzen  Kreit 
DGEF  beliebig  viele  Male  in  einer  oder 
der  andern  Richtung  entlang,  und  dann 
von  D an!  dem  ersten  oder  dem  zweiten 
Wege  weiter  nach  C gehen.  Es  wird 
dann  unser  • Ansdruck  bei  der  Umkrei- 
sung noch  nm  das  über  DGEFD  er- 
streckte Integral  von  / ^ vermehrt. 

J Igx 


« — 2x 
ij  d'l  = —2ni. 


Jo  nachdem  man  die  Richtung  DGEFD 
oder  DFEGD  wählt. 


*)  Setzt  man  nämlich  x = p-\-qx,  und 
denkt  sich  nnter  p und  q Coordinaten, 
so  ist 

p = l— rcosy,  q=—rtiaq, 
also  * = 1— re’*. 


Denkt  man  sich  also  dieses  Umkrei- 
sen eine  beliebige  Anzahl  von  Malen 
fortgesetzt,  so  kommt 


f l i^+V<lg*)-»(-lgO+(2»+l)», 

wo  t eine  beliebige  positive  oder  nega- 
tive ganze  'Zahl  ist. 
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Du  Integral  hat  also  nnendlich  viel  Mehrdeutigkeit  findet  bei  diesem  Inte- 
Werthe,  die  sich  um  ungrade  Viel/acho  „;ebt  statt , da  e“*’  sUU  conti. 
Ton  « von  «nutder  unterscheiden.  ^ unendUeh 

Da  übrigens  nur  für  x = 1 die  Dis-  wird, 
coutinuitst  von  suttündet,  so  kann 

nach  dem  Abschnitt  13,  I.  Gesagten  kein  die  ganze  unter  dem  Integralzeichen  be- 
sndrer  Integrationsweg  neue  Wertbe  für  ündliche  Function  in  eine  Reihe  zu  ent- 
unser  Integral  ergeben.  wickeln.  Ist  z.  B. 

Denn  da  sieb  z.  B.  zwischen  BMC  //Txl.nfxlrfx 

und  BDGEC  kein  DisconrinuitStspnnkt  J ''  ' ' 

befindet,  so  geben  beide  Wege  gleiche  gegeben,  und 
Wsrthe  für  unser  Integral.  „ , u 

[{x):zla  7f 

n.  Bestimmen  wir  noeh  du  Integral  ^ 

/X  _ , eine  convergirende  Entwicklung,  so  ist: 

e ' (fx,  welches  in  der  Methode  r /*„ 

• / /(■')7(') d*  = 2’n 

der  kleinsten  Quadrate  (siehe  den  ent-  . ^ . 

■prechenden  Artikel)  eine  wichtige  Bolle  “ >»•  dann  möglich,  dus  sich  du 
spielt,  wie  Oberhaupt  in  der  Wahr-  Integral  /x^y(x)dx  bestimmen  lässt. 

Diese  Methode  findet  z.  B.  Anwen- 
dung, wenn  i;(x)  eine  ExponentialgrOsse 
oder  eine  trigonometrische  Function,  oder 
eine  Quadratwurzel  einer  ganzen  älg«- 
braischen  Function  zweiter  Ordnung  ver- 
stellt. 

Ein  Beispiel  bietet  das  Integral  des 
elliptischen  Bogens: 


leheinlichkeitaredinnng. 
Man  bat: 

X 


e~*  — j.  2 :: l 

1 ^1-2  l-2-3^ 

r'  -x»j  **  . 1 j* 
J e ‘äx  = x--^+  — ~ 

1 *’  . 


1-2  3 7 


eine  Reibe,  welche  immer  convergirt, 
und  also  zur  Berechnung  dieses  Integrals  bei  welchem  wir  annehmen,  dus  e klei- 
gebraucht  werden  kann,  was  auch  x sei.  ner  als  1 ist  Man  bat 


... 

I-2-3-4-2* 


*y°l-3-5-(2s-8),?s 


Kl  — X*)  ; 1.2.3...  s-2' 

..  ...  « 


r‘  x^‘dx 
./  t V(l— ** 


= arcsinx+.^xV(I— x’)  — arcsinx)  +^[(**+J*)V'(I— «’) — }arc  sinx] 


+ ^ + 1*’+ *')  — "■*  •*“  *]  + 


Diese  Reihe  convergirt  sehr  stark,  wenn  e ein  sehr  kleiner  Bmeh  ist.  Ist  lela- 
Kree  nicht  der  Fall,  so  kann  man  setzen: 


V(1 

und  et  wird : 

Ji 


e*x*)=  V(l-e’+s* 


/l-«*xi  _ /.  . I-e»  ^ . r.  . , 1-e*  _ , (!-«")• 

} I-x»  V^'*'e*(l  — *•)  ^ ^*e*(l— *’)  *e‘(l— *’)• 


— rtes(l_x*)s' 
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«iae  Reihe,  welche  gut  convergirt,  wenn  e der  Eins  sehr  nahe  liegt. 

Anch  dos  theilweise  Integriren  bietet  ein  Mittel  snr  Beihenenrwicklung  dar. 
Man  hat: 

J'  A*) 

oder  iD  der  Lagrangeschen  Bezeichnung: 
p(x)dx=xf{x)~  j'xf\x)dx 

l'xr(x)dx  = ix>r(x)-if r^f"(x)dx 
j'x^r\x)dx  = ^x>r{x)-ij' rY"'(')  <ix 


l'x"  j f(»  0 _ 1 - 1 _ i («)(,) 

also: 

frix)äx=xnx)-±xr(x)+^rxx)-r^-^  • • ■ 

r^J *"Ax)dx+eonst. 

Also  wenn  man  als  die  Grenzen  des  Integrals  x nnd  n aiinimmt: 

fyx)äx=xf(x)-f^r(x)+j^r(^)-.. . . 


1.2-3-h  ./  « 

Diese  Ecihe  convergirt  also  immer,  wenn  der  Ausdruck  J f^’*\x)dx  mit 

^ a 

wachsendem  n sich  der  Null  nfthert. 

In  Abschnitt  6)  wurde  die  Formel  bewiesen: 

' yWA^)‘*J  = /'l«+*(/*— ß)l  / ^ vW*/-r. 

wo  t ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  tf(x)  zwischen  den  Grenzen  r<  und  ß sein 
Zeichen  nicht  ändert. 

Wenden  wir  dies  auf  das  Integral  C f^**^{x)dx  an,  bei  welchem  wir 

^ tt 

beo,  dann  w’in 
n hat: 

(x"+ 


TOranssetzen , dass  « and  x gleiche  Vorzeichen  haben,  dann  wird  auch  x zwi- 
schen « nnd  X seine  Zeichen  nicht  indem,  und  man  hat: 


f x’'f^”\x)<lx  = {^’'\n+({x  — n)^ 

./  d 


"+1 
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ilso: 


I'  = — ^r' W + j7273/'"'W—  ■ • ■ 

, ,.n-l  n Jh — l),  . , M+l 

-fSferiT 

eia  Außdruck,  von  dem  der  letzte  nach  Potenzen  von  « geordnete  Theil  ver- 
ßcbwindet,  wenn  man  die  untere  Integrationsgrenee  gleich  Null  nimmt. 

Selbstver6t4ndlich  kann  auch  die  theilweize  Integration  in  andrer,  alz  der  hier 
gegebenen  Weize  fortgezetzt  werden,  und  zo  zn  Reihenentwicklnngen  fuhren,  wo- 
Ton  wir  hier  noch  ein  Beispiel  geben  wollen; 

J*  € ^*dx=^xe~~^  ***  ^ 


J'"'  X e~^'dx  = ix*e~"'+i  x^e~^' 

J'“  x'e~'^'äx=ix*e~‘' + i J'’‘ 


r*  i»— x’j__  1 _2«+i,— x>  . 2 r' 


Älzo  wenn  man  dieze  Reznltate  vereinigt: 

px  i _ I 2*  2* 

f = [1+,X>+^X.+  — ..  + 

2"  JH.  2"+' 


Jm  , 

-X*  +i 


3-5-7--(2fH-l)  ^3-6-7---(2i.+1). 


/: 


'jii. 


/: 


« i»+«i 

2n+2  —x  » 


wo  I ein  achter  Bruch  iat.  Da  nun  der  Ausdruck ; 

2"+ ' r*  ,’»+5 - __ 

3-5-7”*2h+1./  « 3-5-7  2«+3 

leibst  bei  wachsendem  n über  alle  Grenzen  abnimmt,  da  die  wachsenden  Factoren 
des  Nenner,  die  sich  gleichbleibenden  des  Zähler 

(2x>)  • (2x*)  (2x>)  . • . 

zuletzt  um  jede  beliebige  Grösse  übertreffen  müssen,  so  convergirt  die  Cntwick- 
Inng,  und  man  hat : . ' ■ 

J' ^ e-*’dx=xe-*’[l  + |x«  + |^x‘+j^x*  + • • , 
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31)  Mechanische  Quadratur. 

Die  oben  gegebene  Integrationsmelhode 
durch  Reihen  ist  an  die  Convcrgenzbe- 
dingnngen  gebunden,  also  nicht  allge- 
mein anwendbar. 


Dagegen  ergibt  sich  lur  annähernden 
Berechnung  der  Integrale  unmittelbar  aus 
der  Grundform,  welche  wir  den  Integra- 
len gegeben  haben,  eine  allgemein  gtU- 
tige  Methode. 

Es  war  nämlieh: 


wo  »„  »,  . . . X^_^  awiseheui-,  und  eher  Punkt  nicht  befindet  (siehe  Ab- 
j . sebnitt  13).  Wir  werden  hier  annehmen, 

p beende Zwischenwerthe  sind,  welche  dass  x,  und  x reell,  und  also  der  In- 
durch  den  Integrationsweg  bestimmt  wer-  P 

den.  Hat  fix)  keinen  mehrfachen  und  ‘fgrät'onsweg  die  Abscisaenaxe  sei,  da 
keinen  Discontinnitäispunkt,  so  kann  im-  BctfHchtungen  für  andre  Fälle  keine 
mer  die  von  x,  und  x^  begrenxte  grade  Schwierigkeiten  machen. 

Linie  genommen  werden,  wie  ja  stets  Nimmt  man  die  Unterschiede  x.— x,, 
awei  Wege  mit  einander  vertauscht  wer-  x,-x,---x_-x  , hinreichend  klein, 

den  kOnuen,  die  zwischen  und  x r P“* 

p 60  wird  der  entsprechende  Ausdruck,  der 
Hegen,  und  zwischen  denen  sich  ein  sol-  sich  unter  dem  Zeichen  lim.  beändet; 

einen  Näherungswerth  für  P ^ f{x  )dx  geben,  da,  wenn  diese  Differenzen  un- 

^ r 

endlich  klein  sind,  das  bestimmte  Integral  selbst  erscheint.  Vorausgesetxt  ist 
natürlich,  dass  jedes  Glied  unsrer  Summe:  (x^ — nach  Null  hin  con- 

vergirt,  wenn  sich  x^  und  x^  einander  nähern. 


Uebrigens  ist  auch: 

da  die  Grössen  (*, --e,  _ ,) /"(*  ) und  —f,  _,) /■(•«:,  _, ) nur  einen  verschwin- 
denden Unterschied  haben.  Es  ist  also  auch 
Ä = (^.-»^,)/’(*.)  + (x.-*,)/'(x,)+(x,-x,)/-(x.)+  . . . 
ein  Annähernngswerth  unseres  IntegrAls. 


Man  kann  aber  auch  statt  eines  unserer  beiden  Wertlie,  die  arithmetische 
Mitte  beider  nehmen,  also: 

^•^[/■(*.)+/^(*.)]+^'^)[((x,)+Ax.)]+<^i^>[((x,)-bA(x,)]  . . . 


[/'(*p)+C(-',,_ ,)]  = C=  A+B 
2 


nnd  dieser  Ansdruck  wird  jedenfalls  dem 
wahren  Werth  des  Integrals  näher  lie- 
gen , als  einer  der  beiden  zuerst  gege- 
benen A and  R,  nämlich  als  derjenige, 
welcher  am  weitesten  von  diesem  wahren 
Werthe  entfernt  ist. 

Nimmt  man  noch  an,  dass  auf  dem 
ganzen  Integrationswege  f{x)  sein  Zei- 
chen nicht  wechsele  und  stets  im  Zu- 


2 

nehmen  bleibe,  so  wird  offenbar  A au 
gross,  B zu  klein  sein,  während  das 
Gegenthcil  stattfindet,  wenn  /'(x)  stets 
abnimmt,  and  in  diesem  Falle  wird  also 
der  Ansdruck  C als  Mitte  zwischen  einem 
za  grossen  und  einem  zn  kleinen  Werth, 
diesen  beiden  vorznziehen  sein. 

Die  Ausdrfteke  A,  B,  C sind  aber  auch 
einer  geometrischen  Deutung  fähig. 
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und  es  ist  klar,  dass  wenn  man  die  An- 
sahl  der  Theilpnnkte  gleich 

p+1  annimmt,  die  Snmme  der  Recht- 
ecke : 

«,  c,  + «,  A,  o,  c, 
-l-a,  6,  a.  c,-|- ...  gleich  B, 
die  Snmme  der  Rechtecke: 

«,  c,  «I  4i+a,e,a,4,-fa,e,o,4, 

+ a,  e,  a*  4j  ...  gleich  A, 
die  Summe  der  Trapese : 

®.  »i4,-t-a,  4,  a,  4,-1-n,  4,0,4, 

■fo,  4,  a,  6,  -I-  ...  gleich  C 

Sei  die  Cnrvc  (Fig.  29.)  4. 4.  4.  4.  4.  'V;  drei  Ausdrtcke  aber  nkhem 

derart  bestimmt,  dass  ihre  Gleichung  die  **'*.  ^"“kte  o.a.a,  o,  s.  ein- 

gonn  ander  naher  rücken,  dem  von  der  Gurre, 

der  Abscissenaxe  und  zwei  Ordinaten  be- 
* grenzten  Ebeneostficke  st,  6,  4,  o,  und 

o . . o a t j • I . . '*•  wahre  Werth  des  In- 

S>ei  o,  o,  ein  Stück  der  Absbissenaxe  tegrals. 
und  mCgen  den  Punkten 


Form 

habe. 


“o  “l  «1  “l  «4 

die  Abtcissenwerthe 

*S  *1*1*1  *4 

entsprechen,  so  sind  die  Ordinaten 
“.*.1  »1  *1.  o,ö„  o,4„  o,t, 
entsprechend  gleich 

rt*.),  /•(*.),  f(x,h  /■(*.). 


Es  bleibt  indess  noch  übrig,  den  Grad 
derAnnaherung  der  Ansdrficke  A,  R,  C zn 
bestimmen. 

Wir  setzen  wieder  den  gradlinigen 
Integrationsweg  rorans,  es  werden  dann 
die  Grössen — x,  ...*^ — ^ 

alle  dasselbe  Zeichen  haben.  Wir  neh- 
men dies  als  positiv  an. 

Mnn  ist: 


f **  /■(*)<!*=  f * f(x)dx+  r * f(x)dx+  r * f(x)dx  + ... 

*.  •'  *.  ' *. 

g^Xp  s=p — I gtXf^l 

+ / A*)<^*=  -2’  I A*)<<*. 

•*  *p— I s = 0 •*  X, 


Wir  setzen  hierin 


* = *,-!-«. 


Fs  werden  dann  die  Grenzen  der  Integration 


und 

also; 


II  = 0 für  z = 


“ = *s-M-*s  ^1®*=*,  + ,. 


/ fix)  dx=  2 I ^ A*  +»)<**. 

' X,  s = 0 F • . * 

Es  ergibt  sich  aber  durch  theilweises  Integriren: 


wo 


geietit  wurde. 


^f{x  +%)  <>f(x  A-u) 
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Durch  Summation  der  den  verschiedenen  Werthen  von  < entsprechenden  In- 
tegrale erhalt  man  einen  Ansdmck,  dessen  entwickelter  Theil  mit  dem  Werthe 
von  A abereinstimmt,  und  es  ist  also: 


=P- 

2 

i = 0 


“/Vs  + •<)<*«. 


Da  aber  die  GrOsse  « zwischen  0 und  ^ , — i",  ihr  Zeichen  nicht  ändert , 
hat  man  anch  (vergleiche  Abschnitt  6) 


uf'(x^  +«)<<«  = 1 / + |(J,  4,  ) *, 


to 


wo  ( ein  positiver  echter  Bruch  ist.  Mso  hat  also: 

n.x)dx  = A-i~^2^  -x,). 

Der  unter  der  Somme  beßndlichc  Theil  aber  verschwindet,  wenn  die  Differenz 
abnimmt,  nnd  f'{x)  niclit  unendlich  wird.  A gibt  also  in  diesem 

Falle  einen  Näherungswerth. 

Setzen  wir  in  den  Anadrnck 


so  wird: 


also: 


*1+1  ■ 


“ = *.+1 

» = 0 für  x = x. , , , 


f = — f C(ir,u.i— «)*•=  r *'*’*  V(-r,  . , — •»)* 


und 


Es  wird  also  wieder,  wenn  man  die  den  verschiedenen  Werthen  von  x^  entspre- 
chenden Integrale  addirt: 


/•*p  1— P — ' /’*i+l — *1 

/ 7(x)dx=B+  -r  / ^ «m.  ,-«)</« 

•I  X,  1 = 0 


oder  wenn  9 ein  positiver  echter  Bruch  ist: 


. f"^ax)äx  = B+i  ^ + -x,)](x  _x,)i. 

X,  1 = 0 

Aus  den  beiden  Formen  IQr  das  gesuchte  Integral  ergibt  sich  noch,  dass  faHi 
f{x)  wahrend  der  Integration  sein  Zeichen  nicht  ändert,  einer  der  Werthe  A 
nnd  B stets  zn  klein,  der  andere  aber  zn  gross  ist,  nnd  zwar  ist,  falls  f'(x)  po- 
sitiv ist,  also  der  Werth  von  f(x)  immer  wachst,  B zu  klein,  im  entgegengesetz- 
ten Falle  A so  klein. 
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r*r 


odtr; 


Durch  Addition  der  beiden  Werthe  nnseres  Inte^als  ergibt  sich  nocli : 

»=I>— I y.J.-u  1 — X, 


^(,)dx  = d+^+=^- 
^ * = 0 


/ 


> ,, . . 

f(x)dx  = 


Es  scheint  in  allen  drei  AusdrDckon  statt,  wenn  f'U)  unendlich  srird,  Torans- 
hier  die  Bedingung,  dass  A,  B und  V gesetxt,  dass  f{x)  seine  Continnitftt  nicht 
Nlherungswerthe  Ihr  unser  Integral  ge-  verliert.  Es  sei  z.  B. 
bei,  davon  absnhangen.  dass  /''(x)  auf 

dem  Integrationswege  nicht  unendlich  i 

zlre.  Jedoch  ist  dies  nicht  der  Fall.  ' 

Die  Annäherung  findet  auch  denn  noch  so  wird : 

/**  f{x)dx=  ‘ f(*)dx+  rl  f(x)dx, 

X.  ./  X.  ./ 


/Xp 

f{x)dx 

X 0 

gegeben,  wo  f{x)  innerhalb  der  Integra- 
tionsgrenzen continnirlicb  bleibt.  Der 


wenn  s and  9-  ins  Unendliche  abnebmen; 
denn  da  f{x)  endlich  bleibt,  kann  der 
Fall  eines  singultren  Integrals,  wo  der 
Werth  von  9 und  s abhtngt,  nicht  ein- 

iRten.  

Entwickelt  man  nun  die  beiden  Theil-  Bequemlichkeit  wegen  bringen  wir  es 
Integrale  jedoch  auf  die  Grenzen  Null  und  Eins, 

indem  wir  setzen: 

x=x,+(x^-x,)», 

für  *=x,  wird  in  der  That  a=0, 
für  ^—*p  '"ftl  u = l; 

■ ist  noch 

ganz  nach  der  obigen  Weise,  so  wird  *•)“]  — 7(“)> 

der  erste  Theil  der  Summe  beider  be-  *<>  hat  man  es  mit  dem  Integral 
sQglich  mit  A,  B,  C znsammenfallen. 


/: 


f(x)dx 


wenn  i und'  9 verschwinden,  der  Rest 
aber  den  Aosdmek  f'Qc  ) nieht  enthalten, 


f' 

•'  0 


if(u)du  zu.  thnn. 


also  ersterer  ins  Unendliche  abnehmen, 


Zwischen- 


die 
schwindet 


Differenz  x 


s+l 


Seien  Jetzt  a,,  <t, 

werthe  zwischen  Null  nnd  Eins  ganz  wie 
im  vorigen  Abschnitte.  Wir  woUen  aber 
jetzt  die  Function  y(u)  durch  eine  an- 
32)  Oie  im  vorigen  Abschnitte  ent-  dere  ersetzen,  da  es  nicht  auf  den  all- 
■ickelte  Theorie  gibt  eine  Art  der  me-  gemeinen  Werth  derselben,  sondern  nnr 
thanischen  Quadratur.  Im  Allgemeinen  auf  die  Werthe  </(»,),  y(a,)  • • • 7(0  ) 

^ b^ichnet  man  mit  diesem 'Aus-  .„kommt.  Wir  suchen  also  eine  gauTe 
ornck  jedei  ann&bcrnae  IntegrationsTer-  . . . . ~ 

fahren,  wobei  statt  der  Differenziale  end- 
liche, aber  kleine  Differenzen  genommen 
werden. 

Es  sollen  hier  noch  einige  Arten 


algebraische  Function  ^(u),  welche  für 
H = a,,  u=a,  • • • “ = o„  mit  7 («)  zn- 
sammenfallen soll. 

Es  ist  dies  die  bekannte  Aufgabe  der 


der  mecbanischcn  Quadratur  entwickelt  Interpolation,  deren  Losung  darin  be- 
werden.  steht,  dass  man  setzt: 


/•(x)=(x-o,)(x-a,)(x-o,)--*  Cr~aJ, 
, «-(a»)  I iKOj)  I 


7'(aJ(x-aV 
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Nimmt  man  an,  daaa 

V(«i)  = »(oi).  V(«,)  = '/(a,)  ■ • • U(«^  = »(»,) 

ilt,  eo  wird  für: 

» = x = ö,  . . . ^ = 

diese  Gleichong  identisch,  aleo: 


*(“•) 


y(<»i) 


7(«i) 


— a a B — 

^ ri 


El  iit  alao  ^(a)  aln  ganiea  Poljnom  lat 
Tom  n — Iten  Grade,  welchei  nnare  Be-  I p i rij.\ 

uinsung  erfüllt.  Man  erietat  dann  daa  A'  = — - / 

Integral  / durch  das  immer  so  erh&lt  man; 

0 «I 


3] 


V(a)  rfj 

i“»’ 


an  berechnende 


f V Wdn, 

•/  0 


wobei  man 


0 . i.'  ^ 


einen  Fehler  begeht,  der  gleich 


Es  ist  aber 


A . 
* n n 


r ['/w-iK“)]«'“ 

•/  0 


Kt  =T-^  r' 

(--a)  ' (1-a^)  J 0 '-!+*/• 


ist,  oder  gleich:  nnd 

7(j)  /•(l-x)  = (l-i)(l-/i-x)(l  -2/a— x). .. 

wo  I eiU  poiitirer  echter  Bruch  ist,  wie 

sich  ergibt,  Wenn  man  das  in  Abschnitt  6 — -t- 1 

Gesagte  hier  anwendet.  Da  nun  7 (u)  . . . \ / 1 « 

nnd  if^u)  eontinnirliche  Functionen  sind,  • • • *)  f(*h 

die  • ül  gleich  werden,  so  wird  7 (a)— v^»)  . , 
der  Null  sehr  nahe  kommen,  wenn  n ' , 

gross  wird. 

Sind  X.  B.  die  Differensen: 

«1—«..  “i-  “a  • • • 

gleich  nnd  gleich  fi, 

«1=0,  0^  = 1, 

ferner 

7(0)  = A„  7(/i)  = A„  7(2/a)  = A,  . . . 

»(!)  = «,. 

•0  ist 
nnd 


1 

— = n 


1 

f = — 


/•'a-x)=(-i).«r(x), 

1 

/"(x)  = (-l)?/'(l-x), 
woraus  sich  ergibt; 

1 

r'(s/i)  = (-lW'(l-s/i). 

Schreibt  man  ferner  1 — y für  x,  so 
kommt: 

r'  r(i-»)<^ 

J aX—tu  J o(l— s/i)-y 


aber; 


also; 


m-y) 

1— s/i — y y — I+S/4’ 


d.  h. 


1 r‘Ax)<<=_  1 r*  f(y)«<y 

/■'M/  oF  — 1+»“’ 
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Ei  iit  aber  aach: 

*t+l'fi+A',+  ...  + Ä'  = P 1- ^ ^ 

" Jo  Ir (0)* ^ riuKx-f,)  + r\2f){x- 


ifi) 


+ . . . + 


and 


{*-iA)f'{y)  t (*-2/j)r(2/.)  ■ 


r(i)o 

..  +-A J_ 

(*-i)('a)  ■ nz)' 


dne  bekannte  Formel,  die  eich  leicht  nnendlich  klein  annebmen;  es  wird  dann 

rerifidren  läait.  Sie  wird  nkmlich  iden-  das  Glied  link«: 

tbch  Ihr  x = 0,  *=/i,  *=2,u  . . . x=l 

und  nnendlich  groae,  folglich  ist  der  1 

ifflgekehrte  Werth  des  Gliedes  links  mit 

f{t)  fibereinatinunend  bis  auf  einen  con- 

itaaten  Factor,  da  beides  ganze  alge-  öl”''?*''  Theile  gegen  den  ersten 

briiscbe  Fnnctionen  n + 1 ter  Ordnung  ^«rschwinden.  Der  Ausdruck  rechts  aber 
siad,  welche  gleichzeitig  Null  werden. 

Wu  nun  den  constantcn  Factor  anbe-  ■, 

trifft,  so  bestimmen  wir  denselben,  in-  . 

dem  wir 

z=t  Nun  ist 


aber 


/(»)=s(s-/i)(i-2/i)  . , . (i-ii/s)  = (-l)"l.2-3  — it^"s. 


, ('(0)  bekannüioh  gleich  (-l)"l.2.3. 

wonadi  die  Andrücke  rechu  und  links  Tdllig  gleich  sind,  also  der  constante 
Factor  links  gleich  der  Einheit  sein  muss. 

Es  ist  also:  > ' ' 


Der  Ansdrack 


wo 


A,+A-,+JC,+  . . 


,..v 

-.f».'  »rv'  '■ 


T ' 2 ft)  . . , (x—nfi) 

i«,  kann  leicht  berechnet  werden,  woraus  sich  dann  der  Werth  tou 

- f lK*)<**  • - 

•'0 

®d*r  der  Nihemngswerth  von 

y 

ergibt  V 

. folgende  Tafel  gibt  diese  Nahemngswerthe  für  jede  gegebene  Anzahl 
der  Ordinaten  A„  A„  A,  . . . won  2 bis  11,  wobei  bemerkt  wird,  dass  A^  den 

Werth  Ton  Torstellt. 

;v  . . 

18 


jeied 

. 'A 


Digitized  by  Googli 


Quadratur  (analytiacbe).  274  Quadratur  (analytisch«). 


Anzahl 

der 

Zwischen- 

werthe. 

Mäbemngswerthe. 

2 

A,+Ai 

2 

3 

6 

4 

^#+3^4  4-3-4^  + 

8 

5 

7A, -1-82A , -1-19A , -f- 32A, +7A. 

90 

6 

19.4, -(- 75A , 50A,  -1-50A , -1- 76A. -H 19A , 

288 

7 

41A.-I-216A  ,-|-27A,-|- 272/1,-1- 27A.-f-216A,-)-41A. 

840 

8 

75U.-1-3577A ,-f 1323/4, -f2989A, -f 2989/4,-t- .. . 

17280 

9 

989/4  . -i-5888/4 , —928A , -t-10496/1, -4640/1, -4-10Ö6A ,—  .. . 

2835 

10 

2857/4,  + 15741/l. +1080-4,-1- 19344/4, -f5778/l.+5778A,-i-  ... 

89000 

11 

ie067.t, +106300.4, -<»25.4, +2TM00s,-2O»0/«. +4273884, -20e0äM/<,+  ... 

U872 

Bei  diesen  Ansdrücken  wurden  die  letz- 
ten Glieder  znm  Thcil  weggelosscn,  da 
ihre  Coefficienten  sich  symmetrisch  an 
die  ersten  anschliessen,  nnd  daher  leicht 
zn  ergänzen  sind. 

Man  sieht,  dass  dies  Integrationsrer* 
fahren  nnr  dann  mit  dem  im  vorigen 
Abschnitt  gegebenen  übereinstimmt,  wenn 
die  Anzahl  der  Zwischenwerthe  2 ist. 

Uebrigens  haben  beide  mechanischen 
Qnadratnren  den  Vortheil  gemein,  dass 
man  sie  anch  dann  noch  anwenden  kann, 
wenn  die  allgemeine  Form  von  </(x)  gar 
nicht  gegeben,  sondern  dieser  Ansdmck 
nnr  für  gewisse  Werthe 

jr  = a„  z = a,  . . . x = a„ 

bekannt  ist.  Dieser  Vortheil  ist  für  die 
Anwendnng  in  der  Physik,  Astronomie 


n.  s.  w.  nicht  gering  anznscblagen,  nnd 
macht  anch  dann  noch  eine  annähernde 
Integration  möglich,  wenn  gewisse  Func- 
tionen nnr  durch  die  Werthe  bekannt 
sind,  welche  sie  in  bestimmten  Fällen 
annehmen,  die  eich  durch  Beobachtun- 
gen bestimmen  lassen.  Z.  B.  ist  dies 
der  Fall , wenn  y (z)  di«  Temperstar 
eines  gewissen  Tages  oder  Jahres  als 
Fnnction  der  Zeit  ansdrflekt,  wo  von 
einem  analytiechcn  Gesetze  nicht  füglich 
die  Bede  sein  kann. 

33)  Die  im  vorigen  Abschnitte  gege- 
bene Methode  der  Qnadratnr  rührt  wie 
die  folgende,  die  wir  schliesslich  noch 
geben,  von  Ganss  her. 

Es  sei  wie  vorhin: 

/■(*)  = (*— ai)(jr-«j)  • • • 


?(»i) 


y(«.) 


v(«t) 


(o,)(i-o,)  o.)  r(<»i) (*—»«) 


»(»„) 


Sei  nun: 
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(0  wird  bei  der  Anwendang  des  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen  Verfahrens 
der  Fehler  sein  gleich: 

, f f r y([*)dx. 

• 0 0 0 

Sei  nnn  y(x)  in  eine  Beihe  nach  steigenden  Potenzen  von  x entwickelt, 

also^ 

,(*)=  C,+C,*+C,w>+  . . . + 


so  ist; 


y,{x) 


y(*)  _ . V. 


aber  enthalt  keine  ganze  Function  von  x,  es  ist  also  V der  Quotient  der 

Entwicklung  von  0(jr)  der  Diviaionsrest.  Um  V zu  erhalten,  kann 

man  non  nach  fallenden  Potenzen  von  x entwickeln: 

A») 

«*)"*"  *"+‘  x"  + - x"+‘ 

nid  diese  Beihe  mit  <f{x)  mnltipliciren;  V ist  dann  der  Inbegriff  aller  Glieder, 
welche  positive  Exponenten  haben. 

Han  erhalt : 


F=BoC,  + «iC^+l  + ^C,+,+  • •• 

+(®o  ^n+ 1 + *^"+3+  • • •> * 

. . +(®o  + «1  <^-+3  + ^»+s+  • • •)*• 

' * . . 

• .,  + “ . 

oder  .wenn  man  nach  den  Coeffidenten  C ordnet;«  ^ 

»'=c,«.+c«+,(V+«i)+®»+t(V’+V+^)+  • • -i  . 

hiernach  wird  der  Fehler  sein:  , 

/V/(x):ix  = C„P,/Vx)dx+C,^,/|  '(B.x+B,)f[x)dx- 


Es  sollen  jetzt  die  Zwischenwerthe  a„  a,  ...  nicht  willkürlich,  sondern 

so  bestimmt  werden,  dass  die  a ersten  Glieder  dieses  Fehlers  oder,  was  dasselbe 
•st,  die  Integrale: 

r' r{x)dx,  r'xf(x)jx,  f'x*ax)dx...  x*-'f(x)dx 
J 0 *^0  "'0  •'0 

venchnrinden,  es  fallen  dann  die  Coefdeienten  C^,  • • • ^jw—i 

gsns  weg  und  der  Fehler  hangt  nnr  von  •••••>■ 

Nnn  ist: 

/*■  f(x)  dx  = x'*ff{x)dx~m/[x*- 'ff(^x)dx}ix  = x"‘/f{x)<lx-mx"- ‘Mx)dx 

+m{m—l)/x'"~^  [/(J}{x)dx)dx]  dx 
18* 
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and  indem  man  so  fortfahrt: 

/x“  f(x)dx=x”'/f{x)dx-mx”*~ ' /[/ f{x)dx]dx 

+m(m-l)x'*~^/[/{/f{x)dx)dx]  dx—  . . . 
(-1)"  (m-1)  {«-2)  . . . 2 . l//(x)dx'"+'  , 
wenn  man  mit  J" flx)dx"'^^  das  m+lfache  Integral:  • 

/[/(/•  • • Wf{x)dx)dx)dx]  ...dx 

bezeichnen  will. 

Damit  also  die  Integrale: 

r A-r)  dx,  r xf{x)  dx.^  .J  r x^~  ^f[x)  dx  » 

a/  ü a/  0 «'0 

Terschwindon,  ist  es  nothig,  dass  anch: 

^ /f[x)dx,  ff{x)dx\  ff{x)dx^  . . ..  /((x)</x« 

gleich  Nnll  werden.  Setzt  man  nnn: 

/((x)dx"  = (x»-x)". 


•o  ist: 


fnxydx'*-'  = ^(f2^^rrn(x’-x)"-\2x-l), 
f rtx)dx"~-  = ^!if^^^=„(„_l)(*i_:r)"-*(2x-l)’+2l.(l>-x)"~', 


f f{*)dx  = - 


<l”~^(x--x)" 

dx"-' 


Alle  Dififerenzialcoe/llcienten  von  (x* — x)**  bis  inclusive  z«m  n — Iten  ent- 
halten aber  den  Factor  x’ — x;  setzt  man  Eins  für  x und  Null  für  x,  so  ver- 
schwindet derselbe,  also  werden  alle-  diese  Integrale  in  den  Grenzen  Null  und 
Eins  genommen  verschwinden. 

Damit  nnn 


f rtx)dx“  = (x«-x)", 

'•  dx" 


•ei,  entwickelt  man  (x’— x)”  nach  dem  binomischen  Satze.  Es  ergibt  sich; 

/ - V«  2n  2n — I I 2n— 2 2u — 3 , 

(x*— x)  =x  — n^x  T*«iar  — n,x  + • • . 

tmd  darch  n maliges  Dififerenziircn: 
h!  d**(x,-x)"  _ n n.'w.'(2w— 1).'  n-l 


2».' 


<tr" 


1 .'  n— 1 .'n— 1 .'2n .' 


n.'i..'(2n-2).'  * 

■*'2.'n-2.'ii-2!2ii!* 
n I fl  1 (2rt — 3) ! n — 3 

3!«_3!n_312i.l  * "*■ 


es  bedeuten  hier  n,  . . . . die  Bi- 
nomialcoehicienten,  til  den  Ausdruck 
1.2.3...n. 


Dies  zuletzt  entwickelte  Polynomen 
muss  für  f(x)  genommen  werden.  Der 

Factor  nSmlich  kann  ohne  die  obi- 
2n! 


2 w 

gen  Schlüsse  zu  Andern  zu  (x  — z)  hin- 
zngefUgt  werden.  Die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 


d"(x»  — x)" 
dx" 


= Ar)  = 0 


sind  dann  positive  und  ungleiche  echte 
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Bräche,  welche  die  Werthe  von  n,,  a„  a,  . . . «^  geben,  zu  welchen  die  Aue- 
dröche  /(<»,),  f\.a,)  • • . f(a^)  berechnet  werden  müssen  *). 

Es  sei  wieder:  K =:  f Tfr^s}— — c, 

IO  hat  man:  J"  f{i)dx  = K,f{a^)  + K,f{a,)-\-  . . . KJ{a^. 

Die  folgende  Tafel  enthält  die  Werthe  von  a nnd  Kf  wenn  die  Anzahl  der 
Zwischenwerthe  bekannt  ist. 

' Anuiht  der 

Zvischenwertlie. 


2 

o.,= 0,21132437 

A.  = i 

o,  = 0,78867513 

3 

a,  =0,11270167 

«^.  = A 

<1,  =0^100000 

A,  = l 

a,  =0,88729833 

4 

«,=0,06943184 

A,  =0,17392742 

, 

«,  = 0,33000948 

A,  =0,32607258 

«,=0,66999062 

A,  = A, 

«.=0,93056816 

A.  = A, 

5 

o.  =0,04691008 

A,  =0,11846344 

«,  = 0,23076534 

A,  = 0,23981434 

«,  = 0,50000000 

A,  = 0,28444444 

«.  = 0,76923466 

A.  = A, 

«,  =0,95308992 

A,  = A, 

*)  Dass  die  Gleichung 
dx* 

welche  offenbar  vom  nten  Grade  ist, 
wirklich  n verschiedene  positive  Brüche 
IO  Wurzeln  habe,  ist  leicht  in  folgen- 
der Weise  einzusehen.  Der  Ausdruck 

(i>— x)"  hat  zwei  «fache  Wurzeln  0 
nnd  1,  zwischen  beiden  also  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  welches  übrigens 

d(x^  — xl* 

gleich  ^ ist,  da  — — = 0 die- 
sen Werth  gibt.  Die  Gleichung 

^^"=0 

dx 

hat  die  beiden  Wurzeln  Null  nnd  Eins 
noch,  diese  sind  aber  n— Ifach,  ans- 
lerdem  | als  Wurzel;  da  diese  Glei- 
chung vom  2n— Itcn  Grade  ist,  so  sind 
weiter  keine  Wurzeln  vorhanden,  und 
) ist  eine  einfache  Wurzel.  Es  müssen 
also  zwischen  0 und  4 und  zwischen 
) nnd  1 Maxima  bezüglich  Minima  von 

d(x^)" 


dx 


liegen,  welche  die  Gleichang 
«<‘(x»-x)”_ 


dx' 


^ = 0 


erfüllen,  nnd  die  wir  mit  « nnd  ß t>e- 
zeichnen.  Die  letzte  Gleichung  hat  also 
die  n— Sfachen  Wurzeln  0 und  1,  aus- 
serdem die  eiafachen  a und  ß,  also 
liegen  zwischen  0 nnd  «,  n und  ß, 
ß nnd  1 Maxima  oder  Minima  von 

d*(x»-x)"  ^ ^ 

— — —i  deren  Werthe  a^t  jS|, 

seien,  nnd  Gleichung 


d^x*-xf_^ 

rfx* 


hat  die  Wurzeln  «j,  ßu  /i,  Null  und 
Eins.  Die  beiden  letztem  sind  n*~2fach, 
die  übrigen  einfach.  Indem  man  so 
fortfährt,  stellen  sich  4,  5 . . . Wur- 
zeln zwischen  Null  und  Eins  für 
die  böbern  Differcnzialquotienton  von 


(**  — x)*  ein,  und  die  Wurzeln  Null 
und  Eins  werden  um  je  einen  Grad 

modriger.  Bei  verschwin- 

ifx” 

den  die  letztem  ganz,  und  die  Anzahl 
der  einfachen  zwischen  Null  und  Eins 
liegenden  Wurzeln  ist  »t.  Mehr  sind 
nicht  möglich,  da  dieser  Ausdruck  vom 
fiten  Grade  ist. 
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Dies  IntegimtioosTerfahren  ist  dann  an- 
wendbar,- wenn  man  awar  die  Form  der 
Function  >/(x)  nicht  kennt,  jedoch  die- 
selbe für  beliebige  gegebene  Werthe 
a„  a,  . . . za  berechnen  im  Stande  ist; 
es  veniert  aber  seinen  Nutzen,  wenn  diese 
Wertho  a„  a,  . . . selbst  gegeben  sind. 
Die  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten 
gegebenen  Methoden  der  mechanischen 
Quadratur  bleiben  dann  noch  anwendbar. 

In  diesem  und  dem  vorigen  Abschnitte 
sind  wir  der  Darstellung  in  „Minding's 
Jahrbuch  der  Differenzial-  und  Integral- 
rechnung“ gefolgt. 


34}  Doppelte  und  vielfache  In- 
tegrale. 

Es  sei 

r ^A*.yy*=»(y)- 

Bei  der  Berechnung  dieses  Integrales  ist 
y als  constant  betrachtet.  Wir  setzen 
jedoch  zunächst  voraus,  dass  die  Gren- 
zen X,  und  Xp  von  y unabhängig  sind. 
Es  ist  dann  nach  unserer  Bezeichnung: 


und  folglich 


«I-  ^ JC- 


= (y  1 -y.)  K*i  -*.)/(*i.y  i)+(*i  -* 

+(ys-yi)[(*.-j^o)A*i.y. )+(*.-* 
+(ys-y.)[(»i-*o)((-'i.yj)+(»'s--' 


i)/(*i.yi)+(»s 

'i)/(*..y,)+(*s 

i}rt*»yi)+(*i 


-x,)/(x„y,) -1-  . 
-f  (x  —X  , 

p-' 

-*j)/(»'s-ys)+  • 
^ p p-‘ 

-*s)/t*  .yi)+  • 
-f-  (x  — X 

'■  p p-' 


) Äyy.)l 
)7(*,,y,)] 

)f(.*p>9,)] 


Setzt  man  noch 


alBo: 


vK*)=(yi-yo)((*.yi)+(y>-yi)rt*.y.)+  • • • 


/^P 

\!>  (x)  dx  völlig  mit  dem  obigen 

X, 

ftbercinstimmt , wenn  man  die  vertical  unter  einander  stehenden  Glieder  znsam- 
menstcUti  and  man  hat  daher: 

f *’ti'(z)dr=  /**''^»(y)Jy 

y. 

oder: 

/•»'■  f[x,y)dydx. 

y.*^  *0  ».•'  y. 

Diese  Ansdrllcke  heissen  Doppelintegrale.  Man  bat  für  dieselben  also  den  Satz: 
„Wenn  die  Grenzen  der  Doppclintegrale  constant  sind,  so  kommt  es  auf  die 
Ordnung  des  Integrirens  nicht  an.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  angenblicklich  anf  drei  und  mehrfache  Integrale  aus- 
dehnen. 
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El  iit  DSmlidi: 

■f  %,•'  y,-'  X.  ' J X,J  y, 

/'p  /•*!  /»Sfr 

/ / f{x,y,*)dyd^dx. 

*.  ».•'  y. 

wi«  lieli  durch  wiederholte  Anwendung  dei  eben  gegebenen  SaUcs  sogleich  leigt. 

Bei  diesem  Satze  ist  jedoch  die  Ton  Zunächst  wollen  wir  diesen  Fall  an 
Canchy  gemachte  Bemerkung  von  gros-  einem  Beispiele  erläutern, 
ler  Wichtigkeit,  dass  er  möglicher  Weise  Es'  sei  gesucht : 
seine  Anwendung  rerlieren  kann,  wenn  ^ ^ 

liir  einen  zwischen  den  gegebenen  Gren-  f C ü 

xen  liegenden  Werth  von  x,  y n.  i.  w.  J _|  (jt'  + *’)’  ” 

das  Argument  f{x,  y,  z)  discontinuirlich  ^ , 

wird.  Die  Möglichkeit  dieser  Ausnahme  d„  Argument  ^ wird  nnend- 

ist  fltr  die  ganze  Integralrechnung  be-  (y*  + x')* 

reits  erwiesen,  und  es  kommt  nnr  dar-  lieh  nnr,  wenn  y nnd  x sich  der  Nnll 
anf  an,  zu  finden,  in  weMien  Fällen  sie  nähern;  offenbar  ist  nämlich,  wenn  x=p, 
Mattfindet,  nnd  wie  gross  der  Unter-  y=s^  gesetzt  wird,  wo  ^ unendlich  klein, 
schied  zwischen  den  Integralen^  wird,  s endlich  ist: 
wenn  wir  die  Grenzen  nmkehren."  y»— *•  t’  — 1 

Wir  beschränken  nns  anf  Doppel-  (y’ + x’)’ (s’-f- !)*/<’’ 

““f  also  in  der  That  unendlich  gross. 

mehnache  ohne  ochwiengkeit  ergibt 


Nnn  ist: 


r f’-x*  . n x^  jy\ _ i r <>>■  . i r * 


wo  s=—  gesetzt  wnrde.  Also 

1 


dx 

' i-t-x« 


= — 2arctgx, 


ili' = f-,f  -! 

»re>ff(+l)=j.  arctg(-l)=-j 


ond  da 


iti  -sje'; 


ist: 


/+*  /•  + * w'— 


Integriren  wir  nnn  zuerst  nach  x,  so  kommt: 


1——  - 

/»’-»’  j _i  r y’  j*  _ 1 y 

(y*+x*)»  y J y » ■ 1 +il’ 


J A*.'" 


-T- 


9 

\ . 


I 
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also: 


/ 


j^  = 2ftrctg(+l)-2arctg(-l), 


+ ^ y»-g«  2 

_i(y’  +*’)•  ~l+y’’ 

«'y  _ 


mithin: 


/-f'  /»+•  »*— x> 

BeU«n : 

«ff 

^ = 1 I 
•/ 

B = l I f{x,^)dydx. 

•'  ft*'  V 


Wir  setzen; 


so  dass,  wenn  man  die  Grenzen  des 
Integrals  nmkchrt , sich  der  entgegen- 
gesetzte Werth  -1-  n statt  — n ergibt, 
also  der  Unterschied  beider  Integrale 
2n  betragt. 

Es  ist  zn  bemerken,  dass  man  bei  der 
Berechnung  in  beiden  Fällen  nach  all- 
gemeinen  Begcln,  also  ohne  Berticksich-  „ . , . . , 

tignng  der  Discontinnität  verfahren  ist.  ^ zwisehen  «t  und  ß liegende 

Canchv  zeigt  aber  auch,  wie  man  im  M eine  solche,  die  zwischen  y und 

allgemeinen  Falle  den  Unterschiod  bei-  hegt,  und  sei:  diseontinuirlich. 

der  Integrale  ermitteln  kann.  Für  den  Finden  sich  mehrere  Discontinuitlten  vor, 
Fall,  dass  derselbe  Null  ist,  kann  dann  <*"  j®‘*‘  « gebende  Verfahren 

die  Umkehrung  ohne  Bedenken  statt-  lediglich  zn  wiederholen, 
finden.  Sei  ferner : 

/>(*  ,y)dx  = ff{x,y),  J'f{x,y)dy  = ,p{z,y), 

t,  9 zwei  nnendlich  kleine,  aber  positiv  angenommene  Zahlen,  so  ist: 

r'Y r‘  /■'  r 

J y J a fi  + 9'^  a *c„  L,/  y 

+ J' 

In  diesen  Integralen  findet  sich  n&mlich  keine  Discontinuit&t , es  ist  mithin  die 
Umkehrung  der  Grenzen  gestattet.  Mit  Anwendung  der  oben  gegebenen  Bezeich- 
nnng  aber  erhält  man: 

['/(/J,y)-'f(".y)]'fy+  f [vW-y)-'/(".y)]<fy 

*/  y /i4*^ 

pß 
•C  a 

Lässt  man  ndn  sowohl  i als  9 nach  Null  bin  convergiren,  so  gibt  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung: 

f ['/(i».y)-7(".y)]‘'y=/'  /*^A-'.y)<f-»‘fy- 

./  y %ß  y*ß 

Dagegen  vird  die  rechte  Seite: 

/ß  pß 

[^^(x,  <f)  — 7 (x,  y)]  dx  + l [tt.(x,  ^ — 0 - If^x,  f)  -h  »)]  dx, 

a „ 

d.  h. 

f ß /•‘f  pß  pM+ß 

/ j I / f(x,y)dydx-, 

y 'l  «J  U — t 
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et  iit  tito : 


B-A=  j I F{x,^)iydx=  j 

tr'  ft—i  t 


[<({x,  /<  + .»)-  /i  - 1)]  il*. 


In  dem  rorhin  berechneten  Beispiele  war: 


tlio: 


y_ 

1 X 


x>+»*’ 


9 

i*"+**’ 


rß  ( -»  , \ rP  ”»  pP  ", 

J.Vx*+»*  x»+*«/  *-  ./«fj, 

=-(' 


4 


4 


3 a ß a\ 

arctg^  — Mctg-  + arctg-  -arctg-l  . 

V tr  9 ♦/ 


Dt  9 nnd  t unendlich  klein  sind,  to  ge- 
ben die  4 Bogen  alle  nnd  »war 

den  poiiüren  Werth  dann,  wenn  der 
Zahler  ß oder  « potitir,  den  negativen, 
wenn  er  negativ  ist.  In  nngerm  Falle 
war  ß=l,  a=— 1,  man  erhält  also 
(it  n n _ n\  „ 

\2  2 2 2/"”^'' 
and: 

A-B=:2x, 

wie  diet  nach  sich  oben  ergeben  bat. 

35)  Doppelintegrale,  deren 
Grenien  nicht  conatant  sind. 

Im  Allgemeinen  sind  aber  die  Grenien 
der  Doppelintegrale,  wie  überhaupt  der 
vielitcben,  nicht  als  constant  ansnschen. 
Wir  wollen  nur  Doppelintegrale  betrach- 
ten, da  viellache  sich  immer  dnreh  Wie- 
derholung des  bei  Doppelintegralen  ein- 
xuchlagenden  Verfahrens  behandeln  las- 
«n;  anch  setxen  wir  jetzt  voraus,  dass 

J'  Jf)  dxdj  = lim  2'^  Z,  (Jj 


die  Function  f{x,  y)  während  des  Inte- 
grationsweges continuirlich  bleibt,  womit 
der  im  vorigen  Abschnitte  behandelte 
Ausnahmefall  wegf&llt. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  einen 
beliebigen  Umfang,  unter  x nnd  y recht- 
winklige Coordinaten.  Der  Umfang  kann 
beliebig  gekrümmt  sein,  auch  ganz  oder 
zum  Theil  ans  graden  Linien  bestehen. 
Wir  setxen  ihn  aber  stets  als  geschlossen 
voraus,  schlicssen  jedoch  den  Fall  mit 
ein,  dass  einzelne  Theile  desselben  ins 
Unendliche  fallen,  in  welchem  Falle  wir 
die  Grenzlinie  uns  in  beliebiger  Weite  - 
int  Unendliche  fortgesetzt  denken.  Z.  B. 
besteht  die  Begrenzung  nur  aus  zwei 
parallelen  Graden,  so  können  wir  zn- 
ihnen  zwei  unendlich  entfernte  senkrechte 
Grade  nehmen,  also  ein  unendlich  gros- 
ses Rechteck  als  Umfang  betrachten. 

Sind  X,,  X]...x,  beliebige  Abscitsen, 
üi'l/i  ■■■!!,  zugehörigen  Ordinaten, 
von  denen  jedoch  zwei  auf  einander  fol- 
gende einander  unenlich  nahe  gedacht 
werden,  so  ist: 


das  über  den  Theil  der  Ebene,  welcher 
von  unterm  Umfange  begrenzt  wird,  er- 
•ireckte  Doppelintegral.  Et  ist  hier- 
bei der  ganze  Inhalt  in  unendlich 
Ueine  Rechtecke  getheilt,  deren  Inhalt 
(*l beträgt,  nnd 
jeder  dieser  anendlich  kleinen  Ebcnen- 


thdile  mit  dem  entsprechenden  Werthe 
von  ((x,  y)  multiplicirt. 

Will  man  eine  Veranschaulichung  ma- 
chen, so  kann  man  unter  ((x,y)  sich  die 
Dichtigkeit  des  Ebnentheils  denken,  und 
cs  stellt  dann  das  Doppclintcgral  die 
Masse  des  ganzen  begrenzten  Inhalts  vor. 
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El  ist  augenblicklich  ersichtlich,  wie  diese 
ganso  Veranschaulichung  auch  suf  drei- 
fache Integrale  Anwendung  findet,  wenn 
man  dem  geschlossenen  Umfange  eine 
OrensflSche,  den  unendlich  kleinen  Recht- 
ecken aber  Farallelepipcda  substituirt. 

Es  ist  nach  dieser  Definition  der  Dop- 
pelintcgrale  rCllig  klar,  dass 

=//A(-«.y)  dydx 

ZU  setzen  ist,  dft  die  unendlich  kleinen 
Parallelogramme  (* ,— , )(y,  ~ i ) 

und  (y,  — y,_j)  |)  identisch 

sind,  auch  findet  diese  Umkehrung  fBr 
vielfache  Integrale  statt. 

Es  handelt  sich  aber  darum,  wie  in 
beiden  Gestalten  des  Integrals  die  Gren- 
zen von  X und  y bestimmt  werden 
mOssen,  damit  in  der  That  dasselbe  den 
gegebenen  Umfang  umfasse. 


Eig.  30. 


Mögen  die  Linien  (Fig.  30.)  OA  und 

•yi 


OB  die  Richtung  der  positiven  Abscissen 
und  Ordinaten  angeben,  und  sei  EWFT 
der  gegebene  Umfang. 

Der  Ausdruck  J'f{*,y)dy<  * be- 

liebig ist,  stellt  dann  ein  Integral  vor, 
welches  sich  fiber  die  dem  gegebenen  x 
entsprechende  Ordinate  GK  und  zwar  von 
bis  G erstreckt.  Wir  haben  hier  vor- 
ausgesetzt, dass  der  Umfang  ein  einfach 
begrenzender  ist,  und  jede  der  Abscissen- 
axe  oder  der  Ordinatenaxe  parallele  Li- 
nie denselben  höchstens  zweimal  schneide. 
Seien 

y. =/.(«).  y. =/■.(*) 

die  beiden  Ordinatenwerthe , welche  ffir 
gegebenes  x diesen  Schnittpuncten  W 
und  G der  Ordinate  entsprechen,  so  sind 

y..  y. 

die  Grenzen  unseres  Integrals.  Sei  dem- 
nach: 

y» 

((x,y)dx  = »(x), 

y*  . 

so  ist  das  Integral  J tf{x)dx  Aber  die 
Abscissenaxe  von  Funkt  U bis  L,  d.  h. 
von  der  kleinsten  bis  zur  grössten  Ab- 
cisse,  denen  Functe  des  Umfanges  ent- 
sprechen, zu  erstrecken,  und  setzt  man 
also : 

0//  = JV£=x„  OL  = MF=x^, 
so  sind  dies  die  Grenzen;  x,  und  x, 
sind  hier  gegebene  Constanten,  wkhrend 
F„  F,  Functionen  von  x sind.  Der 
Werth  des  Integrals  ist  also: 

r.w 


/ 


/*  i /**  i /**  1 / / 1 W 

/ K.*iy)<iy<i*=-  I / Kx,y)iy^- 

y,  x,*'  /•.(x) 


Wir  wollen  nun  aber  die  Integration  so  ist 
mit  X beginnen. 

f y)  *^®'  X, 

Abscissenaxe  parallele  Linie  FS  zu  w-  i„tegral;  u,(y)  ist  dann  nochmals 

■trcckeo.  welch©  einem  gegebenen  Weriho  , , .r  n *r  j rr  tu 

wcivu«  CI«  b swUchen  den  Fanden  T and  {/,  welchen 

“"r- 

i,g,b,D..  OrtSrnmintb  moM,.,  S« 

seien  deren  Abscissenwerthe  bezüglich:  t/F_OA— y,,  TR  — OB— y|, 

X,  = y,(y),  Xi=yfi(y),  bIso  y^nndyi  Consunten,  so  hat  man: 

y<y)<iy=r^'  f ' /l*.y)<**</y> 

' y.  y*  X. 


also: 


/Vi  /*7i(y)  /**i 

r f{*,y)^<iy= I / , , , rt*.y)<'»*'' 
Vt  y.(y) 
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Fig  31. 


Sollten  gewisae  der  Abaciaeenaxe  oder 
der  Ordinatenaxe  parallele  Linien  (Fig.  31) 
ABCD  den  Umfang  mehr  ala  zweimal 
aehneiden,  ao  ist  das  betreffende  Integral 
Ton  A nach  B nnd  Ton  C nach  D zn 
erstrecken,  während  der  über  ßCcratreckte 
Theil  ana^lt,  Aehnlichea  tritt  ein,  wenn 
die  Begrenzung  eine  Mehrfache  ist.  Geht 
sie  zum  Theil  ins  nnendlicbc,  so  ist  der 
betreffende  Werth  F,  oder  X,  gleich 
unendlich  tu  nehmen.  Es  setzt  dies 
aber  roraus,  dass  noch  der  Werth  des 
Integrales  ein  bestimmter  sei,  waaeigen- 
tbömliche  Untersuchungen  erfordert,  die 
später  folgen  werden. 

Beispiel.  Der  gewöhnlichste  Full 
ist  der,  wo  (Fig.  32}  der  Umfang  gebildet 
wird  1)  dnreh  einen  Theil  der  Abscissen- 
axe  AD,  2)  dnreh  zwei  parallele  Ordi- 
naten  Aß  nnd  CD,  3)  durch  das  ent- 
weder immer  concar  o<lor  immer  convex 
gekrümmte  CnrvenstQck  BC. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  in  jedem 
Falle  ein  gegebenes  Doppelintcgral  sich 
in  Stücke  zerlegen  lasse,  die  in  der  an- 
gegebenen Weise  begrenzt  sind. 


Fig.  32. 


Sei 

A(»,y)=0 

die  Gleichung  der  Corrc  BC,  und  möge 
sich  daraus  ergeben 

y ='/(*).  *=V'(y)- 

Ist  rmn  ff  f{x,y)dydx  auf  diesen  Inhalt 
zu  erstrecken,  so  ist  offenbar: 
y.=v(r),  y.=0, 
x„=.OA,  X,  = OD. 

Soll  dagegen  die  Integration  in  der 
Ordnung  fj'f{x,y)dxdi)  vollzogen  wer- 
den, so  sieht  man  sogleich,  dass  für  alle 
Werthe  von  y,  die  kleiner  ala  AB,  d.  h. 
kleiner  als  '/(x,)  sind,  X,  = OD,  X,  = OA, 
also  X,=z,,  .V,  =x,  zn  nehmen  sind. 
Wird  aber  aber  y = GH  grösser  als  AB, 
so  ist  die  Integration  über  die  Strecke 
GF,  d.  h.  von  X,  = t/'(y)  bis  X,  =00  — *, 
zn  erstrecken.  Die  Grenzen  von  y aber 
sind  y,  =0,  da  das  kleinste  y auf  der 
Absässenaxe  liegt,  nnd  y,  = CD=y(xpitU 
Man  hat  also: 


/X,  -y(x)  /•»(*!} /••*!  /»'/(«i)/**»  _ , 

/ /(*.y)<'y<l*  =/  / f(.*,y)äxdy+ f j f{x,y)dxdy. 

0 -r  0 "r  Xj  ./  0 •x  y,(y) 


Complidrter  noch  würde  der  Ansdmck 
sein,  wenn  die  Cnrve  BC  die  Krüm- 
mnngarichtnng  änderte.  Jedoch  lässt  sie 
sieh  in  diesem  Falle  immer  in  Theile 
mit  gleicher  Krümmangsrichtnng  zer- 
legen, 

Zn  Beispielen  für  diese  Sätze  werden 
die  folgenden  Abschnitte  dieses  Artikels 
noch  Gelegenheit  geben. 

36)  Transformation  mehrfacher 
Integral  e. 

Die  Transformation  einfacher  Integrale 
war  dnreh  die  Formel 

ff{x)dx  =ff{x)^du 


gegeben,  wo  man  voraus  setzt,  dass  x 
eine  Function  von  u sei. 

Sei  jetzt  gegeben 


^^)<<y=7(y). 


f(y)= 


<<»(y) 

dy  ’ 


nnd  setzen  wir 

y = y.(x,w), 

wo  X und  u veränderlich  sein  sollen,  so 
wird: 
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Nach  dem  in  Abschnitt  (11)  Gesagten 
ist  aber  ftlr  den  Ausdruck 

/ [f{x,  u)  dx  +/■,  (x,  «)</n], 
welcher  in  irgend  welchen  Grenzen  ge- 
nommen ist,  der  Werth  ganz  derselbe, 
welches  anch  die  Gleichung  zwischen  x 
und  u sei,  vorausgesetzt,  dass  f und 
continnirlich  sind  und  die  Gleichung 

du  djc 

erfQllen. 

Setzt  man  nun: 

dfi'  dy  da»  ^ dtt-  du  dir 

so  verwandelt  sich  offenbar  das  letzte 
Integral  in  das  uns  vorliegende,  und 
es  ist 

df  _ d*ff.  d/’,  _ d»y 
du  dxd«'  dx  ~ dudx’ 
welche  Ausdrücke  in  der  That  identisch 
sind. 

Ist  also  F(y)  continnirlich,  ao  kann 
man  z.  B.  voranssetzen,  dass  x während 
der  Integration  constant  bleibe,  und  hat: 

pH  / **  * . 

I P(3)<‘y=l 

'et  «0 

Die  Grenzen  dee  letzten  Integrals  mSs- 
sen  denen  des  ersten  entsprochen , und 
ergeben  sich  ans  den  Gleichungen: 

' v<*t  “•)=«•  '/'(*.  «,)=y- 

Sei  jetzt  gegeben: 


A 


f(x,y)  dtfdx, 


wo  y,,  y,  im  Allgemeinen  Functionen 
von  X und  x^,  x,  Constanten  sind,  wie 
dies  im  vorigen  Abschnitte  sich  ergab. 


Machen  wir  nun  die  Substitution: 
y=l/,(x,w), 

SO  ergibt  sich  nach  dem  Obigen: 


und  die  Grenzen  durch  die 

Gleichungen  bestimmt: 

y,  = y,(x,«.),  y,  = y<x,«,). 

Es  ist  hier  aber  wohl  zu  berQcksichtigen, 

dass  die  Ausdrücke  dx  und  ^ du  glci- 

du 


ches  Zeichen  haben.  Ist  also  z.  B.  dx 

d\p 

positiv  und  negatiVy  so  ist  auch  du 
du 

negativ  zn  nehmen,  wo  dann  untere, 
u^  aber  obere  Grenze  sein  würde.  Um 
diese  Vertansebung  der  Grenzen  zu  ver- 
meiden, kann  man,  wie  hier  geschehen, 
du  stets  positiv  denken  und  das  Integral 
mit  doppelten  Vorzeichen  versehen.  l>arch 
Umkehrung  der  Grenzen  ergibt  sich  dann: 


wo  die  Grenzen  nach  dem  obigen  Ver- 
fahren zu  bestimmen  sind.  Sei  jetzt: 

* = y (“.'■)• 

10  kann  man  ganz  erie  oben  setzen: 


wo  die  Grenzen  sich  ebenfalls  nach  dem 
vorigen  Abschnitte  ergeben,  u und  • 
sind  durch  die  Gleichnngen: 
x = y(u,i),  y = y<x,a) 
völlig  bestimmt.  Werde  aber  die  letz- 
tere Gleichung  ersetzt  durch  die  folgende 


y = y,(u,i.), 

SO  handelt  cs  sich  eben  nur  darum,  den 
dtp 

Werth  von  durch  ^ und  ^ j auszu* 


drücken. 


~ ist  nun  der  Dififerenzialquotient  von 

y nach  ti  unter  der  Bedingung  genom- 
men, dass  X constant  sei.  Unter  dieser 
Bedingung  hat  man  aber: 


du  dv  du 

und 

dx  _ dy  dy. 

du  dtt  dr  ‘ 

Eliminirt  man  ans  diesen  beiden  Glei- 

dif 

chungen:  j-,  so  kommt: 


du 


d^  _ 1 I dy  j dt\ 

du  dn  dy  \ du  dv  dv  du/* 
dt; 


also : 

A z=Jj'f{x,y)dxdy- Jp  • C^du  dp, 
wo 


Digitized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  285  Quadratur  (analytische). 


dv  du  dw  d» 
oder,  wenn  man  will: 

_ dy  dx  ^ 

~~  dp  du  du  dp 

nod  1^  V durch  die  Gleichungen: 
x=l(»,v),  y = y,(«,i>) 
gegeben  lind. 

Diele  Betrachtnngen  lassen  sich  leicht 
auf  ein  nfoches  Integral  ansdehnen.  Es 
sei : 

^ -ffj'  • • ■ f dx^dx,dx^  • • ‘ dx^, 

wo  f eine  f^anction  von  x,,  x„  . . . x^  ist. 


Setien  wir  jetzt; 

*»»  X|  • ■ • x^) 

•».  = V'>(“i.  “i.  *s  • • • 

•'l=V'l(“l.  “s.  «1.  *4  • • • %) 

I 


so  erhält  man  bei  wiederholter  Anwen- 
dung dci  obigen  Verfahrens: 


A -fff.  . . • . . 

^ ~JJJ  ^ du,  du,  du. 

X, 

> • • (/h  . 
n 

Ersetzen  wir  jetzt  die  obigen  Bedin- 

*i=Ti(“ii  «t  ■ 

' ■ “u^ 

guigigleichangcn  durch  die  folgenden, 
welche  ans  den  ersteren  durch  Elimina- 

*i  = r.(“ii  «J.  “i  • 

..Uj 

hon  der  Grossen  x in  den  Fnnctionen 
aP  enutehen , nnd  von  denen  nur  die 
letzte  in  der  Form  mit  den  obenstehen- 
des fibereinatimmt: 

• • “»)• 

10  ist  der  Differentialquotient  von  x. 

•i 

nach  u,  nnter  der  Bedingung  ge- 

nommen,  dass  x„  x,  • • • constant  bleiben.  Ei  ergibt  sich  alio  durch  die 


Oleichnngen : 

...  .th 

dai,  d«,  dw,  d«,  du*  d«,  di«^  d«, 

^ • . . I ^Vs 

d«,  dti,  d«,  d«,  du , di«^  ds», 

O _ ^ . ...  I ht 

dH,  du,  du,  du,  du  , du^  du, 


, ^'fn  du,  du, 

® “ du,-'*’  du,  du,  du,  du,+ 

Eliminirt  man  hieraus  die  Grossen 
du,  du, 

du,’  du,  du,’ 


•0  erhält  man  in  Determinantenform: 


A 


11 


du  du 

n II 


1 
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A,= 


^9  , ^9i 
du,  du. 

^7. 

■ ■ ■ ■ du 

n 

£1j  ^ 
du,  du. 

du 

fl 

h« 

du,  d«. 

■ ■ ■ ■ *•» 

^'L>  hx 

du,  du. 

ht 

du 

n 

^‘/  « ^01 
du,  d«. 

« 

du 

fl 

df/'  dtr 
*n  'rt 

•’r« 

du,  du, 

■ ■ ■ ■ dH 

fl 

286  Quadratur  (anal3rtische). 
Wir  wollen  jetzt  allgemein  setzen: 


^9,  h. 

h. 

^»+1 

■ ■ -^a 

^.+1 

* ‘ ■ du 

fl 

h„  hu 

d«r 

^“.+  1 ■ 

fl 

so  dass  also 


ist. 


n du 


Der  Aasdruck 


du. 


ist  nun  der  Diffe- 


rcntialqnotient  von  z,  nach  «,  unter 
der  Bedingung  genommen , dass  nicht 
allein  u,,  sondern  anch  z„  x,  ... 

n.  s.  w.  als  constant  betrachtet  sind. 
Er  ist  also  gegeben  durch  die  Qlei- 
chungen : 


^0. 

du, 


0 = 


ö*. 

du. 


hxhix ... 

\ du 
1 h^  " 

du,  du. 

d«  du, 
n ’ 

hxhlx  .. 

S dH 

1 hl  " 

du,  d«. 

du^  du. 

^9  „ du, 

° ~ dw7  ■*"d«75ü’'*' 


ans  welchen  sich  ergibt; 
in  gleicher  Weise  erhalt  man: 


du,. 


dti|  du, 


du 

n— ! n 


A,  Al 


d(t  du 

n 

^ du  du,’ 

M S 


^fld« 


■ = A. 


also  durch  Vereinigung  dieser  Aasdrücke: 

du>i  du,,  ^'^n—  1 A, 


^n-2  *•« 


= A„ 


da 
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Ea  ist  also; 

/ff"-.- fdx^dx^  dx,  -.■dx^=Jff'...f  c,  I du,  du,  du,  > • • du„. 

Sind  nur  drei  Variable  gegeben,  und  bezeichnet  man  die  Ansdrücke: 

^97  ^9 7 ^97  ^9 7 ^97 
du,  du,  du,  du,  du,  du,  du,  du,  du, 
bezüglich  mit  a 6 c o,  i,  c,  a,  6,  c„ 

so  ist 

ü,  = n*,c,— o4,c,  — a,4c,+a,c4,  + a,4c,— u,t,e=a(4,c,  — i,c,)  + a,(4,e— 4c,) 

« . . +o,(4c,  — 4,c). 

Beispiele:  also:  ' 

I)  Sei  gegeben  A =rcos  #’  + rsind»  = r 

M'V'ixds  „„d 

«nd  führen  wir  die  zwei  neuen  Cnbe-  /Titj  j /y  rrj 

kannten  r,  9-  durch  die  Gleichungen  ^ r Vdr  di. 

x=rco»9,  y = rsin9,  II)  ist  gegeben 

ein,  eine  Transformation,  welche  der  Ver-  _ 

nindlnng  rechtwinkliger  Coordinaten  in  rcosd, 

Polarcoordinatcn  entspricht.  Han  bat  y =rsin9coS7>, 

s=rsin  9 sin<f 

und  sei  das  zn  transformirende  Integral : 


= cos»,  -rsin». 


sin»,  ^ 

= r en* 

JJfVdxdydz, 

dr 

d» 

• 

so  bat  man 

: 

a=cos», 

4 

= — rsin», 

c = 0. 

0 

1 = sin  & cos  <f  y 

= rco8»co8y. 

c,  = —rsin»  siny, 

0 

, -z.  sin  » sin 

9> 

i. 

= r cos»  siny. 

c,  = rsin  » cos  y. 

4.C, 

-4,c,=r' 

sin  »cos». 

o(4,c 

, — 4,c,)  = r«  sin»  cos»*. 

4,c 

— c,4  =r* 

sin»> 

cosy, 

o,(4,c 

— c,4)  =r’ sin  »•  eosy*. 

4c, 

1 

II 

sin  »’ 

siny. 

o,(4c, 

— 4,c)  =r*  sin»*  siny’. 

A =r*  sin  » 

JJfVdxdydi  -JJfU  r’  sin  » drd»  dy.. 
m)  Transformiren  wir  noch  das  Integral: 


welchM  den  Inhalt  einer  Oberfläche  angibt,  deren  Gleichung  in  rechtwinkligen 
Coordinaten  gegeben  ist,  ebenfalls  durch  Einführung  der  Polarcoordinaten  r,9,if,  wo 
* = rco8»,  y = rsin  » cos '/ , s = rsin»sinyi 

ist.  Es  ist  hier  r als  eine  Function  von  9 und  y aufzufassen,  und  man  bat: 


. „d»  ./dr  d»  dr  da\ 
x:=  — rsin»T-+cos»l  — — + — ^1. 
dy  dy  \d9  dy  dy.  dy/ 


Die  Ausdrücke  für  ^ und  ~ werden  gefunden,  wenn  man  die  Ausdrücke 

ßr  y und  s nach  y differenziirt,  wobei  der  erstere  1 , der  zweitere  0 zum  Diffe- 
renualqnotientcn  hat,  also: 

« / • Ä K d(fi 

1 =:  coi  y (sin  ^ 4-  r cos  ^)  -^  + sin  (cos  y ^ — r sin  y)  ^ 

0=siny  (sra^~  + rcos^)^  + sm;>(8iny^  +rcosy)^. 
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Es  ergibt  lieh  hieraus; 


Quadratur  (analytische). 


sin  7 + rcos  <f 

r(rcos#  + ^sin») 

und  wenn  man  diese  Werthe  in: 

dx  d#  / ...  „ 

dy  “ d“  rsmS  4-cosd 

einseUt; 

dr 


dy 


dy 


81  n ($• 
rsini^ 


d»; 


dr  du) 


. . dr 

sin  d cos  9 cos y — r sin  d*  cos y — siny  ^ 


ind^rcos  d+  sind^^ 


Ferner  hat  man: 


dx  / dr\dd  „ dr  dy. 

= I— rsind  + cos  d r-  i ■:“  + co*  d-  ^ .r- 
ds  \ dd  / ds  dy  ds 

nnd  indem  man  die  Ausdrücke  für  y und  s nndi  s diSerenziirt ; 

dr  dd  dr  . . dy 

0 = cos  y (sin  * ^ ^ + sin  d (cos  T d»  ’ 


'dz  ^ V dy 

^ „ dr  , ..  dd  , , dr  . , dy 

1 =.Bin  y (sm  d ^ + r cos  d)  g-  + sin  d (sin  <f.  ^ + rcosy) 


woraus  sich  ergibt: 

dd 

ds 


dr 

r sin  y — cos  y ^ 


also  ist: 


dr 

f'(8in^^  + rcosÄ) 


dtf  cos 
ds  ~ r sin  d ’ 


dr  dr 

sin  d CO«  ^ «in  ^ — r «in  «m  V ^ 

«in  d (r  CO«  ^ + «in  ^ 

dr*  dr, 

d».  ^ dx,_’'  ‘■°^*  + °’°^‘dF  + v 

^ sind*(rcosd  + sind^^ 


1+P  + 

Man  bat  ferner; 


dy  _ dr 


_ dy  ds  ds  dy 

dd  dy  dd  dy* 


§d  ~ ^•'Udcosy+rcosdcosy 


also 


dy  dr 

^ ^ sin  d cos  y — r sin  d sin  y 

ds  dr  . . . . . 

^ = ^sindsiny  + rcosdsiny 

ds  dr  . . 

sindsiny  + rsindcosy 
dy  dy  ^ ^ 

dr 

^=r*iindcosd+rg^  sind’, 
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also; 


dr’  dr^ 


A d9 


-fj"  /’■'  •*“  *’+£"“  ^ 


Die  BestimmuDg  der  Grenzen  bei  der 
Transfornnition  ist  nach  dem  Obigen 
leicht  snzustcllcn,  fahrt  indess  oft,  wie 
die  Transformation  selbst,  zu  langwieri- 
gen Rechnungen. 

37)  Ücber  die  Berechnung  der 
beitimmten  Integrale. 

Oft  lassen  sich  Quadraturen  in  gewis- 
gegebenen  Grenzen,  z B.  0 ujul  co, 
— oc  uud  Qo  , 0 und  1 , 0 und  n noch 
dann  ansfübren , wenn  sich  das  allge- 
meine Integral  der  Berechnung  entzieht. 

Diese  Berechnungen  bilden  die  so 
wichtige  Theorie  der  besLimmtcn  Inte- 
grale, welche  wir  jetzt  zu  geben  haben. 

Zunächst  aber  ist  eine  Bemerkung  über 
diejenigen  bestimmten  Integrale  zu  ma- 
chen, deren  eine  Grenze  nncndlich  wird. 

£s  kann  hier  derselbe  Fall  wie  bei 
den  Reihen  eintreten.  die  eine  unendliche 
Anzahl  Ton  Gliedern  haben,  dass  näm- 
lich der  Ausdruck  aufhört,  einen  be- 
stimmteD  Werth  zu  haben,  also  entweder 
tmbestimmt  oder  unendlich  gross  wird. 

Set  das  Integral 


f 

ei 


gegeben,  so  veriabrt  man,  um  zu  unter- 
itichen,  ob  dieser  Fall  eintrctc,  ähnlich 
*ie  bei  Reiheu , die  man  in  Bezug  auf 
ihre  Convergenz  oder  Divergenz  prüft. 
Man  setzt  nämlich 


7(ff) 


= r /‘(x)rfx+  r f(x)dx, 

•'  « ^ k 


Wo  man  sich  k endlich,  aber  unbestimmt 
gross  denkt.  Wenn  der  zweite  Theil 

/CO 

f(x)dx  mit  wachsendem  k sich 

k 

der  Nnll  nähert,  so  hat  das  Integral 
einen  Grenzwerth, und  cs  ist  derselbe  gleich 

r f{x)  dx. 

j 0 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich 
Hütchen,  wenn  die  untere  Grenze  — co 
ist. 


Schliesslich  bemerken  wir  noch,  daas 
der  Integrationsweg  bei  bestimmten  In- 
tegralen angegeben  werden  mnss.  Ge- 
schieht dies  nicht,  so  setzten  wir  immer 
den  gradlinigen  Weg  voraus,  der  Übri- 
gens, wie  an  seiner  Stelle  gezeigt  wurde, 
der  einzige  Werth  ist,  wenn,  wie  dies 
sehr  häufig  der  Full  ist,  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  nicht  discon- 
tinuirlich  wird  und  keine  Mehrdeutigkeit 
besitzt.  Noch  ist  zu  beachten,  dass  selbst 
Disconiinuitäts  • oder  mehrfache  Punkte 
eine  Mehrdeutigkeit  des  Integrals  zwar  - 
möglich  machen,  aber  nicht  mit  Noth- 
wendigkeit  bedingen. 

38)  Erste  Methode  der  Quadra- 
tur bestimmter  Integrale. 

Unter  den  Methoden,  welcher  man  sich 
zur  Auffindung  bestimmter  Integrale  be- 
dient, ist  folgende  von  grosser  Wichtig- 
keit. Sei 


/ 


■ß 


f(x)  dx=U 


das  ZQ  bestimmende  Integral,  so  gelinge 
es  zuweilen,  den  Ausdruck  f{x)  unter 
der  Form  eines  andern  bestimmten  In- 
tegrals auszndrücken.  Ist  demnach 

J y 

SO  hat  man : 

1^=1  I ii(u,x)dudx, 

•'  n.'  y 

oder  bei  Umkehrung  der  Grenzen; 

^ — r /*  '/{u,x)dxdu. 

J yJ  „ 

. pß 

Gelingt  es  dann  # i/  (u,x)du  anszn* 

tt 

drücken,  so  ist  zuweilen  auch  die  noch 
übrige  Integration  ausführbar,  so  dass 
U in  der  Tbat  bestimmt  ist.  Diese 
Methode  beruht  im  Wesentlichen  auf 
Umkehrung  der  Grenzen. 

19 
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Anwendungen.  I.  Sei  gesucht  das  OEfenhar  hat  man: 

Integral:  —ax  -Ix  /•*  _vx 

0=1  <lx,  ' « 

Jo  ® wie  sich  durch  Integration  rerificiren 

wo  a und  6 positive  Zahlen  sein  sollen,  l&sst,  also: 


b „00 


v=  r r .-'^äu,x=  r r 

J 0 a 0 


' dx  rfii. 


Da  nrni 


_ — w* 

-V 

also  wenn  man  oo  und  0 für  u seUt,  und  die  Differenz  nimmt: 

r 

./  0 


r'^dx=^ 


ist,  so  hat  man : 


also: 


*ß  tt  ^ 


ax  —bx 


e — -t 
0 ^ 
Setzt  man  in  diese  Gleichung  noch 


rfx  = lgi-lga  = lg(j).  I 


SO  erhält  man: 


also: 


rk 

J 0 


e V. 

dx  = -"^ 

y 

für  j:  = 0 wird  y = l,  für  x — 0 wird  y = 0, 

(y"~ I y -y 


./  , Igy  ” J 


>gy 


also: 


/ 
j 0 


I 4—1  a— I 

y -y 


igy 


II 


II.  Die  Formel  I lässt  sich  auch  dann  noch  anwenden,  wenn  a complex  ist, 
vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Thcil  positiv  bleibt. 

Denn  es  ist : 

P — (o  + ^ 

./  * “ a + 4i  ' 


also: 


r e-(«  + «>rfx  = 4x-, 

/ 0 « + *• 

/ +«  /»  e-(«  + *')"dxd4  =r^"Jk^=  llg^‘, 
./  _„j  0 J -«“  + *'  ' 
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•Ixr  anch: 


J 0‘'  —a  u 

worani  dann  folgt: 

r 

J 0 


(a+iri)x_  — (a— tti)x 


dx. 


oo  ,-(a+«i)x_^-(a-ai)x^_  ^ 

* • * a — oi' 


Ana  den  Gleichnngen 


conti- 


2» 

7ai  _ 1+itga 
“i— itgf 


oder,  wenn  man: 


leut: 


-=tg. 


2aarctg— =Ig r-i 

a a — la 


ergibt  lieb: 

f.0O 


/ 

^ 0 


— «X  »u  <rx 


dx  = arc  tg  - 


lU 


daaa  rf*  eine 

J Q X 

nnirliche  Fnnction  von  o iit,  die  für 
a = 0 verschwindet.  Ea  mnaa  alao  für 

diesen  Fall  such  nrc  tg  - gleich  Nnll 
<1 

werden,  was  nur  bei  dem  absolnt  klein- 
sten angehOrigen  Bogen  der  Fall,  so  dass, 
wie  in  der  Regel,  nach  hier  derselbe 

unter  arctg^  au  verstehen  ist. 

_ Das  mit  III  bezeiebnete  Integral  gilt 
für  jeden  positiven  Werth  von  a;  es 
fragt  sich,  ob  es  für  o = 0 noch  rich- 
tig ist 

Offenbar  stellen  beide  Seiten  der  Glei- 
chung 


r 
•/  0 


— ff 

e -ax  = arc  t£T- 

X 


El  könnte  hierbei  noch  ein  Zweifel 
evtitehen,  welcher  der  arene  Un^ns  . 

oehmen  sei;  da,  wenn  m der  kleinste  Fnnctionen  vor,  die  für  positives  a con- 

Werih  des  Arens  tangens  ist,  der  all-  ^^'uirlich  sind,  wie  klein  auch  a sei. 

gemeine  Ansdmek  für  diese  Fnnction  , ob  diese  ContinoitAt 

m+iff  wird,  wo  s eine  positive  oder  stattfindet,  wenn  a über  alle  Gren- 

Begatire  ganze  Zahl  ist»  abnimmt,  in  welchem 

, w , , - »y  1 • La  ^‘•lle  Bo<^h  dann  noch  beide  Seiten  der 

Im  Integral  I war  dieser  Zweifel  nicht  QUiehung  ihren  Werth  für  «=0  beibe- 

/r>^—ax_^—bx  halten. 

Die  rechte  Seite  ist  in  der  That  eine 

" continoirliche  Fnnction  von  a,  welche 

nt  eine  reelle  Grdsse,  folglich  kann  anch  „ 

(A\  für  verschwindendes  a die  Wertho  -= 

-I  dafür  2 

genommen  werden.  "tü  — g annimmt,  je  nachdem  tt  positiv 

In  nnserm  Falle  aber  lOst  sich  auch  oder  negativ  ist.  Was  die  linke  Seite 

der  Zweifel  leicht,  wenn  man  bedenkt,  anbetrifft,  so  schreiben  wir 


sin  sin  ^ sin  «x 

/ 0 * 0 ^ k * 


ContinnilAt  findet  dann  itatt,  wenn  mit  wachsendem  k das  letztere  Integral  ver- 
schwindet. Sei,  nm  dies  zn  nntersneben 


, 2sn 

« = . 


IO  hoben  wir: 


19* 
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■'  k ^ j •/  (■»»  + i).i  * 

a a 

[.■»+(ii4-l)];t  [^»+(n+l)+»]>t 

^ ^ ” *'■*  "-r 

•f  [->»+(«  + 


(■2»  + 1)" 


(21  +2)7 


"/  " 
(.'1+  m),7 


-dj  + 


»+("+ 1)]’» 


Es  Ut  hier  statt  der  obern  Grenic  oo  genommen : 

_ (2*4-n  + l + >)^ 

tt 


wo  n eine  beliebig  grosse  ganze  Zahl,  t aber  ein  echter  positiver  Broch  sein  soll. 

Da  in  den  Grenzen  jedes  der  Theilintcgralc  sin  ftx  sein  Zeichen  nicht  än- 
dert, so  kann  man  setzen,  wenn  & ein  positiver  echter  Bruch  ist,  und  w eine 
ganze  Zahl: 

(W+  l)7T  («+  ')?t  (« + ' ^ 

r ‘-^djczzf  6\a(M)d(„x)=  - f 5in«jd(«x), 

^ un  «7  Ul 

rt  « a ' 


also! 


COSU7— cos(m  + 1)t  _ ( — 1)“2 
(«  + .->)n  “ (a  + s)™’ 


Lf 

sinrrx,  _ 2 

J k * "(•2»  + »)  7 (2» 


+ l + »,)7  (2«+2+.>,)7 


I (~1)"2  2t 

(2s  + n+^#^)7  (2s + « + ^^+s)i ' 

wo  ü ebenfalls  ein  echter  Bruch  ist. 

IJie  Summe  dieser  Reihe  ist  offenbar  kleiner,  als  die  der  folgenden,  welche 
entsteht,  wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  9,  .1,  • • • mit  Null,  in  den 
negativen  9,  • • • mit  Eins  vertauscht,  und  das  letzte  oder  die  beiden  letzten 
Glieder,  die  jedenfalls  verschwinden,  «'eglasst. 

1 

Ti\2i  2.+  2^2s+2  2.+  4^2s+4  2.+  6^_  / ~ n 2t’ 

welche  mit  wachsendem  s offenbor  verschwindet. 


Sic  ist  ferner  grosser  als  die  cbenfnlls  verschwindende  Reihe,  die  entsteht, 
wenn  man  in  den  positiven  Gliedern  1 für  , und  in  den  negativen  dafür  Null 
setzt,  in  welchem  Falle  man : 


2(_l + _ 

n \2s  -fl  2»  -f  1 2s  3 2s  -f  3 


= 0 


erhalt,  also  jedcnrnlls: 

r*' ,,,.0. 

J f,  X 

wie  auch  h*  wachse,  wenn  cs  nur  grösser  als  das  ebenfalls  wacliscndc  k ist, 
woraus  dann: 
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/: 


Am 

■ dx=0 


also: 


folgt,  and  die  Continoitlt  nniers  Inte- 
gral! erwiesen  iit.  Man  bat  somit: 


r 

./  0 


6in«4?co8ax,  n 
dz  = j: 

« 4 


sin«x 

./  0 


J I 

</*=±2' 


Ula 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt, 
je  nschdem  a positiv  oder  negativ  ist. 
Ffir  a gleich  Nnll,  wird  der  Ausdruck 
dx 


Der  Ausdruck  IV  ist  wichtig  für  ge- 
wisse spater  folgende  Untersuchungen. 
Dirichlet,  von  dem  dieselben  herrUhren, 
nennt  das  Integral  den  „discontinulrli- 
chen  Factor“,  und  gibt  ihm  eine  Form, 
wo  R=1  ist: 


dx 

I — =lgoo-lg(0), 

./  0 * 

also  discontinuirlich. 


2 

nj  0 


Sinz  cos  Ar  . 

dx  = \ oder  =0.  IVa 


Der  erste  Werth  gilt,  wenn  ß positiv 
oder  negativ  kleiner  als  Eins  ist,  also 
zwischen  —1  und  -(-1  liegt,  der  zweite, 
III.  Ans  der  Formel  lila  lässt  sich  wenn  ß irgendwie  ausserhalb  dieser 
noch  ein  andres  wichtiges  Resultat  her-  Grenzen  fällt.  Das  Zeichen  von  ß bat 
leiten.  Sei  nämlich  offenbar  keinen  Einflnss  auf  das 

a = a-i-i,  Resultat. 

s und  i positiv,  und  a grosser  als  ä, 
so  hat  man: 


/: 

/ 


ain(a  + 4)j:^_ 


IV.  Die  Formel 

,.ao 


0 


-(u+«)zj  _J_ 

u+W' 


“ sin(a— i)x,  n 
0 


2' 


von  welcher  wir  bei  diesen  Betrach- 
tungen ausgingen,  ist  auch  au  sich  wich- 
tig. 


j.  V T.  . Sie  zerfällt,  wenn  man  das  Reelle 
vom  Imaginären  trennt,  und 


iddirt  und  auch  subtrahirt: 
sinax  cos  ix 

0 

sin  i z cos  a X 


r 

^ fl 


a +6i 


rt— 6i 


r ' 

‘I  0 


dx  = 0. 


setzt,  in  die  beiden  andern: 

-.X 


«in  Resnlut,  dass  man  anch  folgender- 
niatsen  schreiben  kann: 


r 

A 


•inax  cos^x 


r 

ü 

r 

J 0 


e ^^co$  bxdx  = 


sin  bxdx  zz 


a*  + 4» 

b 

a>-(-i>. 


VI 


wo  a positiv  sein  muss. 

Beide  Formeln  verlieren  ihre  Bcdcn- 
Der  erste  Werth  gilt,  wenn  a grOsser  tung,  wenn  a gleich  Null  wird.  In  die- 
^ ß,  der  zweite,  wenn  a kleiner  als  ß sem  Falle  werden  nämlich  beide  Intc- 
ist,  vorausgesetzt,  dass  o und  ß positiv  grale  discontinuirlich. 
sind. 

Ist  ß — a,  so  hat  man:  V.  Multipliciren  wir  die  Formel  VI 

• o . coibdb  , . 

sin2nx  rt  mit r- — und  integriren  in  den  Gren- 

-«»  = ö.  b 


f 

^ fl 


xen  b nnd  co,  so  kommt: 


/QO  ^0 

a J ti 


• • I I 

sin  6x  cos  6 


0 0 * 
sber  mit  Umkehrung  der  Grenzen: 

sin  4x  cos  i 


dx  db 


r“  r®  L 

J Q J 0 


dbdx 


CO»  hdb 

0 

* cos  4 db 


-f 
-L 
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Es  ist  aber: 

sinbx  coibdh 

0 Ä 


39)  Zweite  Methode  der  Qua- 
dratur bestimmter  Integrale. 

= ^ oder  gleich  0,  Ein  öfter  angewandtes  Mittel  gewahrt 
dieRinfllhmng  neuer  Variablen  bei  Dop- 


/ 

je  nachdem  das  positive  x grösser  oder  «uf  welche  Form  die  eu 

kleiner  als  1 ist  Da.  Integral  nimmt  ®"'" 

. Weise  *u  bnngen  sind. 


also  die  Gestalt  an: 
>*00 


JI  ^ax,  r“  oosbdb 

2./  , * "'=7  „ 


Ein  Beispiel  wird  dies  klar  machen. 
Sei  das  zu  bestimmende  Integral: 


/« 

II 


•Ij:, 


da  der  von  0 bis  1 gebende  Theil  des 
ersten  Integrals  verschwindet.  Berech- 
net man  den  Ansdruck  links,  so  kommt:  wo  a eine  positive  Grösse  oder  eine 


/*  cos  6 di  _ 7» 

. STTii  "2 


e-° 

a 


complexe,  deren  reeller  Theil  positiv  ist. 
Dann  ist  offenbar: 


oder,  wenn  man  b = ax  setzt: 

■ ® cosojrdx  _ n —a 


J 

J 0 


1+*' 


= 2* 


vn 


such: 

V=r  +y’)d,dr. 

J a J a 


oder  auch: 


wo  a aber  positiv  sein  muss.  Es  kann 
a auch  Null  sein , wie  sich  unmittelbar 
verificiren  lisst;  wäre  a negativ,  so  wäre  Wir  machen  nun  die  Substitution 
der  absolute  Werth  von  a rechts  in  den  y = s.x, 

Exponenten  zu  setzen. 

Differenziirt  man  noch  a unter  dem 
Integralzeichen,  so  kommt: 


/ 


® X sin  ax  dx  _ n — a 

r " 2 * • 


s = 0 för  y = 0, 
s = oo  für  y = 0D 

VIII  wird. 

Nach  den  in  Abschnitt  36  enthaltenen 


f 
./  0 


Intcgrirt  man  VII  nach  a in  den  PHnsipien  ist  dann: 

Grenzen  a = 0 und  o=«,  so  kommt: 

immer  positives  a vorausgesetzt. 

r -nx’ (l+i^)  , r-a(l  + s>)x  

und  im  Falle  a seinem  reellen  Theile  nach  positiv  ist: 


wo  die  Ordnung  der  Integration  ver- 
tauscht ist,  aber: 

-n(l+s‘)x’> 

d(x«)=  — 


also: 


f 

J 0 

2a/  0 


t-"x’(.+‘*)xdx  = J 


2a(l-hs>)’ 


ds  _ arctgoo  — arc  tgO  _ w 


1+s* 


2« 


4«' 


Es  ist  somit 


d.  b. 
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Für  den  Fall,  wo  a = l ist,  ergibt  sieh  hieraus: 

/50  2 

e * dx=j  }/n  . Xa 

0 

DifTcrenziirt  man  den  Ausdruck  X nmal  nach  «,  so  ergibt  sich  noch : • 

r“  . XI 

•f  0 r « 4»„i  „» 

wo  unter  n!  das  bekannte  Product  lv2-3-"i»  rerstanden  ist. 

Sei  jetzt 

n = a+Ai 

nnd  a immer  positir,  so  sind  die  Ausdrücke  X und  XI  noch  einiger  Transfor- 
maiionen  Hlhig. 

Setzt  man 

x'=u, 

so  kommt: 

2xdx  = du,  dx  = -^^ 

2V'» 

/OO  . — «M,  /— 

Xb 

0 y»  I " 

r”e-^““»“-id«  = T/«J?-")L.  xia 
J 0 

S«tse  mAn  ferner; 


— 2xe 


dxz:- 


di 


far 


2‘|Agi 


* = 0 wird  z = l, 


jT  = oo  wird  s = 0. 

Die  Oleichnngen  X und  XI  geben  also: 

a — t , 


s“  'dz  _ ^jn 


4 »!« 


Es  ist  ferner: 

.0 


Xc 


Xlb 


r f e-“*’dz=  f e-'V'dy, 

•/  —00  ^ 0 0 
wie  man  erhält,  wenn  man  x = — y setzt,  and  ebenso 

J J 0 
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Diese  Bunlute,  bezfiglich  zu  den  Ausdrücken  X und  XI  addirend,  erhült  men; 

Xd 


/ 


+ 00 


"rfx  = 


XIc 


In  dem  Integral  Xd  ist  die  Function  e stets  continuirlich  und  eindeu- 

tig, also  der  Werth  vom  Intcgrationsweg  unabhängig,  vorausgesetzt,  dass  die 
Grenzen  — oo  und  + oo  bleiben.  Setzen  wir  jetzt 

x=y+Ai, 

wo  h reell  ist,  so  werden  — s — Ai  und  -t  s — Ai  die  Grenzen  von  y,  wo  s eine 
unendlich  grosse,  aber  wesentlich  reelle  und  positive  GrOsse  bedeutet.  Nach  dem 
eben  Gesagten  ist  im  übrigen  der  Intcgrationsweg  gleichgültig.  Aber: 

r-‘  ^ r+\  r-« 

— 1 — Ai  J — s — Ai  — s J +t 

wo  in  jedem  der  Theilintegrale  rechts  'dieselbe  Function,  welche  links  steht,  in 
ergänzen  ist. 

Offenbar  aber  verschwindet  mit  wachsendem  s im  ersten  und  dritten  Thcil 
die  Function  ganz,  und  man  hat  also: 

Trennt  man  den  reellen  und  imagin&ren  Thcil,  so  ergibt  sich: 


J 


+00 


« ^ cos  (2f(A)y  rfy 


Jn  _„Ai 


und  der  mit  dem  sinns  behaltete  Theil  wird  Null,  wie  sich  übrigens  von  selbst 
versteht.  Wir  setzen 

2«A  = ß 


r e ’cos  (Jy  dy  = ^ e 

a/  —00  " 


XII 


Es  ist  aber  auch: 
. + 00 


/•fw  ^ ^ 9 I 

e ^ cos  rfy  = / e cosj9yrfy4-  / ® cos /}y  rfy 

^-OD  0 ^ 


und 


/e  COB  ßtfdy  ==  /*  e cos  ^y  rfy, 
— 00  •*  0 


wenn  -*y  für  y gesetzt  wird. 
Es  ergibt  sich  hieraus: 


/ 


cos  ßy  dy  = 1 1 -^e 


Xlla 


Bei  dem  Ansdrucke  X kann  ein  Zweifel  entstehen,  welcher  Werth  von 
gemeint  sei,  wenn  a eine  complexe  Zahl  ist. 
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Sei  « = r«^*,  so  ist 


legrals : 


V” 


±/r.2‘ 


r 

•f  n 


dz 


Es  ist  dies,  so  wie  das  Integral  links, 

(ine  continnlrlichc  Fnnction  von  y,  wel- 
che für 

in  — — abergebt,  somit  ist  also  das 

+ >> 

posHire  Zeichen  zo  nehmen. 

Da  alle  in  diesem  Abschnitte  gege> 
benen  Resultate  auf  den  Werth  des  In-  and  da: 


sich  zarückrühren  Hessen , so  wäre  noch 
zu  beweisen,  dass  dieser  Ausdruck  auch 
wirklich  gegen  einen  bestimmten  Werth 
convergirt,  da  im  entgegengesetzten  Falle 
die  gegebenen  Schlüsse  ungenau  wären. 


stets  positiv,  ausserdem  aber 


/: 


BZ j 1 , - 

e - . dz  = (« 


ist,  sin  Ansdmek,  der  mit  wachsendem 
k verschwindet,  so  ist  unsere  Voraus- 
Mtsnng  erwiesen. 

40)  Dritte  Methode  znr  Bo- 
reehnnng  bestimmter  Integrale. 

Ein  Mittel  znr  Berechnung  bestimm- 
ter Integrale  gewthrt  oft  die  Auflösung 
Ton  Differenzialgieichnngen.  Wir  führen 
ein  Beispiel  davon  an,  wobei  das  der 
Theorie  der  Differenzialgieichnngen  An- 
gehörige, welches  vorkommt,  keinerlei 
Sdiwierigkeiten  macht. 

Sei  gegeben: 

> “* 

«=  / e •*  dz, 

0 

differenziirt  man  nach  a,  so  kommt: 

_ 

. du  Z*®  e *- 

Ta=-^“.L  -Ti-'*'- 


letzt  man  rechts  — für  or,  so  kommt: 

s 


",sds=  —2«. 


Es  ist  also  die  Differensialgieichnng: 
du 

enfzulOsen,  welche  die  Gestalt  annimmt: 
du 

— = —2da, 

u 

also  integrirt: 

lg«  = — 2a  -f-  const. 


■noo  — nh,  1 — nk 
— e ) = — e 


oder 

—2a 
u — ae  , 

wo  R eine  Constantc  ist.  Man  bestimmt 
dieseibe,  indem  man  a gleich  Null  setzt. 
Es  wird  dann 

U = R, 

aber  auch : 


/cc 
0 


dz=iy'„, 


*’<iz  = iV^e~2‘».  XIII 


also: 

r 

•z  0 

Der  Weg,  der  zu  diesem  Resultat  führt, 
setzt  also  die  Kenntniss  eines  speciellen 
Falles  voraus,  wo  a gleich  Muil  ist. 
Bei  der  eben  angeführten  Methode  ist 
dies  durcbgeiiends  der  Fall  und  ist  sie 
daher  besonders  fQr  Fülic  geeignet,  wo 
dos  Integral  eine  reelle  Constante  ent- 
halt und  der  Werth  desselben  gesneht 
werden  soll,  im  Falle,  wo  diese  Con- 
stantc coipplex  wird  Da  es  für  diese 
Betrachtungen  aber  eine  allgemeine  Me- 
thode gibt,  von  der  sogleich  die  Rede 
sein  soll,  unterlassen  wir,  von  der  hier 
behandelten  weitere  Anwendungen  zu 
machen,  und  zeigen  nur  noch,  dass  sich 
anch  das  in  XIII  gegebene  Resultat  auf 
dem  Wege  einfacher  Substitution  ergibt 

Es  ist  nämlich: 

.-t-oo 


./  —00 


wir  setzen 


y = x-—. 
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alio 


Da  ferner  sich 

.-t 


iUl 


denken,  so  ist 

x = 0 für  y = — X, 
x=-f-x  füry=+«, 

also: 


f 

' 0 


dx\ 


ergibt,  ein  Ausdruck,  dessen  Radikal  wir 
nns  mit  dem  positiven  Zeichen  versehen  oder: 


» — x>— — 


Hx 


r 

^ 0 


in  Fartialbrüche  zerlegen,  l&t  nftmlich 
^ tf  eine  der  Wurzeln,  so  hat  man: 

«1)  = ^+..., 

ein,  so  verwandelt  sich,  ganz  wie  oben,  ^ ” 

das  zweite  Integral  in  ein  dem  ersten  wo  die  andern  Glieder  rechts  x-^a  nicht 

als  Nenner  haben.  (Siehe  den  Artikel: 
Unbestimmte  Coeffieienten.)  MnltipUcirt 
man  also  beide  Seiten  der  Gleichung  mit 


Ftlbrt  man  die  Substitution 


völlig  identisches,  woraus  sich : 
,00  — X* 


f*  e ^ rfx*  = f ff, 

•'  0 

also  das  Resultat  XDl  ergibt. 

41)  Vierte  Methode. 

Diese  Methode  ist  von  allen  die  ein* 


•re,  so  ist: 


= A' 


'/(■') 

für  den  Fall,  wo 

n — 0 

, , . . . , . , ist,  da  dann  alle  andern  Glieder  ver- 

fachste.  feie  besteht  eben  hur  Jann,  das  .ehwimlen.  In  diesem  Falle  Werden  aber 
unbestimmte  Integral  au  berechnen,  und  (x-,c)  fU)  und  ,({x)  beide  gleich 

die  Fälle  a^tusuehen,  «o  die  Spcciali-  n„u,  und  man  erhält  durch  Differen- 
.irung  der  Grenicn  das  Kcsullat  heson-  des  Zählers  und  Nenners : 

ders  vereinfacht. 

Beispiel.  F's  sollen  f{i)  und  </(x)  yl  =— 

ganze  rationale  Functionen  sein,  jedoch  V V‘>  > 

/(x)  vom  niederen  Grade  als  </(x)  und  Seien  nun  zwei  conjugirtc  Wurzeln  un- 
habc  die  Gleichung  screr  Gleichung  </(x)  = 0: 

i/(j)  = 0 a = p + qi  und  a’  = p — qi, 

nur  imaginäre  und  ungleiche  Wurzeln,  und  die  Zähler  der  zugehörigen  Fartial- 
...  ...  ...  /(*)  . brttche: 

so  lasst  sich  der  Ausdruck  — immer  „ 

v(x)  A^F+Pi,  A =P—Qi, 


A A' 

X — n ^ X — a' 


P+Qi 


+ 


P-Qi  ^ P(x-p)-?P 

x—p  + qi  (x—p)'+q^  ’ 


r-p-qt 

und  integrirt  man  diesen  Ausdruck  in  den  Grenzen  — r und  rk,  so  kommt: 
' ■-(rk-p)«  + y^j 


■ (e+j>)‘  + v’ 

— 2p[arc  tg  (rk  — /))+ arc  tg  (r +p)] 
oder  wenn  man  r gleich  eo  setzt,  wird  dies  Resultat; 

2P  lg  k—iQx. 


Es  wird  also ; 


J 


+ '■*  fix) 

i^-dx  = 21g  klP—inlQ, 
—r  VW 


XIV 
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wo  dio  Summen  auf  alle  den  Wurzel- 
ptartn  enteprechendcn  Werthe  von  P und 
Q sieb  belieben. 

Wobl  in  bemerken  ist,  dass  dies  Re- 
inliat  von  dem  Verbältniss  k der  obem 
und  untern  Grenze  abbSngt,  also  ganz 
unbestimmt  ist. 

Nur  in  dem  Falle,  wo  —SP  ver- 
sebwindet,  bat  dies  Integral  in  den  Gren- 
sen  — 00  und  + oo  einen  bestimmten 
und  eindeutigen  Werth. 

Sei  1.  B. 


dem  miltlern  Wertb 

, «- 1 

entspricht. 

In  den  Ausdruck  für  {f  setzen  wir: 
(2m+l)  w 

■“ 


und  multiplicircn  und  dividiren  mit  sinn; 
es  kommt  dann: 


7(x)  = l+x'  , f{x)  = x ”' 
und  si  kleiner  als  n.  Dann  ist: 

A*)  _ 2n+l, 

y'(x)  - 2a' 

Die  Wurzeln  a der  Gleichung 


Q_ _1_  2 sin  (2s+l)  nein  g 

4n  sin  » sinn 


= — . . — (cos2sn— cos2(s  + l)o), 

4n  sin  n'  \ 


aber  sind: 


I+x-"  = 0 


woraus  sich,  wenn  man  für  s die  Wertbe 
0,  1,  2 • • • 2a— 1 setzt,  ergibt: 

2-ß-  2an 


. 2s  + 1 . 2s  + 1 

o=p+9i=cos  -g— n+s  sin  ^ n 


wo  I jeden  der  Werthe  0,  1,  2 • • • n— 1 
tuuebmen  kann. 


4a  sin  n 

oder,  da 

cos  2an  = cos  (2m+l)  a = — 1 

ist : 

1 


SQzz- 


In  dem  Ausdrucke 

M-1 

v'(a)  ~ 2n  * 


2h  — -- — 

2n 


ift  der  reelle  Theil  mit  der  imagi- 
naire  mit  (>.za  bezeichnen,  aUo: 


In  diesem  Falle  fillt  also  der  logarith* 
mische  Theil , welcher  nnbestfmmt  war, 
ganz  weg-,  and  man  hat,  wie  auch  das 
reelle  Verh&hniss  der  obern  zur  nntem 
Grenze  beschaffen  sei : 


1*  = ^ cos  (2«-2a+l)v, 


P »in  (2«-2a+l)a 


./ 


-i-oo 


-<fx  = - 


(2w-fl)a 


XV 


2a 


oder 


o_  1 .._(2s-l-l)(2».-|-l)a 
äi  2a 


1 (2s-f  l)(2si+l)a 

2a  2a 


Es  ist  aber  augenblicklich  zu  sehen,  dass 
für  s:ca— 1 und  s = a— n die  Werthe 
von  P derart  sich  entsprechen,  dass  der 
eine  der  entgegengesetzte  des  andern  ist, 
wenn  also  die  Zahl  a grade  ist,  so  wird 
1P=0. 


Dies  findet  auch  statt,  wenn  a nngrade 

ist,  da 


1 2ia  + l „ 


Bei  diesem  Integral  ist  jedoch  der  Inte, 
grationsweg  keineswegs  beliebig. 

Nimmt  man  denselben  auf  der  Ab- 
Scissenaxe,  so  bleibt  x stets  reell  und  es 
tritt  keine  Disconlinuität  ein,  da  nur  flir 

9- 

imaginkres  x der  Nenner  1+x  ver- 
schwinden kann.  Wählt  man  einen  an- 
dern Weg , so  darf  in  dem  von  demsel- 
ben und  der  Abscissenaxo  begrenzten 
Fltchentheil  keine  Wurzel  der  Gleichung 

l-)-x‘  enthalten  sein,  weil  sonst  nach 
dem  früher  (Abschnitt  13)  Gesagten  das 
Resultat  ein  andres  .werden  muss. 

In  dem  Ausdmeko  XV  kOnnen  aueh 
die  Integrationsgrenzen  von  Null  bis  nn- 
endlich  genommen  werden.  Es  ist  nkm- 
lich: 


foo 


00  1+^'"  •'  - 


CO 


f 


2m 


, 1+x 


in 


-d!r, 


*cet 
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wenn  xnan  in  dem  ersten  Integral  der 
rechten  Seite  die  Grenzen  vertauscht,  und 
—X  für  X setzt,  so  wird  dasselbe  dem 
zweiten  Integrale  völlig  gleich,  also : 


o • -r 
2n  sin— 7: — 
2n 


R-=^)=Kx), 

also  f(x)  eine  grade  Fonction  ist. 
fügen  auch  hinzu,  dass  immer: 

. + 00 

f(x)dx  = 0, 

— 00 


/: 


erhalten: 

X 


/ 


dx 


1 + x^ 


. p 

q sm-n 

9 


XVb 


Dies  schon  Öfter  angewandte  Verfahren 
l&sst  sich  auch  in  dem  allgemein  gülti* 
gen  Satze  ausdrficken: 

+ ® />X 

/ f{x)dx  = 2/  f(x)dx, 

./  —00  0 


wo  jetzt  p und  q beliebige  reelle  Zahlen 
sein  können,  vorausgesetzt,  dass  p<q 
ist.  Untersuchen  wir  noch  das  Integral: 


/ 


“00 


- rfx, 


so  enthält  die  Function  x""— 1 im  Nen- 
ner zunächst  zwei  reelle  Factoren  x-hl 
und  X— 1,  ein  Fall,  den  wir  in  unserer 
allgemeinen  Betrachtung  ausgeschlossen 
halten.  Setzen  wir  daher: 


Wir 


» , <»  , f(.x) 

r-1  ’’’  x+1  if(xy 


r(-x)=-f(x), 

also  f[x)  eine  ungrade  Function  ist.  Es 
wird  dann,  wenn  man  das  Integral  in 
zwei  andre  thcilt,  deren  Grenzen  — oo 
und  0,  so  wie  0 und  4- oo  sind,  im 
erstem  — x für  x setzt,  das  erste  Inte- 
gral der  entgegengesetzte  Werth  des 
^weiten. 

Id  XV  a setzten  wir  noch ; 

x = t”,  2(01  = 7, 

wo  also  p immer  kleiner  als  7 ist,  und 


so  hat  die  Function  '/(x)  keinen  reellen 
Factor  mehr. 

UebrigcDs  ergibt  sieh  a und  ß aus  der 
Formel: 


<5(x'"-l) 


2n-' 


dx 


für  den  Fall,  wo  x bezüglich  gleich  -(-1 
oder  gleich  —1  ist,  ganz  wie  dies  oben 
gezeigt  wurde.  Also : 

1 „ 1 

2»’ 

es  ist  also: 


x'*"  j _ 1 dx 


dx 

, x + 1 


- r-r\^- 

J (/(x) 


Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  wo  * jeden  der  Werthe  1,  2,  3*’*n— 1 
dritten  Integral,  welches  ein  specieller  annimmt,  die  übrigen  Wurzeln  gibt  der 
Fall  des  Ausdrucks  XIV  ist,  man  hat  Ausdruck  p — q^y  wo  p und  q immer 
nämlich,  da  p + qi  eine  imaginäre  Wur-  einem  der  obigen  Werthe  entsprechen, 
zel  der  Gleichung  Die  Werthe  s = 0 und  s = n sind  hier 

ausgeschlossen,  weil  sic  zu  den  reellen 


ist : 


-1=0 


2n 


Wurzeln  führen.  Es  ist  nun: 


p + 7*  =yi  = « 


v'W 


1 2m  — 

— X 

2n 


also 


/ . *'1* 
(.-m-2»+l)-— 

"+^‘  = 2V  =2^ 


(2m + 1). 
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d«  man  diesen  Ansdrurk  erhält,  indem 
man  in  den  vorigen 

x-p  + gi 

setit,  also : 

P = leo»(2«  + l)^, 

0 = i.in  (2.n  + l)^^, 

combinirt  man  immer  je  zwei  Werthe, 
denen  j = <i,  und  s-n^a  entspricht,  so 
ist  die  Summe  beider  zugebörigen  P 
gleich  Null,  also 

2P=0, 


dass  auch,  wenn  n— 1 nngradc  ist,  dem 
mittleren  Werth 


H 


welcher  allein  stehen  würde: 

P=^  co8(2m  + l)i  = 0 
entspricht. 

Um  SQ  zn  bcrcclinen , setzten  wir 
wieder; 

(2m  + l)-  = n, 
n 


denn  ganz  wie  oben  erwiesen  ergibt  sich,  cs  ist  dann : 

2 sin  sn  sinn  _ cos(s  — 1)«  • cos (t+1)  k 
4 n sinn  4nslnn  ’ 

also: 


(?=- 


1 ,,  , ,,  / 1 l+cosn  — cos(n  — l)n  — cosn« 

2^0  = 7—^ — 2[cos(i-l)n— cos(i— l)n]  = r— , 

4nsinn  4nsinn 


aber 


und 


also 


cosnn  = cos(2m  + l)n  = — 1 


cos  (n—  1)  n = cos  (nn— n)  = cos  [(2n* +l)n— «]  = — cos  n. 


_l  + eosrt  _ 


2/1 


„ . n n (2m  + l)l’ 

2"  ».“2  ä.“ 


also  nach  Formel  XIV: 


/ 


+ 00 


'/W 


n tg 


(2/«4-  l)?r 


Was  den  noch  fehlenden  Theil  des 
gesuchten  Integrals  anbetrifft,  so  erhal« 

len  beide  Ausdrücke ——  und  ■— — eine 
1— X l-fx 

auf  der  Abscissenaxe  liegende  Discon- 
tinuitäu  welche  den  Punkten  x = l und 
bezüglich  x = — 1 entspricht.  Wir  elimi> 
niren  dieselbe,  indem  wir  am  diese 
Pankte  herum  kleine  Halbkreise  ziehen, 


deren  Radius  r sei,  und  die  Integrale 
längs  derselben  im  Übrigen  aber  auf  der 
Abscissenaxe  nehmen.  £s  sind  dann 
aber  4 Integrationswege  möglich,  welche 
verschiedene  Resultate  geben  können,  jo 
nachdem  wir  nämlich  den  einen  . oder 
andern  dieser  Halbkreise  auf  der  Seite 
nehmen,  wo  die  ürdinnten  positiv,  oder 
wo  sic  negativ  sind, 
i^an  setzt  demnach: 


dx  _ r'~''  dx  n'  +»■  dx  dx 

./  -»  j ^./  I *r*”‘  I 

WO  s und  I unendlich  gross  sind.  Das  zweite  Integral  ist  auf  einem 

Daa  erste  nnd  dritte  Integral  enthält  Halbkreise  au  nehmen,  d.  h.  zu  setzen: 
keine  DiscontinuUut,  cs  ergeben  sich  für 

dieselben  die  Werthe:  xsl— r(cosy-l-isiny):rl  — 

Irr  ü j.  lg  i r:  i.r  1 Integrationsgrenzcn  0 und  n oder 

® s ® r ®s'  0 und  —n  sind,  also; 
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I +r 


ferner  ist: 


setzt : 


/±®  ^ Jx 

— 00  1 ~./  ■r+l'^J  _l_r»+l~'-/  _i+r^+l' 

Die  Summe  des  ersten  und  dritten  Integrals  ist: 

1 *•  j I ' 1 ' ' 

lg-+Ig-  = Ig-. 

Das  mittlere  gibt,  wenn  man 

x = — 1 +r(eos</ +ieiny)  = — 1 — r« 


-l+r 


/ Ä=/ 


-f/T 


t-=  + in. 


(/» 

re  ' 

Und  hier  Ist  nnr  eine  Ausbiegung  vor- 
banden » die  aber  auf  einer  ganz  belle* 
bigen  Seite  der  Axe  liegt. 

Wie  oben  erhält  man  noch , wenn  p 
kleiner  als  q ist: 


/ 


dx 


1— qi^n 
? 


XVI  b 


dx 

r+1 

— I — r 0 

Ks  nimmt  also  der  Ausdruck,  von  dem 
wir  sprechen 

i-  r~”  Ji-  _ ^ _^L 

2nJ  ^=i“2nj  7+1’ 

da  der  von  den  unendlichen  Grenzen 
herrübrende  Theil : Ig^ lg  J-  immerver- 

schwindet, folgende  Werthe  an:  Null 
wenn  beide  Ausweichungen  auf  derselben 
Seite  der  Abscissenaxe  liegen.  — 2in  wenn 
das  erste  auf  der  positiven  Seite,  das  zweite 
auf  der  negativen  Seite  liegt,  + 2ia 
wenn  das  Entgegengesetzte  der  Fall 
ist,  und  man  hat,  wenn  man  schliess- 
lich noch  den  Nenner  x'" — 1 mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  nimmt: 

^ + ® Im. 

n X dx  71 

/ = 7 2mTT 

_3pl  X ,,tg„-„ 

WO  g eine  der  Zahlen  — 1 ♦ -l- 1 oder 
Null  bedeutet.  In  keinem  Falle  darf  das 
Integral  nur  über  der  Abscissenaxe  er* 
streckt  werden,  sondern  es  Anden  immer 
swei  Ausbiegungen  nach  der  posiÜTen 
oder  negativen  8eitc  statt,  welche  belie*  den  Werth  der  bestimmten  Integrale  aufzn 
big  sind,  aber  so  klein,  dass  sic  keine  Amlen,  zunächst  für  solche  Integrale,  deren 


wo  aber  immer  eine  Ausbiegung  statt- 
Bndet.  Diese  wichtige  Betrachtung  fehlt 
gewöhnlich  bei  der  Entwicklung  dieses 
Integrals  in  den  liehrbüchcrn.  Sie  ist 
aber  unerlässlich,  da  sonst  lediglich  ein 
falsches  Resultat  sich  ergibt. 

42)  Fünfte  Methode. 

Die  hier  zu  gebende  Methode  der  Dar- 
stellung bestimmter  Integrale  ist  die 
schönste  und  allgemeinste  aller  vorbao- 
dencD,  sie  rührt  von  Cauchy  her,  und 
stützt  sich  auf  die  Theorie  der  Mehrdeu- 
tigkeit der  Integrale,  welche  wir  in  Ab- 
schnitt XIII  gegeben  haben. 

Während  alle  bis  jetzt  gegebenen  Me- 
thoden indirect  sind , lehrt  diese  unter 
gewissen  Bedingungen  auf  directc  W’etse 


zweite  Wurzel  der  Gleichung 

umfassen.  Nimmt  man  (>  gleich  Null, 
also  beide  Ausbiegungen  nach  derselben 
Seite,  so  lässt  sich  unser  Integral  in  2 
andere  gleiche  theilcn,  da  es  eine  grade 
Function  enthält,  und  man  hat  t 


/ 


Im 


dx 


\-2 


o * 2m4*l 

2ntg— 


XVI  a 


Grenzen  — oo  und  -f-  co  oder  0 und  2« 
sind ; indess  lassen  sich  durch  zweckmässige 
Trnnsfontiation  diese  Grenzen  leicht  bei 
allen  bestimmten  Integralen  hcrstellen. 

Sei  f[x)  eine  Function,  die  innerhalb 
eines  gewissen  geschlossenen  Umfanges 
eindeutig,  aber  nicht  immer  continuirltch 
ist.  Umgeben  wir  dann  jeden  der  Dis- 
continnitätspuoktc  mit  einer  beliebig  klei- 
nen geschlossenen  Curve,  etwa  mit  einem 
Kreis,  dessen  Radios  ins  Unendliche  ab- 
nimmt, so  ist  nach  dem  Abschnitt  13 
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Sau  III  Gesagten  das  über  den  äusseren 
Umfang  ausgedehnte  Integral  y'/’(x)  dx, 
gleich  der  Summe  derjenigen  Integrale 
derselben  Function « welche  über  die  in> 
nem  die  Discontinuitätspunctc  umgeben* 
den  Umringe  in  gleicher  Kichtung  als 
der  äussere  sich  erstrecken.  Es  istnäm* 
lieh  in  dem  zwischen  allen  diesen  Um* 
fkogen  befindlichen  Raum  keine  weitere 
DiscoDtiutiitäk  der  Function  f(x)  vorhan* 
den.  Vorausgesetzt  ist  hier,  dass  auf 
dem  äussem  Umfang  selbst  keine  Dis* 
condnnität  eintritt. 


Sind  x=er,»x=:fr-»*»x=ff  ••  • xzztt 

nt  p M 

die  Discontinuitätspunkte  und  setzen  wir 
unendlich  kleine  Kreise  mit  Radius  r als 
Umfange  derselben  voraus,  so  ist: 

J'f{x)Hx  = rij’  + e'f'dif. 

Für  jeden  solcher  Umringe,  also  wenn 
sich  J"  anf  den  tnssem  Umring  be- 
zieht: 


f f(x)dx  = ri  r f(ft 

./  p=l^  0 r 


wo  r eine  ins  Unendliche  abnehmende 
Constantc  ist. 

Nach  einem  bekannten  Satze  lässt  sich 
der  Ausdruck  /'(ff^+w),  welcher  förwrO 

dUcootinuirlich  wird,  so  lange  in  eine 
nach  ganzen  positiven  und  negativen  Po- 
tenzeo  geordnete  Reihe  entwickeln,  als 


der  Modul  von  kleiner  als  jeder 

derjenigen  Moduln  ist,  für  welchen  eine 
zweite  Discontinuität  eintritt. 

Es  ist  also  innerhalb  unseres,  den 
Punct  a nrogebenden  kleinen  Umrings 

und  auf  demselben  jedenfalls: 


« = CO  n = co 

fi«+u)=  J Ä u”+  S B u " 
P n=o  " n=l  " 


und 


0 " n = 0 0 


Bei  der  Integration  werden  alle  Inte* 
grale  Null,  da  die  Werthe  der  Integrale 

für  die  Grenzen  0 und  2n  gleich 
werden. 

Eine  Ausnahme  macht  nur  das  mit 
B,  moUiplicirto  Glied: 

dif  = Ä,. 

0 

Es  ist  aber  nichts  anders  als  der 
Coeiheient  von  * in  der  Entwicklung 
Ton  f(n  +«).  Diesen  Coefficicntcn 

p ' 

nennt  man  noch  Caneby  das  Residuum 
/"(«p).  Wir  bezeichnen  denselben 

dnreb : 

B , = ResA«^) 

nnd  haben  also  den  höchst  wichtigen 
Satz: 


/ 


^(x)rfx  = Sil  1 Rc»^(«  ), 


n = co 
+ ir  .r 


nxz.  t 


d h.  „das  Integral  einer  eindeutigen 
über  einen  gewissen  Umfang  erstreckten 
Function  ist  gleich  der  Besidnnmsnrome 
aller  innerhalb  dieses  Umfanges  befind- 
lichen DiscontinniUtten  muUiplicirt  mit 
2ni. 

Befindet  sich  anf  dem  Umfange  selbst 
eine  Discontinuit&t,  so  ist  für  diesen 
Funkt  eine  Ansbiegung  zu  machen.  Ge- 
schieht dieselbe  nach  innen,  so  f&llt 
diese  DiscontinnitlU  ganz  aus  der  Be- 
trachtung weg,  geschieht  sie  aber  nach 
aussen,  so  ist  das  zugehörige  Rcsidunm 
in  die  Summe  reclits  mit  aufzunchmen. 

Unterwerfen  wir  Jetzt  die  Function 
f(r)  noch  folgender  Bedingung:  Sie  soll 
verschwinden , wenn  man  den  reellen 
Theil  von  x positiv  oder  negativ  nnend- 
lich,  und  wenn  man  den  mit  i multipli- 
cirten  Theil  positiv  unendlich  setzt. 

Solche  Fnnction  ist  z.  B.  j;  *,  wo  s 
eine  beliebige  positive  Zahl  ist. 

Als  Umfang  betrachten  wir  dann  ein 
Rechteck,  dessen  eine  Seite  ein  Stück 


Digilized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  304  Quadratur  (analytische). 


2a  der  Abscissenaxe  bildet,  in  dessen 
Mitte  der  Anfan^'spunkt  der  Coordinaten 
liept,  und  wo  die  beiden  nicht  parnllclen 
Seiten  sich  auf  der  Seite  der  positiven 
Ordinate  bis  zur  Höhe  6 erstrecken.  Es 

» ^ & 


ist  dann,  wenn  man 

' x=/t-hgi 

setzt,  das  Integral  in  4 andre  zu  thei- 
len,  wclehe  den  4 Seiten  des  Bechtecks 
entsprechen,  also : 


f f(x)djc=r  f(j>)dp  + r f(«+<li)id^  + r f(p+l>')dp 
aJ  •/  — a *^0  ~\~a 

pO 


Im  ersten  und  dritten  Integral  ist  n&m> 
lieh  offenbar  die  Ordinate  q consrnnt  und 
bezüglich  gleich  0 und  6,  im  zweiten  und 
vierten  ist  die  Abscissc  constant  und  be> 
zQglich  gleich  und  — a. 

Lässt  man  nun  die  positiven  Grössen 
a und  b Ins  Unendliche  wachsen,  so  ver- 
schwinden nach  unserer  Annahme  die 
Funciionen  unter  den  drei  letzten  Inte- 
gralzeichen für  jeden  Werth,  den  sic 
während  der  Integration  annchmen,  also: 

((oo  +»i)=/(;(  + ooO  = /'(-oo +90  = 0. 


Es  ist  also 


lediglich  gleich 
+ 00 


/•1-00 

/'(p)</p,  also : 

— CD 

/ 


Beispiel.  Sei 

axi 

ein  Ausdruck,  der  in  der  That  für 
x=  + oo  und  o;:=+xt 
verschwindet.  DiscominuitÄt  tritt  nur  f&r 
den  Fall  ein,  wo: 

x=+i 

ist;  setzen  wir  also 

X = t + M, 

so  wird  : 

m(u+i)  — oui 
f{x)  = - * * 


2wi+t^ 


w(2i+w) 


und 


+ 00 


f{x)dx-2rji  2 Rcs/Irt  ),  (A) 

—X  p= 1 ^ 

wo  a auf  alle  Discontiimitütspunktc  geht 

P , 

deren  imaginärer  Thcil  positiv  ist.  Die 
Residuen  beziehen  sich  alsoaufalleWcrthc 
von  a , deren  mit  i multiplicirter  Thcil 

positiv  ist.  Das  Integral  links  erstreckt 
sich  über  die  ganze  Abscissenaxe,  die 
Function  f{x)  ist  also  immer  reell.  Eine 
Ausnahme  bildet  nur  der  Fall,  wo  f{x) 
reelle  DiscontinuttStspiinktc  hat,  die  also 
auf  der  Abscissenaxe  liegen.  In  diesem 
Falle  ist  eine  Ausbiegung  auf  die  ne- 
gative oder  positive  Ordinntcn-Scite  zu 
machen,  und  im  erstem  Falle  tritt  das 
Residuum  der  bezcichnctcn  Discontinuität 
zur  Summe  rechts  hinzu;  das  Resultat 
verliert  also  seine  Eindeutigkeit. 


/ 


ße.A0  = ^, 

+ X axi 

^ • j —a 
= ’ 


also  wenn  man  Reelles  und  ImagiDires 
trennt : 


/ 

/: 


cos  axdx 


- = 0. 


-00 

8\n  axdx 
-00  '1+^ 

Das  erste  Resultat  haben  wir  schon  frü- 
her erhalten.  Die  meisten  schon  gefun- 
denen Werthe  bestimmter  Integrale  wür- 
den sicli  aber  auf  dieselbe  Weise  ablei- 
ten  lassen. 


43)  Wei  t erc  A nw'en  diingcn  der  vori  gen  Me  thode. 
Die  Formel  A nimmt  auch  noch  eine  andre  Form  an;  es  ist: 
»+X  ^ + x 


/ f{^)df=l  f(x)dx+l  f{x)dz 

./  —00  ^ —X  0 

und  wenn  wir  im  ersten  Integral  rechts  x mit  vertauschen: 
/»  +CO  / + ^ 

/ f{T)dr=l  [f{x)+n-x)\dx, 

*/  — X 0 
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•Uo: 

0 2“^ d*  = n.  ^Roi  (B) 

/<»  p = n 

f(x)äx=7ii  Z B«s/’(i»J.  (C) 

0 P=I  r 

Iit  f{x)  eine  nngmde  Function,  also 

10  wird  dagegen:  ^ 

/!!^‘'>'^=/r®x=^=»-  <■»  - 

Beispiele.  Sei  den. Character  einer  ganzen  Function  in 

*'^(^)  diewm  Gebiete  hat,  dann  ist  die  einzige 

x' +r*  Betracht  kommende  Discontinnität  die 

. „ lior  Wurzel  ron 

r ist  eine  positive  Grosse  und  F(x)  eine  , , . 

Function  von  x,  die  für  einen  Werth  * +r  -0 

von  X,  dessen  mit  i multiplicirter  Theil  x-xri 

positiv  ist,  nicht  unendlich  wird,  die  also  entsprechende. 

Es  ist  also: 


dt  fiir  x=ri 
iiL 


/•«  F(x)  +F(-x)  rdx 

J 0 8 


xvn 


Ebenso  erb&lt  man,  wenn 


ist, 


/■ 

^ n 


F{x)—F(—x)  xdx  _ ni 


x»+r» 


P{H). 


xvra 


Ist  aber  gegeben: 


ilso 


r 

•f  n 


F(x)—F(—x)  r*dx 
2 x(z'  + r*) 

’ s<x»  + r’)’ 


•0  kommt  das  anf  x = 0 bezOgliche  Residnnm  hinzu,  wenn  man  eine  Aasbiennns 
“tob  der  negativen  Ordinaten-Seite  hin  nimmt,  und  da 


Res 


wird: 


oder 


a)= 


1 für  X =:  0 


r®  F(x)-F{-x)  rsrfx  _ 

/q  2 x(x' + r*)“  2 


= -w^W. 


XIX 


20 
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WO  der  erste  oder  der  IcUtc  Werth  gilt|  je  gesetzt  wird 
nachdem  die  Ausbiegung  in  positiver  oder  F(ri4-n) 


negativer  Richtung  geschieht, 


/ 1 

(r  + xi) 


(tc.) 


Aus  der  Formel  A des  Abschnilts  42  „ . . , , , , 

aber  folgt : Entwickelt  man  F(rs  + «)  nach  dem 

Taylorscben  Satze  nach  Poteiuan  von  v. 
/»  + *>  p'M  was  immer  mCgIieh  ist,  da  bei  dieser 

/ -.Jx  = 2nF(n),  XX  Fnnction  keine  Diecontinuitlten  vorkom- 

—00  ^ m—  I 

men,  so  ist  das  mit  u muUiplicirte 

da  X = — f • die  einzige  DiscontinuitÄt  Glied  des  Zählers: 

ist,  und 

Re.  (-^.)  = I 
\r  + xif  t 

für  diesen  Werth  von  x wird. 

Ist  aber  gegeben 
.+CO 


/; 


-if*i 


-00  (r  + Ti)" 

wo  m eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so 
ist,  wenn 

X = ri  + II 


1-2.3-m-l 

wo  die  m — 1 te  Ableitung  be- 

zeichnet.  Da  der  Nenner  u"*  »"*  ist , so 

erhält  man  also  das  mit  i multipli- 

« 

cirte  Glied  oder  das  Uesidium,  also: 

Be,  -L- 

(r+xi)”  ~ (i)” 
und  nach  der  Formel  A : 


1-2- 


i-l 


/ 


+ 00 


1 ^ i; 


XXV 


-00 


Offenbar  ist  auch: 
+ 00 


keine,  wo  der  Coefficient  ron  t posi- 
tiv ist. 


/ 


-CO 


Sei  wieder  F{x)  eine  Function,  welche 

^ — dx^O,  XXII  keine  Discontinuitäten  enthält-,  wenn  der 

mit  t muUiplicirte  Theil  positiv  ist,  und 
y(x)  eine  eiudeutige  Function,  welche  für 


weil  dieser  Ausdruck  nur  eine  dem  Wertho  _ 

—n  discontinuirlich  wird,  »o  ist  im  Allge- 

entsprechende  Discontinuität  bat,  also  meinen: 


y(rt  + li)=  £ A u 


m = ao 

+ sF 

m=  1 


Ist  aber  die  Discontinuität  der  Art,  dass 
y(i.)  = oo 

ist,  ebenso  wie  </(n4-r)  nnd  y(«  — r), 
wo  r unendlich  klein  ist,  jedoch  für  einen 
dieser  Werthe  auch  — oo,  oder  ooi  cin- 
treten  kann,  so  ist  die  zweite  Summe 
immer  so  beschaffen , dass  sie  aus  einer 
endlichen  Anzahl  Glieder  besteht.  Es  ist 
nkmlich 

und  die  Function  — — . ist  im  Punct  o 
7(*) 


continnirlich,  also  inderMkheTon  a ist: 

1 P 

y(«+M)  ‘ ■ r 

Das  constantc  Glied  fehlt,  weil  — 7*^ — ; 

y(«f+«) 

fOr  u = 0 verschwindet;  es  können  aber 
auch  gewisse  Cocfficicnten  a,  ^ 

verschwinden,  nnd  wir  nehmen  der 
AUgcracinheit  wegen  an , dass  in  der 
That  der  erste  Coefheient  ist,  wel- 
cher erscheint,  wo  $ also  auch  gleich  1 
sein  kann.  Dann  ist: 
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mzz 

4 ■ ; 

Der  Atudrock 


¥(«  + «)=•  ' 


»/,**•+!  **»  + 2 \ 

* V o,  n,  ; 


Ä 


der  nir  H — 0 Eins  wird,  liest  sich  aber  immer  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  V entirickeln  und  man  hat: 


7(tt+«)=-^  (l  + 4,„  + 4,«i+  . . .) 


oder: 

»(o-fii)  = ß,a“*+ß,«-*+'  ••• +ß,«~'+Ä,+ + + ••  • 

Ee  iit  also  die  Zahl  der  mit  negativen  Fotenaen  von  « multiplicirten  Glieder  in 
der  Tbat  endlich;  man  nennt  den  Ansdnick  7(1»)  eine  Discontimiit&t  vom  iten 
Grade,  wenn  — $ der  algebraisch  kleinste  Exponent  von  u in  dieser  Reihe  ist.  Die 
Coefficienten  der  Reihe  lassen  sich  auch  anders  ansdrücken:  cs  ist 

7 (ff + ä)  = fi  4 -f  R , M -f  R , « * 

nnd  da  v*7((r-f-ii)  also  in  der  Gegend  von  « continnirüch  ist,  auch: 

. . . 

Op  l*5sdi>* 

Ar  den  Fall,  wo  p verschwindet,  wie  der  Mac  Laurinsche  Satz  lehrt.  Es  ist  also: 

B = -Ü’~'  ^*y(«+0]  mr  v=0. 
dif~‘  1.2--(p— 1) 

Sachen  wir  jetxt  das  Residunm  von  f(x)  Es  ist: 

• . ■ F(«+m)  = F«+u  F”(a)+ ... 

=A-H».d,+«‘jl,+  . . . 

Sei 

t)*,(«+a)  = ^fr(o) 

fir  den  Fall,  wo  ti  verschwindet,  so  ist : * • 


F{u+u)  g(a+u)  = (A,+A,u+A,u'+  • • 0 + -^+  • • •)  • 

V M*  O*  / 


Du  mit  — mnltiplicirta  Glied  wird  dann: 


rO 

C~  - 


oder 


Res(F(a),(-)]  = [B,.4,_,  + + «3  3+  • • • * ^„1  . " 

p=t  Jp—  *)/„)  Fi*—P)(„) 


20* 


1 


I 


I 
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also; 

/+“>  P-‘  P)(„) 

Das  erste  Snmmenseichen  geht  auf  alle  Unendlichkeiten  «,  deren  mit  i mnltipli- 
ctrter  Theil  positiv  ist. 

Sei  z.  B. 

F(x)  = s^”, 

wo  t positiv  ist,  so  erhalt  man 

, , . • (4x+«5)t 

FW(x)  = 6"i".*"  = Ä"e 

*'  Ist  eine  der  Discontinuitaten,  so  hat  man  also: 

1.2---P-1-1-2--S-P 


</(x)(lx  = 2n£  S 

— CO  p — I 

Oder  wenn  man 


/; 


= H +K  i 
1-2— p-1  P P 


setzt: 


XXIV 


r V (x)rfx= / x‘  ^2T3TT7i“T{'V'°’  1 

— 00  P=  ' t 

— If^sin  [W+(*—p+l)^  +iÄ'pC08  [W+(s — P+l)^] 

+«H,sin[4i+(s-p+l)|]  |. 

Die  erste  Summe  geht  auf  alle  Werthc  von  1,  fi,  H,  K,  welche  Discontinnitisten 
entsprechen.  Dies  Kcsnltat  gibt  noch,  wenn  man  Reelles  und  ImaginSres  trennt: 

^+00  p=i4‘-P*-*P 

/ cos4x7(x)<tr  = X 2 

J —CO  P='  ^ 

|h,cos[41+(«— p+i)g]— if^»in(4A-f(s— p+llg]  | XXTVa 


/+®  P=s4*-P*-»M 

/ sin4xy(x)<l*  = i X 1.2.. .,-p 
—CO  pz:i  ^ 


jff^coB  [41.+(»— p+l)^+^p*m  [41+(s — p-|-l)^|- 


XXIVb 


men  nnr  ans  einem  Qliede,  welches  ® 


Hat  y (x)  nnr  Discontinuit&ten  ersten 
Grades,  so  bestehen  die  zweiten  Snm- 


y(*)dx 


1 = 1 und  p = l entspricht,  wo  also  die  dann  nnr  im  Falle,  wu  a ein  itcfa- 


Fotenz  4*  ^ wegftllt. 

Sei  ferner 

F(x)  = »“-‘, 

WO  a eine  positire  Zahl  ist.  ln  dem 
Ansdrncke 


ter  Brnchy  x für  x=:0  unendlich. 

Es  wäre  also  (Abschnitt  42)  für  die- 
sen Fall  ansser  dem  Residuum  ron  y(x) 
noch  ein  QKed 


'?(*) 


dx, 
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m x = re  ' ni  setzen,  und  du  Integral  nach  der  negativen  Seite  der  Ordinalen 
io  den  Grenzen  1 = 0,  i = zn  nehmen  nimmt.  Es  ist  aber  unter  der  Voraus- 
ist,  r aber  ins  Unendliche  abnimmt,  dann  setznng,  dass  y (z)  für  x = 0 nicht  un- 
hiuosof&gen,  wenn  man  die  Ausbiegung  endlich  wird; 

7(x)=o,+«,*+«,x’+ ... 

X y(x)  = a,x  +o,X  +0,1  +••• 


/ 


a 1 

x“- 'y(*)d»  = ?^ "-t' 


0+1 


0+3 

^ 0+2  ^ 


und  r und  re****  Ihr  x setzend,  und  die  Differenz  beider  Werthe  nehmend  er- 
hllt  man: 

dl  = 1)+!^1+'  (s*(‘«+')»i_i)  + ..., 

ein  Ausdruck , der  mit  abnehmendem  r Abscissenaxe  erstrecken.  Letzteres  wttrde 
immer  verschwindet  | es  bat  also  die  Art  sich  auch  ans  den  Betrachtungen  des 
derAnsblegung  keinen  Einfluss,  und  man  Abschnitts  10'  ergeben,  wenn  man  das 
kann  du  Integral  auch  Aber  die  ganze  Integral: 


/3n 
0 


r x^  *y(x)d!x  = ^ x“  *y(x)dx+  F x** *  *tf(x)dx 
J — oo  —00  +s 

MIsl,  und  d,  s ins  Unendliche  abnehmen  Itsst,  wo  dann  keine  DiscontinniULt 
eredieint. 

Es  ist  also  in  Formel  XXIII;  ' 

"P^o)  = = a (a  - 1)  • • ■ (o  - s +1» + 1)  o“~*+»’ 

da'-P 

sn  setzen.  Also: 

J -00  ' op=l  l'8”'(p — 1)  • l-2*3”*(s— ;>) 


-d 


+ 00 


oder  wenn  man  ganz  wie  oben  setzt: 


a=k+(A 

feO- 


nnd  ausserdem 


so  kommt: 


i-p 


l+pi  = f«** 

_ o(a — l)-*»(a— s+-p  — 1) 

- 1.2...S-P  ’ 


*9 


P-‘  «— J+D  XXV 

y(x)dx  = 2,ix  X o,_^(Hy+Jfpi)e“  *+l'e  2 . 

Soll  hier  du  Beeile  vom  Imaginiren  getrennt  werden,  so  bemerke  man,  dus 
s(x)  f&r  reelles  x aoeh  reell  bleibt,  wenn  diese  Function  immer  eindeutig  ist 
(also  aneb  keine  mehrdeutige  Constante  enthalt).*)  'Wu  x^*"*  anbetrifft,  so  ist 


*)  Wlro  nAmlich  z.  B,  y(l)  = A+£i,  wo  ( reell  ist,  so  müsste  aneb  sein: 

y(l)=A — Bi,  es  konnte  also  <f  keine  eindeutige  Function  sein. 
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»— I nxa 
t 


für  poBitiTes  X dieser  Ausdruck  ebentalls  reell.  Für  negatives  x aber  ist: 

/ \“ — ' . 

(-y) 

wenn 

x = —y 

gesetzt  wird.  Es  zerliUlt  also  nnser  Integral  in: 


y'‘®x“-'y(x)dx=  f 


0 


7 {x)dx 


/-rw 

u 

-/ 


y®  * y(-y)</y  cosn« 


y“  ‘y  (— y)  :ty  sin  na. 


Nehmen  wir  nur  den  letzten  Tbeil  und  schreiben  darin 
y,(y)  für  y(-v) 


so  kommt: 


+ApCos  [(a— s4-;r)»+g 


XXV  4 


Sei  noch  gegeben:  Wurzeln,  also  y(x)  nur  Unendlichkeiten 

s.a  ersten  Grades,  eine  Voraussetzung,  die 

' ' ® übrigens  nicht  nothwendig  ist , jedoch 

ein  Ausdruck,  der  ebenfalls  für  reelles  das  Uesultat  vereinfacht. 

X nicht  unendlich  wird,  ausser  für  Es  wird  dann  s — p = 1.  Die  zweite 
x=-iao.  Wir  denken  uns  aber  7 (x)  Summe  besteht  ans  einem  Glicde,  und 
so  beschaffen,  dass  für  diese  Werthe  man  hat,  wenn 
dennoch  F{x)  • 7 (x)  verschwindet.  Setzen  „j 

wir  der  Einfachheit  wegen  voraus:  die  7».  ix- 

1 . , 7,(i+;««)  = lf+Äi 

Gleichung : — — = 0 bitte  nur  einfache 


/ 


4-00 


gesetzt  wird: 

lg  (1— Axi)  if  (x)dx=  —2itS{K — Äi)  lg  (1  +/r  A+iAi). 


XXVI 


Die  Allgemeinheit  dw  hier  gegebenen  Mittelpunkt  des  Kreises,  r sein  Radius, 
Formeln  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich,  und  allgemein  x = p-|-7i  ist. 
nnd  können  aus  ihrer  Specialisirnng  viele 
Resultate  abgeleitet  werden. 


p = rcoS7,  9 = rsin7, 


44)  Fortsetzung  des  Obigen.  Integration  findet  in  den  Gren- 

In  Abschnitt  42)  gingen  wir  von  einem  jen  if-0  und  7 =2n  statt,  also: 
Umfange  aus,  der  ein  unendlich  grosses  ^ 

Rechteck  bildete.  Beziehen  wir  statt  T'  ) 

Jo  ^ 


dessen  in  der  Formel: 


/ 


, p = n 

f(x)dx  = 2ni  X TAesf(€t  ) 

p=l  ' ' 


das  erste  Integral  auf  einen  Kreis  mit 
beliebigem  Radius.  Die  rechte  Seite  um- 


oder  wenn  man 

ii/'(«)  = Vi(«) 

setzi: 


beliebigem  Kadias.  Uie  rechte  beite  um-  «?;i  / v 

fasst  dann  alle  Discontinuit&ten  der  j y (rc*^*)  =2.7-1  Resl“''^^ — ■ l.(£) 

Function  f{x)  innerhalb  dieses  Kreises.  ® ^ 

Vorausgesetzt  wird  noch,  dass  auf  der  Ist  </»(«)  eine  im  ganzen  Kreise  conti- 
Peripherie  selbst  keine  Discontinuität  nuirliche  Function,  so  findet  nur  eine 
fitattftnde.  £s  ist  nun,  wenn  der  An-  Discontinnitftt  für  n =:  0 statt,  wo  der 
fangspunkt  der  Coordinaton  zoglcicb  der  Kenner  vcrschwindei;  dann  Ul  wegen: 
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/-”  sinyrfy 

Q 1— 2r  coB  if  -fr*  ’ 

wo  jedoch  r kleiner  als  1 sein  muss. 

Sei  ferner: 

r ^'  (ref  *)  df  - ^n\p{Q).  (F)  tK»)  = lg  (l— ») 

''  0 und  der  Modal  von  s kleiner  als  1 , so 

tindet  ebenfalls  Continnitat  statt;  es  ist: 

V'(0)  = 0, 

also  : 


also  in  diesem  Falle: 

,271 


Setit  man  hierin  noch: 

tK“)=A*+"). 


y*  «,+r.<f>  = 2nrt»),  (G)  f '-"  \ga-re'>‘)d.,=0.  •- 

lg(l— re''S  = J>+ji, 


wo  f(z)  eine  eindentige  nnd  condnoirliche 
Function  für  Jeden  Werth  von 

X = t+Qtf*  ^ 

ist,  wo  p kleiner  als  r sein  muss. 
Beispiele.  Sei  in  Foimel  F: 


= iir. 


lg(l— re 

sein,  also 

• _ ;»  = )lg(l— re''^(l— re~’*^ 

V^0)  = 1.  ' =|lg(l— 2rcos>/-f-r*). 

Ein  Ansdruck,  der  so  lange  continuirlich  , 

bleibt,  als  io  z — re^'  die  Grosse  r klei-  ~2ti 

ncralslist  (d.  h.  wo  der  analytische  Mo-  P »J,, -o 

dnl  von  s kleiner  als  1 ist).  Es  ist  also:  ./  g 

/'*’•  dw  ist,  so  hat  man  auch: 

/ — ” -=2ti  xxvn 

> 0 l-re»‘ 

oder  wenn  man  Beelles  nnd  Imaginäres 
trennt: 


f lg(l— 2rcos-/-|-r’)d.;  =0,  XXVIII 
•F  0 


1 — r cos  If' 


/‘n  1 
o 1- 


o 

,27t 


Ä-ooBiy+r* 


so  lange  r kleiner  als  1 ist. 

<fy=2'i  Sei  Jetst  r grösser  als  1,  so  ist 

jedenfiüis ; 

/27t  ptn  ptn  2 1 

lg(l— 2rcos^+r’)<l«/=  / lgr*</-/-f-/  Ig(l— -eosv-f— )d»/. 

0 - ' •■'0  ••'0 

‘ 1 

Das  letste  Integral  aber  verschwindet  nach  dem  Obigen , weil  - kleiner  als  1 ist, 
nnd  man  hat:  '' 


tlso; 


/•71  % 

lgr*dy  =47ilgr, 

0 

y27t 

lg(l — 2rcosy +r’)il7  =4ti  Igr 

0 


XXVIII  a 


Die  Formeln  XXVIII  and  XXVIIIa  gelten,  je  nachdem  r grösser  oder  kleiner 
als  1 ist;  für  r=l  ergibt  sich  noch  immer  der  Werth  Null,  denn  beide  Formeln 
gehn  in  diesen  für  diesen  Fall  Ober,  die  Fnnctioii  hOrt  also  nicht  anf  continnirlich 
la  sein. 

Es  ist  noch; 

/2jt  g^n  «27t 

lg(l— 2rcOB9>-fr*)</^=/  +/  • \ 

0 J 0 ^ n 
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wo  die  Function  in  beiden  Integralen 
reeht«  »n  ergänzen  ist.  Setzt  man  im 
letzten  Integral 

./=2n-.», 

so  wird  dasselbe: 


/lg(l  — 2r  cos  .9  + r’)c/.'>, 
0 

also  gleich  dem  ersten,  und 

/ • 

•/  0 / 0 


also: 

r 'g(l — 2r  cosy +r>)d(/ =0 
•*  0 

oder  =27lgr,  XXVIHb 
je  nachdem  r nicht  grosser  oder  grösser 
als  Eins  ist. 

Sei  endlich  noch: 

ein  Ansdmek,  der  fOr  endliches  t nicht 
discontinnirlich  wird,  so  hat  man,  wenn 
ar  = b 

gesetzt  wird: 

J 0 
also: 

-.ln 


XXIX  a 


/e*  ®os  iin  y ) di/  = 2n, 

0 X 

/-’*  z 

^0  cos  ^ _ Q xxrxb 

0 


45)  Sechste  Methode,  (üeher- 
gang  Tom  Beeilen  zum  Imagi- 
nären.) 

Diese  Methode,  welche  ebenfalls  eine 
leichte  Anwendung  der  in  Abschnitt  11 
und  12  enthaltenen  Prinzipien  ist,  bat 
folgenden  Zweck.  Es  kommt  hlu6g  vor, 
dass  für  bestimmte  Werthe  von  Con- 
Btanten  entwickelte  Integrale  für  allge- 
meinere Werthe  dieser  Constanten  zu 
bestimmen  sind,  und  oft  kann  dies  leicht 
durch  Transformationen  oder  Auflösung 
von  Differenzialgleichungen  geschehen. 
So  war  das  im  Abschnitt  40  durch  beide 
Methoden  abgeleitete  Integral 


zunächst  für  den  Fall  bekannt,  wo  a = 0 
war.  Diese  Methoden  aber  finden  zu- 
weilen in  der  Anwendung  Schwierigkeit, 
wenn  man  statt  einer  reellen  Constante 
eine  imaginäre  cinrührt;  es  ändert  sich 
dann  nämlich  bei  der  Substitution  in  der 
Regel  auch  der  Intcgrationsweg.  Dies  war 
z.  B.  bei  der  Entwicklung  der  Formel  111 
des  Abschnitts  38  der  Fall,  welche  mit- 
hin eine  Untersuchung  nöthig  machte,  ob 
und  welchen  Einfluss  diese  Aenderung 
auf  das  Resultat  hat. 

Statt  diese  Untersuchung  aber  in  jedem 
Falle  anznstellen,  gibt  Satz  I des  Ab- 
schnitts 12  ein  für  allemal  eine  sehr 
allgemeine  Formel,  welche  von  Cauchy 
zuerst  gebraucht  worden  ist,  und  als  die 
eigentliche  Methode  des  Uebergangs  vom 
Reellen  zum  Imaginären  bezeichnet  wer- 
den kann. 

Der  bezeichnete  Satz  sagt,  dass : 
/lA^,y)dx+f,  (z,  y)  dy], 
tvo  y eine  beliebig  zu  bestimmende  Func- 
tion von  X ist,  immer  gleich  Null  ist 
für  irgend  einen  geschlossenen  Umfang 
auf  dem  und  innerhalb  desselben  sich 
kein  mehrfacher  oder  Discontinnitätspnnkt 
befindet,  falls  die  beiden  Functionen  f 
und  fy  die  Gleichung: 

dy  - dx 

erfüllen. 

Ist  nun  s eine  beliebige  Function  von 
X und  y,  so  ist  offenbar: 


wie  man  leicht  durch  Differenziiren  sieht, 
also  was  auch  r/(z)  sei,  falls  nur  für  das 
gegebene  FlächenstUck  die  Continuitäts- 
nnd  Eindentigkeitsbedingung  erfüllt  wird: 

/vW[|<ir  + ^rfy]  = 0. 

Der  beliebig  zu  bestimmende  Umfang 
sei  nun  ein  Rechteck,  dessen  eine  Seite 
AB  der  Abscissenaze,  die  andre  AC  aber 
der  Ordinatenaxe  parallel  sei,  und  wo 
den  Endpunkten  der  ersten  Seite  A B 
(Figur  33)  die  Werthe 

x~a  y = 6, 
x = o,  y = 6, 

dem  Funkte  C aber  die  Werthe: 
x = o,  y = 4, 

entsprechen. 
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Ei  xerflUIt  dann  nnser  Integral  in  4 
iodere.  welche  sich  über  die  Seiten  AB, 
BD,  DC,  CA  erstrecken. 


Quadratur  (analytische). 

Im  ersten  Integrale  ist: 

X xwischen  den  Grenzen  a und  a, 
zu  nehmen, 
y ronstant  gleich  t. 

Im  zweiten  Integrale  ist : 

X constant  gleich  a,, 
y in  den  Grenzen  h und  6,  zn 
nehmen.  ' 

Im  dritten  ist; 

X zwischen  den  Grenzen  a,  und  a 
zu  nehmen, 
y constant  gleich 
Im  vierten  ist : 

X constant  gleich  a, 
y zwischen  den  Grenzen  i,  und  b 
zu  nehmen. 

Man  erhält,  wenn 

» = !(.(*,  y) 

geseut  wird:  * 


Dm  in  diesen  Ansdmek  das  Imaginäre  gleicher  Art  aber  theils  mit  reellen  nnd 
einznführen,  brancht  man  nur  zn  setzen : theils  mit  imaginären  Constanten  erge- 
z=y>(z,  y)  = u+ei,  > die  folgenden  Beispiele  zeigen 


wo  « nnd  r stets  reell  nnd  Functionen 
»on  X nnd  y sein  sollen.  Es  wird  dann 


werden. 

Beispiel  1.  Wir  setzen 


jede  Wahl  der  Functionen  u nnd>  u S)  = *+y». 

»ich  eine  Relation  zwischen  Integralen  so  wird  der  Ansdmek  A offenbar: 


/**  /****  /»^i 

i/(x-^K)dx—l  <f(x+b,i)di  = il  y(a+yi)  dy i/  y(a,+y<)<^ 
a ^ a J h J h 


(B) 


oder,  wenn  man  a—b:xO  setzt  nnd  aj,  b^  mit  o,  b rertanscht: 

r 'f{x+bi)dx=i  r — (i(a+yi)dy. 

•'o  f 0 ‘X  0 

Also  wenn  y(s)=e“**,  J 

«,■=00 

gesetzt  wird:  : 

r*  e-<x+«)V=  i/**  «y*dy. 

•/  0 0 0 

Nimmt  man  nur  den  reellen  Tbeil,  so  ist,  da  C e^*dy  wesentlich  reell  ist, 

0 

/e  * äx-^Yn  war: 
n 


nod 


f 


e.  ^ cQ»‘ibxdx  oder 


_4> 

* -V«. 


0 2 
eine  Formel,  welche  mit  XUa  des  Abschnitts  39  übereinstimmt. 
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Der  Vergleich  der  imagiBiiren  Tbcile  gibt  dagegen: 

■•CO  g%b 


Jo  Jo 


JXX 


eine  Formel,  die  freilich  nur  zn  einem  durch  ein  anderea  Integral  antgodrttcktem 
Werthe  dea  bezeichncten  Integrals  führt. 

Beispiel  2.  Sei  jetzt:  u = fix,  e = ay,  so  ergibt  sich  eine  in  weit  mehr 
Fällen  anwendbare  Formel. 

Es  ist  nämlich:  , 

j»  “ 

dy 

und  die  Formel  A wird,  wenn  man  wieder 

a=6  = 0 

setzt: 


y[i(«+H)]<fx— « / y(o*)<I*  = io/  y [a(n+y»))  dy. 

0 Jo  ^ 0 


(C) 


Wenn  die  Function  y so  beschaffen  ist , dass  für  positiTes  nnendlich  grosses  a 
der  Ausdruck  ay  (a(«+yi)]  für  jedes  y verschwindet,  ist  noch: 

(a+bi)  f“  if[z(i<+biy]dz  = ((  P if(ax)ilz  (®) 

Jo  Jo 

und  diese  Formel  führt  ein  Integral  mit  complexcr  Constante  ohne  weiteres  auf 
dasselbe  Integral  für  den  Fall  zurück,  wo  der  imaginäre  Theil  der  Constante 
Null  ist. 


Ist  z.  B. 


wo  n reell  ist,  so  hat  man: 

-*(«+  !>•),:»-  ' jjc  = 1! f 


/ 


Ü 


Das  Integral  f c 'dx,  von  dem  bald  ausführlicher  die  Bede  sein 

0 

wird,  Iftest  sich  im  Allgemeinen  nicht  bestimmen ; es  ist  aber,  wenn  wir  noch 
o = r cos  5,  A = rsin^ 

setxen : 


r 
^ 0 


, A»  /•co 

— xre  n— I.  / — ».ti  / 

e X dx=z(co$&)  e / 

J 0 


Dies  Resultat  nimmt  eine  noch  etwas  einfachere  Form  an,  wenn  wir  den 
Ausdruck 


r 

*/‘0 

bcsch 

r 

J 0 


e ' dz  = Tin), 


mit  dem  wir  uns  bald  zu  beschäftigen  haben,  cinführen.  Es  ist  dann,  wenn  msa 
nz  = y setzt: 


00  ,1 


n»)< 
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alio: 


J 


■'rfx=* 


— aJi 


XXXI 


oder  wenn  wir  das  Beeile  vom  Imaginiren  trennen: 


/ 

f 


x"  ' « ’cos  (r  sin  0)dx  = ^ — n(«), 


a— I — xrcosS  ^ ....  , 

X e sin  (r  sm  >>)  rfx  = ^ 


XXXIa 


xxxn> 


Besondere  Beachtnng  aber  mnss  der  Fall  linden,  n-o  9=^  ist;  man  bat 

£ 

dann  aus  den  Formeln  XXXI,  XXXIa  und  XXXI b,  ihre  Gültigkeit  Air  diesen 
Fall  vorausgesetzt, 

u- 

— a » 

-rxi_a — I . e 


f 


dx  = 


XXXII 


tiQ  Besultat,  welches  (rleichbedeatendjst  mit: 


f 


dx=  — -fXa), 


XXXII 


da  das  Vorzeichen  von  i auch  das  negative  sein  kann.  In  den  beiden  Formeln 
gibt,  wenn  man  Reelles  und  Imaginkres  trennt: 


f 


COS  (rjp)x"*  ax  = 


0 

X 


/ 


sin(rx)x"  *rfx  = 


BV 

COSy 


aa 

“”-2 


r(a). 


XXXlIa 


XXXII  b 


Den  Formeln  XXXII  kommt  aber  kei- 
neswegs die  allgemeine  Gültigkeit  der 

Fonimln  XXXI  *“•  hier  ist  e für  wachsendes  a nn- 

Be.  allen  diesen  Entwicklungen  ist  b^^mmt,  und  der  Ausdruck  verschwin- 
namlich^rau^esetzt,  dass  die  Function  ^ 

T(*)— * so  beschaffen  sei,  dass  werden  jedoch  bald  sehen,  dass 

der  Aosdnick:  dgr  Ausdruck  r{n)  keinen  Sinn  mehr 

«f [a(c+yi)]  = a"(o+yi)"  *e  Spbt,  wenn  n negativ  ist,  also  dieser 

«a*.  — u-  ^ Cm.  :-i  \\r  _au  überhaupt  ansxuschliessen  ist.  üe- 

mit  wacoaendem  a för  jeden  Werth  von  v-:— 

, a j*  •!.  jr  V bngens  aber  wird  das  ganze  Kesnltat 

LZr  ^Z  vl»'  Inn  wn  1 « rerschwindct , da  dann 

i^er  der  FaU,  wenn  « positiv  ist,  und  , 

diese  Bedingung  ist  in  den  Formeln  ^ 

XXXI  für  a = f*C08^  binzusufügen,  sie  ^ ,j | 

spricht  ans , dass  der  Winkel  9 im  er-  / e^“*"  dxzzi  x dx 

sten  oder  vierten  Quadranten  liegen  soll,  o ^0 

da  r stets  positiv  genommen  wird.  In  wird,  und  sich  hierfür  ein  unendlich  gros- 

dem  Falle  aber,  wo  J»  = 4,  also  n = 0 L®'  Werth  erpbt  , die  Einfütang  der 
2 Function  r(a)  sich  also  nicht  reebt- 

wird,  wie  es  in  den  Formeln  XXXII  der  fertigt.  Ob  nnd  in  welchen  Fällen  die 
Fall  war,  erhält  man;  Formeln  XXXII  noch  Gültigkeit  haben, 
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iit  direct  zu  untennchen.  Wir  wenden  stimmten  und  endlichen  Werth,  so  ist 

bei  dieser  üntersnchnng  diejenigen  Prin*  gto  

zipien  sn,  die  uns  schon  in  Abschnitt  38 , dies  der  Grenzwertb  von  I 

yoo  — "jjnnx  * ® 

e </x  Ihr  fQr  den  Fall,  dass  a gleich  Null  ist.“ 

u “ ' Die  Kichtigkeit  dieses  Satzes  zeigt  fol- 

den  Fall  gaben,  dass  a gleich  Mull  war.  geude  Betrachtung.  Sei: 

Wir  können  den  Satz,  der  diesen  Be- 
trochtuagen  zn  Grunde  liegt,  etwas  all-  / y(x)  <tr  = y(x), 

•Jo 


gemeiner  mit  den  Worten  anssprechen: 


„Hat  der  Ausdruck 


so  ist: 


/«I 

f{x)  ix  einen  bc-  f{x)  = y '(,) 

0 und 

f 0 *~*'*^^*)  “**  ~ f ^ e~"^,f  '(x)iz=a  p e~"*y  (x)dx. 


0 •'  0 / 0 

Dos  letzte  Glied  folgt  durch  tbeilweises  Integriren,  wobei  der  Theil  ansserhalb 
des  Integralzeichens  rerschwindet.  Nun  ist 

■•00  . _ fC  g aa 


f «~"y(*)ir  = / «-“\(*>fx  + / e-^,(x)d*. 

o/  0 •'0  c 


Sei  nun  p ein  mittlerer  Werth  von  y(x)  in  den  Grenzen  0 und  e,  a ein  solcher 
in  den  Grenzen  c und  oo , da  y (x)  ihr  x = oo  nicht  discontinnirlich  wird,  so  ist 
noch  einem  schon  oft  angewandten  Satze: 


^ 0 


a§  e 
0 


*y(x)d*  = (l- 


Möge  jetzt  c ins  Unendliche  wachsen,  während  n abnimmt;  jedoch  sei  dies  in 
dem  Masse  der  Fall,  dass  ac  noch  immer  nach  Mnll  bin  abnimmt.  Es  ist  dies 
s.  B.  der  Fall,  wenn 


«=;/=■.  oc  = /« 

Ko 


gesetzt  wird,  wo  dann  ac  mit  o gleichzeitig  rerschwindet.  Man  bat  dann 
-.00  ^00 


r • “^f(x)ix  = af'  [t  "*y(x)<fx=o. 

•X  0 -f  0 

g aber  War  ein  Mittelwerth  von  y (0)  und  y (oo ) , was  mit  wachsendem  e den 

/OO 

f{x)dx  ergibt. 

0 


Dieser  allgemeine  Satz  zeigt  für  nnsem  Fall,  dass  die  Ansdrücke  XXXII a 
und  b noch  Gültigkeit  haben,  wenn  die  Integrale  links  endliche  und  bestimmte 


Et  ist: 

n 

2rr 

^ t* 

sin  rxi"  ' j + J 

r +• 
1% 

■J  In 

Da  x"  ' immer  positiv  ist,  so  wird  das  Vorzeichen  von  sinrx  das  der  einzelnen 
Integrale  bestimmen,  und  dos  erste  Integral  rechts  ist  positiv,  dos  zweite  nega- 
tiv n.  s.  w.  Et  ist  also: 


(•+')? 


J'  sin  rx  x"  *<lx  = ^(s  -K 


n— I 2 
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wo  < ein  echter  poeitirer  Bruch  iat;  also  die  Grenzen  dieses  Ansdmcks  ergeben 
sich,  wenn  man  ( = 0 nnd  i = l setzt; 


s + l 


7(7)-'  </. 


Ist  nnn  w ein  echter  Bmch , so  wird  Ffir  n = 0 gibt  XXXII  b die  Formel  III 
offenbar  die  Reihe  der  Zahlen:  (sn)"“',  38 

IO  bilden  dieselben  eine  Reihe  immer 
abnehmender  Glieder  mit  wechselnden 
Vorzeichen , eine  solche  Reihe  aber  hat  pW  ^ 

nach  einem  Satze  Ton  den  Reihen  (siebe  / </x  = — — , wenn  r negathr  ist, 

den  Artikel : Reihen)  immer  eine  end-  6 * ^ 

lide  Summe,  also  nnser  Integral  dann  Setzen  wir  noch  die  zweite  Formel 
einen  endlichen  Werth.  Ist  n grösser  XXXII  ncrj^,  x=:(y+a)',  so  kommt: 
ili  1,  so  findet  dies  nicht  mehr  statt.  1 _ , 

Das  Integral  XXXIIa  kamt  natürlich  o C e*^^ 
ganz  Ihnlicben  Betrachtungen  nnterwor-  ~ ^ 

hn  werden , nur  sind , damit  in  den 
Theilintegralen  die  Zeichen  des  Coiinns 
lieh  nicht  findem,  statt  der  Grenzen  n. 
tn  (i+l)  n / . 7*  n . . . n 1 


*n  nehmen  (»+|)-- 


A 7»  ...  7* 


(1+0 


Die  Formeln  XXXII  sind  also  dann  j;,  ;,t 
immer  nnd  nnr  dann  gültig,  wenn  n 
zwischen  Null  nnd  Eins  liegt  Die  hier  — * 

gegebenen  Betrachtungen  rühren  von  pli)  — / — — rfx  = Vn 

Diricblet  her.  Uebrigens  ist  in  diesen  J Vx 

Fomeln  immer  Toransgesetzt,  dass  r ® 

positir  sei.  (vergleiche  Abschnitt  39,  Formel  Xh). 

= ' ' XXXlil 


hierin  noch 


fiir  a gesetzt: 
+® 


nnd  indem  man  im  letzten  Resultate  die  Grenzen  nfflkehrt  nnd  — y für  y setzt: 


r “ W(y«+2,^) 

J — flO 


'(1+0 

2 


ii 


Dieser  Ausdruck  zu  XXXIII  addirt  gibt: 


XXX  nia 


Wenn  wir  die  Formel  XXXI 
00 


J 


äi  , — w»i 

*"-'dx  = i 


IX») 


nit  d«r  lor  Entwidüiuig  diM^  IFormel  nOtiiigen  andern  hier  gegebeoeii; 


Digitized  by  Coogle 


Quadratur  (analytische).  318  Quadratur  (analytiache). 


und  der  Formel  XXXII; 


/a . 

CO  — «-• 


Tergleichen,  so  bemerken  wir,  dass  der 
Ausdruek : 

oo 

— OT  n — I j 
e X dx 

0 


in  den  Fallen  einen  bestimmten  Werth 
angibt,  1)  wo  a eine  reelle  positive  Zahl, 
2)  wo  « eine  complexe  Zahl  ist,  deren 
reeller  Tlieil  positiv  ist,  3)  wo  a eine 
rein  imaginäre  Zahl  ist.  Wahrend  aber 
in  den  beiden  ersten  Fallen  die  Formeln 
für  jeden  positiven  Werth  von  n gelten, 
ist  die  dritte  nnr  für  positive  Werthe 
von  it,  welehc  kleiner  als  1 sind,  gültig. 

46)  An  die  leisten  Formeln  wollen 
wir  jetzt  noch  einige  besonders  instme- 
tive  Entwicklungen  knüpfen. 

Zunächst  schreiben  wir  die  beiden  For- 
meln XXXn  nnter  der  Gestalt: 


0 ^ 

, ^ rxi  — -i 

J'  = +*e  "2*  r(l-n)r“~',  2) 

0 * 


wo  1 — n gleich  a gesetzt  wurde,  also  « 
eine  positive  zwischen  0 und  1 liegende 
Zahl  ist. 

Im  Folgenden  werden  öfter  negative 
und  imaginäre  Grössen  zn  einer  positiven 
Potenz  a erhoben  werden,  welche  ein 
Bruch  ist.  Um  Mehrdeutigkeit  zu  ver- 
meiden, denken  wir,  dass  dem  complexen 

Ansdrucke  u jedesmal  die  Form 
gegeben  werde , wo  der  Modul  p also 
jedenfalls  positiv  ist.  .4  kann  jeden 
Werth  von  — n bis  -i-n  haben,  also 
muss  positiv  oder  negativ,  jedenfalls 
aber  kleiner  als  n oder  höchstens  gleich 
dieser  Grösse  sein.  Es  ist  dann: 


Eine  Mehrdeutigkeit  könnte  hierbei  nnr 
in  dem  ganz  bestimmten  Falle  stattfinden, 
wo  u eine  negativ  reelle  Zahl  ist,  dann 
ist  nämlich: 


also 

<r.-4-n<r» 

M — p e — ■ 

und  beide  Vorzeichen  geben  einen  Arcnt, 
dessen  absoluter  Werth  derselbe  ist.  In 
diesem  Fall  müssten  also  beide  Vorzei- 
chen genommen  werden. 

Ist  jetzt  X reell  und  positiv,  so  hat 
man: 


n. 

— • 


a a (2sn-l-9)iti 
“ = P * > 

wo  s jede  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann.  . 

Wir  aber  nehmen  ein  für  allemal  an, 
dass  im  Exponenten  der  absolut  kleinste 
Arcus,  also  der,  wo  s = 0 ist,  stehe,  so 

^***  „ . somit  erhalten  wir  ans  Formel  1)  nnd 

n_  « !tm  ’ 

“ 2),  wenn  wir  im  Nenner  (xi)"  für  x“ 

ist,  nnd  b zwischen  rr  nnd  -f  rr  liegt.  schreiben: 


/ 

0 

9 

/ 


(«) 


-dx=  ~i  r(l — rr) 


n-1 


= ie 


{xif 


r(l-«)r"-'. 


3) 


4) 


ln  die  Integrale  1),  2),  3),  4)  aber  setzen  wir  x+bi  statt  x,  Werthe  fiir  die  na- 
türlich die  Ausdrücke  re^ts  zunichst  keine  Gültigkeit  haben.  ■ Indess  können 


Digitized  by  Google 


Qatdratar  (analytigcbe).  319  Quadratur  (analytische). 


wir  uns  zn  ihrer  Bestimmung  der  Formel  B des  vorigen  Absclinitles  bedienen. 
Es  ist,  wenn  wir  in  dieser  Formel  ar=cc  setzen,  und  berücksichtigen,  dass  in 


dieser 


0 


immer  verschwindet,  wenn  r positiv  ist: 


. fr+S)“  ■'  0 •"  . 0! 


Z.®  -r(x+ii)i 
/ ^ dx 

0 (■"+«)" 

“ r(x+4i)i 


(yO“ 


0 *"  0 (r)“ 


r r Ltdx-i 

J 0 (rili)“  ‘ J 0 (Xi)«  ■"  'J  „(  -y)« 


— r(x+4s)t 


.JVj, 

J . (.1-1)"  -r  , (.!)•  -e 

Die  ganze  F.ntwickinngsweise , der  wir  sitiv  ist.  Diese  wird  aber  gehoben,  wenn 
die  Formel  A des  vorigen  Abschnittes  man  berücksichtigt,  dass 
verdanken,  setzt  voraus,  dass  die  Potenz  , _ 7t 

im  Nenner  der  Integrale  links  and  der  . ~ P* 

zweiten  Integrale  rechts  immer  den  * enthiJt,  welcher 

kleinsten  Arcns  habe.  Denn  die  vier  f’  ’’** 

Seiten  des  Rechtecks,  auf  welchen  die  ,,  bleibt; 

Integrale  genommen  wurden,  müssen  sich  . . ‘ ||  *°  f“**  P°- 

derart  an  einander  schlicssen,  dass  die  da  y im  letzten 

Argumente  dieselben  bleiben;  da  nun  im  ST  0 is  4 geht,  so  ist 
ersten  Integrale  rechts  immer  der  kleinste  — y =ye’" 

Arcns  genommen  ist,  so  muss  dies  auch  hier  mit  dem  positiven  Werths  des  Ar- 
kei  den  anderen  Integralen  geschehen,  cns  zn  versehen. 

Jedoch  enthalten  die  letzten  Integrale  Setzt  man  Jetzt  in  die  letzten  vier  For- 
der  beiden  letzten  Formeln  noch  eine  mein  für  die  ersten  Integrale  rechts  ihr« 
Zweideutigkeit  in  dem  Falle,  wo  b po-  Werthe  ein,  so  kommt: 


f 

f 

•m 

f 

f 


r(x+ii)i 


it“  J 


0 {*+«)"  0 W 

I - 


r(l-«) 


u 

00 


(x+«)“ 


-dx+  i 


‘/ 


an. 

wT*  «-< 


(yi) 


r(l-R) 


r(x+6i)i 

(xi-i)« 


£ _r(x+4i)i 


dx+if  1^»  = u-<^\«-'ra-a) 

0 (~nf 

4 


o(-y)" 


(xi-A)' 


o) 


. 6) 


6) 


7) 


8) 


Wenn  man  in  diese  Formeln  noch  —4  lUr  4 setzt,  so  ergibt  sich,  wenn 
man  noch  x mit  — x,  y mit  — y vertanacht,  die  Grenzen  der  Integration  aber 
umkebrt: 
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/ 
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ü 

/ 

—00 

0 
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dx-if  ?=ie  1 

(*+«)“  \ (yi)“ 

r(x+6i)t  “ry, 

r-'ra-.)(-l)" 

{*+«)“  -^0  (yi) 


(xi-bf 


dx-if  LJy^  ' r(i  -«)  (-1)" 

•^0  (-S)“ 


r(T+4i)i  ^ — r«. 


-itc- 


(zi-Ä)“  -^o(-y)“ 


-ir“-'ra-«)(-D“ 


Der  Factor  ( — 1)“  rechts  ist  entstan- 
den, indem  man  den  Werth  ( — x — 6i)” 
in  den  beiden  ersten  Formeln  io  die 

Factoren  sowie  ( — 

aerlegte,  ebenso  mit  (— y«)”  und  (y)" 
Terfihrt,  und  mit  dem  ersten  Factor  die 
entsprechende  Qieichung  multiplicirt.  Die 

Werthe  von  (-1)**  sind  noch  zn  be- 
stimmen, 

wo  9 im  ersten  Quadranten  liegt  nnd 
das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men ist,  je  nachdem  b positiv  oder  ne- 
gativ ist,  denn  x ist  immer  wahrend  der 
ganzen  Integration  negativ. 

— x-Äi=ee+**, 

unter  denselben  Voraussetzungen.  Es 
ist  also; 

Es  ist  also  in  die  beiden  ersten  For- 
meln zn  setzen: 

(-!)"=  ei"”, 


wo  das  obere  Zeichen  anl  positive,  das 
untere  auf  negative  Werthe  von  b geht. 
- In  den  beiden  letzten  Formeln  ist 

— 0-t-xiz.p«'  ' oder  = ge  , 

je  nachdem  b positiv  oder  negativ  ist, 
nnd 

b — x«  = pe^*  oder 

unter  denselben  Bedingungen.  Also: 

a9ai_,  o «(8 — a)i 

e e =(— 1)  g e ^ ‘ 

im  ersten  Falle, 

aa(n — 8)i  , a — «8t 

e e ' > =(-l)  e e 

im  zweiten  Falle.  Fär  positives  oder  ne- 
gatives b ist  also  in  den  beiden  letzten 
Formeln: 

(-l)“=e"“. 

Unter  diesen  VorauBsetiangen  nddire 
m'nn  jettt  die  vier  letzten  Formeln  sn 
den  feait  5),  6),  7),  8)  bezeichneten,  der* 
art,  dass  die  zweite  mit  5),  die  erste 
mit  6),  die  yierte  mit  7),  die  dritte  mit 
8)  verbunden  wird,  wodurch  sich  ergibt: 


+®  ri(x-l-W) 

rfx  = 0 

-00  (*+«)" 


oder 


ft;r. . 

r«-'  r(l-«)a_e*“’"), 


je  nachdem  b positiv  oder  negativ  ist. 

Für  den  letzten  Werth  kann  man  auch  schreiben: 

ttTl. 

^ «—I 

2e  r*  ’ r(l  — n)6in(«v). 
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Also  wenn  man  b immer  positiv  denkt: 


/ 


+ ®^ri(x+ii) 

■äx  = 0 oder  = 2e  - 


-00  (*±«)" 
Ebenso  erhfilt  man; 


r(l— «)  sintm. 


/ 


+®  -ri(x+W) 

dx  = 2«  ■ : 

-00  (^±»‘)“ 


/ 


+®  ^+ri(x+H) 


dx  = 2r"  ^ n)  sin  «n, 


9) 


r(l— a)sinon  oder  =0,  10) 


11) 


/ 


+*^-ri(x+ii) 


dx  = 0. 


{xi-b)'‘ 


12) 


In  den  beiden  IcUten  Formeln  kann  b f-,  negaüves  x gleich 

positiT  tmd  negativ  sein.  In  den  beiden  ^ ^ 

ersten  entspricht  der  obere  Werth  dem 
positiven,  der  untere  dem  negativen  Zei' 
eben  von  b. 

Die  Formeln  9 und  12  sind  unter  der 
Bedingung  entwickelt,  dass  €t  ein  posi- 
tiver echter  Bruch  ist,  r kann  nicht  Kuli  ^ . n ^ u 

sein.  Der  Fall,  wo  b gleich  Kuli  ist,  — i (**^0  — j 

macht  eine  besondere  Discussion  nöthig.  abgesehen  vom  Vorzeichen.  Der  Ans- 
a den  Formeln  11  und  12  b e.bt  für 

diesen  Fall  der  Ausdruck  rechts  conti-  ” 

noirlich.  In  dem  Ausdrucke  links  wird 


Es  ist  also  sowohl  der  reelle  als  der 
mit  t mnltiplicirte  Thcil  von 

d(-x) 


f 


+ rxij 
e — dx 


f 


, 1-a 

die  Function  für  x gleich  Null  , „ j i . 

. ..a  Eben  so  ist  der  reelle  und  der  mit  i 

mnltinlicirte  Theil  von 

unendlich.  Indess  ist  der  Ansdrnck: 

I rxi 


/ -X« 

(■«) 


1 »i 


f 


‘dx 


+ l 


{xif 


t 

/ — 


»enn  x positiv  ist,  wo  » eine  von  x „nd  der  Ausdruck  rechts  gleich 
abhängige  reelle  Zahl  ist,  also  der  Mo- 
dal dieses  Ansdmekes  jedenfalls  gleich  <'  “ — 

— , dagegen  ist  der  Modul  dieses  Aus-  1 “ 


+ “ 

c — 


/ 


-00  W 


Setzt  man  also  das  Integral: 
-cf  +<  +00 

+.A  +/  +./  ’ 


+ « 


+ < 


SO  werden  die  beiden  mittlcm  Integrale  gesetzt  werden,  ohne  dass  das  Integral 
förnncndlich  kleines  « und  tf  von  diesen  aufhürt  eine  bestimmte  Summe  zu  haben, 
Grössen  nnabhangig,  und  nehmen  nach  und  somit  bleiben  für  6 = 0 die  Formeln 
^q1)  bin  ab,  wenn  man  auch  s und  t 11  und  14  noch  richtig.  Diese  Schlüsse 
•bnebmen  l&sst.  Es  kann  also  aber  würden  falsch  sein,  wennrr>l  w&re, 

« = (1=0  weil  dann 

21 
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:cO, 

eben  so  wie  cf'**"*  würde 


^1— Je  nachdem  man  nun  das  obere  oder 
nntere  Zeichen  nimmt,  also 

(-l)"=e±’'” 

Die  Formeln  9 nnd  10  geben  für  ti-0 

rechts  «liscontinuirliche  Werthe.  Für  die  wird  auch  der  obere  oder  untere 

Ausdrücke  links  aber  gelten  die  obigen  Wertb  gelten.  Diese  Betrachtungen  sind 
Schlüsse  noch.  Die  Formeln  9 und  10  Bcnaucn  Ermittelung  der  Werthe  be- 
gehen also  für  6 = 0 noch,  werden  aber  stimmter  Integrale  ganz  unerlässlich,  und 
zweiwerthig.  In  der  Thnt  wird  im  ne-  tJaher  hier  etwas  ausführlicher  auf 
gativen  Theile  des  Integrals  dieselben  eingegangen. 

« +no«  I™  Falle,  wo  6 gleich  Null  ist,  ist 

XK  — Q e , „Ijo  (lig  Bedingung,  dass  o ein  echter 

also  zweideutig,  ganz  wie  oben  gezeigt  Bruch  sei,  für  die  Gültigkeit  unserer 
wurde.  Formeln  ganz  unerlässlich. 

In  allen  andern  Füllen  aber  sind  die  Resultate  9 bis  12  einer  Erweiterung 
fähig.  Es  ist  nämlich,  ob  r positiv  oder  negativ  sei. 


ri(— 00  -b  6i) 


■ H- 


(1  + a) 


äx. 


/ + “ ^rr{x  +bi)  e”  (®  + *0 

dx  = 

_oo  (*+6i)"  ri (oo -b  6i)"  ri{— co-b6i)“ 

wie  sich  durch  theilweises  Into^ircn  ergibt,  und  da  der  ausserhalb  des  Integral« 
Zeichens  befindliche  Theil  verschwindet: 


ir 


+ “^ri(x-b6i) 
-00  + 


f 


•fco 


+ ri 


-00  (-f+W) 
Ebenso  erhält  man : 


«-fl 


-boo 


,H(x-bA.-) 

{x+bif 


f 


+ ”^ri(x-b6i)^^^l^^  +”^ri(x-m)  ^ 


oder: 


./  (ii_6)''"‘  ' f 


(xi-6)“ 


Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  ergibt  sich,  wenn  $ eine  belie- 
bige ganze  positive  Zahl  ist: 

71  , 

+^rijx+bi),^_  _+°°,ri(x-b6.) 

J (x4  6i)"''  («+l)(«+a}-(n-b»)./_^  (x-b6i)“ 

+ »^ri(x-b6i)  +«  ^ri(x-b6i) 

(xi-6)"+‘  + (■ri-6)'* 

Wir  anticipiren  jetzt  zwei  Formeln,  die  r(«)*(o-f  l)(«-f  2)**'(«-fs)  = r(«-f  «). 

in  Abschnitt  4y  bewiesen  werden  sollen,  c . • v a ^ u • r» 

. Setzen  wir  diese  Ausdrucke  in  9,  10, 

10  erste  IS  . ^in,  und  dividiren  durch 

r(l-n)sinnn  = ^^.  ^+rb^ 

Die  zweite:  so  kommt,  wenn  man  A für  <o-|-s  schreibt: 
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+00 


f * 

(Jr+M/ 


oder  = 


i-i  , . 

2«  ^ 


_ao 


m 


XXXIV 


+®  -rir 


, /■  . 




a — rA 


^ V A 


/e  dx  dJie  r e 

55? 


xxxrva 


-00 
+ 0O 


yfixjL 


■Li 


+ ® — n 


r(i) 


XXXIVb 


‘'-oo  {«+*) 


XXXIVc 


Die  Formeln  gelten  fSr  positirei  r,  aber  47)  Der  Formel  D des  Abschnitts  45 
nicht  fflr  r=0,  für  jedes  positire  ü und  wollen  wir  noch  eine  Anwendung  cnt- 
4,  für  A=0  noch  dann,  wenn  i kleiner  nehmen.- 
als  Eins  ist.  ^ Sei  darin 

Durch  dio  Addition  und  Snbtraction  r " — * — (-f+c)* 

dieser  Formeln- liessen  sich  hieraus  noch  '/ W — * e 

mancherlei  Resultate  herleiten,  auch  sind  eine  Grösse,  die  offenbar  der  dort  aus- 
in denselben  als  specielle  Falle  eine  grosse  gesprochenen  Bedingung  genügt , cs  ist 
Ansahl  bestimmter  Integrale  enthalten,  also; 


(.+4.r  r X— e-<'+-+*«)’d*=«"  r 
^ 0 0 


n — I — (c+xa)* 


dx 


oder  da 


r"  ' e-<'+*“)’dr=l  f di, 

J 0 0 


wie  man  ersieht,  wenn  man  x für  ex  schreibt,  so  erhält  man  durch  Trennung 
des  Beeilen  vom  Imaginären,  wenn  man  noch: 


o+4i  = re' 


U 


letit: 
rOO 


■•-.l  + 


/ e*’**— (®+“)*c08  [24x(nx +c)]x"~  'dx  = 

j 0 


" (Uü 

ü*rf'  i\m 


nj  0 


«-  (*+')  V- 

'S  <ll  ■ >-l 


XXXV 

ii.i.  -'lU 


(o*  + i>)S 

r*  s*’*’— (®+‘’*)’sin[24x(frx+c)]x"~'dr= 

j 0 

- r *’«—(*+ ®)’x"~ ' rfr.  X XXVa 

*J  0 


sinni 


fle; 

(«*-f6*)2 


Et  ist  hierin  r wieder  gleich  ](«*+&’  gesetzt,  also 


r'l  '^<|i 


tgl=*.‘ ' 
a 


21* 
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Ist  noch  c = 0,  a = l,  so  wird: 

lOD 


r 


cos  I: 


also 


sinl  = 


V(<.>+t’)’ 


r *"’(*’-“’)cos(2«4x.)dx  = ^, 

a/  0 


/ 


XXXVb 


XXXVc 


F(„) 


sin  I(j: — et) 


48)  Siebente  Methode.  pk 

I F(tt)  cos  p (*— o)  dp, 

Es  darf  endlich  noch  eine  Betrach-  J g 

tungsweise  nicht  Übergängen  werden,  . v ,•  v v • , 

welche  die  Werthe  von  vielen  bestimm-  '"W  ®'"®  beliebige,  aber  emdeotig 
ten  Integralen  gibt,  wenn  gleich  diesel-  gedachte  Fonct.on,  t eine  positive  ms 
ben  sich  auch  anderweitig  bestimmen  Unendliche  wachsende  Zahl  isu  Durch 

Integraüon  erhUt  man: 

Zu  dem  Ende  nntersnehen  wir  den 
Ausdruck : 

Sei  jetzt  gegeben : 

/+CD  pk  # -fco  8inl(r — ct) 

/ F(«)cosp(* — «)dpdo=  j k{a) ^ da. 

— ao  •*  0 —CD  * “ 

Sei  jetzt  r eine  von  x nm  eine  endliche  Grösse  verschiedene  Zahl,  so  wird 
das  Integral : 

2n 


/. 


'■+T 


F(o) 


am  Ä(x — (t) 


da 


F(„) 


mit  wachsendem  k eine  Gestalt  annebmen,  in  der  ' constant  bleibt,  da  a nur 

X— a 

um  ein  unendlich  Kleines  wachsen  kann.  Das  eben  anfgcstcllte  Integral  nimmt 
also  den  Werth  an: 
r-fy 

LW  r sin *(x-«) d«  = ^ [cosI(r-n)-cosk(r-_e)] 

X— r J ^ x—r  k 

Da  zmn  sich  das  Integral 


/ 


in  solche  von  r bis  r-f y,  r-fy  bis  r-t-y  u.  s.  w.  gehende  Theile  zerlegen 

lässt,  so  folgt  hieraus,  dass  von  diesem  Ausdrucke  alles  verschwindet  bis  auf  den 
Theil,  wo  « nur  unendlich  wenig  von  x verschieden  ist.  Man  kann  also  sutt 
dieses  Integrals  nehmen  : 

' r/  ,sin*(x— n)  c/  \ sinlu 
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wo  I uoendlich  klein  iit,  und  u für  x — a geiotzt  wurde;  auf  diesem  Wege 
inden  sich  F{a)  nicht,  Toransgeseut,  dass  F(u)  in  der  Nähe  von  u = x con- 
tinnirlich  bleibt.  Findet  dies  nicht  statt,  so  muss  der  Fall  besonders  nnter- 
nicbt  werden. 


Statt 


/ 


ain  ku 


du  kADD  man  auch  nehmen: 


•foo 


sin  ht 


du=T 


(Siehe  Formel  III.)  Denn  ganz  wie  eben  gezeigt  wurde,  ergibt  sich,  dass  auf  der 
nicht  zwischen  — i und  +*  liegenden  Strecke  unser  Integral  verschwindet 
Han  hat  also: 


1 /»  + ® p!X> 

— / / COS  g (x— a)d^  da  = F(z), 

—00  0 


A) 


wo  t= 00  gesetzt  worden  ist. 

Vertauscht  man  noch  g mit  —g,  so  ergibt  sich: 

1 y»  + ® 

— I ,/  cosg(x—a)  dg  dax:F  {x) 

—00  —CO 


-00  •'  —00 
ond  dies  Resultat  zu  Ä)  addirt  gibt 
•+®  /•+SP 
2rr. 


B) 


1 /*■+•*  /*+SP 

J F{n)  C08  p (x-  ft)  da  = F{x). 

Die  Formeln  A nnd  B heiaaen  nach  ihrem  Erfinder  die  Fourrierachen  Integrale. 
X muss  natürlich  hierbei  reell  sein. 

Springt  F{x)  für  irgend  einen  Werth  von  x plötzlich  von  einem  Werth  zum 
andern,  ist  nlso  F(x—t)  von  F{x+t)  verschieden,  wenn  t unendlich  klein  ist, 
10  hat  man; 


f 


x+s 


F(n)  sint(x— «)d« 

X— « 


V «ä 

/ -/ 


oder,  indem  man  wieder  x — a^u  setxt: 
0 


j 


sin  ku 


f(x— J' 

— s • 0 


du. 


Während  der  Integration  sind  wegen  des  unendlichen  kleinen  r,  die  Grössen 
^(*— «),  F(x+«)  als  constant  zu  betrachten,  wenn  « nur  den  Werth  s nicht 
überschieiiet ; man  erhält  also: 

■ ^*-0  f ^rf-  + f(,+.)  f *i^A,=.l[F(x+0+f(x-0]- 

— I 0 

Es  stellen  also,  wenn  x discontinnirlich  nnd  B ist  noch  die  Bemerknng  nöthig, 
wird,  die  Formeln  A nnd  B nicht  mehr  dass  in  dem  Ausdruck  links  nur  die- 
^(x),  sondern  die  arithmetische  Mitte  jenigen  Weiihe  von  F{a)  Vorkommen, 
der  beiden  Werthe  F{x — «)  nnd  F(x4-«)  die  x unendlich  nahe  sind,  also  die  Iden- 
dar.  tität  ganz  abgesehen  von  dem  weitem 

Zum  völligen  Verständnisse  der  in  der  Verlauf  der  Function  F(x)  statifindet. 
Analysis  höchst  wichtigen  Formeln  A Man  kann  derselben  also  in  beliebigen 
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Strecken , voranegesetat,  daaa  in  dertel-  ala  fi  iit , dagegen  gleich  qir),  wenn  x 
bcn  X reell  ist,  anch  beliebige  Wertbe  gröiaer  aU  /t  ist,  so  rersehwindet  links 
geben.  im  Ausdmcke  B der  ganse  Theil  des 

Nimmt  man  z.  B.  an,  F{x)  sei  immer  Integrals  nach  «,  der  unter  fi  liegt,  und 
gleich  Null,  wepn  x analytisch  kleiner  man  hat: 


4-00  f.  -j-oo 


hfir 


y(a)cosp(z — n)dp<{a  = y(z)  oder  =0, 


C) 


je  nachdem  x grösser  oder  kleiner  als  ist. 

Setzt  man  ferner 

A*)='/W  » 

wenn  x positiv  ist,  und 

A*)  = 7(— *)  ‘ . 

wenn  jr  negativ  ist,  so  hat  man  in  A links:  •' 

.-fco  _ j ^ + ^+® 

y(— ^)cosp(x — a)d(fdn-t — / # y(»)cos^x — a)dfda 

a / 0 0 


t/L/ 


— X ^ 0 

oder  wenn  man  im  ersten  Integral  n für 


setzt, 


— / / v(o)costxcospo dpdo  = 7(4t)  oder  =7( — x),  D) 

n J Q J Q 


je  nachdem  x positiv  oder  negativ  ist, 

Soll  aber 

F{x)  = —<f{—x)' 

fhr  negaÜTGs  x sein,  so  erb&lt  man  ebenso: 

>«00  g%<X) 


1 £*  00 

— / I «(a)sinpxsinpadp</a  = 7(x)  oder  = — i/(—x), 

” .1  0 J 0 


E) 


Die  Anwendung  dieser  Ausdrücke  in  Unter  denselben  Bedingnngen  gibt  For- 
der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  mel  E: 
besteht  darin,  dass  man  den  Functionen 

F(<i),  i/(x)  solche  Werthe  gibt,  das  eine  p dpsinpx_  n — kx 

der  beiden  Integrationen  ansgeführt  wer-  I rVTi"  ~ “ 

den  kann.  Man  erhält  dann  links  ein  " 

einfaches  Integral,  rechts  seinen  Werth, 

Beispiel.  Setze  man  in  Formel  D: 

»(“)  = 

so  ist: 


71  kx 

= "T*  • 


j*  7 (a) cos padax 


**  + p*’ 


also: 


/ 


dQconQx  _ n —kx 

^k*+f'  “äi* 


wenn  x positiv  ist,  oder 
71  kx 

“ äi*  ’ 

wenn  x negativ  ist. 


Diese  Resultate  sind  nns  schon  bekannt. 
Man  sieht  leicht,  welche  grosse  Menge 
von  andern  Formeln  ans  den  Fonirier- 
Bchen  Integralen  gefunden  weiten  können. 
Wir  geben  indest  nur  noch  ein  Beispiel, 
welches  zeigen  soll,  wie  man  der  Func- 
tion beliebig  Discontinnitäten  geben  kann. 

Sei  in  Formel  A)  F(x)=0  für  jeden 
Werth  von  x,  der  kleiner  als  —1  and 
grösser  als  4- 1 ist,  dagegen  F(x)  = 1, 
wenn  x zwischen  — lnnd-f-1  liegt.  Die 
Formel  A)  gibt  dann: 

-1- 1 ® 

U f cosp(x— n)dp  d«. 

4 — I ' u 
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Wir  integtiren  nach  a und  erhalten; 

+ 1 

_8ing(x+l) — Binp(z — l)_2cosp  x sinp 

e ~ e 


T ■ 

COS  p(x— «)<1«  .= 


also: 


ir  cosgxsinedg^^  ^ 

nj  g 


je  nachdem  x innerhalb  oder  ansserhalb  aus  eine  grosse  Menge  von  Besnltaten 

der  Orenaen  +1  und  — 1 liegt.  Auf  gewannen. 

den  Grenzen  x = l und  x=  --1  ergibt  Dem  Ausdrucke: 

sich  als  Werth  die  arithmetische  Mitte  | 

Ton  1 und^O,  d.  h.  weil  hier  Discon-  f — 'q =(-)  2) 

tinuiUt  eintritt.  Dies  Resultat  ist  he-  J ^ ' ' \g/  ' 

reits  in  Formel  IV  enthalten,  und  da-  , i ^ 

selbst  als  discontinnirlicher  Factor  be-  “““  S®*»«“- 

leichnet.  wenn  man  setzt: 

, 1 j__  dy 

49)  Theorie  der  Enlerschen  In-  i ^ 

tegrale.  für  x = 0 ist  danny  = 0,  fürx=l  ist 

Es  gibt  aber  auch  bestimmte  Integrale,  y = oo,  also: 
die,  ohne  sich  immer  auf  schon  bo-  oo  _ 

kannte  Functionen  zurückfUbren  zu  los-  p y^ 

ICT,  dennoch  Ton  grosser  Wichtigkeit  J p + Q 

sini  Dazu  gehören  namentlich  die  von  . 0 "t"  F/ 


I 'P  ’ 


3) 


Eoler  zuerst  betrachteteD.  and  nach  ihm  »r  _x  u*  • i «x  i. 

benannten  Integrale:  Vertauscht  man  in  Formel  2)  noch  x 

mit  I — z,  so  erhält  man; 

(r)  = r'..-. 


welches  wir  als  erstes  Enlersches  Inte- 
gral bezeichnen,  nnd  ihm  das  Symbol  also; 


C-) 


geben.  Das  zweite  Eulersebe  In* 
tegral  ist  das  schon  von  ans  betrachtete : 


(f)-© 


r 

J 0 


^ — x.l» — 1 


<ix=r(i«). 


1) 


4) 


und  der  Ausdruck  ist  symmetrisch  in 
Bezug  auf  diese  beiden  Grossen. 


sind 


Die  Ausdrücke  I\n)  nnd 


(f)  •' 


welches  wir  in  den  Abschnitten  45}  und  aber  noch  in  Bezug  auf  die  Grenzen 
46)  als  Constante  einführten,  und  dar-  ihrer  Continnit&t  za  prüfen.  Es  ist: 


rin)  = / 

J 0 


* a— I . , 


Für  den  ersten  Thcil  kann  man  setzen 

^ , wo  II  ein  echter  Bruch  ist,  Tor-  gross  auch  s sei.  Aus  diesem  Grunde 
” * ist  also; 

sasgesetzt,  dass  n positiv  ist,  nnd  dieser 

Ausdruck  ist  endlich.  In  dem  zweiten  x 'e  ~ <\‘‘S  • ••  tx’ 

Theile  ist: 

-X  1 


II — s — 1 


Man  denke  sich  nun  s so  gross,  dass 
n — s — 1 negativ  wird,  dann  ist; 


^+*+1.2'^  1.2-3'^' 


also 


/ 


— a*  «—  I • ^ / 

X dx<n  / 

./  I 


x"-*-'<lx 
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und  da  der  Ausdruck  rechts  gleich: 

-!!- 
n — s 

ist,  also  mit  wachsendem  k verschwindet, 
so  wird  unser  Integral  eine  endliche 
Summe  haben,  so  lange  ii  positiv  ist. 
Ist  n negativ,  so  setze  man  in  dem  Aus- 
drucke : 


mau  erhält: 


— für  X, 

y 


'dy. 


Nun  hat  man: 


I _1 


/ 


y n-~1  . 
y dy=< 


k-\  — 


ein  Ausdruck,  der  offenbar  mit  wach- 
sendem k ius  Unendliche  wächst,  da  der 
erste  Factor  sich  der  Einheit  nähert. 
Für  negatives  n gibt  also  die  Function 
/'(«)  keinen  Werth  mehr. 


Was  das  Integral 


anbetrifft , so 


konnte  möglicher  Weise  Discontinuität 
an  der  obern  Grenze  eintreten,  wenn 
/»  — 1 positiv  ist,  an  der  untern,  wenn 
— 1 negativ  ist. 


Mit  wachsendem  y kann  man  nun  im- 
mer die  Grössen  + und 

identiticiren,  und  hat  lUso: 


zu  untersuchen,  ein  Ausdruck,  der  un-  ses  Integrals  nur  unter  der  Bedingung 
endlich  oder  Null  wird , je  nachdem  g stattfindel,  dass  p und  g positiv  sind, 
positiv  oder  negativ  ist.  Statt  der  Un-  Der  Werth  von  I\n)  lässt  sich  nun 
tersuehung  der  untern  Grenzen  bedienen  immer  bestimmen , wenn  das  positive  n 
wir  uns  der  Eigenschaft,  dass  die  Func-  eine  ganze  Zahl  ist.  Man  erhält  näm- 
tion  in  Bezug  auf  p und  g s\Tnmetrisch  lieh  durch  theilweises  Integriren: 
ist,  und  eehcDy  dass  dio  Continuität  die- 


x"  *rfx  = (H — l)fX«— 1). 


Indem  man  so  fortfahrt  und  berück- 
sichtigt, dass: 

yao 
0 

ist,  bat  man  für  jedes  ganze  n : 

r(n)  = 1.2.3-.*-(n-l),  5) 

für  beliebiges  n aber: 

/(«)  = («— 1)  IXn—p),  6) 

WO  n — p natürlich  positiv  sein  muss. 

Die  Formel  5)  führt  den  Ausdruck, 
im  Falle  n eine  ganze  Zahl  ist,  auf  die 
Fakultäten  zurück.  Es  kann  also  unser 
Integral  als  eine  Erweiterung  dieses  Be- 
griffs für  gebrochene  Zahlen  betrachtet 
werden.  Noch  in  einem  andern  Falle 
lässt  sich  iXn)  bestimmen.  Es  ist  näm- 
lich: 


nnd  dieser  Ausdruck  gibt  als  Werth  V a 
(vergleiche  Formel  Xb),  also 

Mithin  auch,  wenn  n eine  beliebige 
ganze  Zahl  ist,  nach  Formel  G): 


Auch  dem  Ausdrucke  ^ lässt  sich 

in  einem  bestimmten  Fülle  nngenblick- 
lich  ein  Ifesultat  ahgewinnen.  Ist  näm- 
lich , = 1— p,  also  p ein  echter  Bruch, 
60  gibt  Formel  XVb)  unmittelbar: 


= 1 gibt  die  Fora 

(;)=G)=^ 


sm  pn 

Für  9 = 1 gibt  die  Formel  2) 
Iclbar: 


8) 

unmit- 

9) 


Es  lässt  lieb  aber  auch  eine  allgemeine 
Relation  zwischen  den  beiden  Kulcrschen 
Integralen  gewinnen.  Es  ist  nämlich; 
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r(i)r(«)=  r t ‘x*  ' dx  f e S'y*  'rfy  = 

Jo  Jo 

J 0 J 0 ' 


Setzen  wir  hierin: 

y = ux,  dy=xdu, 

to  wird  H = 0 flir  y = 0,  « = oo  ftkr  y = oo,  also: 

-.X) 


n.)m=rr 

J 0 J 0 

Abschnitt  45)  habe'n  wir  die 
wickelt: 

/•*  10) 
Jo  o" 


Schon  im  Ab8cbnitt45)  haben  wir  dio  Ans  Formel  9)  ergibt  sicht  ^*cno  man 
Formeln  entwickelt:  l=;l  setzt: 

-» r(n\  J ^ 

, ~ m+,y 

nnd  wenn  wrir  hierin  o=l+w,  b = s + J Formel,  die  jedoch  nur  das  schon 

setzen,  so  konunt:  gegebene  Besultat  enthält. 

® (-^1 

lY.t  rfi\  — rft r **  ‘^**  Wenn  wir  die  Formel  1 in  Bezug  auf 

' ' ' ' '■  n I \*  +*’  " differeniiiren,  so  erhalten  wir: 

woraus  sich  mit  Berücksichtigung  von  /’*  . — * *»— j _ \ io\ 

Formel  8)  diese.  Abschnitte,  ergibt:  7 „ * = ^ W-  13) 

\T/  “ rfsXlT’  Setzt  man  in  Formel  10)  « = 1 nnd  in- 

' ' tegrirt  in  den  Grenzen  a = l nnd  a=p, 

ein  Ausdruck,  der  also  z.  B.  i y I im-  so  kommt: 

mer  finden  lehrt,  wenn  s nnd  I ganze  _oo  > 

Zahlen  sind.  Ist  hierin  1 = 1 — s gesetzt,  / («  *_*”?•'')  — - Igp. 

also  I nnd  s echte  Brüche,  so  gibt  For-  Jo  ^ ' 

mel  8)  noch: 

^ Setzt  man  in  13)  y für  x nnd  den  eben 

--  = r(s)r(l — s),  12)  gefundenen  Werth  von  Igp  daselbst  ein, 

•*“  so  kommt: 


da  r(l)  = l ist. 


« * -B  B-1 


f f 


^ («“' — dpdx=^ r'(fi), 

0 0' 

i.  b.  wenn  "man  nach  p integrirt  nnd  Gleichung  10  berücksichtigt : 

dl  / —X 


r'(-)  = /X-)/'  -(e-* 

. j 0 * '■  (1-hx)"/ 


oder  wenn  man 


setzt- 


. 1 

y=iTx 

t i_^ 


• •M  I 


r>)  _ dig£^)  _ -r  / y «\  rfy_ 
Hn)~  dn  -J  \ ^ /y(l-sr)' 


»Oi-  ! 


ift: 


Dieser  Ausdruck  gibt  nach  n integrirt  mit  Berücksichtigung^  dass 
igr(l)=0 
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so  dass  sDcli  der  Logarithmos  dieses  Integrals  die  Form  eines  bestimmten  Inte- 
grals annimmt. 

Setzen  wir  aber  in  die  Formel  für  zun&cbst  n=Fn,  so  wird  die- 

Oft 

selbe : 

, ^^er(k«)_Lr  i.  y h»\  *> 

1*  -ä'  jy(l-y)- 

0 

SeUt  man  jetzt  in  der  ursprünglichen  Formel  statt  n nach  der  Keihe 

1 2 Ä— 1 

»I,  »4-Tt  >»+T  • • * »»H — k.— » wo  unter  k eine  ganze  positive  Zahl  verstAnden 
k k k 

sein  soll}  und  nimmt  die  Summe,  so  wird: 


0 


_/•'  y*  <<» 
J 1 V 

Ol  ~k 

1— y * 

L 

oder  wenn  man  in  diese  Formel  y.  für  y setzt,  so  wird  die  rechte  Seite: 


0 t 0 

y(i-y  ) 

und  wenn  man  den  gefundenen  Ansdrnek  für  hiervon  abzieht: 

^ /X")/x»+^ 

wo  P,  wie  leicht  zn  sehen,  ein  von  n völlig  unabhängiger  Ausdruck  ist. 

Man  hat  also  durch  Integration,  und  indem  man  von  den  Logarithmen  zn 
den  Zahlen  übergeht: 


r(n)  /’(«  + j)  /X"  + |) 


r{n+~  = CP^IXIcn), 


WO  C und  P von  n unabhängige  Grös- 
sen sind,  welche  wir  Jetzt  bestimmen. 

Zunächst  erhält  man,  wenn  man  »+- 
/ X 

für  n setzt,  und  die  so  entstehende  For-  d.  h. 
mel  durch  die  letzte  dividirt: 


r(«+l)  = fir(n). 


k 

l=kP  , 


. . -V  _.s  . wx  • sjvv&s.  aaiaia  äuiäävi 

r(a-t-l)  _ r(Fn -t-1)  „k  , 

r(n)  “ y(tn)  kommt  i 

und  mit  Berücksichtigung  der  Formel  des  Werthes  von  P 


P:^k~'^. 

Setzt  man  ferner  in  unsere  Formel 
n = BO  kommt  mit  Berücksichtigung 
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Dieses  Product  noch  einmal  in  uroge* 
kehrter  Ordnung  geschrieben,  und  mit 
der  letzten  Formel  multiplicirt,  gibt  mit 
Berücksichtigung  von  Formel  12: 

«71  71  C* 

~T  72  ' . Ar— 1 " 

sidtti  Bin—TT  sin — ; — ti 

k k k 

Eine  bekannte  trigonometrische  For- 
mel, die  man  erhält,  'wenn  man  die  Ent- 
wicklung von  sin  kx  nach  Potenzen  von 


sinx,  und  zugleich  die  Zerlegung  von 
sin  kx  in  Factoren  mit  einander  vergleicht, 
gibt: 

.1.2  . 1 k 

k k k 

also: 

Ct  _ 2*— > 

*•  “ * 


C=VT(2-i)  * 


k—t 

r(«)r(»+i)r(«+|)  • • ■ r(«+^)  =t*~^(2,)  * r(*»).  15) 


bO)  Theorie  der  analytischen 
F scul  täten. 

Der  Ausdruck  i'(n)  fällt  mit  1-2*3 
•••a— 1 zusammen,  wenn  « eine  ganze 
positire  Zahl  ist.  Er  kann  also  zur 
Definition  einer  Facultät  benutzt  werden, 
selbst  für  den  Fall,  dass  n ein  positiver 
Broch  ist. 

Es  fragt  sich  aber  noch,  welche  Be- 
deoinng  man  dem  r(a)  geben  müsse, 
wenn  n negativ  wird,  da  in  diesem  Falle 
du  Eulersche  Integral  keinen  Sinn  mehr 
gibt.  Indess  kann  man  letzteres,  eben 


so  wie  auf  eine  Form  bringen,  wel- 
che eine  Erweiterung  für  negative  nnd 
selbst  für  complexe  Zahlen  znläast.  Es 
ist  dies  die  Form  eines  unendlichen  Pro- 
ducts. Diesen  Gegenstand,  als  wesent- 
lich zum  Vorhergehenden  gehörig,  wol- 
len wir  hier  noch  erörtern. 

Uebrigens  sind  alle  Schlüsse  des  vo- 
rigen Abschnittes  noch  vollständig  gül- 
tig, wenn  n eine  complexe  Zahl  ist,  de- 
ren reeller  Theil  positiv  ist. 

Zunächst  ist: 


= /*'  r'  (l-x)“-'x'-“x*+“-=rfx 

“'Jo  J 0 


and  wenn  man  theilweise  integrirt: 


d.  h. 


'-*)  = r'  (l-x)—'*'-“  = f ' (l_x)— V-’rfx, 

J Q b-^-a — 1 /t-f-a — 'l.J  p 

Va/  i+a— l\o— 1/ 


1) 


und  indem  man 


letzt  nnd  so  fort^hrt: 


Va— 1/  Ä+a— 2 \a  — 2/ 


(b\  ^ (^1)  J^2)  — (g-a)  (J_\ 

\o/  (a+6— 1)  (a  + t — 2)  • • • (a+A — »)  va — n/ ’ 

hieraus  folgt,  wenn  man  a für  a — n schreibt: 

/ A\  _ (ad-A)  (g  + A + 1)  • • • (a+A+n — 1)  / A \ 
va/  a(a  + l)  • • ■ (a+n — 1)  Va+a/ ' 

MSge  n immer  mehr  zunehmen,  und  sei; 

a+B— l = e, 

*0  ergibt  sich : 


(r^) 


2) 

3) 
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oder  wenn  man  — für  x setzt: 


(JL^  r 


,0  b — I j 

3 %■ 


Mit  znnchmcndcm  ^ erhält  man  bekanntlich: 


und  da 


lim 


(H)'  = 


lim 


r 

0 


V~'<'y=ni) 


6) 


für  unendlich  grosses  oder  auch 

(i)  = ,-*rm,  *) 

da,  wenn  man  q — 1 für  q setzt,  sich  der  Ansdruck  nnr  unendlich  wenig  ändert 
Es  gibt  also  anch  Formel  3,  wenn  man  n = (i  setzt: 

/ 4\  _ (a+A)  (o  + t + 1)  • • • (o+t+e-1)  -h  w . , . - , 

\a/  " a(a+l)  . . . (a+p— 1)  ? 

es  ist  nämlich  ßr  (n+ji — 1)  ^ bei  nnendiieh  grossem  p anch  p ^ zu  setzen. 

Vertauscht  man  hierin  b mit  a,  so  erhält  man  nnd  da 

ist,  so  ergibt  sich  durch  Vergleich  beider  Ausdrücke: 

I\b)  rt(rt+l)  • • • (fl  + e — 1)  b — a 

iXä)- b{b+l)  ■ ■ . '(b+^-l)^  ’ 

wenn  man  a + 5 für  a setzt,  so  kommt: 

+ (ö  + ^ + l)  • ■ * (a+A+p — 1)  — a 

iXa+b)  ~ 6(i  + l) (i+f-l)  ^ 

Der  Ansdmek  rechts  ist  wegen  5)  Man  hat  wegen  6)  des  vorigen  Ab- 

schnittes: 

0 ' 

es  ergibt  eich  also  anf  diese  Weise  die  **^„•*1^**'^^*™  wegen  11)  desselben  Ab- 
Formel  11  des  vorigen  Abschnittes.  sc^•■■ 

Diesen  Weg  hat  in  der  That  Euler 
zur  Auffindung  dieser  Formel  cingc- 
schlagcn. 

Setzt  man  n = p nnd  berücksichtigt  Formel  4),  so  kommt: 

1 . 2*  3---P  a — 1 

n(o-t-l)  (o-f2)  . . . (u-l-p-1)  ^ ’ 

wo  p als  eine  unendlich  grosse,  aber  ganze  Zahl  betrachtet,  also 
r(p)=l  .2-3---P— 1 

gesetzt  ist. 

Es  ist  sonach  z.  B. ; 

1.2-3---P  — i 2-4-6---2p 

p = L 


C-) 


7) 


r(*)= 


i(l  + l)  (1+2)  • • • (1+t' — 1) 


l-3-5---(2p-l)V'e 
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E>  war  aber 

m)=v^ 

und  sonach : 

_2>4*6’  ...  4?* 

"“l’S'S»  • • • (2f -!)•()■ 

£i  iit  dies  das  sogenannte  Wallis’schc  Product,  welches  einen  Werth  für  n gibt. 
Wegen  7)  nimmt  Formel  5)  die  Gestalt  an: 


/4\  _ ja  + b)  (a-f-4+1)  • • • (o+t+p-l)  1 ■ 2 • 3 • ■ • (g-1) 

W a(a+l)  (u  + 2)  • • . (u  + e-l)  4(4  + 1)  (4+2)  • • • (4+()-l)' 

Die  Formel  7 ist  diejenige,  deren  wir  cultat  benutzt  werden, 
tu  Anfang  dieses  Abschnitts  erwähnten;  Wenn  die  Formel, 7 auch  in  dieser 
sie  gibt  noch  einen  Sinn,  wenn  a nega-  Gestait  nicht  zur  wirklichen  Berechnung 
tir,  jedoch  keine  ganze  Zahl,  auch  nicht  von  TX«)  geeignet  ist,  so  lasst  sich  mit- 
Null  (in  welchen  Fällen  ein  Factor  des  tels  derselben  doch  eine  Reibe  für 
Nenners  unendlich  ist)  oder  complcx  ist,  lg  r(a)  leicht  ablciten. 
und  kann  daher  als  Definition  der  Fa-  Es  ist  nämlich: 


ig/Xo)=igi-ig«+ig2— ig(o+i)+  • • • +ig(e)— ig(a+e— i)+(a— l)ige. 

Der  nnendlich  grosse  Ausdruck  (a— l)lgp  fällt  bei  zweimaligem  Differensiiren 
«eg,  und  man  bat: 


d.|gr(«)_  111  1 

da'  o>^(a  + l)'  ^(0+2)’^  ^(«  + e-l)»'  ' 

Die  Reihe  rechts  ist  immer  convergent,  wenn  a keine  ganze  negative  Zahl  und 
nicht  Null  ist,  mithin  findet  dies  auch  bei  ihrem  ersten  und  ihrem  zweiten  Inte- 
gral statt.  Man  erhält,  wenn  man  in  den  Grenzen  1 und  a integrirt: 


10) 


d lg  rv* 

wo  C gleich  dem  Werthe  von  — ^ — für  a = l ist 

Integrirt  man  nochmals  in  den  Grenzen  1 and  a,  so  kommt,  da 

lgr(l)  = 0 
ist: 

lgr(u)  = (a-l-lga)+  (!L^_lgltl)  + + . . . +0(a-l). 


Dm  C zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass 

r(2)  = l,  lgr(2)=0 
ist,  also  indem  man  a = 2 setzt: 


0=l-lg2+i-lgt+l-lgJ+  • ••  +C  11) 

nnd  indem  man  diesen  Ausdruck,  nachdem  man  ihn  mit  (a— 1)  multiplicirt  hat, 
von  dem  Vorigen  abziebt: 

lg  r(a)=  [(a-l)lg2-lga]  + [(a-l)Ig}-lg-^]  + [(n  - 1)  lg  J - lg  -I 

= J («-l)ig(l-t.i)_lg(l+  ) I 12) 

m=l  L " ” 


Diese  Reihe,  welche  immer,  den  be-  Inng  von  lgr(l+a)  nach  ganzen  positi- 
sprochenen  Fall  ausgenommen,  conrer-  ven  Potenzen  von  a gewinnen,  die  je- 
girt,  kann  also  sowohl  als  Definition,  doch  nur  so  lange  convcrgiit,  als  a zwi- 
als  auch  znr  Berechnung  des  Ausdruckes  sehen  +1  und  —1  liegt. 

I\a)  selbst  für  negative  Werthe  von  a Wenn  man  nämlich  die  Formel  9 
benutzt  werden.  (n — 2) mal  differenziirt , so  erhalt  man: 

Et  lässt  sich  aber  auch  eine  Entwick- 


1 d"lgr(l  + a)_  (- 


1 • 2 • • • IS 


da" 


" ^(o+l)"  (a  + 2)" 


13) 


Digilized  by  Google 


1 


Quadratur  (analytische).  334  Quadratur  (analytische). 


Alto,  wenn  man  seUt: 


«=-+-+—+ 
" 1"  2"  3" 


13) 


und  den  Ausdruck  1gr(l+v)  nach  dem  Taylorschen  Satze  entwickelt: 

IpT  2 — ~ • * *» 

Igr(l+a)  wird  für  1 discontinuirlicb.  Die  Kntwicklung  convcrgirt  also  nach 
dem  CaochjBchcn  Satze  (siebe  den  Artikel:  Quantit&t)  nur  so  Unigo,  als  der 
Modul  von  a kleiner  als  1 ist. 

Um  eine  bequemere  Formel  zur  Berechnung  Ton  lgr(l+a)  su  haben,  addire 
man  zu  11)  den  Ausdruck: 

0=-lg(l+n)+n— g-4-y-  . . . 

Man  erhRlt: 

Igr(l+fl)=-lg(H-«)+(l+C)a+*(S,-l)a’-*(S,-l)a«+  ...  15) 

Noch  schnellere  Convergeni  erreicht  man,  wenn  man  in  der  vorigen  Formel 
— a far  a setzt,  und  die  so  gebildete  Formel  von  15  abzieht;  linke  eracheint 
dann  daa  Glied : 

lg /XI +«)- lg  r(l -a) =2  lg  r(l+fl)- lg  [r(l+»)  r(i -a)] = 2 lg /XI +«) 

-lga-lg[r(o)/Xl-o)] 

nnd  wenn  man  Formel  12  des  vorigen  Äbsebnittes  berücksichtigt,  wird  dieser 
Ansdruck : 

21g/XlH-a)  — Igo  — lg 


und  wenn  man  auch  den  Ausdruck  rechts  bildet 
na 

— -4- 


lg/Xl+-»)  = llg;7 


Diese  Reihe  convergfrt  sehr  schnell.  Ist  a reell  and  grüsser  als  1 oder  complez 
und  hat  sein  reeller  Thcil  einen  Werth,  der  grosser  als  1 ist,  so  kann  man  For- 
mel 16  in  Verbindung  mit: 

/Xa+l)  = a/X<») 

oder 

lg  /X«+l)  = lga-(-lg/X«) 

anwenden. 

Diese  Formel  folgt  auch  fiir  negatives  a aus  der  Formel  7 , die  man  ja  in 
diesem  Falle  als  Definition  benntzt.  Es  ist  n&mlich; 

r(o+i)=  I ^ 1 ^ nr  i • e“~ ' = ^“)- 

a(n-fl)  . . . (a4-g-l)(a  fp)  a+g 

Ein  Ausdruck,  der  fiir  wachsendes  r idcnüsch  wird  mit  aIXa). 

Ist  also  a algebraisch  kleiner  als  — 1,  so  gibt  die  Formel: 

Ig/Xo— ll  = lg/Xn)  — lg(o— 1) 

in  Gemeinschaft  mit  16)  den  verlangten  Ausdruck. 

Setzt  man  in  16)  noch  a = 1 — r,  ao  ergibt  sich 

lg -7^^^ — hlg(l— o)  = lg(-^^^^^ — ^)  + lg'‘, 
sin  na  V — racosn/ 

wenn  r nach  Null  hin  abnimmt,  ein  Ausdruck,  welcher  offenbar  gleich 

lg(l-r)  = 0 

wird.  Es  ergibt  sich  dann  ein  Werth  für  C ans  16,  nümlich: 

c=-i4-4ig2-fi(s.-i)+i(S‘-i)+  . ... 

Einen  andern  Ausdruck  gibt  Formel  16,  wenn  man  darin  z = { aetxt: 

— 1 + — ^)"*'57J6(^»~^)'*‘  ' ■■ 
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Man  erhält  hieraus : Aber  dann  gewähren  die  Elemente 

— C= 0.5772156649015328  . . Mittel,  nm  r(a)  zu  bestimmen. 

r . K r tr  1 k /->  . . Z.  B.  für  n— 1 - 100000  ist  eine  loga- 

-C  heisst  aneb  die  Eulersche  Constante.  rithmisehc  Berechnung,  d.  h.  die  Addi- 

Wmhl.  Nr"’  r'iV  s 100000  Logarithmen  hn- 

übrigens  da  sfch  die  Fehler 
der  einzelnen  Logarithmen  addiren,  wäre 


fl-1 


es  anf  diesem  Wege  unm&gtich  auch  nur 
einige  richtige  Dccimalstcllen  zu  erhalten, 
wenn  man  nicht  Logarithmentafeln  von 
sehr  viel  Bmchstcllen  anwenden  wollte. 

Es  ergibt  sich  aber  aas  diesen  Betracht 
tnngen  ein  Werth,  dem  sich  r(n)  mit 


stalt  einer  endlichen  Keihc: 

'^-^=-C+l+H-i+ 

annimmt. 

51)  Berechnung  des  Ausdrucks 
fSr  r(n),  wenn  n sehr  gross  ist. 

Der  Ausdruck  !(»)-  !•  2 -S- ••(«—!)  wachsendem  is  immer  mehr  derart  nähert, 
für  ganzes  n kommt  in  verschiedenen  dass  der  Quotient  beider  Grössen  sehlieas* 
Anwendungen  der  Analysis  händg  vor,  lieh  gleich  Eins  gesetzt  werden  kann. 
I.B.  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Derselbe  soll  hier  noch  bestimmt  werden, 
und  oft  ist  hier  n sehr  gross  zn  nehmen.  Wenn  wir  4r  = n+>/  setzen,  so  ist: 

/CO  /»+0O 

e ^x^dx—  j e ”e  (a+y)**if'y. 

0 — n 

Du  Argument  e ("■*"'/)  tfaximnm  und  fällt  von  demselben 

nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche.  Denn  der  Ausdruck: 


.7/2  • 


ilt  IO  lange  negativ,  ala  y positiv  ist  d.  h. 

(vorausgesetzt,  dass  n wächst)  and  po- 

•ihr,  wenn  </>  negativ,  also  wird  die  I 

Function  fQr  negatives  y immer  wach*  "+sy  | 

sen,  für  positives  y immer  abnehmen,  Während  der  Integration,  wo  ff  von  — n 
und  es  findet  für  y=0,  d.  h.  für  x — n 

ein  Maximum  statt,  von  welchem  Werthe  +oo  geht,  wird  t von 

ans  e nach  beiden  Seiten  ins  Un- 

endliche föllt.  Das  Argument  aber  wird 
an  beiden  Grenzen  Nnll. 

Bestimmen  wir  die  QrOsso  t durch  die 
Gleichung : 

— 7 / I — t*  n 

€ ' (n+7)  = e n , 

so  ist: 


bis  +00  gehen.  Es  ist  nun: 


■(1-0/2 


nt 


ii-“’ 


algn— t*  = —!/+»  ]g(a4-y) 

oder  wenn  man  für  lg(n  + y)  seinen 
Werth: 

1,1  V’  1 

lg"H 


,,-r 

' l-2(n  + «7)> 


•itzt,  wo  lg(n+'/)  nach  der  Taylorsehen 
Reihe  entwickelt,  aber  mit  dem  dritten 
Gliedc  abgebrochen  ist,  t also  einen 
echten  Bruch  bedentet  (siehe  den  Artikel 
BeihenX  *u  ergibt  eich: 


t/^+u/(1-0 

«+7=-L_ , 


und  das  Integral : 


— f»=r- 


r 

*/  0 


*+i)/2  y*- 


+00 


die 


- <» 


verwandelt  sich  in: 
+00 


fj 


die  **(!-»)*, 
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wo  —ff  die  untere  Grenie  anieigt,  die  also  mit  wachsendem  n 

gleich  — CO  wird. 

«4-00  ,,  «CO  «0 

r dt=  I +/ 

— CO  0 — X 

da  aber  das  zweite  Integral  unserer  Formel 

’%<Xt 


— ct> 


noch  den  Bmch  1 — s als  Factor  enthält,  so  erhält  man:  -y  als  Werth  des- 

selben, wo  il  nnd  ft  [kleiner  als  Eins  sind.  Der  Werth  dieses  Integrals  ist  also 
kleiner  als  bexeichnen  wir  denselben  mit  a.  Wegen! 

/4-00  _ ,j  «oo  , 

die  =2/  die  —^/n 
— 00  0 


hat  man  dann: 


r(l4-»)  = e“V+lK'2't 


(h-jIV 

V v'2ff  ) 


wofür  man  mit  wachsendem  n auch  setzen  kann: 

r(l 4 »)  = «”"  = l - 2 • 3 • • • n. 

Hiernach  nimmt  auch  die  Formel  7)  des  vorigen  Abschnittes  die  Gestalt  an: 

^‘'^~ff(«4-l)  • • • (a4-r>-l)' 

Die  Formel  1)  wird  nach  ihrem  Erfinder  die  Stirlingschc  genannt 


1) 


2) 


52)  Mehrfache  bestimmte  Inte- 
grale. 

Die  Theorie  der  mehrfachen  bestimm- 
ten Integrale  ist  schon  in  den  Abschnit- 
ten 34  bis  36  den  Grundzügen  nach  ge- 
geben. 

Bei  denselben  sind  sammtliche  Gren- 
zen entweder  Constanten  oder  die  Gren- 
zen des  nach  der  ersten  Variable  x ge- 
nommenen Integrals  Functionen  aller 
übrigen  Variablen  y,£)U  . . die  des  nach 
y genommenen  Integrals  Functionen  von 
s,  w . . . u.  8.  w. , so  dass  nur  bei  der 
letzten  Integration  constante  Grenzen 
Vorkommen.  Natürlich  ist  der  erst  an- 
gegebene Fall  der  bei  weitem  einfachste. 
Im  letztem  fuhrt  Transformation  der 
Variablen  nach  den  Abschnitt  36  gege- 
benen Regeln  oft  zu  einfacheren,  zuwei- 
len EU  constanten  Grenzen.  Letzteres 
erreicht  man  auch  durch  die  von  Dirich- 
let  herrflhrende  Methode  des  Disronii- 
nuitäts  - Factors,  von  welcher  bald  die 
Bede  sein  wird.  Auch  die  Umkehrung 
der  Grenzen  ist  oft  anznwenden , wobei 
die  Abschnitt  34  gegebenen  Kegeln  tu 


befolgen  sind,  namentlic-h  aber  untersucht 
werden  muss,  ob  das  Argument  wahrend 
der  Integration  discontinuirlich  w ird,  und 
wenn  dies  eintritt,  ob  diese  Methode 
noch  gestattet  ist  — ein  Punct,  worüber 
das  NOtbige  ebenfalls  in  Abschnitt  31 
enthalten  ist. 

Wir  wollen  hier  noch  die  gebräuch- 
lichsten Transformationen  zusammen- 
Btellcn. 

I)  Eine  der  häufigsten  Transformatio- 
nen ist  die  in  der  Gkometric  so  oft  vor- 
kommende Verwandlung  der  rechtwin- 
keligen Coordinaten  in  Polarcuordinaten- 
Handelt  cs  sich  um  Curven  in  der 
Ebene , so  sind  die  cnisprcchcDden 
Formeln : 

x = rcos5,  yzzrain&f 
yvox,y  die  rechtwinkligen,  r,  3dicPolsr- 
euordinaten  sind. 

Im  Raume  dagegen  hat  man : 
x = rco8.'^,  y = rsin^cosy, 

2 — r sin  & siny. 
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Mit  Hälfe  dieser  Fonnclo  fanden  wir  bereits  in  Absdinitt  36: 

VdrH,% 

wo  die  ersten  Formeln  gelten, 

fffvä.dydz  =fffr'  U 8\n  $dr  dSdifj 

wo  die  tweiteh  Formeln  gelten. 

Die  Formeln  drücken  für  den  Fall,  wo  u = l ist,  bekanntlich  bezüglich  den 
Fl&cheoinhalt  der  von  einer  Cnrvc  begrenzten  Stücke  oder  Ebene,  und  der  von 
einer  Fläche  begrenzten  Körper  aus.  Es  war  ferner: 

//  + (i)’  + ©'•'y''*  =/  f yr>.in».+^..in»-+|jl  d»  d.,, 

den  Artikel:  Flächen  zweiter  Ordnung). 
Nach  dem  Dupinschen  Satze  schneiden 
sich  diese  Flächen  daher  immer  inKrüm* 
mnngslinien.  Diese  geometrischen  Be- 
trachtnngen  sind  jedoch  für  uns  hier  we- 
niger wichtig,  als  die  Eigenschaft  dieser 
Ausdrücke,  dass  man  leicht  x,  y,  % als 
Functionen  von  i,  v bestimmen  kann. 

Es  ist  dies  eine  Betrachtung,  welche 
auch  auf  mehr  als  drei  Gleichungen  von 
der  hier  gegebenen  Gestalt  Anwendung 
findet,  und  die  wir  daher  in  ihrer  All- 
gemeinheit nach  Binet  geben. 

Seien  n Gleichungen  von  der  Gestalt 


mit  Anwendung  der  zweiten  Formeln. 
Dieser  Ausdruck  gibt  den  Inhalt  eines 
Stucks  einer  krummen  Oberfläche  an. 

II)  Von  grosser  Wichtigkeit  sind  auch 
die  sogenannten  elliptischen  Coordinaten, 
welche  von  Lamd  herrühren.  Die  ent- 
fprecheuden  Transformationen  sind  ge- 
geben durch  die  folgenden  Forroclh,  wo 
I,  fi,  ¥ die  neuen  Variablen,  x,  y,  s die 
alten  sind : 


z 

TT  + 


X*— A 


X*— c 


r = l, 


-r  4*  j 


w.i 

: = 1- 


- A*  y’  — c 
Die  drei  Gleichungen  haben  eine  geome- 
trische Bedeutung,  welcher  die  Ausdrücke 
V den  Namen  elliptische  Coordinaten 
terdanken.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass 
l grösser  als  c und  als  A,  grösser  als 
h und  kleiner  als  c,  y kleiner  als  A und 
c sei,  so  ist  die  erste  Gleichung  die 
eines  Ellipsoidcs,  die  zweite  die  eines 
eiiuchaligcn , die  dritte  die  eines  swei- 
ichaligcn  Hj|>crboloidc8.  Alle  drei  ha- 
ben dieselben  Hauptscbnitlc  Lässt  man 
ifßjf  ¥ sich  äudern,  so  bleiben  <iic  Uaupt- 
scimiuc  dieser  Flächen  unverändert,  sic 
heissen  liomofocalc  Flächen,  und  haben 
die  Eigenschaft,  dass  wenn  man  I,  /i,  y 
irgend  wie  bestimmt,  die  dadurch  gege- 
benen drei  Flächen  sich  immer  unter 
einander  rechtwinklig  schneiden.  (Siche 

F(«)-Ati)  _ F(«)-/-(o)  ^ 
f\u)  F'(a)  («— ft) 

Setzt  man  hierin  nach  und  nach: 


gegeben : 

X 

1 

y 

S 

1 - , 

. . — 1 

x,-o 

*i-ß 

’T 

’r  • ' 

• • _ X 

* . 

y 

4_ 

X 

-L.  • s 

* =1 

X,-« 

X,— /» 

^1— r 

-J.  • s 

y 

4. 

s 

4.  • . 

• =1 

X,  — n 

X.-/J 

X,— y 

und  setze  man: 

/'■(h)=  • ■ •! 

/l;il)  = (u-X,)(u—X, )(»-!,)  . . T 

BO  ist  /•'(“)  — A")  ''0"*  Grade  n — 1,  also 
J^(u) /Tw  I 

im  Ausdrucke  — — - derZihler  um 
h(u) 

einen  Grad  niedriger  aU  der  Nenner. 
Uic  Zerlegung  der  Fartialbrüche  gibt 
dann: 

m . F(y)-f(y)  _ 

f-'W  (—fi)  {'•-}’) 


u = x„  « = x„  « = *, 


und  bcrftckBichtigt,  dass : 
ist,  so  hat  man ; 


fXn)=m=Fw= 


= 0 
= 0 
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_ fs±  _i M _i -1- 1 = 1 

f'(n)  *, -a  f(ß)  Xi-ß  /''(y)  *, -y 

_/•(«)  _J /W  _i M ...  =1 

/'■'(«)  x,-o  h'\y)=^,-Y 


Diese  Gleichcngcn  aber  sind  den  gc> 
gebenen  identisch,  wenn  man  setzt: 

. . . 

- F’Crr)'  F'iß)'  i.'(y)’ 
und  dies  sind  die  Ausdrucke  für  diese 
Grüssen. 

' In  unserm  Falle  ist  su  vertauschen 
X,  y,  z mit  i’,y>,s’, 
XyX„x,  mit 
a,  ß,  Y mit  0,  A’,  c*, 

Au)  = (u-i’)(«-^>)(u-V*), 

F(«)  = «(u-6>)(m-c*), 

also; 

F'(«)  = (u— A’)(«— c*)+«(u— c’) 

+w(ii— 4’), 

P(0)  -4*c» 
F'(A’)=A»(A’-c>) 
f'(c*)  = c«(e*-6>), 

also: 

~ 4>c* 

, _ (t»-4’»)Cu»-4>)  (4»-v-) 


y = 


6’(c«-6») 

_(t*  — e*)  (c*—  y’) 


F'(a’)=(a’— 4>)(a*— r>)  . . . 

F'(A’)  = (A‘— '*)  • • • 

r(c»)  = (c>— a’)(c’— 6*)  . . ., 
also : 

, _ _ (t--«»)  (/i’-«’)  (v’-gQ 

* " (a'— 4>)(ö’— c>)  . . . 

_ (^»-4»)  Cu*-4»)  (v«-4^)  • ■ • 

» - (4»— o’)  (4’— c’)  . . . 

, __  (t»-e-)(M^-r»)  • ■ 

* (c* — a’)  (c’ — 4’)  . . . 

IV)  Ein  bfintig  vorkommender  Fall  ist 
der,  wo  4 und  c Null  werden. 

Da  aber  die  positiven  Grossen  ft  iwi- 
schen  4 und  c liegen,  v kleiner  als  6 
und  c sein  soll,  so  muss  man  sieb  4 
und  c zunächst  unendlich  klein  denken. 
Sei  demnach 

i = tß,  c=»y, 

wo  ß und  y endliche  positive  GrOssen, 
I unendlich  klein  istj  sei  ferner 
/i  = itn,  »'  = »«  und  b<m<c,  ii<4<c, 
A = r aber  eine  endliche  Grösse,  so  ist: 
x^+y^+i’  = r‘‘ 

^ _Vj s^_  , 

m*  m*  — 4*  c’ — m* 

s 


c«(c>— 4«) 

III)  Bei  mehr  als  dreifachen  Integra* 
len  kann  man  zuweilen  mit  Vortheil 
ganz  ähnliche  Transformationen  anwen- 
den , wobei  natürlich  die  geometrische 
Bedeutnug  der  neuen  Variablen  aufzu- 
geben ist.  Man  setzt: 

X*  b’  s’ 

+ — -t- h . . = 1 

4T*  1/^  S* 

— . ~X 

^ /i"— A»  ^ 

X*  «*  s’  ,, 

— fl’  — k’-— c’ 


n» 

also  wenn  i verschwindet: 
x’-hy’-t-s’  = r’ 

£L  + _yJ___!l— 

m*  m*  — 4’  c* — m’ 


= 0 
= 0. 


^ _ y* 

n»  4»-»»  c’— n*' 

Die  erste  Gleichung  stellt  eine  Kugel 
vor,  die  zweite  und  dritte  einen  Kegel 
zweiten  Grades.  Die  Ausdrücke  für 
x*,y*,s’  aber  werden: 

jal  ^ — 

* ~ 4'c» 


Die  Binetschen  Formeln  geben  dann: 

A“)  = (“  — i’)(“— • • • 

F(ii)=;(m  — fl*)  («  — 4“){u  — c’)  . . . 


4’)(4’— "’) 

4*(c'-4’) 

r*(c*— m*)  (c* — n’) 
c^(c‘  — 6*) 
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Auch  diese  Coordinaten  iuhrcn  den  Setzen  wir  noch; 

Namen  elliptische  im  engem  Sinne.  Es  i i 

sind  diejenigen  der  ganzen  Gattung,  wel-  — . n?*_  — cos  y a 

che  am  häufigsten  angewandt  werden.  (1 — <•’)  ’ 

V)  Es  lassen  sich  die  eben  gebranch*  wird,  da  c’«*=4*  kleiner  als  m’ 
ten  elliptischen  Coordinaten  auch  unter  kleiner  als  c*  ist,  der  Nenner 

eine  Form  bringen,  die  als  besondern  Bruchs  Rösser  als  der  Zähler 

Fall  die  Polarcoordinatcn  enthält.  Zu  ““ti  ® sich  immer  bestimmen  lassen, 
dem  Ende  setzen  wir  in  den  letzten  drei  Auch  hat  man  dann: 

Formeln : 


sin  a>  = - 


n^bsinif  und  h = ac,  “ c*(l a')’ 

wo  also  7 eine  neue  Variable,  o eine  = c* (1— a*)  sin »*  + c* o’ 

neue  Constsuitc  ist,  die  kleiner  als  1 oder: 

sein  wird.  «’ = c‘[l— (1— a»)  cos  »»]. 

Unsere  drei  Gleichungen  werden  dann:  Es  ergibt  sich  dann: 

x-rtm'f  ^1— (1— n>)dos»> 
y = r cos  y sin  9- 
* = r)/l  — a'  sinySeos9< 

,1  r».s  .1 ersichtlich,  dass  der  besondere 

Fall,  wo  a = 0 ist,  die  Polarcoordinaten 


rm  siritf 

X=  — ■ ---V 


, r*  (m*  — o*e*)co87* 
* ~ c>(l-a’)  ’ 


c»  (1—0*) 


gibt. 


53)  Transformation  mehrfacher  Integrale,  wenn  alle  Grenzen 
eonstant  sind. 

Es  sei  gegeben  das  Integral:  < 

/+00  g%  +00 

/ F'(ax + n'y,  ßx +^'y)  <fr  rfy  = If. 

— 00*e  —00 

Es  ist  dasselbe  durch  eine  Transformation  zn  Tereinfachen.  '■ 

Wir  setzen:  Setzt  man  dagegen 

ax-^-a’y  — u,  ßx+fl'y  = u.  z = TCot9,  y = riin9, 

Es  wird  dann  (Abschnitt  36)  go  jgj 

A = aß'~ßa' 

, r r A — r. 

also  eonstant,  während  x und  y von 

— ® bis  +00  wachsen,  werden  in  glei-  ^^hrendx  von  — oo  bis  +oo  geht,  und 
Cher  Weise  h und  v auch  zunchmen.  V geschieht,  wird  das  stets 

Also:  positive  r alle  Werthe  von  0 bis  +oo 

/^-oo  y.  + jo  annehmen,  9 aber  alle  Werthe  von  0 

/ F{%i,v)dudu.  *’'•  »Iso: 

/•TT  g%  X 

^ J ^ F[r(n  cos  9+n' sin  9),  r(^cos  9+^' sin  9)]  r<fr<#9 
Md  setzt  man  auch  u = r cos  9,  ti=rsin9: 

p'in  pX> 

AV  — f / E(r  cos 9,  r sin 9)rdrd9, 

•V  0 0 


also: 
r*'.'nt 


/-■nt  p +00 

I F{r  cos  9,  T sin  9)  rdrd9 
0 •!  a 

/ln  y,+uo 

J F[r(a  cos  9+a' sin  9),  r(^cos9+^sin9)]rcfr(f9. 
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Sstzen  wir  z.  B. 

f(*,  y)  = «-'■(  (p  ^), 

r’  = z»+y’ 


iat.  Man  setzt  dann  anch; 

IC*  =(o  oosS+o'  siny)’  + 0}  cos  9+/J'  sin  S)* 

und  erhält: 

~J  0 J 0 ^ 

- 1 _r 

=■ — / / /'(cos  .9-,  sin  0)e  ’^rirdi, 

AJ  0 J 0 

oder  da 

/CO  1 

re  '^dr  = l,  und  / re  ™dr  = — 

0 Jo  “ 

= si„9)  j,. 

Diese  Formel  wird  oft  unter  der  'Voraussetzung  angewandt,  dass 
«•+/S’  = 1,  a'>+^»  = l,  «o'+y,j'  = 0 

ist.  Ansdrflehe,  welche  gelten,  wenn  x,  y und  ebenso  wie  u,  v Systeme  recht- 
winkliger Coordinaten  sind. 

Es  ist  dann: 

A = «jS'  — /3«'=1 
w’  =sin#’-i-co8  9’  = 1, 

also: 

• Jrt  „'ln 


/tn  pin 

/[«coe#-f  «/sin»,  ^cos#-t-jJ'sin9]</9  = / /(cos  9,  sin 9)  rf9. 

0 Ja 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich  anch  ansdehnen  auf  das  dreifache  Integral: 

/-♦-GO  ^-f-w  ^-+-GO 

I I F(ox+tt'y  + a''z,‘x+ß'y+ß"i,yx+/y+y"i,')dxdy<U. 

— ^ a/  —GO 


Wir  setzen  nämlich  zunächst: 


und  ganz  wie  oben  bat  man: 

1 /-  + “ 
K=-  / 


v = ßx+ß'y+ß"e 

«,  a', 

A = 

ß<  ß'i  ß" 

y>  r'<  y” 

,+00 

/ -foo 

F(u,  V,  ir)  dudv  dir. 


-00  _oo 


Wir  setzen,  indem  wir  Polarcoordina-  I = — wird  von  — 1 bis  -fl  gehen, 

ten  einfUhren:  ^ ■ j w , , a 

was  erreicht  wird,  wenn  man  Winkel  9 

x~ir,  y = fir,  s = rr,  yon  jJqH  j,jg  „ nimmt,  die  Ausdrücke 

wo : fi  und  r gehn  ebenfalls  beide  von  — 1 

l = cos9,  /4  = sin9cos7,  r = sin9siny  bis  -fl;  da  aber  siny  = -v~,  und  sin  9 

SID  V 

ist.  Es  wird  dann,  während  x,  y,  i von  stets  positiv  ist,  so  muss  sin  y auch  nc- 
— 00  bis  +00  gehen,  r alle  Werthe  von  getiv  werden  können,  und  folglich  von 
0 bis  +00  annehmen.  0 bis  2v  gehen.  Man  hat  demnach: 
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Y=  f"  r"  r’^  %(«l+«>+a'V),  rOSi+yJ'^+;J'V'),  ' 

J f)  0->  0 

j pIn  pTi  p(a 

riyl+y'fi+y"y)r'sin9drd»dif  = — l j f F{lr,  ftr,yr)r>  t\n9drd9du. 

CiJ  0 .ß  oJ  n 


SeUt  man  jetzt: 


and  beräckaicbtigt  die  Gleichung: 

*/“r*c-dr  = l, 


KO  ergibt  eich: 
^2n 


ir_  r pi^+ß'^+ß""  yi+//i+y'vnsin»rfi><ii> 

J aJ  w ’ i ’ S J — 

- =— y J f(l,ft,y)tin9d9d,f, 


wo  der  Abkdrzung  wegen  geietzt  wurde: 

IT  = («i+«'/4+o'V)* + (yl+//u +y"*-)*. 

Führen  wrir  noch  diejenigen  Relationen  zwischen  den  Constantcn  ein,  deren 
geometriiehe  Bedeutung  ist,  dass  x,  y,  s und  u,  r,  w Systeme  rechtwinkliger 
Coordinaten  rorsteUcn: 

o’+^*+y’=l,  «'’+/9'* +/*=!,  ■ •• 

a"*+iJ"*+/'*  = l,  a'a"+ß'ß"  + yy'-0, 
cY'a+ß”ß+y''y=0,  t,a'+ßß'+yy'  = 0, 

au  welchen  folgt: 

A = l,  ic=l, 

IO  bat  man: 

^ - r r ^i+jy/t+ZyV,  yX+y'fi+y"y]tin9d9d)f 

J a J 0 


,2n  t%n 

0 0 

54)  Es  sollen  hier  noch  die  Ausdrücke  zur  Transformation  der  Integrale 


/2ti  g%  n 

j f{ly  fii  y)  lin  ^ dy. 

0 Ü 


in  elliptische  Coordinaten  gebildet  werden. 
Za  dem  Ende  nehmen  wir  die  am  Schlüsse 
ron  Abschnitt  52)  gebildeten  einfachem 
Formeln,  in  welchen  wir  noch  setzen: 

y(m>-A«)=A  y(4>-«*)  = *,  ' 
y(c>-ma)  = l,  y(ca-n*)=s; 
die  entsprechenden  Formeln  nehmen  dann 
auch  die  Gestalt  an; 

rwm  _ rkk  rlt 

ie  ~ 


dm 


ra-l-mi 


dr 


1 ■ 


dm 


ic 


dx 


mr-f-mi 


dr 


dn 


he 


■4V(c»-i>)’  cHc’-»*) 


and  man  hat: 


dn  ' 


dn  6V(c* 


i 


V 

y: 
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di 

1 I 

f,  dr  s ■\ 

, nnd  ebenso  erhält  man: 

dm 

“ cV(c’-4’)’ 

f 

dz  dy 

dz  dz 

dz 

- 1 / 

dx 

dm  dn 

dn  dm 

~ rV(e’-4’)' 

/’d«  , ”•/ 

dz" 

dy  dl 

dy  dz  ’ 

AtiMerdem  ist: 

dm  dn 

dn  dfn 

dx  dm  dx 

dl« 

so  dass  man  hat: 

dy 

dy 

dm  öy  On 

dm  dy 

,dy 
dy  dn 
dn  dy 

WO 

M 1 

II 

d» 

da  dn 
dn  dy’ 

X 

dy  ds 
^dm  dn 

dy  d> 

dn  dm 

woraos 

sich  durch 

Elimination 

von  y. 

di  dx 

dz  dz 

öm  , 

rr~untt 

dn 

ergibt: 

dm  dn 

dm  dn 

dy 

dy  ® 

dx  du 

dx  dy 

dx  di 

dx  dz 

dm  dn 

dn  dm 

dx  dm  dn 

dB  dm 

211  setzen 

ist. 

dy  ~ dy  ds 

dy  dz 

Ausserdem  ergibt 

sich 

dm  d» 

da  dm 

A = 

:X, 

Vr=J'J'Y(X’+Y>+Z')dmdH, 

also  wenn  man  die  obigen  Wortho  eineetzt: 

ebenso  erhalt  man: 

V = J U Adr  dm  du. 

Mit  Hülfe  der  oben  gefundenen  Werthe  von: 
dz  dj:  ^ ^ 

dm’  da'  dm’  dm’  dn’  da 


and  der  Ansdrücke: 
dr 

ergibt  sich  dann: 


ox  _ mn  dy 
XZ  ~ TT>  TI  — 


hk 


ds 


ic’  dr  4J'(4’  — c“)'  dr  cV(4'  — c') 

-fff 


U (m'  — B*)  r*  dr  dm  dn 
hkfs 


Ist  t/=l,  ein  Fall,  der  bekanntlich  den  Inhalt  der  Körper  gibt,  welche  von  krum- 
men Oberflächen  cingeschlossen  werden,  so  kann  man  die  Integration  nach  r 
ansführen  und  erhält: 


-ff 


(m*— B*)  r‘dmdn 

kkü 


Mit  Benntznng  der  allgemeinem  elliptischen  Coordinatcn  I,  u,  y (Abschnitt  52) 
erhält  man  aber  ähnlich  wie  oben: 

y _ rtr  dldf,dr 

JJJ  ghiklm 
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A=Ka*-c«), 

A = V(c*-^>),  /=V(A’-»>),  m = V(c*->-*) 

la  setzen  ist. 

Wie  oben  erhält  man : 


'^=ff  1 ' * =ff 

dy  . 

dff  * 


Y— ^ ^ Y~~  ^ 7 

^ 57T*  577  “*  5T  577»  ^ “ 5T  577  ^ “ 


und  die  Ausdrücke 

d^’ 


d^  dy  d^  dy>*  dd  dy.  dd  dtp 
• lassen  sich  ^anz  wie  vorhin  berechnen.  Be- 


trachten wir  jedoch  nur  den  Fall,  wo  r constant  ist,  also  ^ = -^  = 0 wird,  oin 

d^  Off 


fall,  der  bekanntlich  der  Obcrfi'ache  einer  Kugel  entspricht.  £s  ergibt  sich  dann: 

pp  (1 — a*)  cosd’  + a’ sin 

IV— — ....  _, , d^, 

JJ  Vl-(l-a*)8ind*  Kl— fl’cosy^^ 

Aas  dem  letzten  Ansdrucke  Iftsst  sich  eine  Beziehung  herleiten,  welche  von  Le- 
gendre  herrührt.  , 

n 


Sei 


y = l- 


and  führen  wir  beide  Integrationen  von  YV  in  den  Grenzen  0 und  » aus; 

d 

n n 

/7  /T_  1— (1— a*)  sin  ■•>’  — «*  sin  X* 

J V'l-(l-a’)8in#>  /l  - o>  sin  A» 

0 0 

«0  r = l gesetzt  wurde. 

Es  war  nun  ursprünglich 

wie  man  auch  a bestimmt.  Setzt  man 

y = 0 und  z = 0,  so  wird  9 = 0,  A = ^ 
für 

für 

n 
2‘ 

Da  aber 

r’  = *’+y’+t’=l 

ist,  so  sind  1 and  0 bezüglich  der  grösste  und  kleinste  Werth,  den  y und  z an- 
nehmen können.  Die  Grenzen  0 und  1 entsprechen  also  den  Grenzen  0 nnd 

für  9 nnd  jl,  was  auch  die  beliebige  Constanto  a sei.  Aus  diesen  Betrachtungen 
lolgt,  dass  unser  Integral  von  a );äQi  unabhängig  ist.  Setzt  man  somit  a=l, 
so  kommt: 

n 

n 


s=0. 

s = l. 

<P 

II 

II 

II 

s = 0. 

II 

© 

II 

cos  ldld9  = 2' 


0 0 

(Es  ergibt  sich  dies  allerdings  schon  ans  der  geometrischen  Betrachtung,  dass  w 
den  achten  Theil  einer  Kugelfläche  vorstellt.) 
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Bezcicbnea  wir  nach  Lcgendrc  dea  Ausdruck : 


y*>i  air 

‘ mit  h\U\ 

Vl-i’siu»’ 

0 

71 

j'  — 6’  sin#*  mit  £(A), 


so  ist: 


dl  </# 


P“  / **  ^ r- — ^ F(rt)  F(r) , 

/ ./  1 l-(l-o*)sm3> 

0 ' 0 

wo  c = V^l— o*  gesetzt  wird. 


/• 

/7  smi*dA  1 ,, 

. = — [F(o)-£(a)j, 

Vl-a»siui*  a*'‘  ^ 

0 


ffn 


(l-a»)8in#»d#dt 
— (1— o’)8in#’  l/l— o’siujl’ 


= F(a)[F(c)-£(«)], 


o’  sin  A’dAd# 


a BiuA  OAO*r 


0 0 
und  hieraus  folgt: 


|.=  H'=F(c)E(c)  + F(n)£(i,)-F(c)F(<.), 

eine  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  vorkommende  Relation  zwischen 
den  Quadranten  der  Integrale  erster  und  zweiter  Urdnung. 


55)  Den  Ausdruck; 


wollen  wir  benntten  unter  der  Voran«- 
setTiung,  dass  es  sich  handelt  um  eine 
Oberfläche^  die  zur  Gleichang  hat: 


Bekanntlich  ist  dies  die  Gleichung  des 
Ellipsoidcs. 

Man  hat  zur  Grenzbestimmung  die 
Formeln: 

&cx=:  jl/4r, 
byV(c*— 6»)=r^i/, 
csy(c^  — 6*)  “ hhm. 


Will  man  den  achten  Thcil  des  Ellip- 
soides  Anden } so  müssen  x.  y,  i immer 
reell  sein,  also  x alle  Werthe  von  0 bis 
p,  y alle  Werthe  von  0 bis 
s alle  von  0 bis  V((^*-*c>)  annehmen. 
Offenbar  kann  dann,  damit  i reell  bleibe, 
^ nicht  kleiner  als  6,  damit  k reell  bleibe, 
ft  nicht  gr^isscr  als  e sein.  Ebenso  mosF, 
damit  l reell  bleibe,  r kleiner  als  b sein. 
k aber  muss  jedenfalls  grösser  als  e 
sein,  damit  h reell  bleibe. 

Wegen  der  Gleichung  des  Ellipsoidcs 
aber  ist  q der  grOsstc  Werth  von  i. 
Man  hat  also  für  den  achten  Tlieil  de« 
Ellipsoidcs: 
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=//:/ 


ghikim 


-»'•) 


dl  d/4  äy. 


Wegen  der  bcktuinten  Formel  für  den 
achten  Tbeil  des  Ellipsoidcs  ist  der  Werth 
dieses  dreifachen  Integrals  gleich: 

5C)  Von  grosser  Wichtigkeit  für  die 
Berechnung  mehrfacher  Integrale,  deren 
Grenzen  nicht  alle  constunt  sind,  ist  die 
Ton  Dirichlet  herrührende  Methudo  des 
Discontimiit&tsfnctors.  Der  Zweck  dieser 
Methode  ist,  statt  der  Teränderlichcn 

• • • • ■ ‘ ■ 

wol,a,  fr,c  . . . positiv  sind. 

Erstrecken  wir  ferner  die  Integration 
über  alle  Werthe  von  jr,  y,  s . . wel- 
che die  Bedingang  erfüllen,  dass 
ff  = r+y  + 5-f-  • • - <1 
ist  und  X,  y,  & immer  positiv  sein  sollen. 

Statt  nun  die  Grenzen  der  Integration 
aus  dieser  Bedingung  abzuleiten,  mul- 
tipliciren  wir  das  Argument  mit  dem 
Factor: 


Grenzen  constante  cinznführen.  Man 
wird  den  Sinn  und  die  Tragweite  dieser 
Methode  leicht  an  einigen  Beispielen 
erkennen. 

Wir  fanden  in  Abschnitt  38)  For- 
mel IVa): 

n./  0 '/ 

jo  nachdem  /!  abgesehen  vom  Vorzeichen 
grosser  oder  kleiner  als  Eins  war.  Wir 
setzen : 


iy6-,,c- 

* • • • dxdydz  • 

u=lf 

siny  coBff// </(/> 

71  J 

0 f 

und  da,  so  lange  <r<l  ist,  also  unsere 
Bedingung  erfüllt,  U immer  gleich  1 
ist,  ausserhalb  der  Grenzen  der  Integra- 
tion aber  Null  wird,  so  ist  es  gestattet, 
die  Integrale  alle  in  den  Grenzen  0 und 
-f-®  zu  nehmen,  da  derjenige  Thcil,  wel- 
cher unsrer  Bedingung  nicht  entspricht, 
von  selbst  verschwindet. 

Es  wird  also 


^ 2 

0 J n ••  0 J Q 


— kn  a — I b — I c — I 
e z y z 


Da  aber  für  ir=-f-l  und  <r  = — 1 Dis- 
continuitäten  stattfinden,  so  fragt  cs  sich, 
ob  hier  die  Umkehrung  der  Ordnung 
des  Intcgrirens  noch  gestattet  ist.  Diese 
Frage  erledigt  sich  jedoch,  wenn  man 
znuiebst  statt  des  Ausdruckes  U das 
Integral: 


0 


^ siny  cosoy  <// 
7 


betrachtet,  welches  nach  Formel  III  des 
Abschnitts  38  stets  gleich: 

1 l-f-o  1 l--a 

— arc  fg -f-  — arc  tg 

n in  I 


sm  <1.  j j j j 

— — cos  atf-  df  dx  ay  ns  , . . 

ist,  also  so  lange  s nicht  Kuli  ist,  keine 
Discontinuität  erleidet.  Denkt  man  sich 
diesen  Werth  für  V in  A eingesetzt,  so 
ist  also  Umkehrung  der  Ordnung  des 
Intcgrirens  erlaubt. 

Mit  abnehmendem  ( aber  nimmt  das 
Integral,  gleich  viel  nach  welcher  Grösse 
man  zuerst  integrirt,  die  hier  gegebene 
Form  an,  und  ist  somit  auch  lUr  4=0 
der  Werth  von  A derselbe,  man  mag 
erst  nach  y oder  erst  nach  z,  y . . ■ • 
integriren. 

Wir  schreiben  statt  cos  o y aber 
»7*.  es  wird  dann  A der  reelle  Thcil 
des  Integrals: 


o /.® 

B =±f 
nj  0 


dy  siny 


ist. 


-fw  /»-j-* 


Q = f r 

•7  0 *7  0 


—ke  a — 1 b — I 
e z y 


e ®'^’dzdy 
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Dies  Integral  Q zertUlt  aber  in  Factoren  von  der  Qestalt: 

0 (i+yi)“ 


/; 


wo  die  Potenz  (A  + yi)"»  wie  in  allen  den  Fällen,  welche  wir  ^uBführlich  erörtert 
haben,  so  za  nehmen  ist,  dass 

..  , ..a  a oli 

• (*+»')  =>■ « . 

nnd  I immer  zwischen  n und  —n  liegt.  Diese  and  die  y,  z . . . entsprechenden 
Wonhc  einsetzend,  erhalten  wir: 


B=  ^r{a)  nt)  r(c)  . . . r*  dy.  - ^ 
^ •/  0 y (h  + iit) 


/ (t  + yi)«  + » + '+ 

Ist  y = z=  • • ■ =0,  BO  wird  A,  wenn  man  a-)-6+c4-  ...  für  a setat: 

X.  = r'  • • 

0 


'dx 


und  dies  ist  gleich  dem  reellen  Theile  von: 


9 si 

— r(a+i+c+  . . .)  / ä,f  - 
n 4/  0 ' 


sin  ff 


V (t  + yi)“+*+®+’” 

Man  kann  somit  im  allgemeinen  Falle  den  rceljen  Thcil  von  B aach  schreiben: 

_ n«)  nt)  nc)  • • • r ' -kw^a+b+c+ 

r(o-*-4+c-|-  • • •)  J Q 


dxi 


fllrJt  = 0,  e = d=  ••  • = 0 erhält  man  hieraus  die  schon  bewiesene  Eulersche 
Formel: 

M - £(fLL0 


G)  = 


r(a  fi)  ’ 

Aach  kann  man  in  dom  allgemeinen  Ausdrucke  von  A die  OrÖsse  k = 0 •setzen, 
und  hat: 


^ dx  dy  dz 


Vertauscht  man  die  Veränderlichen  x,  y,  s . . , 

er-- 


n«)  nt) . . . 


n(a+i  . . .)  (o+6+  . . ■) 
r(a)  r(t)  . . . 
/Xt+4-1- . . . +1)' 

bezüglich  mit: 


10  erhält  man  hieraas 

B 

ttß 


sy/- ■■  er'©*’" 


a 6 


und  wenn  man  für  a,  & . . . bezüglich  schreibt: 

P 9 


= ^y*.  . . x“  'y*  ' . . . dxdg  . . . = 


a t 

r(l+- + -+...) 
P 9 


wo  X,  y . . . auf  alle  Wertho  auszudehnen  sind,  welche  die  Bedingung 


erfüllen. 
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Iit  noch 

o=4=c=l, 

IO  erhalt  man,  wenn  3 Vcränderliehe 
genommen  werden, 


und  dies  ist  der  von  den  positiven  Coor- 
dinitenaxen  z,  y,  i and  der  Flache,  die 
inr  Gieiefaung  hat: 


oder  da 

r())=y^ 

r({)=)ra) 

ist; 

UzziTtnßy. 

Ist  p =:  f = r = 4 , so  erhall  man  den 
achten  Theil  des  KOrpers,  dessen  Ober- 
fläche die  Glcichang  hat: 


begrenzte  körperliche  Banm,  für  welchen 
sich  ergibt: 

r(l)  r(l)  r(l)  - 
y/  Vj/  \rJ 

■p?>-  r(i +1  + 1+1) 

p q r 


Ist  = r = 2.  80  bat  man  den  achten 
Theil  eines  EUipsoides,  dessen  Halbaxen 
/9,  y sind,  und  Air  dasselbe  ist  also: 


- 8 /■()) 


und  dieser  ist: 

«r(iV 

~ 64  r(i) 

oder  da 

r(i)=r(n-{)=;r(i), 

ist 

,,_«-ß-y  rQV 

~ 48  I-(i)  • 

Wir  fanden  (Abschnitt  45,  Formel 
XXXII): 


Uli 

(±«)» 


vo  das  obere  Vorzeichen  gilt,  wenn  <r  positiv,  das  untere,  wenn  a negativ  ist. 

Aus  dieser  Formel  ergibt  sich  auch,  indem  wir  das  Vorzeichen  auf  die  eben 
sBgezeigte  Weise  bestimmen: 


/QO 

COs(o^)\4»^  a#/f  = 

0 


Hl) 

(±»)^ 


/®  «_I 

sin  (oi/^)  yfl  d\p  — + » 

® (±e)» 

wenn  man  die  erste  dieser  Formel  mit  sin  die  zweite  mit  cos  ^ mnltiplieirt 

Z 6 

ind  addirt,  so  ergibt  sich  hieraus: 

r sin  (o-J  + O'/')  * d'/'  = “ oder  = 0, 

r(9)sin9n./  „ 2 ' «9 

je  nachdem  a positiv  oder  negativ  ist.  Es  ist  dies  eine  andre  Form  eines  Dis- 
condnuitätsfoctors. 


Untersuchen  wir  jetzt  das  Integral: 

«CO  j 1 

W=  / I ..  .-1 1— 

•*  0 •*  0 pF  (i+fli)? 


a—  I 4—  1 

* y 


dzdy  , 


Q=l+ax+ßy+  . . « = l-x— y—  . . . 

gesetzt  wird,  #,p,  f ...a,  6 ...A,p.e.  positive  Constanten  sind,  aber  immer: 
P+9+  . . e > a-f-A+  * • • 
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Die  Potenzen  von  < + oi  zind  dadurch  bestimmt,  dass  der  Areas  dieses  Ans- 
druekes  immer  zwischen  + n and  — n liegen  soll,  und  das  Integral  W soll  sieh 
Ober  alle  positiven  Wcrtbc  von  x,  y , . . erstreekent  es  ist  dann  W vollständig 
bestimmt. 


In  Integral  W kann  man  setzen: 


r 

1 J 0 


rd'f  ,fP- ' 


iXp) 


(Vergleiche  Abschnitt  49,  Formel  10),  nnd 


(f+aif 


f’^  «-(*+»•)'/’ ^9-' 
•’  0 

ix?) 


Setzt  man  diese  Ansdrücke  in  W ein , und  denkt  daun  die  Integration  nach 
ar,  y . , , zuerst  ausgeluhrt,  so  ergibt  sich : 


W- 


Q ist  ein  Prodnet  einfacher  Integrale  nach  x,  y . . die  alle  gleiche  Form  ha> 
ben,  und  wo  das  nach  x genommene  die  Gestalt  bat: 


/ 
^ n 


0 (atf — 

scUt  man  dies  und  die  entsprechenden  Werthe  der  Übrigen  Integrale  ein,  so  hat 
man  für  IV  nur  noch  ein  Doppclintegral : 


np)  n?) 


«X 

j Q j 0 


^9— (‘+0l*„P— ‘ y,9— ' 1 


(«'/— 9')“  0»9  — V»)* 


. • • • d<fdk}>» 

Dies  Integral  aber  verwandelt  sich  in  ein  einfaches,  wenn  man  setzt: 

=r  tf  5,  difß  =:  tf  rfi, 

and  nach  y integrirt.  Es  ist  dann: 

,^_r(.n)  J\«)  m ■■■  /”  1 1 ^ 

tXr)  /(9)  (l+(s+i).r  («-«)'* 

WO  m = p + y — a — 6 — . gesetzt  wurde. 

Von  besonderm  Interesse  ist  der  Fall,  vom  Positiven  znm  Negativen  übergeht, 
wo  1 = 0 ist,  da  hier  der  Ausdruck  Lässt  man  also  t sich  zunächst  der  Noll 

nähern,  so  wird  der  in  IV  vorkommende 
Ausdruck  nach  unsrer  Annahme 


y 


«-('+“*) 9-,/, 9-' rf,„, 


rr. 

-•  -y-s 

oder  — <rc  , 


welcher  iti  der  Entwickelung  als  Factor 

vorkam,  die  Gestalt  nachdem  <x  positiv  oder  negativ  ist. 

r«x  . . Es  ist  also  auch 

«-<’+•  -2, 

0 1 _ J_  ‘ 2 

annimmt,  also,  wie  oben  gezeigt  wurde,  / \9  ” ' 7 

discontinuirlich  ist,  wenn  <y,  wie  cs  dodi  v*  "i"«*) 

während  der  Integration  geschehen  muss,  zn  setzen.  Das  Argument  von; 


r 
•/  0 


Digilized  by  Google 


Quadratur  (analytische).  .349  Quadratur  (analytische). 


\r 


_rri  ^ «-I 


rfjrfy 


nimmt  also  Tersehiedene  Formen  an,  je  nachdem: 

0 = 1 — X — y—  . . . <0  oder  o >0, 

d.  b.  je  nachdem: 

■*+y+‘?i 

itt.  Es  wird  also: 


rr. 


CO 


»V=:€ 


■f  ..  . - J ..  r(m)r(n)  r(A)  ■ • j'  ^ 


U+e 


V = - 


r{p)  i’(9) 


0 (14«-)’"  o»-«y 


a— I 6—1 

^ y 


dxdg 


(l+tix+ß3+  • . .)P  (1-x-y  . . .)? 
ind  das  Integral  auf  alle  Wcrthe  von  z,  y . . . atissudehncn  ist,  welche  die 
Bedingung 

x4y4*+  • • • < 1 

erfüllen, 

0-16—1  j j 

X y ...  dxdy 


(l+«x+/»y+  . . .)!’ (— l4*4y+ 
auf  alle  Werthe  von  x,  y . . . ausgedehnt,  welche  die  Bedingung: 

*+y4»+  ...  >1 

ertuUen.  Der  Werth  von  IF  erhält  die  GrOsse 

i = V^. 

Setit  man  also  — i statt  i,  so  erhält  man  eine  zweite  Gleichung,  so  dass  man 
mittels  beider  sowohl  17  als  K bestimmen  kann. 


S6)  Quadratur  vollständiger  Dif- 
ferenziale mit  mehreren  Varia- 
blen. 

Hat  man  die  Gleichnng 

*=/'(*.y). 

10  erhält  man  durch  deren  Differenziation : 

^*=yz‘‘^+ry‘‘!>' 

soll  also  ein  Ausdruck: 

dl  = //  (x,  y)  dx+ y-  (x,  y)  dy 
ein  vollständiges  Differenzial  sein,  so 
mfisicn  die  Functionen  y und  ip  die 
Gleichungen  erfüllen: 

S-ä;  = y(-t.y).  ^ y)- 

Atu  diesen  erb&It  man  durch  nocbroaliges 
Differenziiren: 

_ dy.  dy» 

dxdy  dy  dydx  ~ dx* 

Es  ist  also  ^ 

. d*^  _ dy» 

dy  " dx 


ir  14 1 


die  Bedingung  dafür,  dass  die  gegebene 
Gleichung 

dz:zi/dx-i->pdy 

durch  Differenzüren  einer  andern 

*=/(■*.  y) 

entstanden  ist,  und  x und  y vOUig  un- 
abhängig von  einander  sind. 

Wir  haben  diese  Bedingung  bereits 
in  Abschnitt  11  kennen  gelernt,  wo  es 
sieb  aber  um  GrCssen  y handelte,  die 
von  X abhängig  waren.' 

Diese  Bedingung  heisst  Integrabllitäts- 
bedingung.  . 

Ist  sic  erfüllt,  so  lässt  sich  augen- 
blicklich die  Gleichung 

t=f(^  y) 

bersteilen,  d.  h.  der  Ausdruck 
dz^ifäz+xpäy 

integriren.  Zu  dem  Endo  bemerken  wir, 
dass  für  irgend  einen  Anfangswerth  von 
X,  etwa  X,,  z = f(x,,y)  also  gleioh  einer 
Function  von  y allein  wird,  die  wir  mit 
s'  bezeichnen. 
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also 


Gleichung; 

di  = if  (x,  y)dx  + if,  (x,  y)  dy 
kann  man  aber 

T = also  dr:z0 

setzen,  da  x,  constant  war,  nnd  erhilt: 
dz'  = xf.[x„y)dy, 

wo  bei  der  Integration  y als  constant  zu  “ho 

denken  ist.  Nimmt  man  dies  Integral,  t’=fii,(x  y)  dy. 

welches  noch  eine  Constante  (oder  viel-  J ' ” 

mehr  eine  Function  des  constant  gedach-  Sei  noch  für  y = y„  z'  = i”,  d.  h.  für 
ten  y)  cnthillt  in  den  Grenzen  xundx„,  x = x,  nnd  y=y,,  z = z",  so  ist 

, . z'-i"=  V(j-.,y)</y, 

) •'  y. 

und  y,)  wird  eine  willkürlich« 

und  es  bleibt  nur  noch  von  y die  Func-  Constante  sein;  man  hat  also,  w enn  man 
tion  zu  bestimmen  In  der  gegebenen  diese  Werthe  cinsetzt: 


so  hat  man: 


»'  = / ?(*.  y)' 

• noch  von  y 
nen  In  der 

*= /*  y(*.y)dr+^^  y)<<y+r 

^ X.  ^ V. 


Diese  Methode,  welche  übrigens  einfacher  als  die  gewöhnlich  in  den  Lehr- 
büchern gegebene  ist,  lässt  sich  augenblicklich  auf  beliebig  viel  Variablen  aus- 
dehnen. Es  sei : 

* = ,,(x„  X,  ...x^)dx,+'f,(.Xi,  X,  ...  x^dx,+...+y^{x^,  x^...xjdx^ 

entstanden  durch  Differenziiren  der  Gleichung 

t=f(.x„  X,  . . ,*J, 

wo  x^,  X,  .. . völlig  von  einander  unabhängige  Grössen  sein  sollen. 

Bedingungen  hierfür  sind,  dass  man  hat; 

dz  dz  dz  dz 

ST=''^'  di;=’”---Är=''.’"'dr='f„ 

* • S fl 

oder  durch  nochmaligos  Differenziiren: 

dx. 


dx,dz, 


Es  muss  also  sein 


dx. 


dx 


dx,dx, 

gesetzt  werden  können.  Die  Anzahl  der 
sich  hierdurch  ergebenden  Bedingungs- 

gleichungen  ist;  diese  er- 


cine  symbolische  Gleichung,  in  welcher  füllt,  so  geschieht  die  Integration  wie 
für  s und  t alle  Zahlen  von  1 bis  n oben.  Wir  setzen; 

und  z = i^'\ 


für 

x,=x/®^ 

für 

Xi=x/''^ 

für 

X -X  ("> 

für 

X -*  W 
*1  — *l  > 

(«)  , (»)  , (0)  jt  -a,  ('•)  i-/*) 

,_X,  , X,-X,  , X,_X,  . . . X -X  , z-z  . 
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E.  .ind  hier 

CoDitanlon,  ^2 

(0  • S;r  = 7i(*i>  *1  • • • O. 

t'  ' eine  Function  Ton  . i_  ®*i  " 


eine  Function  ron  x,,  z,  , , , 
ibtr  nicht  Ton  Zj,  also,  wenn  man  z,(”)nndz,  nie  Intcgrn- 

eine  solche  von  Z,  . . . z^  . . . , donsgrensen  bet^achte^  z,  ...  aber 

als  Constante  ansieht: 

t'  ' eine  Function  von  z allein, 

" _ 

und  endlich  ..>_/**  /_  , j 

fa)  . _ , * * ~ / (u)7i(*i>*s  ••• 

c'  ' cinn  Constante:  man  hat  dann  x \ 


i'"'  eine  Constante;  man  bat  dann 

Die  gegebene  Gleichnng  aber  nimmt,  wenn  man  z,=z5**\  s = t'  setzt,  die 
Gestalt  an: 

ds'  = ./,  (z  z,  . . . . . . +7„  (* 

d.(‘) 


tlso: 


nnd  in  den  Grenzen  z,^"^  und  z,  integrirend,  hat  man: 


dz, 


=y*  ^ ^ »/.(z.^^^.z,  . ..zjdz,.  . 


In  dem  Werthe  von  kann  man  nun  z,  =z,^’'^  setzen,  nnd  hat; 


= z(«) 


' dz^*^=7,(z2^\z/“^,  z,  . . . z^)di,H z,  ..  .zjdz^, 

z/“> 

Fibrt  man  so  fort,  so  erhalt  man: 

= r y,(z/"),z/''),z/“^,  z.  . ..X  )dz. 

(ja)  » i. 


‘(--•)--^-)=/;,%(./0UW...x„_.(u),z.)dx, 


Also  durch  die  Addition  aller  dieser  Oleichnngcn  ergibt  sich  der  vollständige 
Werth  von  z folgendermasscn: 


t=  / * V ,.(x„  X,  . . . z ) «£r , + / ’ -»t  • • • * ) <**z 

X , . . • X , 


hT"  C) 

. ‘ , ■ ' *«(") 
wo  die  Integrationsconstante  ist 


+ / " 7„(z.^''^z.^'’^..z;,_/-),z,)d,,+,^-V. 


W. 


. I 
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Beispiel.  Sei  gegebeu 
so  ist 


dif  dip 


V'  = 


y'+i* 

— yS 


dy  dx  (y’  + *•)•’ 
die  IntcgrabilitatsbedingTing  ist  also  cr- 
rüllt,  tind  cs  wird 

Aber  wenn  man 

^ y 

— = «,  ^ = T 

y -To 

setzt,  erhält  man: 


./ 


f . ^ = arc  tgii  — ftrctgMj, 

y’+*’ 


nnd: 


r 


y. 


■ =arctgr-arctge„ 

y‘+-».‘ 


ist.  Also: 


i = arctg  — — arctg-^” 

+ arctg?^  + 1". 

Es  ist  aber 

arc  tg  I = g — arc  lg  (y), 


also: 


t = arctg  — + arclg^  - s + s" 

y ^ 

oder  wenn  ar,=0  genommen  werden  soll, 
y,  aber  positiv  ist,  wo  dann 

arctg?^  = arctg(+co)=5  wird, 

*.  ^ 

t=arctg-+t". 

y 

67)  Fasst  man,  wie  es  im  Anfang  die- 
ses Artikels  geschehen  ist,  die  Qnadra- 
tnren  als  die  Grenzen  von  Snmmcn  auf, 
so  wird  die  Integralrechnung  his  tu  einem 
gewissen  Grade  nnabhängig  von  den  Be- 


trachtungen nnd  dem  Algorithmus  der 
DifTcreniialrechnnng.  Diese  Anffassnng 
ist  die  historische,  und  lange  vor  Leib 
nitz  nnd  Newton,  den  Erfindern  der  h6- 
hern  Analysis,  hat  man  diese  Methode 
angewandt,  namentlich  zur  Bercehnnng 
von  Flächeninhalten,  freilich  ohne  sich 
eines  allgemeinen  Algorithmns  tu  bedie- 
nen. Zu  bemerken  sind  hierbei  nament- 
lich Descartes,  1596  bis  1650,  und  sein 
grosser  Zeitgenosse  Fcrmat,  der  1590  bis 
1665  in  seinen  Untersnehnngen  dem  Geiste 
der  hohem  Analysis  bereits  sehr  nahe 
gekommen  war.  Von  letzterem  rührt  sneb 
die  Methode  her,  das  Gesett  der  Ver- 
änderlichkeit angemessen  zu  bestimmen, 
um  der  Summe,  deren  Grenze  man  ver- 
langt, eine  möglichst  einfache  Gestalt  in 
geben. 

In  Abschnitt  4)  haben  wir  ein  Beispiel 
dieser  Methode  gegeben.  Geschickte  und 
fruchtbare  Anwendungen  dieser  Methode 
gab  auch  Wallis,  1616  bis  1703.  Von 
einer  allgemeineren  Auffassung  der  In- 
tegralrechnung kann  aber  erst  seit  New- 
ton , 1642  bis  1727,  und  Lcibnitz,  1646 
bis  171b,  die  Bede  sein.  Bekanntlich 
gelangten  beide  grosse  Männer  wahr- 
schei'nlich  gleichzeitig,  aber  auf  venehle- 
denen  Wegen,  zur  Auffindung  der  Dif- 
ferenzialrechnung. 

Da  das  Intcgriren  das  inverse  Verfsh- 
ren  des  Differenziirens  ist,  so  konnten 
nach  Bestimmung  derDiCfcrcnzialquotieu- 
ten  der  verschiedenen  Functionen  ebenso 
viel  Integrale  bestimmt  werden.  Die 
Methode  des  theilwcisen  Integrircns  nad 
der  Substitution  rührt  von  den  Erfindern 
der  hohem  Analysis  her. 

Die  Auffindung  der  Integrale  gebrodi- 
ner  Functionen  verdanken  wir  Johsnn 
Beraoulli,  1667  bis  1748.  Die  Methode 
des  Rationalmachcns  der  Functionen, 
welche  eine  CJuailratwurzel  eines  Aus- 
drockes  zweiten  Grades  enthalten,  rührt 
von  Cotes  her  (1682  bis  1716).  Wesent- 
liche Verdienste  um  dio  Forderung  der 
Integralrechnung  hat  sieb  Euler  erwo^ 
ben  (1707  bis  1783),  besonders  durch  seit 
Werk:  „ Institutioncs  calcnli  intcgralis.“ 

Dio  Berechnung  der  bestimmten  Inte- 
grale muss  wohl  cbcnfalin  auf  Euler 
zurückgeführt  werden,  hat  aber  wesent- 
liche Erweiterangen  in  diesem  Jahrhun- 
derte erfahren. 

Ein  höchst  wesentlicher  Fortschritt  iti 
die  EinBUimng  des  Begriffs  des  Imagi- 
nären in  dio  Intcgralrechnnng.  Wenn 
derselbe  auch  vor  Entstehung  dieser  Wis- 
senschaft Öfter  gelegentlich  angewandt  ist, 
so . ist  doch  dio  schärfere  Begründung 
dieses  Verfahrens,  namentlich  die  Theotie 
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def  Integrirens  auf  verschiedeneQ  Wegen 
ond  der  dadurch  bedingten  Mehrdeutig« 
keit  der  Integralet  Canchy  au  auschreiben. 
Die  DurchfOhrung  dieser  Oberaus  frucht« 
baren  Methode  bat  es  nicht  allein  roög« 
lieb  gemacht,  die  Integralrechnung  von 
rielen  ungenauen  oder  unklaren  Ausfüli- 
rnngen  au  befreien,  sondern  dieselbe  auch 
wuentlich  gefördert  und  erweitert.  Wie 
sie  denn  in  der  Theorie  der  Functionen 
im  Allgemeinen,  und  der  mehrfach  pe« 
riodischen  im  Besondern,  der  Heibenent- 
vickluDg  n.  8.  w.,  bereits  wichtige  Re- 
mltate  gegeben  hat,  und  namentlich  in 
ihrer  Ausdehnung  auf  die  Integrale  der 
Differentialgleichungen,  welche  nament- 
heb  durch  Weierstrast  und  Riemann  be« 
gönnen  ist,  noch  Bedeutenderes  erwarten 
lasst. 

daadratar  ebener  Fignrea  (Ceometrie). 

1)  Einleitung. 

Dem  Wortsinne  nach  versteht  man  un- 
ter der  Quadratur  irgend  einer  Fignr  ihre 
Verwandlnng  in  ein  Quadrat,  d.  h.  die 
geometrische  Constmetion  eines  Quadra- 
Iti,  welches  mit  ihr  gleichen  Flachen- 
rahslt  hat. 

Da  diese  Anfgahe  für  gradlinige  Fi- 
guren eine  der  leichtesten  der  Elementar- 
geometrie ist  (siehe  den  Artikel:  Qna- 
dnU),  so  kommt  sie  nnr  für  solche  Fi- 
guren in  Erwägung,  welche  ganz  oder 
zum  Theil  von  krummen  Linien  begrenzt 
sind. 

Statt  eine  solche  Figur  in  ein  Qna- 
drst,  kann  man  sie  nach  dem  Obigen 
auch  in  eine  beliebige  von  graden  Linien 
begrenzte  Figur,  etwa  in  ein  Dreieck, 
verwandeln,  und  die  Aufgabe  ist  dann 
gcldtt,  da  letzteres  sich  sogleich  in  ein 
Quadrat  verwandeln  lässt.  Bei  den  mei- 
sten Cnrvcn  ist  jedoch  eine  solche  geo- 
metrische Constmetion  mittels  der  Werk- 
zeuge der  elementaren  Geometrie,  dem 
Kreise  and  der  graden  Linie  scblccbtor- 
diagf  nnroOglicb,  und  daher  eine  solche 
Quidratnr  im  engsten  Sinne  nicht  zu 
leisten.  Es  ist  bekannt,  wie  viel  vergeb- 
liche Versnehe,  z.  B.  der  Quadratur  des 
Kreises  in  diesem  Sinne  gewidmet  wor- 
den sind,  und  wohl  von  Autodidakten 
noch  gewidmet  werden.  Jedoch  ist  hier 
ein  Erfolg  ans  dem  angeführten  Grunde 
UDmüglich. 

Sicht  zu  bezweifeln  ist  cs  dagegen, 
dass  mit  andern  mechanischen  Hülfs- 
mitteln,  als  Zirkel  und  Lineal  sind,  die 
Qnadratnr  Jeder  Fignr  zu  leisten  ist. 
Jedoch  wäre  ein  solches  Beginnen  nur 
in  wenigen  Fällen  von  einigem  wissen- 
schaftlichen Interesse. 


Indessen  lässt  sich  dem  Worte  Qna- 
dratnr  ein  andrer  ans  der  Elementar- 
geometrie in  die  Analjsis  führender  Be- 
griff unterlegen. 

Bei  der  Bestimmung  des  Flächeninhalts 
der  Figuren  legt  man  bekanntlicli  als 
Einheit  immer  ein  Moass  unter,  welches 
ein  Quadrat  ist,  dessen  Seite  die  als 
Längeneinheit  gewählte  Strecke  bildet. 
(Z.  B.  Qnadratfass  oder  Quadratzoll,  je 
nachdem  ein  Fugs  oder  Zoll  die  Einheit 
des  Längenmaasaes  ist.)  Hat  man  also 
für  den  Flächeninhalt  einer  Fignr  irgend 
eine  Formel  oder  Zahl,  so  stellt  dieselbe 
eine  gleiche  Anzahl  Quadrate  vor,  deren 
Seite  die  Längeneinheit  ist,  oder  einen 
Theil  eines  solchen  Quadrates,  der  immer 
als  Rechteck  gedacht  werden  kann.  Da 
nun  jede  Anzahl  von  Rechtecken  oder 
Quadraten  leicht  in  ein  Quadrat  ver- 
wandelt werden  kann,  so  ist  die  Anfgahe 
der  Qnadramr  als  gleichbedeutend  mit 
der  Bestimmung  des  Flacheniabalts  einer 
Figur  zu  setzen. 

Eine  solche  analytische  Bestimmung 
des  Flächeninhalts  wird  aber  nur  dann 
eine  geometrische  Quadratur  im  engem 
Sinne  möglich  machen,  wenn  die  Zahl 
oder  Formel,  welche  den  Flächeninhalt 
autdrückt,  rational,  oder  wenn  /ie  die 
Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  ist, 
da  nur  solche  Ansdrücke  sich  geometrisch 
constrniren  lassen  (rergleiche  hierüber  den 
Artikel:  quadratische  Gleichungen). 

Unter  Quadratur  wird  hier,  wie  allge- 
mein üblich,  also  nur  die  Bestimmung 
der  Flächeninhalte  zu  verstehen  sein. 

Für  diese  Aufgabe  gibt  die  Integral- 
reehnung  ein  allgemeines  Mittel,  und  ist 
dieselbe  gewissermassen  die  geometrische 
Deutung  des  Integrirens  im  engem  Sinne, 
weshalb  dasselbe  auch,  wie  im  vorigen 
Artikel  geschehen,  als  analytische  Qua- 
dratur bezeichnet  wird. 

Ehe  wir  jedoch  auf  diese  allgemeine 
Aufgabe  eingehn , wird  es  nöthig  sein, 
auf  die  Quadratur  einiger  der  bekann- 
testen Figuren,  soweit  dieselben  einer 
elementaren  Behandinng  ougänglich  sind, 
hier  einzugehen.  Wir  beginnen  dabei  mit 
dem  Kreise. 

2)  Quadratur  des  Kreises. 

Man  kann  unter  dem  Ausdrack  Qua- 
dratur des  Kreises  sowohl  die  Berech- 
nung des  Flächeninhalts  des  ganzen 
Kreises,  als  einzelner  Kreisstücke,  z.  B. 
Sectoren  oder  Segmente  verstehen.  Die 
ersteren  lassen  sich,  so  wie  der  ganze 
Kreis  mittels  einer  einzigen  Irrational- 
zahl, der  sogenannten  Lndolphschen  Zahl 
oder  der  Zahl  n berechnen,  welche  daa 
23 
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Verhaltniss  der  halben  Peripherie  zum 
Radios  ansdröckt;  bei  der  Berechnung 
der  Segmente  sind  ansserdem  trigonome- 
trische Betrachtnngen  nOthig. 

Sehr  wichtig  aber  für  den  Kreis  ist 
et,  dass  die  Äofgabe  seiner  Rectification, 
d.  b.  die  Bercchnnng  der  Bogenlängen 
desselben  sieb  anf  die  Quadratur  zurück- 
führen  latst  und  umgekehrt;  zu  beiden 
Aufgaben  nämlich  ist  dieselbe  QrOsse  n 
nüthig.  Nur  in  seltnen  Fällen  haben 
Cnrven  diese  Eigenschaft. 

Wir  geben  zunächst  die  Sätze  Uber  die 
Bercchnnng  der  einzelnen  Flächenstücke 
des  Kreises,  womit  wir  zugleich  die  Be- 
rechnung der  Bogenlängen  verbinden. 


Fig.  34. 


Sei  (Fig.  34.)  abede  ein  beliebiger 
Kreisbogen,  O der  zogebdrige  Mittel- 
punkt, ah,  bc,  cd,  de  Sehnen  von  belie- 
biger Länge.  Verbinden  wir  die  End- 
punkte derselben  mit  dem  Mittelpunkte 
O,  und  fällen  von  O aus  anf  die  ein- 
zelnen Sehnen  die  Lothe  Oa,  Og,  Oy, 
0<f. 

Man  erhält  dann  eine  Anzahl  von 
Dreiecken  (hier  4),  und  wir  bezeichnen 
die  Summe  der  Flächeninhalte  derselben 
mit  A,  es  ist  dann: 
j _ ab-Oa  . bc-Oß  , cd-Oy  , de-Otf 
^ - “2“ “2“- 

Nimmt  man  nun  an,  die  Sehnen  wür- 
den immer  kleiner,  mehrten  sich  aber  an 
Zahl,  so  dass  der  Bogen  abedt  sich 
nicht  ändert,  so  würden  sich  offenbar  die 
Hohen  alle  dem  Radios  des  Kreises  nä- 
hern, den  wir  mit  r bezeichnen,  wäh- 
rend jede  Sehne  sich  dem  Bogen  nähert, 
welchen  sie  abschneidet.  Es  sind  dies 
Betrachtungen,  zn  deren  schärferen  Be- 
gründung man  öfter  auf  die  Eigenschaf- 
ten des  Kreises  einzngehen  pflegt.  Eis 
scheint  dies  aber  um  so  nnnOthiger,  als 
gleiche  oder  ähnliche  Sätze  nicht  allein 
für  den  Kreis,  sondern  für  alle  krummen 
Linien  gelten,  und  die  Anwendung  der 


Infinitesimalrechnung  anf  die  Geometrie 
möglich  machen. 

Es  wird  mithin,  wenn  die  Anzahl  int 
Unendliche  wächst; 

A = ^(oi-l-ic-l-cd+äe-h 

aber  wenn  man  den  Bogen  abede  mit  b 
bezeichnet,  denselben  für  die  Somme  der 
Sehnen  setzt,  und  berücksichtigt,  dass 
unter  der  angenommenen  Bedingung  sich 
A dem  Sector  aOe  nähert,  den  wir  mit 
8 bezeichnen,  so  haben  wir: 


eine  Formel,  welche  lehrt,  einen  gegebe- 
nen Scctor  S durch  den  zugehörigen 
Bogen  b und  den  Radios  r des  Kreiset 
Buscudrücken.  Vergleicht  man  diese  For- 
mel mit  der  für  den  Flächeninhalt  einet 
Dreiecks,  so  bat  man  auch  den  Satz; 

„Jeder  Scctor  ist  gleich  einem  Drei- 
eck, welches  den  zugehörigen  Bugen  zar 
Seile,  den  Radius  des  Kreises  aber  zur 
Höhe  hat.“ 

Bezeichnen  wir  die  Peripherie  des  Krei- 
ses mit  P,  den  Inhalt  desselben  mit  K, 
so  ist  klar,  dass  man  sich  den  gansen 
Kreis  als  Sector  denken  kann,  an  dem 
als  Bogen  die  ganze  Peripherie  gehört, 
nnd  die  vorige  l'ormel  gibt  sonach: 


Dieser  Ausdruck  gibt  die  Beziehung, 
welche  zwischen  Rectification  und  Qns- 
dratnr  des  Kreises  stattfindet,  welches 
sonach  Operationen  sind,  deren  eine  die 
andere  sogleich  ergibt. 

Wir  benutzen  diese  Formel  auch  zar 
Definition  der  Lndolph’scben  Zahl,  wel- 
che allen  übrigen  Betrachtnngen  sa 
Grande  liegt. 

Bezeichnen  wir  mit  n die  halbe  Peri- 
pherie eines  Kreises,  dessen  Radius  die 
Einheit  ist,  so  hat  man: 

r=l,  k=^  = 7i. 

Also  n stellt  auch  gleichzeitig  den  Flä- 
cheninhalt desselben  Kreises  vor. 

Bekanntlich  verhalten  sich  zwei  Bogen 
desselben  Kreises,  wie  die  zugehörigen 
Centriwinkel , ein  Satz , welcher  augen- 
blicklich ans  dem  folgt,  dass  zn  gleichen 
Centriwinkel  gleiche  Bogen  gehören.  Sri 
also  a der  zn  Bogen  b gehörige  Centii- 
winkel,  den  wir  uns  in  Graden  ansge- 
drückt  denken,  nnd  berücksichtigen  wir, 
dass  zur  ganzen  Peripherie  ein  Ceatri- 
winkel  von  360  Grad  gehört,  so  haben  wir 
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oder; 


4:o=F;360 


36ft*  ’ 

lollle  tt  dagegen  in  Secumlen  aasgedrückt 
•eia,  so  ist  auch  der  Winkel  ron  360* 
inSeenndrn  anszndrflcken,  und  man  bat: 

860-60-60=1296000, 


i = 


aP 


'1296000' 

wo  a dar  in  Seennden  ansgcdrtickte  Cen- 
iriwinkel  ist. 

Es  bleibt  jetst  noch  übrig,  eine  Bc- 
liebung  zwischen  der  Zahl  n und  der 
Peripherie  P eines  beliebigen  Kreises  zn 
ennitteln.  >■ , 

Fig.  35. 


Sei  Al)  (Fig.  36.)  ein  beliebiger  Kreis- 
bogen, in  welchen  die  Sehnen  AB,  BC, 
CD  gezeichnet  sind;  man  ziehe  die  zu- 
gtbörigen  Halbmesser  OA,  OB,  OC,  OD, 
und  durch  einen  beliebigen  Punkt  a von 
OA  lege  man  einen  concentriseben  Kreis- 
bogen ad,  der  Ton  den  übrigen  Ualb- 
■nettem  bezüglich  in  b und  c geschnitten 
wird;  zieht  man  noch  die  Sehnen  ab, 
4c,  cd,  so  sind  offenbar  die  gleichschenk- 
hgtn  Dreiecke : 

OAB  und  Oab,  OBC  und  Obe, 
OCÜ  und  Oed 

entsprechend  ähnlich,  da  sie  den  Winkel 
•n  der  Spitze  gemein  haben,  also ; 
ab:  ABzzaO  -,  AO 
bc:BC=bO:BO  = aO:AO 
cdtCD  = cO:CO  = aO:AO 
und  demgamiza: 

•b+be+ei:AB+BC+CD=aO:AO. 
Nehmen  wir  jetzt  zn  AO  sei  = r,  aO 
aber  gleich  der  Einheit,  so  dass  wir  dem 
rweiten  Kreise  die  Einheit  als  Radius 
geben,  denken  wir  uns  ferner  die  Sehnen 
verkleinert  und  Termehrt,  so  dass  die 


Summe  derselben  sich  den  bezüglichen 
Bogen  nähert.  Nehmen  wir  endlich  an, 
diese  Bogen  seien  die  halben  Peripherien 
der  bezüglichen  Kreise,  so  wird  offenbar 
nach  dem  oben  Gesagten: 

ab  + bc+cd  = n 
AB+BC+CD  = ^ 

dB 

werden,  nnd  wir  erhalten: 

P , 

n:g  = l:r. 


d.  h. 

1)  P=2>ir. 

Diesen  Ausdruck  Ton  P in  die  oben  ge- 
fundenen Formeln  einseuend,  erhalten 
wir: 

2)  K'  = nr>, 
nra  _ nra 

i^“  6480ÖÖ 

und  wenn  wir  diese  Werthe  von  b noch 
in  die  Formel: 


4) 


‘■4 


einseUen: 


5)  S: 


ur'o 

360' 


nr'a 

r29^’ 


wo  gesetzt  wurde: 
der  Radius  gleich  r, 
die  Peripherie  gleich  P, 
der  Flächeninhalt  des  Kreises  gleich  K, 
ein  beliebiger  Bogen  gleich  b, 
sein  zugehöriger  Centriwinkel 
in  Graden  gleich  a, 
in  Secunden  gleich  a 
und  die  constanto  Zahl  n den  Flächen- 
inhalt eines  Kreises  mit  Radius  1,  oder 
die  halbe  Peripherie  dieses  Kreises  dar- 
stellt. 

Man  kann  aber  auch  statt  den  Centri- 
winkel in  Graden  auszudrücken , dafür 
die  Länge  des  zugehörigen  Bogens  ein- 
fübren,  dessen  Radius  gleich  Eins  ist. 
Sei  derselbe  gleich  ß,  so  hat  man,  wenn 
man  in  Formel  3)  1 für  r,  /J  für  4 setzt: 

also; 

3b)  b=rß.  ' _ 1 

Die  Formel  4)  aber  gibt; 

> 4a)  S=4r’/J; 

jeden  gegebenen  Winkel  a kann  man 
sich  zo  Termöge  der  Formel  3a)  in  Bo- 
genmaass  ß darstellen. 

Wir  wollen  mit  diesen  Formeln  noch 
die  für  Sehne  nnd  Segmente  Tcrbinden. 

23* 
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Die  eratere  bezeichnen  wir  mit  C , «Ina 
letztere  mit  A. 

Fig.  36. 


Sei  AB  die  Sehne,  « der  zugehörige  . .. 

Centriwinkel,  OC  ein  Loth  vom  Mittel- 


aelbe  auf  140  berechnen  lasaen,  Dahae 
iat  bia  auf  200  Decimalatellen  vorge- 
schritten, und  Bclbat  dieae  Genauigkeit 
iat  schon  überboten.  Für  faat  alle  Rech- 
nungen  reichen  5 bia  höchatens  7 Deci- 
malstcllen  aua. 

Eigentlichea  Intereaac  iat  mit  den  Be- 
rechnungen auf  viele  Decimalatellon  nur 
hCcbatena  inaofern  verbunden,  ala  dabei 
die  Mittel  einer  aorgfUtigen  und  rebler- 
freien  Rechnung  einer  genauen  Er»a- 
gnng  unterliegen. 

Die  eraten  140  Decimalatellen  aind: 
n=9,  141D9  26535  88793  23846  26433 
83279  50288  41971  69399  37510  58209 
74944  59230  78164  06286  20899  86280 
34825  34211  70679  82148  08651  32823 
06647  09384  46095  50582  26136  • • • 
Waa  die  Methoden  zur  Berechnung 


punkt  auf  die  eratere,  ao  wird  durch 
daaaelbc  Sehne  nnd  Centriwinkel  halbirt, 
nnd  ea  iat: 


oder: 


i4C=rain2 


6)  C=2rtm^. 


Daa  Segment  ergibt  a.ch,  ^on  n auf  beliebig  viel  Decimalatellen. 

aT»  T-  n.  n“  *v?a  h3h?u  d«  Will  man  jedoch  aehr  viel  deigleichen 
AOB  abzieht.  Der  F achcnmhal  d«  j Berechnung  aehr  be- 

letztem  aber  ist  (aiehe  den  Artikel . Tn-  Ludolph  van  Keulen  be- 

gonometne)  Ir*  am«,  ao  daaa  man  bat. 

t T*  Ina  \ r , , faebaten  Formeln,  die  hier  zum  Ziele 

7)  A — 2 am « j 2 ^ ’’  fuhren.  Wir  werden  hier  zwei  aolehe 

Dieae  Formel  enthUt  gleichzeitig  den  elementoe  Methoden  znr  Beredinniig 
Winket  n nnd  aeinen  Sinua.  Kömmt  ea  ” 


vor  Erfindung  der  Infiniteeimalrechnnng 
faat  nuaachlieaslich  der  Betrachtung  nnd 
Bcrcchnnng  der  regelmäiaigcn  Vielecke 
bedient,  indem  man  den  Flicheninhalt 
dee  Kreiaea  mit  dem  cinea  aolchen  von 
aehr  viel  Seiten  identifidrte,  oder  aoine 
Peripherie  dem  Umfange  eine«  solchen 
Vieleckes  gleich  aotzte.  Offenbar  ge- 
langt man  auf  diese  Weise  zu  räier  be- 
liebigen Ann&hcrung,  d.  h.  anf  den  Werth 


also  bei  irgend  einer  Aufgabe  darauf  an, 
ans  den  Worthen  eines  Segments  und 
des  zugehörigen  Radius  den  Centriwinkel 
zu  finden,  so  kann  dies  nur  mittela  einer 
tranacendenten  Gleichung  bewirkt  werden. 
Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig  die  con- 
stante  Zabt  n zu  ermitteln. 

Man  hat  sich  damit  schon  im  Altcr- 
tbnmc  beschfifftigt,  nnd  namentlich  fand 
Archimedea  durch  geometrische  Betrach- 
tungen, dass  dieselbe  etwas  kleiner  als 
22 

sein  müsse.  Andre  Mathematiker  fan- 

7 

den  genauere  Werthe.  Aber  Ludolph  van 
Keulen  (1550  bi«  1610)  berechnete  anf 
eine  ähnliche  Art  diese  Zahl  bis  anf  35 
Bruchstellen,  weahalb  die  Zahl  71  nach 
ihm  benannt  worden  iat.  In  neuerer  Zeit 
hat  man  dieae  Genauigkeit  noch  weiter 
getrieben,  Lagny  hat  diese  Zahl  bia  anf 
128  Decimal  «teilen  berechnet,  Vega  die- 


n geben. 

3)  Berechnung  der  Zahl  n anf 
elementarem  Wege. 

Fig.  37. 
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Sei  (Fig  37.)  AB  die  Seite  einca  be- 
liebigen in  den  Kreis  nm  0 eingeschrie- 
benen regebnkssigen  Vielecks,  OD  die 
HShe  des  l>reiecks  ^405.  Hat  das  Viel- 
eck H Seiten,  so  ist  also  AOB  der  nte 
Tbeil  desselben,  AOD  der  2nto  Thcil. 
Verlängert  man  OD  bis  zur  Peripherie 
des  Kreises  nach  C,  und  zieht  AC,  so 
ist  dies  die  Seite  des  Vielecks  von  3n- 
Seiten,  OE  mOge  die  HShe  desselben 
sein. 

Man  hat  dann; 


oder  wenn  wir  statt  q and  m in  Bezog  anfs 
2isEck  r,,  F^,  fürs  4nEck  r„  F, , Türs 
SnEck  r„  F,  schreiben,  so  haben  wir: 


AC^  = AD^+DC'  = AO*-OD* 
+(0C-  OB)  ’=  OC»  - OB’  + (OC-  OB)* 
= 20C»  -20C-  OD=iOC(OC-  OD). 
Also  wenn  wir  die  Seite  des  nEcks  mit 
i,  die  des  2iiEcks  mit  <r,  den  Radios  des 
kiden  umgeschriebenen  Kreises  mit  R, 
den  Radios  des  dem  nEck  eingeschrie- 
benen Kreises  (OB)  mit  r bezeichnen, 
so  ist: 

o*  = 2Ä(Ä-r). 

Es  ist  ferner,  wenn  wir  mit  p den 
Radios  des  dem  2nEck  eingeschriebnen 
Kreises  bezeichnen: 


and  nach  Besthnmong  dieser  Grossen: 
r,,  r,  kann  man  setzen: 


d.  h. 


2)  F 


1-  ! 


Die  Ausdrücke  F^,  beziehen  sich  anf 


oder  wegen  des  eben  gefundenen  Ans- 
dmeks  für  o: 

s „ R(R-r)_R(R+r) 

r=R — 2~  2~' 

Da  dnreh  diese  Formeln  sich  Seite  nnd 
Badins  des  eingeschriebenen  Kreises  des 
2nEcks  finden  lassen , wenn  man  die 
letztere  QrOsse  fürs  nEck  kennt,  so  las- 
sen sich  dieselben  Ansdrficke  für  4nEck, 
SaEck  n.  s.  w.  nach  nnd  nach  berechnen. 

Die  Dreiecke  ADO  nnd  ACO  haben 
gleiche  Hohe  AD,  eie  verhalten  sich  also 
wie  die  Grundlinien  OD  und  OC,  d.  h. : 
ADO  _r 
ACO  ~R’ 

beide  Dreiecke  sind  aber  bezüglich  die 
2»tenTheUe  des  nEcks  and  des  2nEcks. 
Bezeichnet  man  also  den  Fllcheninhalt 
des  ersteren  mit  F,  des  letzteren  mit  <f, 
so  ist  das  Verhältniss  dieser  Grössen 
dasselbe  als  der  Dreiecke,  also 


F r 


Wir  nehmen  jetzt  an,  der  Radios  R <}ee 
nmgeschriehenen  Kreises  sei  gleich  der 
Einheit,  so  werden  die  Formeln  für 
and  p sich  verwandeln  in; 


das  Vieleck  von  2*  ■ n Seiten, 

Was  auch  n sei,  so  kann  man  i so 
gross  nehmen,  dass  sich  anf  eine  he- 

liebige  Anzahl  Decimalstellen , etwa  aof 
7,  dem  Radios  des  omgcschriebenen 
Kreises,  d.  h.  der  Einheit  nfihert,  und 
man  sieht  dann  ein,  dass  sich  in  dem- 
selben Masse  F^  dem  Kreise  mit  Halb- 
messer 1,  d.  h.  der  Zahl  n nähert. 

Man  kann  also  anf  eine  gleiche  An- 
zahl Decimalstellen  F^  mit  der  Zahl  n 

identifleiren,  da  die  folgenden  r im  Nen- 
ner, also  r^,  ^ nur  in  den  folgenden 

Decimalstellen  von  Eins  abweichen.  Der 
Berechnung  von  = nach  Formel  2) 

mnss  also  die  sncccssive  Berechnung  der 
r nach  Formel  1)  vorangehen,  nnd  man 
setzt  diese  Rechnung  so  lange  fort,  bis 
für  die  beabsichtigte  Anzahl  von  Bmcb- 

stellen  nicht  mehr  von  Eins  abweicht. 

Die  Zahl  n,  mit  der  man  beginnt,  ist 
beliebig.  Fangen  wir  z.  B.  mit  dem  re- 
gelmässigen Viereck  an,  so  ist  bekannt- 
lich der  Flächeninhalt  desselben  gleich 
dem  doppelten  Quadrat  des  Radius  R, 
also  hier  gleich  2.  Die  Seite  des  Vier- 
ecks ist  gleich  R)/2,  also  hier  gleich  /2 
nnd  der  Radius 


Es  ist  somit: 
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Es  ist  Dämlich: 


t/31  +**i  ,/l+0—  I ' ^ 

'■-1  . 


|'^=«»45*, 

45^ 


45» 


2a)  F,  = n = - 


45* 


■ ■'"i  ’■»•••  • rj_i  r,  = cos- 

Di6  Formel  2)  eignet  sich  besonders  znm 
logarithmischen  Rechnen,  die  Formel  1) 
namentlich  enr  Anwendung  der  Gaussi- 
seben  Tafeln,  wenn  nur  5 Decimalstellen 

verlangt  werden,  bei  7 Stellen  kann  man  . , . , , . v 

statt  dessen  die  trigonometrischen  Tafeln  Artikel:  Tngonumetne), 

anwenden.  also: 

2b)  ji= ^ 


4 

45» 

r =r  cos 

* 2*  ’ 


sr  45  46 

cos  45  cos  — cos  gj 


2 


45 

s— 1 


3)  Ig'i  = lg2— (lgco845  + lgcos^  + lgco8?+  • • • lg  cos  ^-  )• 

J 4 2*~  ‘ 


Die  Zahl  s ist  so  gross  su  Debmen,  dass  lg  cos 


45 


2*“' 

nicht  von  Nall  abweicht. 

Wir  geben  hier  die  so  höchst  einfache  Rechnung : 

lgcos45  9.8424850-10 


in  den  craten  7 Stellen 


4.5 

Igcoa.^  =lgcos  22*30' 


46 


IgcoB.^  =lgcoaIl' 


16' 


= 9,9656153-10 
= 9,9915739-10 


45 


lg  cos  g-  = lg  008  5*37'30"  =9,9979037-10 

Igcosjl  -lg cos  2*48'45"  =9,9994766-10 

>««>*§  =lgcoa  1*24'22"5  =9,9998692-10 

=lgco»  0*42'il"25  = 9, 9999673-10 

j.,  . =lgcos  0*21'  5"62  = 9,9999918- 10 

• . '8“*^  =lgoo8  0*10'82"8  = 9,9999980-10 

' ’ =lgco8  0*  6'16"4  = 9,9999995-10 

lgcos,^:  = lgco8  0*  2'88"2  = 9,9999999-10 
lUSM 

0,8038802-1 

Da  1024  = 2"  ist,  so  ist  hier  8 = 10,  1er  abercinstimmen  wird, 
nnd  die  Rechnnng  ist  fortgeaetst  bis  lum  Der  oben  gefundene  Werth  ist  nun 
4 • 1024  oder  4096  Eck,  dessen  Flächen-  abaoaichn  von  lg  2 
Inhalt  in  den  ersten  7 Decimalsteilen  mit  Ig2  = 0,3010300  - 

dem  des  Kreises,  abgesehen  von  dem  OÄ088O2— 1 

dnreh  die  Summation  entstandenen  Feh-  lg  n = 0,4971498. 
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D«r  wahre  Werth  von  Ign  iat: 
lg  n = 0,49714987269413385435127. 

El  iit  alio  bei  dieier  Rechnung  nur  ein 
Fehler  gemacht,  welcher  weniger  als 
eine  Einheit  der  letaten.  Stelle  beträgt. 

Sind  mehr  als  7 Decimalstcllen  ver- 
langt,  10  wird  man  sich  der  Formeln  la 
and  2a  leihst  bedienen. 

Wir  knüpfen  hier  noch  eine  zweite 
Methode  an,  die  auf  dieselben  Grund- 
lagen lieh  stützt. 

Fig.  38. 


oder 
d.  h. 

also  auch: 


oi;oe=oa:od 
oh;oe  = oa:oi, 
ot^  = oa‘oe, 


Sei  (Fig.  38i)  di  die  Seite  des  2nEcks, 
de,  ie  Ualhmcssor,  ab  die  Tangente  für 
Punkt  i,  ogf  ein  Loth  auf  di,  de  paral- 
lel tti,  und  setzen  wir: 

A deo  = I],  abo  = o,  dbo  = i)',  ßo=\i/, 
El  ist  dann: 

1 der  2ate  Theil  des  eingeschriebenen 

itEcks, 

l'  der  2nte  Theil  des  eingeschriebenen 

2nEcks, 

V der  2nte  Theil  des  nmgeschriebenen 

nEcki, 

v'  der  2nte  Theil  des  nmgeschriebenen 

2a£cka^ 

Die  mit  rj'  und  g bezeichneten  Dreiecke 
haben  die  Hohe  de  gemein,  und  verhal- 
ten lieh  wie  die  Grundlinien  ob  und  oe. 

Die  mit  i;'  nnd  v bezeichneten  Drei- 
ecke haben  ebenfalls  die  von  i ansge- 
fälltcn  Höhen  gemein,  nnd  verhalten  sich 
wie  die  Ornndlinien  od  = ob  nnd  oa;  man 
hat  also: 

i]':i;  = od:oe 
nnd 

if:e  = ob:oa, 
also  dnreh  Mnltiplication : 

e'*  xoa-oe. 

Wegen  der  Aebnlichkeit  der  Dreiecke 
ode  und  oba,  iat  aber: 


offenbar  aber  ist  auch; 

n:i(  = oA’  :oe’, 

da  sich  ähnliche  Dreiecke  wie  die  Qua- 
drate gleiehliegender  Seiten  verhalten, 
and  ans  demselben  Gründe: 

^v*:heo  = ob^  :oc*, 

also: 

v:’!  = ^v’  :keo. 

Aber  cs  ist : 

heo^^u'—fbth, 
nnd  man  hat: 

fbek  = ßg+gbeh,  fbg'^kilg, 
kbg-^-gbekzz  dbe=  g'  — if, 

also: 

ßekx=tf  — g,  Aeo  = |e'-fij— ij', 

nnd  dies  in  die  obige  Proportion  ein- 
aetzend  erhalten  wir: 

d.  h. 

n'«— 2o  (t/— = 

oder: 

i>'(t'-?)  = 2f(7'— e). 

Wenn  man  links  für  v noch  seinen  aus 
der  ersten  Relation  gezogenen  Werth 
«'s 

— setzt,  so  erhält  man 
7 

d.  h.  mit  Hinweglassang  des  Tactorb 
^,'+i)  = 2o 

oder: 

7'+  ff 

Bezeichnet  man  nnn: 
den  Flächeninhalt  des  eingeschriebenen 
ItEcks  mit  £, 

den  des  nmgeschriebenen  »Ecks  mit  V, 
den  des  eingeschriebenen  2nEck8  mit  £', 
den  des  nmgeschriebenen  2i«Ecks  mit  (/', 

so  ist: 

£ . U 

2»>  •'=21,’  ■'  -2ii’ 
also  verwandeln  sich  unsere  beiden  Glei- 
chungen : 


7=0;.  •'  = 0:-  7 =0;-  ^ =^* 
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»/’  = iji/  und  1;'  = -^'”* 


n'  + n 


1)  E’  = Y(EU), 

in  r'-i££- 

Von  diesen  ebenfalls  nicht  unbequemen 
Formeln  lehrt  I zunächst,  aus  den  gege- 
benen Flächeninhalten  einet  eingeschrie- 
benen und  nmgeschriebenen  Vielecks  ron 
derselben  Seitenanzahl  den  Flächeninhalt 
des  eingeschriebenen  Vielecks  von  der 
doppelten  Seitenanzahl  finden.  Mittels 
dieser  Grösse  gibt  dann  Formel  II  den 
Flächeninhalt  des  nmgeschriebenen  Viel- 
ecks von  der  doppelten  Seitcnanzahl. 
Man  kann  dann  durch  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  zu  Vielecken  von  der 
4,  8 n.  s.  w,  fachen  Seitenanzahl,  also 
wenn  man  den  Radius  gleich  Eins  nimmt, 
schliesslich  zur  Zahl  n gelangen.  Das 
Critcrinm  dafür,  dass  man  sich  derselben 
bis  auf  eine  beliebig  zu  bestimmende 
Bruchstelle  genähert  habe,  ist,  dass  die 
Grössen  £'  und  V bis  auf  diese  Bruch- 
stelle einander  gleich  sein  müssen.  Die 
Formeln  I und  II  sind  indess  nicht  ganz 
so  bequem,  als  die  beim  ersten  Verfah- 
ren benutzten. 

Indess  kann  man  sie  noch  etwas  ein- 
facher machen,  wenn  man  zunächst  nicht 
7t  selbst,  sondern  seinen  reciproken  Werth 

— sucht. 
n 

Sei  zu  dem  Ende: 

1 1.1  l'_  , 

g— e,  p_e,  ^ = jp-u, 

so  wird  die  Formel  II  die  Gestalt  an- 
nehmen ; 

1 

1 tu 


Diese  Formel  ist  viel  einfadier,  als  ifie 
mit  II  bezeichnete. 

4)  Berechnung  derZahl  n darck 
Reihenentwicklung. 

Die  Entwickluflg  der  trigonometrisdieti 
Functionen  in  Reihen  gibt  aber  sreh 
bequemere  Methoden  zur  Berechnung 
von  7t. 

Wir  werden  hier  nur  einige  dieser 
Formeln  geben,  deren  Anzahl  man  sieh 
leicht  wird  vermehren  können. 

Ist  n ein  beliebiger  Bogen  eines  Krei- 
ses, dessen  Radius  die  Einheit  ist,  so  hat 
man  bekanntlich: 


d.  h. 


, u ue 


1 


1 


arewngorsn— ^a*-l- 

eine  Reihe,  welche  convergirt,  so  lange 
a nicht  grösser  alt  Eins  ist  (Siehe  die 
Artikel:  Reihen  und  Trigonometrie.) 

Für  die  Grenze  Eins  selbst  conveigiit 
sie  noch  ans  dem  Grunde,  weil  die  Zei- 
chen der  Glieder  abwechselnd  positiv  und 
negativ  sind,  hat  aber  dann  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Summe  von  der  Anord- 
nung der  Glieder  abhängig  wird  (ver- 
gleiche den  Artikel:  Reihen).  Da  nnn 
der  zur  Tangente  Eins  gehörige  Bogea 
der  8te  Tbeil  des  Kreises , also  gleich 

7t  . . 

j ist,  so  hat  man 


und 


arctgl  = j 


■'■5  7"^  9 


'während  die  Formel  I ganz  ihre  Gestalt 
behält,  also 

la)  e'  = y(e«) 

gibt  Hieraus  erhält  man  aber  auch: 


Diese  merkwürdige  von  Leibnits  her- 
röhrende Reihe  ist  aber  von  sehr  lang- 
samer Convergenz,  und  daher  zur  wirk- 
lichen Berechnung  von  rt  ganz  nngeeignet 
Indess  kann  man  aut  der  allgemeinen 
Formel  leicht  andre  Theile  von  n in 
schneller  convergirende  Reihen  ent- 
wickeln. 

So  z.  B.  gehört  zu  einem  Winkel  von 
30°  bekanntlich  ein  Sinns,  dessen  Werth 
y und  ein  Cosinus,  dessen  Werth 
beträgt.  Es  wird  also  die  Tangente  die- 
ses Winkels  gleich  sein. 

. r 3 

Der  entsprechende  Bogen  aber  ist  der 

12tc  Tbeil  der  Peripherie  oder  und 


und  et  wird  daher  die  Hte  Formel  geben ; man  bat  also,  wenn  man 


II.)  = 


. n 1 V3 

*r'‘8''=-f«=V3=V 
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setit : 


oder: 


6“3  3‘3'3^5  3*'3  7 3*  3 


a_2V3  [1  3 3 + 5 31  7 ‘ 


+ i.l- 

^9  3* 


•]. 


eine  schon  »emlich  gut  conrergircnde  Man  hat  aber : 
Reihe.  Wirklich  hat  Lagny  dieselbe  sei- 
ner Berechnung  zu  Grnndc  gelegt.  Viel  „ . 

schnellere  Convergenz  erreicht  man  in-  = = 

dess,  wenn  man  n oder  einen  Theil  da-  t — tgtl' 

Ton  in  zwei  andre  ungleiche  Stücke  zer- 
legt, nnd  beide  naeh  der  Formel  für 
arc  tg  a berechnet. 

80  setzt  Machin:  tg45 2tg2.7 

tg»  = -^ 


5 

6 


'12 


120 


l-tg(2a)* 


6‘ 


1-^' 

144 


119’ 


also: 


...  >».  *k4»  — 1 

»g(4»  4)-l-t-tg4» 


119 


-1 


'*• '«(t) 


1 + 120- 
^119 


J_ 

'239’ 


Offenbar  ist  non: 


|=4»-(4»-|), 


aber  nach  dem  Obigen 

ll  = arctg(l),  4»-^=.rctg(^), 


also: 


' = 4^‘rctg(|)-arctg(^)], 


d.  h.  wenn  man  in  die  Formel  für  arotg  o zuerst 


setzt; 


■=‘MI 


3 • 5*  ^ 5 • 5» 


« = -^  nnd  dann  a = 

5 239 


1 1 


■)]■ 


'3  - 239»  ■'■5 -239  * 7 • 239T"''  ^ 

Diese  beiden  Reihen,  namentlich  aber  die  letztere,  convergiren  ausserordentlich 
schnell. 

Mit  diesen  Ansdrücken  für  n verbinden  wir  noch  das  Wallis’sche  Product: 


__2’  4*  6*  • • • 4g* 

”"1>  3«  5«  • • • (2g-l)«e’ 

wo  g ins  Unendliche  wächst.  Natürlich  ist  dieser  Ansdmck  weniger  zur  Berech- 
nung von  n geeignet,  als  die  zuletzt  entwickelte  Formel.  (Entwickelt  ist  dieses 
Product  hier  im  Artikel:  analytische  Quadraturen,  Abschnitt 50.  Vergleiche  auch 
den  Artikel:  Trigonometrie.) 

Ans  der  Leibnitzschen  Reihe  entwickelt  Enlcr  noch  die  Zahl  n in  Form 
eines  Kettenhruchs. 
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Es  ist: 


4”“1+1 


2+9 

2+^ 

2+« 

2 +M 
2 + 


Den  Beweis  dieser  Entwicklung  enthält 
der  Artikel:  Kettenbrüche.  Der  Ans- 
druck ist  darum  wichtig,  weil  sich  aus 
ihm  folgern  lässt,  dass  n nicht  durch 
AnflOsen  einer  quadratischen  Gleichung 
zu  erhalten  sei,  was  den  Beweis  für  die 
Ünmöglichkeit  einer  Quadratur  des  Krei- 
ses im  engem  Sinne  gibt. 

Man  kann  aber  auch  den  Ausdruck 
n = 3,14159265  . . . 

in  einen  Kettenbrach  im  engem  Sinne, 
d.  h.  in  einen  solehen  verwandeln,  wo 
alle  Theilzähler  gleich  1 sind,  man  er- 
hält dann  Näbemngsbrflche  für  » , und 
nach  den  Eigenschaften  der  Kettenbrüche 
sind  dies  immer  die  genauesten  Annä- 
hemngen,  die  sich  finden  lassen,  wenn 
man  nicht  gleichzeitig  Zähler  und  Nen- 
ner vergrössem  will. 


n = 3+^ 

7+J_' 

16  + 1 
1 + _L 
288+1 
1 + 


Dieser  Entwicklung  geht  allerdings  die 
leicht  anfsufindende  Regelmässigkeit  ab, 
welche  die  Eulersche  ausieicbnct. 

Die  sich  hieraus  ergebenden  Nähe- 
mngswerthe  sind: 

71=3 


Es  ist 


71=3  + 


14159265 

100000000' 


7’v 


läinooftfi'lOOOOOOOOL 

14159266|  99ii4855|7 

885145 

00=14.1141592651 
885145 
5307815 
4425725 
882090 
'885145!, 


[882090, 

3055 


Qiy;ej882090  AQQ 

8065lgiio  l“» 

27109 

24440 


d'  . . 


26690 

24440 

2250 

2250,305511 


„1  22 

71  = 3 + ^ -y 

71=3  + 1 

7+J_  _ 333 

15  ~ 1^6 

7t=3+i+i 


15+1 

1 


3^ 

113 


” = ^+7>  1 


15+ i 
1+  1_ 
288 


102673 

32877 


n.  s.  w.,  also: 


Die  unter  2)  angegebene  Zahl  ist  die 
ardümedische.  Ein  genauerer  Werth  von 
n ergibt  sich  mithin  erst,  wenn  man  dem 
Zähler  und  Nenner  3 Ziffern  gibt. 

Die  vierte  Näherung  fand  Adrian  Me- 
tins.  Sie  ist  sehr  genan,  da  der  nächst 
genauere  Werth  schon  6 Bmchstellen 
im  Zähler,  5 im  Nenner  bat.  In  der 
Tbat  findet  manr 

^=3,1415929..., 

eine  Zahl,  die  erst  in  der  siebenten 
Brachetelle  um  24  Einheiten  von  dem 
wahren  Werthe  von  n abweicht , nnd 
daher  wohl  in  allen  proctisefaen  Bech- 
nungen  als  mit  n identisch  gesetat  wer- 
den kann. 

5)  Geometrische  Quadratur  ge- 
wisser von  Kreisen  begrenxter 
Figuren. 

Die  folgende  geometrische  Quadratur 
einer  von  Kreisbogen  begrenzten  Figur 
gebürt  dem  griechischen  Geometer  llip- 
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I>okr(te>  (450  v.  Cbr.)  an.  Der  sie  nm- 
ftwende  Satz  wird  der  Gestalt  der  Fi- 
guren wegen  gewflbnlich  der  von  den 
„MOndeben  des  Hippokrates“  (lunnlae 
Hippocratis)  genannt. 

Krrichte  man  (Fig.  88.)  Aber  dem 
Darrhmeiser  AB  eines  Halbkreises  das 
recblwinkligc  Dreieck  AcB,  und  schlage 
aber  Ac  nnd  Bc  als  Durchmesser  Halb- 
kreise, so  entstehen  2 halbmondförmige 
Figuren  AJee,  cfBg,  deren  Flächen- 
inhalt znaammen  gleich  dem  des  Drei- 
ecks AeB  Ist,  sich  also  augenblicklich 
in  eine  gradlinige  Figur  und  mithin  in 
ein  Quadrat  anf  geometrischem  Wege 
verwandeln  lässt. 

Offenbar  nfimllcb  ist: 

Halbkreis  AdcfB  =.nAB', 
Halbkreis  Ace  zrnAe*, 
Halbkreis  cBg  =ncfi’, 

also: 

.4ce-t-cÄj=n  (ile’  + rß’)  = n 

Da  nämlich  ABc  ein  rechtwinkliges 
Dreieck  ist,  bat  man 

y4o»  + cÄ»  = ^B’, 
hieraos  folgt: 

AceA-eBg  — AdrfB ; 

zieht  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Glei- 
chung die  Segmente  Ade  nnd  rfB  ab, 
so  bleibt: 

Adce+ cfBg  — AcB. 

Im  Allgemeinen  ist  es  unmöglich,  je- 
des der  Möndchen  einzeln  zu  qnadriren. 
In  dem  Falle  gelingt  es  aber  natürlich, 
wenn  AC—CB,  also  auch  beide  Mönd- 
chen gleich  sind,  wo  dann  jedes  gleich 
der  Hälfte  des  Dreiecks  ACB  ist.  Unser 
Satz  lautet  dann: 

‘„Errichtet  man  über  der  Sehne  AB 
einet  Quadranten  einen  Halbkreis  Aeb, 
so  ist  das  von  diesem  nnd  dem  Vicrtel- 
kreitc  eingeschlossene  Möndchen  gleich 
dem  Dreiecke  AeB.‘^ 

Dies  MOndchen  ist  jedoch  nicht  das 
einzige,  weichet  sich  qnadriren  lässt. 

Um  mehr  dergleichen  zu  limlen,  stellt 


Clausen  (Grelles  Journal  1840)  folgende 
Betrachtung  an. 


Sei  (Fig.  40.)  AOBE  ein  beliebiger 
Kreistector,  ODE  senkrecht  anf  Se^e 
AB\  in  dieser  Linie  ist  Punkt  C als 
Mittelpunkt  eines  zweiten  Kreises  ange- 
nommen, der  dann  auch  durch  A nnd 
B geht,  und  Sector  AE’BC  bildet. 

Wir  wollen  Punkt  C so  bestimmen, 
dass  Sector  AE'BC=  AEBO  ist;  offenbar 
ist  dann  auch  das  MOndchen  AEBE' 
gleich  der  gradlinigen  Figur  AOffC,  also 
anf  geometrischem  Wege  quadrirbar. 

Sei 

AO  = r,  AC=.f, 

Winkel  AOE  = >(,  Winkel  ACE*::  9, 
so  sind,  wenn  man  sich  y und  9 in 
Bogenmass  dargestcllt  denkt,  d.  b.  als 
Bogen  eines  Kreises,  dessen  Badins  1 
ist  (Abschnitt  2,  Formel  4a): 

Sector  AOB£  = r*</, 

Sector  ACßE'ccp*#, 
also  vermöge  unserer  Annahme: 


Ausserdem  aber  hat  man: 

i1D  = rsin'/ = psinff;  ' 


also 


r sinr/  zxpsin  9. 
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Nehmen  wir  jetit  an,  m und  it  seien  8)  Sei 

beliebige  ganze  Zahlen,  und  n=3,  m=2. 

r/rm«,  9 = na,  |'3  sin2n=  V2sin3n  = V2  (sin2aeosa+ 

so  ist;  cos2<rsin*) 

r’m  = p*n,  oder  wenn  man  sia2a=2ain«cosa  setzt: 

rV('»)  = eV(")  2^3  einncos«=y2sina(2coso*  + cos2o) 


und 

r sin  ma  = p sin  n«, 

aut  welchen  beiden  Gleichungen  sich 
ergibt: 

V(n)  sin  mn  = y(m)  sin  nrr. 

Nimmt  man  n und  m irgend  wie  an, 
und  lässt  sich  dann  sin  n geometrisch 
constmiren,  so  sind  nach  den  Grund* 
sitzen  der  Trigonometrie  auch  sin  ma  und 


2V3|/1± 


cot  2a , 


:V2(2cos2a+l) 


V3V(l+'o*2«)  = l+2cos2a 

1 

“ = 2 

ys 


cot  2n’  + j cot  2n  = ^ 


cos2«  = -g± 


sin  n«  geometrisch  constmirbar,  also  Das  untere  Zeichen  gibt  für  y und  9 
r sin  mn  stumpfe,  das  obere  spitze  WinkeL 

f = - 


sin  na  4)  Sei 

ebenfalls;  es  ist  also  dann  der  Punkt  0 
bekannt,  und  ihm  entspricht  das  qua- 
drirbare  MOndehen  AEBE’.  Dies  gelingt 
in  folgenden  4 Pillen. 

1)  Sei 


n=5,  m = l, 


also: 


n=2,  m = l, 

V(2)  sin  a = sin  2n  = 2 sin  o cot «, 


oder 

Yb= 


sin 4a  cot a+ cos 4a  sinn 


d.  h. 


sina 

4cot  o’  cos2o-l-2coi2«’— 1 


V2’ 


oder: 


yb+l  = 4cos2a’-)-2eos2a 
co.2a=±»^^l 


Diesem  Ausdrucke  entspricht  Winkel 

a = 46’  und  das  entsprechende  MOndehen  

ist  das  des  Hippokrates.  4 

2)  Sei  Hier  ist  jedoch  das  negative  Zeidiea  der 

n=3,  m = l,  Wurzel  zu  verwerfen,  da  ein  Werth  sidi 

also:  ergeben  würde,  welcher  abgesehn  vom 

V(8)sino  = sin3a=sinacot2a+cosotin2o,  Vorzeichen  grösser  alt  1 Ut,  man  bat 

d.  h.  = 


cos2«  = ±i:5i^l. 


tina(V3— cos2a)  = cos  a sin 2a 
oder  wenn  man 

Es  ergeben  sich  hieraus  die  den  vier 

tinn  = l/^i-^^?.H?,  ""fr— r' ^ Pillen  enuprechenden  Winkel  q.  und' 9. 

f 2 f 2 Fall  1)  0=45*,  7 =45*.  Ä=90*. 

PaU  2)  cot 2a =0,3660254. 

(l-eos2a)(y3-~^2«)*_  2«=68-80',  7=34-15',  tl=102-45'. 


d.  b. 


„ ON  o 1 ,5,7445626 
Pall  8)  cot  2a=  - g g . 


Also  wenn  das  obere  Zeichen  gilt: 
.4,7445626 


(V8 — cos  2a)*  = (1  + cos  2a)  ’ 

oder: 

y3— cos2o=+(l-t-cos2a).  cos2a  = 

Das  untere  Zeichen  ist  natürlich  zu  ver-  ° 

werfen,  und  man  erhilt:  2a=53-38',  o = 26*49',  7 = 58*38', 

_1  _ 0=80-27'. 

cos 2a  jCyS  1).  dagegen  das  untere  Zeichen,  so  ist: 


bv'Googjf 
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b)  co»2ff=-— = -0,8430703, 

O 

2«  = 147*28',  0=73*44', 
7=147*28',  3=221*12'. 

Da  der  Ccntrivrinkel  ACB  aber  gleich 
23,  also  gleich  442*24'  ist,  so  sieht 
man,  dass  in  diesem  Falle  der  entspre- 
chende Sector  grosser,  als  der  ganae 
Kreis  ist.  In  diesem  Falle  ist  also  das 
Viereck  durchaus  keiner  mondfOrmig  be- 
greniten  Figur  gleich.  Wir  unterlassen 
die  geometrische  Deutung  dieses  Falles 
wegen  des  geringen  Interesses,  den  er 
gewahrt. 

Fall  4) 

^^2  _/l3,9442~7^-l  _ 2,734203 
= 0,683551_ 

2a =46*  53',  y = 23*26i',  3 = 117*12'! 

6)  Quadratur  der  von  Kegel- 
schnitten begrenzten  F lache  n- 
stück  e. 

Die  Quadratur  von  Stücken,  die  Ton 
graden  Linien  und  einer  Parabel,  Ellipse 
nnd  Hyperbel  begrenzt  sind,  gelingt  im- 
mer ani  elementarem  Wege,  Jedoch  ist 
wohl  zu  bemerken,  dass  hier  nicht,  wie 
beim  Kreise,  Bectifleation  und  Quadratnr 
ron  einander  abhangen.  Bei  Ellipse  nnd 
Hyperbel  führt  die  Rectification  sogar 
an  neuen,  in  der  elementaren  Mathema- 
tik nicht  zu  behandelnden  Functionen. 

Beginnen  wir  mit  der  Quadratur  der 
Paral^l. 

jr*  = 2px 

ist  die  Gleichung  einer  solchen.  Wir 
denken  uns  diese  Gleichung  im  Allge- 
meinen auf  schiefwinklige  Coordinaten 
bezogen,  wovon  die  eine  x ein  beliebiger 
Durchmesser,  die  andre  y eine  Tangente 
ist,  die  durch  den  Punkt  gebt,  wo  die- 
ser die  Parabel  trifft.  Beide  mOgen 
Winkel  g mit  einander  machen.  MOge 


Fig.  41. 


es  sich  um  die  Bestimmung  des  Fla- 
chenstUcks  gdkh  (Fig.  41.)  handeln,  wel- 
ches von  einem  Theile  der  Abscissenaxe, 
zwei  Ordinaten  nnd  einem  Stücke  der 
Parabel  cingeschlossen  ist.  Es  sei 

S*  = y, 

oj=*,  od=x'. 

Wir  denken  uns  gd  in  verschwindend 
kleine  Theile  r,,  r„  r,  u.s.w.  getheilt, 
so  dass  y/=r, , lm  = r,  . . . ist,  die 
zu  gl  . , . gehörigen  Ordinaten  beteieb- 
nen wir  mit  y,,  y„ff|  . . .,  die  Abscissen 
mit  z,,x„z,  ...  Es  werden  dann  glih, 
ilmf  ...  sich  Bechtecken  nähern , deren 
Seiten  bezQglich  r,  r,,  r,,  r,  . . ., 
. Vi’  Vtt  Vi  ■ - • sind.  Wohl  zu  mer- 
en,  brauchen  r,  r,,  r, , r,  ...  nicht 
untereinander  gleich  gedacht  zu  werden, 
wenn  diese  Strecken  sich  nur  der  Null 
nkbem.  Man  bat  nun,  da  Figur; 

ykif =yf -yAsin/ = ry  sin;)'  ‘ 
ist  und  Aebnliches  für  die  andern  Figu- 
ren gilt: 

Ay  di  = siny  (ry -t- r ,y , r,y  , -I- — I- r,  y,  ). 

Das  Gesetz,  nach  dem  die  Grossen  r 
sich  auseinander  ergeben,  ist  ganz  gleich- 
gültig, Jedenfalls  aber  ist 


i,-4r=r,  x^-x^=xr^ 
Nehmen  wir  an,  es  sei: 

z,=lz,  z,  = Ix,  = A’ar, 


also- 


r = z.‘-x=z(l-l),r,=z,-Zi  = Ix(l-l)  . . .,  r^_  ^ =x^-z^_ , 

= l"~'*(I— 0, 

so  werden  die  Grüssen  r in  der  That  verschwindend  klein,  wenn  man  I sich  der 
Einheit  nlhem  lässt.  ' , 

Noch  der  Gleichung  der  Parabel  aber  ist: 

y,*=2pxi=2plz,  y,’=2/»x,=^pl’z  . . .,  y^*  = 2/?i"x; 
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fahrt  man  oun  y statt  x ein,  so  ergibt  sich : 


also: 

r = r. 


2p 


9»  ■’  5» 


alao ; 


2p  ' ‘ 2p 

»^’=2/>A"x  = i"y'. 


2p 


ksAbz 


2p 


(i-1)  + + + + 


3f 

i*). 


Ea  iat  hierbei  Toranageaetal,  daaa  die  ate  Ordinate  diejenige  iat,  welche  y*  nn- 
niittelhar  vorhergeht. 

Man  hat  aber: 

j j ^ 

l + Ä»  + i^+  . • • . +A  * =■■ 


also: 


Non  ist: 


hg^b  = 


JL*-1 

_ »in/y*  (A-1)  .,i(‘  + ') 


2/>  /il_ 


(i’-l) 


^1). 


-4» 


alao:' 


nnd 


.V  ’■ 

\ 

A-1  _ a^+l)(A*-l)  _ A*+l 
A*-l  (A*-1XA+A^+1)  A+A*+1 

Dieaer  Anadruck  aber  gibt,  wenn  man,  Für  Flächeninhalt  kgäc  ergibt  aich 
wie  hier  angenommen  wird,  A eich  der  offenbar  deraelbe  Werth,  da  die  beiden 
^ Werthe  von  y,  die  demaclben  x entapre- 

eben,  nur  in  Bezog  auf  daa  Zeichen  von 
einander  abweichen,  alao: 

AU>i=|  ain/(i'y'— ly). 

Sneht  man  daa  paraboliarhe  Segment 
kho,  80  iat  für  s und  y Noll,  fUr 
beaiiglich  xy  zo  aetzen,  alao: 

Mo  = ^ ain/zy. 

Zieht  man  durch  0 eine  Tangente,  die 
alao  mit  y parallel  iat,  and  nimmt  kp 
nnd  An  dem  Dnrchmeaaer  parallel,  ao  iat. 
Fai  allelogramm  ApnA=:2Ty  ainy. 

Ea  folgt  bierana  der  Satz : 

„Daa  paraboliache  Segment  iat  gleich  | 
dca  Parallclogramma,  weichet  die  Sehne 
und  den  aua  ihrer  Mitte  gezogenen  con- 
jngirten  Durebmeaaer  tn  Seiten  bat“ 


Einheit  nähern  läaat: 

A-1 

Al-1 

nnd  aomit: 

hgdb  = 

fjp/y 

3p 

oder 

Wegen 

y’=2j»x 

hat  man  aber  noch 

y'=2/>-ry,  y'*=2px'g', 

also: 

2 

Ayd»=|^  ainjf  (*y-xy). 
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Hiernach  ist  also  die  Parabel  einer 
rein  geometrischen  Qnadratnr  znglnglich, 
eine  Kigenschaft,  welche  bereits  Arcbi* 
medes  (2b7— 212  v.  Chr.)  gefunden  hat. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Ellipse  Uber. 

Die  Quadratur  derselben  lässt  sich 
leicht  anf  die  des  Kreises  zurückfUhren. 

Sei 


die  Gleichang  der  Ellipse  bezogen  anf 
die  Hanptdnrchmesser.  Denke  man  sich 
über  dem  grossem  derselben  einen  Kreis 


sein 


Fig.  42. 


errichtet  (Fig.  dessen  Gleichang 
wird 

r*  r’ 


„Der  Flächeninhalt  jeder  ron  2 Ordina- 
ten  nnd  der  Ellipse  begrenzten  Figur 

pqti>,  ist  gleich  ^ mal  dem  Flächeninhalt« 

des  von  beiden  Ordinaten  abgcschnittenen 
Stockes  des  Kreises,  welcher  die  grosse 
Axe  zum  Durchmesser  hat.“ 


Es  ist  also  auch  die  ganze  EUips« 
gleich  ^ mal  dem  Flächeninhalte  des 

Kreises,  nnd  da  dieser  =nr*  ist,  so  hat 
man  für  den  der  Ellipse: 

E = npr. 

Bestimmen  wir  noch  den  Flädien- 
inhalt  des  Stackes  hfgk.  Wir  setzen 

*/■=«,  *j  = 6, 

so  ist 

IC  *■« 

e e 

Sei  0 der  Mitlelpnnkt  und 
of=a,  og=f, 

dann  iit : 

— Sector  <^eo  + A — A «y» 

Bin  eof  = — :i  - 


sin  00/  =:  — = — , 
»•  V 


also: 


Zar  Abscisse  x mOgen  die  Ordinaten  y 
der  Ellipse,  nnd  y,  des  Kreises  gehören. 
Es  ist  dann: 


Hl 


s _ 


also: 


y=VT< 


d.  b.  jede  Ordinate  der  Ellipse  ist  ^mal 

so  gross,  als  die  des  Kreises,  oder  die 
elliptische  Ordinate  verhält  sich  zur 
Kreisordinate  wie  die  kleine  Axe  snr 
grossen. 

Denkt  man  eich  nun  die  grosse  Axe 
in  verschwindend  kleine  Theile  ft  ge- 
tbeilt,  nnd  durch  jeden  Theilpnnkt  eine 
Ordinate  gezogen,  so  zerfallen  ELreis  und 
EHipse  in  Figuren,  die  man  sich  als 
verschwindend  kleine  Rechtecke  denken 
kann,  und  deren  Flächeninhalt  fOr  den 

Kreis  ftf,,  fOr  die  Ellipse  /<y=^yi 

beträgt.  Da  nun  die  Figuren  degf,  htgf 
sich  ans  solchen  Rechtecken  zusammen- 
setsen,  so  ergibt  sich,  du  gleiches  auch 
für  die  Figuren  fgqp,  fgir  gilt: 


Winkel  dee  = arcsin-  — arcsin  — 


Sector  de*  = .5.  (arcsin arcsin — ), 

» e e 


. , ran  rhS 

Ader  =-5^,  A*oj=-^, 


also: 


Y (' 


. b . a 

r arc  sin r arc  sm  — 

p e 


nnd 

kkfg  = — (arc  sin  — — arc  sin  — ) 

2 \ f gl 

ma  — bfi 


Die  arcsin  sind  natOrlich  in  Bogenmos^ 
also  für  den  Radius  1 zu  bestimmen. 

Soll  ein  Segment  der  Ellipse  berech- 
net werden,  so  ist  vom  Scheitelpunkt 
auszugehn,  also  o = 0,  « = r zu  setzen, 
und  der  ebengefundene  Werth  von  kkfg 
zu  verdoppeln,  da  die  Sehne  zweimal  die 
Ellipse  schneide^  man  erhält: 
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O 

Segmcnt  = rp  arc  siu-^ — bß, 

Soll  ein  Stück  gefunden  werden^  welches 
vom  kleinen  Halbmesser  und  einer  be- 
liebigen Ordinate  begrenzt  ist,  so  hat 
maa  6=r  zu  setzen,  ß“0.  Man  erhält 
dann,  wenn  f die  entsprechende  Figur 
,ist)  da 


arcsin  1 = -^ 


iat: 


' ^ . a\  an 


Fig.  43. 


Gleichung  der  Hyperbel  y = — war,  lo 
kann  man  auch  setzen; 


ABCD  = a'  sinrf—  + + 

\X  X.  x’ 


Das  Gesetz,  welchem  die  y folgen,  ist 
beliebig,  wenn  nur  diese  Stücke  conti- 
nnirlich  aus  einander  enutehen,  und  im- 
mer ist 

. — X. 


Es  ist  noch  die  Quadratur  der  Hyperbel 
zu  rollziehen.  Zu  dem  Ende  nehmen 
wir  die  Assymptoten  dieser  Cnrve  als 
Axen.  Die  Gleichung  derselben  ist  dann. 

xy  = a*. 


it-M 


Wir  setzen: 


«.=1^ 

4 

die  Potenz  der  Hyperbel  rorstellt.  Die 
Quadratur  wird  ähnlich  wie  die  der  Pa- 
rabel bewerkstelligt. 

Sei  / der  Winkel  beider  Assymptoten, 
so  ist  der  Flächeninhalt  eines  Stückes 


wo  II  eine  der  Einheit  sich  nähernde 
GrOsse  sein  muss,  und  erhalten: 

1),  K,=zo(o— 1), 

r,=io»(«-l)  • • •,  K^  = xo"(n— 1), 

ABCD  — a'  8in;f(a— 1)  (z+1). 

Man  hat  aber 


d.  h. 


*'  = o*  * X, 


(s  + 1)  lg«  = lg— • 


ABCDy  welches  von  der  Curvc  einem 
Stücke  x'— X der  einen  Assymptote,  und 
aweien  der  andern  Assymptote  parallelen 
Linien  y und  y*  begrenzt  wird,  gleich 
dem  Parallelogramm  mit  Seiten 
AD=.¥  zu  setaen,  wenn  AD  verschwin- 
dend klein  wird,  und  dies  Parallelogramm 
ist  gleich  »^sin;^.  Was  also  anch  ABCD 
für  eine  QrOsse  habe , so  kann  man 
immer  es  einer  Summe  solcher  Paralle- 
logramme identisch  nehmen.  Man  hat 
also : 

ABCD  = sinj|f(y>'+y|  Kj  -|-y,  k,  + • • • 

+y,K,), 

wo  die  znuächst  y'  vorhergehende 
Ordinate  ist.  Da  aber  vermöge  der 


Ferner  setzen  wir: 

Ir“ 

nie  “ 

oder 

(lg«)* 

« = H-lg«.f^-^-l-  • • • 

Da  sich  aber  a der  Einheit  nähert,  so 
kann  man  die  gegen  daa  erste  nnd  zweite 
Glied  verzchwindenden  folgenden  Glieder 
dieser  Beihe  ganz  weglassen,  and  erhält : 
n = l-t-lg«,  «t— l = lgre, 

also:  . 

(a-l)(l-l-l)  = lg(^). 

d.  h.t 

• ABCD  = a*  sin jf  Ig^^^  . 

Die  Logarithmen,  welche  hierin  Vor- 
kommen, gehören  bekanntlich  dem  na- 
türlichen Systeme  an,  und  man  bat  die- 
ses System  daher  anch  daa  der  hyper- 
bolischen Logarithmen  genannt. 

7}  Quadratur  der  Cycloide. 

Man  sieht,  dass  die  hier  angeatellten 
Quadraturen  sich  alle  auf  dasselbe  Prin- 
zip der  Zerlegung  in  anendlich  kleine 


Digitl-icd  by  Google 


Qu*dratnr  ebener  Figuren.  369  Quadratur  ebener  Figuren. 


Parallelogramme  luriirkmiren  laaien,  und 
ebenio  enichüich  iit  es,  dass  sich  mit- 
tels der  Infinitesimalrerhunng,  aber  nur 
aaf  diese  Weise,  leicht  eine  algorith- 
mische Darstellung  des  ganzen  Verfah- 
rens wird  geben  lassen. 

Wir  wollen  daher  nnr  noch  die  Qna- 
dratnr  der  Cjcloide  auf  elementarem 
Wege  darstellen,  weil  diese  Aufgabe  ron 
Ro^rwall  bereits  1631  gelöst  ist,  und 
eine  gewisse  Berühmtheit  erlangt  hat. 

Die  Cycloide  stellt  man  gewöhnlich 
dar  durch  ein  System  2er  Gleichungen: 
* = r(»— sin»),  y = r(l— cos»), 
wo  z und  y rechtwinklige  Coordinaten, 
r der  Halbmesser  des  Ersengnngskreises, 
» derjenige  abgerolite  Bogen  ist,  wel- 
cher zu  dem  durch  x und  y bestimmten 
Punkte  gehört.  Für  einen  ganzen  Zweig 
der  Cycloide  ist  dann  » = 2n , da  hier 
der  ganze  Kreis  abgerollt  sein  muss. 


Ein  beliebiges  Flächenstflck , welches 
von  den  Ürdinaten  y und  y',  dem  Ab- 
sdssenstücke  x'~x  und  der  Cnrve  be- 
begrenzt ist,  zerlegt  man  ganz,  wie  dies 
im  vorigen  Abschnitte  geschah,  in  nn- 
endlich  kleine  Rechtecke.  Ist  dies  Stück 
A,  so  bat  man  dann: 

^ =(*i-*)jr+(jfs--»i)y  !+(*•-*, )y,-t- 

+ • ••  +(*,+  , 

nnd  es  ist 

'.H-i  =*'.  y,4-,  =/ 
zu  setzen.  Führen  wir  aber  für  x nnd 
y ihre  Werthe  ein,  nnd  entspricht  den 
Grossen  der  Bogen  w^,  z',  y'  der 

Bogen  »'=»^^|,  so  hat  man,  wenn  man 

»,—»=»,—»,=»,—»,=  . • . =» 
setzt,  also  hier  diese  Differenzen  als 
gleich  betrachtet: 


Ea  Ut  aber: 


""  %+,-""*’„=2»>n^co» 2 ; 


da  I sich  nur  unendlich  gering  von  »^  unterscheidet,  kann  man  setzen: 


also: 


nnd  es  ist 


*"«  + 1 *"n  . K y 

eo. ^ = cos»^,  ••i>2  = g. 


n=s 

A = r’  £ r(l— cos»)*, 
n = 0 


/. 

■a’-'  Tl 
■I 

' - li 


(1— cos»  )•  = !— 2cos»  +COBB  *=1— 2cos»  +lcos2»  . 

^ MM  MM 

Bei  nnn: 

£ cos  »^  3 U, 

•o  wird: 

Vtiny  = £ cos»^  sio»  = sin(»^+»)—  ^£  sin(»^— r) 


n=t  n=s 

n=0  n=0 

In  diesen  Summen  heben  sich  alle  Glieder  bis  auf  die  beiden  letzten  der 
ersten  Summe,  nnd  bis  anf  die  beiden  ersten  der  letzten  Summe,  so  dass  man  hat : 

V sin  »=^(»10  »^_j_  I + sin  »^  — sin  »— sin»_  j) 

= 1 [sin  »'-l-sin  (»'—»)— sin»— sin  (»—»)]. 

Die  Grössen  •/,  »'— » einerseits  nnd  v,  »— » andrerseits  können  aber  wegen  des 
verschwindend  kleinen  y ohne  weiteres  identificirt  werden,  ebenso  wie  sin  y mit 
y selbst;  es  ist  also; 


24 
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Vyz=s\nv^^  sint», 


d.  h. 


und  man  erhalt  ebenso: 


^ cos  i;  = - 


sm  V — sm  V 


JScos2o  = 


8m2y'— sin2*» 

■ 


Dies  in  den  Werth  von  A eingesetzt  ergibt,  mit  Berücksichtigung,  dass 

• n = 0 

üt,  aad  dass  dio  Gleichungen; 


'»+1 


rj  — V,  — s'|  = y 
sämmtlich  addirt  geben: 

= *+l: 

i4  = |r*(*'— i;)— 2r*  (sin  i/— sin  v)+|(sin2*/'— sin  2p). 

Sacht  man  den  Flächeninhalt  eines  Mögen  (Fig.  4A-)  OY  und  OX  zwei 
ganzen  Zweiges,  so  ist  tr=0,  p'=2«  Coordinatenaxen  sein,  die  wir  uns  der 
zn  nehmen,  und  man  hat:  Allgemeinheit  wegen  schiefwinklig  auf 

einander  denken,  so  dass  sic  den  Win- 
- kcl  ff  mit  einander  bilden.  Seien  ecsy. 
Diese  Formel  mit  der  in  Abschnitt  2)  «ysy/ beliebige  Ordinalen,  Oe  = 0/“=x' 

gegebenen : zugehörigen  Abscissen  und  soll  das 

A ” nr*  Flächenstück  ef<ie  berechnet  werden,  so 

verglichen,  sagt:  nehme  man  Punkte  c,,c,  • • • beliebig, 

„Der  Flächeninhalt  eines  Zweiges  der  aber  nahe  an  einander  auf  der  Curve 
Cvcloidc  ist  das  dreifache  des  Flächen-  an,  ziehe  die  Sehnen  ccj,c,  c,  • • • 
Inhalt,  de»  ErzeugungHkreUes.“  r,c,=y„  r,c,  = !/,  •••  parullel 

8)  Allgemeine  Lösung  des  Pro-  der  Axe  0).  Es  enUlehen  dann  eine 
blems  der  Quadratnren  mittels  Anxahl  Trapeze,  deren  Summe  aich  in 
der  Infinitesimalrechnung.  dem  Masse  dem  Flächeninhalte  von  ctfd 

•ra.  ,1  y-a  1 a r 1 • I nähciii  wird,  als  die  Punkte 

Die  allgemeinen  Quadraturformcln  smd  riipV„„  K.  i.t  nun  der 


an  einander  rücken.  Es  ist  nun  der 
eoen  nur  oie  Aus.unrung  “'-•r  yu^heninhalt  eines  Trapezes  cee.c, 

einzelnen  Beispielen  gegebenen  Methode.  gleich  der  halben  Snmmi 

p'jg  44.  der  beiden  parallelen  Seiten  Jl-t-y,  mal 

der  dazwischen  liegenden  Höhe  er,siny. 

Es  ist  nun 


also: 


er,  = 0r,  — Oe=x,— r 

, , _(y+yi)  («i--^) 


Sin  y. 


oder  wenn  man  in  gleicher  Weise  alle 
Trapeze  berechnet: 


+ys)(-»t-^.)  . 

2 ^ 

(y'+y„)  (*'-v 


sin. 


oder,  da  man  =<^*i  y, +y,_(  =2yj+dy^  setzen  kann: 
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Offenbar  aber  verM-liwinilct  daa  lelite 
Glied  ^2^  gegen  yt/x,  nnd  man  lint,  wenn 
F daa  bczciehnete  Fl&cbciiat&ck  iat: 


Stehen  die  Axen  auf  einander  aenkrerbl, 
ao  ial 

ein  >/  =1, 


alio 

F=  / gdx. 

•'  z 

Bei  der  Anwendung  dieaer  Formel  iat 
wohl  an  beachten,  daaa  jedes  Flachcn- 
atfiek  ala  poaitir  zu  denken  iat.  Wenn 
alao  daa  Zeichen  von  ydx  negativ  aein 
tollte , ao  iat  daaselbe  zu  verlndem. 
Han  denkt  aich  daher  den  Werth  vom 
analytiach  kleinem  zum  grösaem  Werthe, 
d.  h.  von  —00  bis  +to  fortschreitend, 
dann  iat  z.  — x ~ dx  immer  positiv. 
Befindet  sich  dann  die  Ordinate  anf  der 
Seite  der  Abscisaenaxe,  wo  die  Ordina- 
len negativ  sind , welche  Seite  man  ge- 
wöhnlich ala  die  untere  bezeichnet,  ao 
iat  also  — y Tür  y zu  setzen. 

Habe  man  a.  B.  eine  geschloisene 
Cnrre  (Fig.  45.),  in  deren  Innern  aich 
der  Anfangspunkt  0 der  Coordiaalen 
befindet,  und  die  Obrigens  immer  im 
gleichen  Sinne  gekrümmt  ist.  Sei  OX 
die- positive  Seile  der  Abacissen,  OY  die 
der  Ordinalen.  Das  Flächenstück  zer- 
fUlt  dann  in  vier  Theile,  die  mit  I,  II, 
III,  IV  bezeidinet  sind.  Selen  noch 


Fig.  45. 


a und  h die  I’uiikto,  auf  welchen  die 
Abscisaenaxe  bezüglich  auf  der  positiven 
nnd  negativen  Seite  die  Curve  schneidet, 
nnd  setzen  wir 

04  = — ß,  Oa  = a. 

Zu  jedem  Wertlic  von  x werden  dann 
zwei  Werthe  von  y gehören,  ein  positi- 
ver nnd  ein  negativer,  wovon  wir  den 
ersteren  mit  y , den  letzteren  mit  — y' 
bezeichnen. 

Der  Flfichcninhalt  der  verschiedenen 
Stücke  ist  dann  nach  dem  Obigen; 


I  = /"  ydx=  — / ^ ydx, 

—ß  •'  0 

r“ 

II  = / ydx, 

•'  0 

III  = / y'dx= — / y'dx, 

./  ./  0 

IV 

•'  0 

also  das  ganze  von  der  Cnrve  begrenzte 
Flächenstürk  r 


F=  I ydx— I y’dx— t ydx+  I y'dx 
•'0  •'0  0 •*  0 


C«  flud  bicr  rechtwiuklige  CourUiuaUu 
voranagesetzt.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  ist  daa  Integral  nur  mit  sin  </  zu 
niultiplicirrn. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir 
eine  ebenfalls  geschlossene  Curve , die 
•her  ganz  auf  einer  Seite  der  Abscissen- 
nnd  der  Coon1inatena.xc  liegt,  etwa  da, 
wo  beide  positiv  sind,  ebenfalls  ist 
gleicbmäasige  Krümmung  der  Cnrve  vor- 
snsgeaetzt  Sind  dann  (Fig.  46.)  n und 
e diejenigen  Punkte  der  Curve,  wo  die 
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Ordinalen  znglelch  Tangenten  sind,  so 
ist  der  Flächeninhalt,  welcher  die  Gurre 
begrenxt,  gleich  hahgfel-^kahcdel  und 
wenn  man  von  den  beiden  Ordinaten, 
w’elcbe  zu  einem  Werth  von  x gehören, 
und  die  s&mmtlich  positiv  sind,  die 
grössere  mit  y , die  kleinere  mit  y*  be- 
zeichnet, Okzittj  Ol-ß  setzt,  so  ist: 

pß 

kahgfel  = # yrfx, 
o 

pß 

krtbcdel  = / y*dXf 

(t 

und  der  ganze  Flächeninhalt: 
pß 

f = / (y— y')<te. 

Ist  die  Currc  nicht  immer  in  dem- 
selben Sinne  gekrümmt,  oder  schneidet 
ein  Thcil  oder  mehrere  der  Ordinaten 
dieselbe  mehr  als  zweimal,  so  wird  man 
ans  der  jedesmaligen  Gestalt  der  Cnnre 
anch  Regeln  für  die  Bcstimmnng  des 
Flächeninhalts  ableitcn  können. 

Fig.  47. 


schliesslich  annehmen,  dass  zwei  auf  ein- 
ander (folgende  Vectoren  und 

nur  sich  um  eine  verschwindende  Grösse 
von  einander  unterscheiden.  Der  mit 
Radius  von  0 als  Mittelpunkt  gezo- 
gene Bogen  wird  also  jedenfalls  durch 
gehen,  und  auch  dem  nächsten  Punkt 

a , . bis  auf  eine  verschwindende  Grösse 

»+• 

näher  rücken.  Bs  ist  dann 

als  Kreissector  zu  betrachten , dessen 

Centriwinkel  ^ ^*** 

sen  Radius  ist.  Solcher  Sector  aber 

hat  den  Flächeninhalt  ()i 

wenn  wir  uns  .4^  • ••  in  Bogenmass  ans- 

gedrüekt  denken.  Also  wenn  wir  Sector 
AOB  mit  S bezeichnen: 

S = lim[i(f(».-»)+r.*(».-».) 

d.  h. 


r'd». 


Fig.  4«. 


Wählen  wir  statt  der  gradlinigen  aber 
jetzt  Polarcoordinaten.  Sei  (Fig.  47.) 
O ein  beliebiger  Punkt,  r der  von  0 
nach  einem  Punkte  der  Gurre  gezogene 
Radius  Vector  OA,  9 der  Winkel,  den 
r mit  der  Abscissenaxe  macht,  so  wird  be- 
kanntlich r immer  positiv  gedacht,  indem 
man  9 von  0 bis  2i  wachsen  lässt.  Ilandelt 
es  sich  nun  um  die  Bestimmung  des 
Sectors  GAB,  zu  dem  ein  beliebiges 
Curvenstück  AB  gehört,  so  kann  man 
zwischen  A und  B beliebig  viele,  ein- 
ander sehr  nahe  Punkte  n,,a,  • • . an- 
nehmen, und  die  Vectoren  Oa,=;r,, 
Oa,  = r,  •••  ziehen.  Sei  ferner  OAzzr, 
OB  = r',  A0X  = 9,  B0X  = 9'.  Da  OA 
und  Oa,,  0a^  und  Oa^  • • . einander 
desto  näher  kommen,  je  mehr  sich  die 
Punkte  Af  a^,  nähern,  so  kann  man 


Ist  eine  geschlossene  Cnrve  gegeben 
(Fig.  48 ),  wo  jeder  Radius  Vcctor  OM, 
oy,  OH,  OQ  indess  auf  derselben  Seite 
immer  nur  einmal  die  Cnrve  schneidet, 
und  der  Anfangspunkt  0 sich  im  Innern 
der  Cnrve  befindet,  so  ist  offenbar  9 
von  O bis  2v  zu  nehmen,  so  dass  der 
immer  positive  Radius  vcctor  einen  voll- 
ständigen Umlauf  macht 

Es  ist  anch  leicht  einznsehn,  dass  man 
statt  dessen  die  Grenzen  n und  2ii+a 
nehmen  kann,  wo  tt  ein  beliebiger  posi- 
tiver oder  negativer  Winkel  ist,  denn 
auch  diese  Grenzen  bedingen  einen  völ- 
ligen Umlauf.  Man  hat  also; 

flf  4“2n 

S=  \l  r'd9. 

Ja  r 
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Schwerer  wird  dio  Ansführung  der 
Qiutdraiar  des  von  einer  geschlossenen 
Cnrre  begrenzten  FlichenstUcks,  wenn 
sich  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
aasserhalb  derselben  befindet  Es  wird 
dann,  immer  gleich  gerichtete  Krümmung 
roransgesetzt,  jedem  Werth  Ton  9 ein 
doppelter  Werth  Ton  r entsprechen.  Wir 
bcKichnen  den  grössern  OD  (Fig.  49.) 
mit  r,  den  kleinern  OC  mit  r'.  r und 
r’  fallen  zusammen  in  den  Funkten  A 
und  B,  wo  die  Vectoren  OA  und  OB 
die  Cnire  berühren.  Bezeichnen  wir  die 
ingehürigen  9 mit  9,  und  9,,  so  ikt 
offenbar: 

/••’s 

Sector  OADB  — ^ I r'd9, 

g 

Sector  OACB  = \ I 

J 9. 

nnd  deshalb  der  ganze  Flächeninhalt: 


Fig.  49. 


/’*»  /"’•  / "’s 

S = i/  r*<f9  — i#  r''d»  = i I {r'—r'')d». 
‘f  9.  J 9.  •/  9. 


Selbstverständlich  werden  die  Formeln 
complicirter,  wenn  die  KrUmmnng  der 
Cnrre  sich  ändert. 

9)  Quadratur  verschiedener 
Fliehenstttcfce. 

Wir  beginnen  hier  nochmals  mit  den 
von  Kegelschnitten  begrenzten  Figncen, 
einerseits  um  die  Anwendung  der  Inte- 
gralrechnung anch  hier  zn  zeigen,  an- 
drerseits nm  nns  von  den  Beschränkun- 
gen frei  an  machen,  welche  sich  dnreh 
die  Auswahl  der  Axen  in  Abschnitt  6) 
ergab. 

Die  Gleichnng  eines  Kegelschnitts  anf 
zwei  conjngirte  Durchmesser  bezogen  ist 
bekanntlich 

— + ^ = 1. 

a ß 


Sind  a und  ß beide  positiv,  so  ist  die 
Curve  eine  Ellipse,  ist  eine  dieser  Grüs- 
sen  negativ,  so  hat  man  eine  Hyperbel, 
nnd  zwar  entspricht  einerseits  positives 
« and  negatives  ß,  andrerseits  negatives 
n und  positives  ß zwei  conjngirten  Hy- 
perbeln, wenn  die  absoluten  Werthe  der 
a nnd  die  der  ß unter  einander  gleich 
sind.  Die  absoluten  Werthe  von  a nnd 
ß stellen  übrigens  in  jedem  Falle  die 
Quadrate  der  Halbaxen  vor,  welche  als 
Coordinatenaxen  gewählt  sind.  Sei  noch 
ff  der  Winkel,  den  beide  Balbmcsscr 
mit  einander  machen,  es  ist  dann: 

Und  das  von  zwei  Ordinalen  x’  x der 
Cnrre  nnd  der  Abscissenaxe  eingeschlos- 
seno  Flächenstück: 


J'  V(o — »’)<f*  = siny|/ — ? j'  y(jr’ — o)dx. 

Nach  Tafel  II,  8)  der  im  Artikel  analytische  Qnadratnr  gegebenen  Integral- 
tafeln ist  nun: 

f Ix  V(a+ix^)  = J — ^ + jt/ 

nnd  nach  Tafel  II,  21)  ist: 

wenn  b positiv  ist,  nnd: 
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arcsin  1/  — 

v-A  V r 

wenn  6 negativ  ist. 

Für  die  Ellipse  setzen  wir  iinn:  « = r>,  /J  = p’,  wo  r und  q die  Halbaxen 
sind;  es  ist  dann  in  den  eben  entwickelten  Formen  zu  nehmen; 


a = n = r’’  b=  —1, 


wodurch  sich  ergibt: 


/ 


V/  1 “'VC''’— j’),  r»  . X 

V(r>— x>)dx= 2 (- Y ~ + 


oder  wenn  man  die  Grenzen  x'  und  x nimmt; 

1 J;'V(i->-x'>)-xV(r«-x>)  r«/ 

j \{r^-x^)dx  = -^ ’ + yV 

„ p Tx' V(r«— x'»)  xV'(r’— x>)  r’ / . x' 

— ^2---  + -2  (‘"“'"T 


X* 

arc  81D arcsin 


r). 


■r)] 


Geht  man  yoro  Anfangspunkt  der  Coordinaten  aus,  d.  h.  seut  man  jr=:0  und 
X für  x',  so  kommt: 


p e r^V(r’  — x’)  r’  . xl 

F=s,ny.-  ^ + _arcsm-J. 


Will  man  das  ganze  Stück  der  Ellipse  Ist  y ein  rechter  Winkel,  n and  6 die 
haben,  welches  auf  der  positiven  Seite  beiden  halben  Ifauptdurchmesser,  so  er« 
der  X und  y liegt,  so  ist  x~r  zu  setzen,  gibt  sich 
und  es  kommt:  F^znab 

F = -sinyr(j,  “tid  da  dieser  Ausdruck  mit  dem  Obi- 

^ gen  identisch  sein  muss,  ist 

Das  Stück,  welches  den  positiven  x «6=:rp8iny, 

aber  den  negativen  « entspricht,  ist  , , i « l*  i 
offenbar  diesem  gleich,  da  die  entspre-  '•  «»J<- 

ebenden  Ordinalen  dieselbe  Länge  ha-  »«'bmessern  .st  stets  constant.“ 

bcn.  Dasselbe  ergibt  sich  auch  aus  der  Setzen  wir  jetzt  für  die  Hyberbel 
Formel,  da  das  Voi-zeicben  von  y kei-  « = r*  d=—  * 

nen  Einfluss  ausübt,  und  Gleiches  lässt  * ^ ^ * 

sich,  wie  leicht  zu  scheu  ist,  auch  von  ***  unserer  Formel  zu  nehmen: 

den  beiden  übrigen  Thcilen  der  Ellipse  

sagen,  so  dass  man  für  die  ganze  von  r’  A = 1 und  i/  ^ ^ 

ihr  eingcschlosscnc  Figur  hat:  ’ * | « “ 

F^^sinyrp.  also: 


/ 


</xV(x«-o)  = '•2)+|g[;,+V(xZ-r^)], 


woraus  sich  ergibt: 

erx'V(^'’-r’)-xV(x’-r>)  . x'  + V(x'’-r*)-| 

F-  s,n  r . - [ — ^ + lg  J- 

Nimmt  man  den  Flächeninhalt  von  dem  Punkte  an,  wo  die  Gurre  die  Axe 
schneidet,  so  ist  zu  setzen:  x=r,  also  wenn  man  x für  x*  schreibt: 

Der  Fall,  wo  die  beiden  Axen  die  Ässymptoten  sind,  ist  hier  ansgeschlossen. 
Erwägt  man  ihn  besonders,  so  gibt  die  Gleichung 

xy  = 

sogleich ; 
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F=iing  J'  ^dr  = a*  «iny  Ig^— ^ 

guu  wie  oben. 

Ffir  die  Fambcl  iet  die  Gleichung  der  Gurre: 
ilio: 


i r,l,  illV 


F = iiny  V(2,)  ^ V(»)  d»  = J ,iny  (y*-x*), 

welche  Formel,  wie  leicht  zn  sehen,  sich  auf  die  in  Abschnitt  7)  gegebene  Qe- 
sult  bringen  l&sst. 

Bei  den  folgenden  Cnnren  setzen  wir  rechtwinklige  Coordinaten  rorans. 

Für  die  Cjrcloide  war: 

x=r(u— sine),  y = r(l  — cos»),  dx  = r(l  — cosi>)d», 
also:  — - . '• 


oder  wenn  man 


F=r*  r ^dx—r'T  (1— cos»)>dv 
J X V 


(1  — cos  »)’  = J — 2coso+icos2i; 


othi’J  äiU 


turvi 

setzt: 

4 

F = t'‘  j (4  — 2cos»+^cos2ii)di>=|r’(e'— »)— 2r* (sinii' — »in») 

J V 

r* 

+ -j-  (»in  2 e'  — »in  2») 

oder  wenn  man 

» = 0,  »'=2n  — , 

-iT  d'»n  .-c_ 

setzt,  so  ergibt  sich  für  den  ganzen  Zweig  der  Cycloide: 

F=3nr*. 

Die  Kettenlinie  hat  zur  Gleichung: 

X X - ' 

«,  a . a,  j, 

y=ff(*  +•  ):  ■ 


wir  setsen  x=0  und  x fdr  x',  so  dass  sich  ergibt: 


:o«ta  ,t»£ 


F=\f  CVe  “)dx  = ^(«--e  “). 


Die  Corren,  welche  zur  Gleichung  haben; 


- ■i  « 


y =j>  X , 

wo  m und  n beliebige  positire  Zahlen  sind,  nennt  man  Parabeln  bbheter 
Ordnung.  Man  hat  für  sie  allgemein,  wenn  man  mit  dem  Funkte  anfängt,  wo 
jfsxsO  ist,  also  die  Cnnre  die  Axe  schneidet: 


F=p 


*r  x"dr=^ 

' o 1+r 


I m , 

n -+l 

x" 


Hyperbeln  höherer  Ordnung  nennt  man  diejenigen  Gurren,  deren  Glei- 
chung die  Gestalt  hat:  "t_ 

ai  a m + n 

* » =F  ! - “ 
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meo  erhalt: 


m , i m 
- + 1 / 

F=p"  / x"dxzz 


m 

1 »i  m 

n I I 

P , » n Mx 

(*  -*  )• 


Knr  der  Fell,  wo  m = n iet,  macht  eine  Anenehme.  Ee  kommt  denn: 


F=P\f  * 


Die  logarithmiiche  Linie  hat  tnr  Gleichung 

y=«lg*. 


Man  erhalt: 

**  »i* 

F=a  j"  Igi  iii  = «[i'  Igi'— ilgi— *'+i]  = alg  J')- 

X * 

Die  Cnrre,  welche  xnr  Gleichnng  hat; 

(t+x)y(n»-i») 

^ X 

heiMt  Conchoide  oder  Mnschellinie.  Alio  iit  für  sie: 

F=y'*' 

Wir  haben  bereite  gefunden: 

J'dx\{a*—x*)-=^\(a'>  — x')  + ^ arcein.^+  conat 
und  nach  Tafel  II,  29)  nnierer  Integraltafeln: 

f = y(.«  - i*)  + « K, 

WO 

y.f  ^ - 1 
"./  iV(,r)  “ 2«  '* v(«’-x*)+  « 

{•t,  aleo; 

F=  j V(a*-i'0+ Y arc8in^  + 6y(a*-»'«)+y  - conat. 

Die  Conatante  iat  gleich  dem  nebenatehenden , x'  enthaltenden  Auadruck,  wenn 
man  x fBr  x'  setat. 

Ffir  die  KreiaevolTcnte  bat  man  die  Gleichungen: 

i = r coa^  + r ain^,  y = rainy — ry  CO87, 
wo  tf  der  entaprechende  Centriwinkel  der  Kreieea  iat,  alao; 

dx-r<f  cos  i/dif  , 

p<f' 

Fzzr^  i (ein  y — y coa y)y  cos  y dy 

•/  y 


= r*  C (y  ainycoay — y *coay  *)dy. 

r* 

~~2j  [»  •>o2y  — y*(co»2y  +I)]ify. 
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Mach  Tafel  III,  17)  and  18)  der  Integraltafeln  iit: 
j'<f  •in</<f'/  = — <f  coty+iiny, 

• coB'/d'i  »in 7 +2/  co»7  — 2 »in  7, 
woran»  »ich  leicht  ergibt; 

j'tf  »in  27  ^7  = i (»in  27  — 2y  co»  2y  ), 

j'if- ’ CO»  2y  rfy  = i (2>y  ’ »in  2y  + 2 y co»  2 / — »in  2y  ), 

^[7  »in2y  — 7’(co»2y+l)]if7  = ^(»in2y  — 2y  co»2y  — 7’  »in 27)  — 
E»  i»t  aber 


»m27  — 2y  co»27  — 7*  »in2y  = 2»in7  co»y  (1  — 7 •) — 2y  (2 00*7  ’ — 1)  = 

2x0 

2eo»7  (»in7  — 7 co»7)+2#  »in7  (»iny  —7  co»7)  = — 


oder  wenn  man  die  Qnadratnr  mit  y=0 
beginnt,  d.  h.  die  Erolrcnte  von  dem 
Punkte  an»  nimmt,  wo  »ie  den  Krci»  be- 
rihrt,  wo  dann  * = r,  y = 0 wird: 

2 6 • 

An»»er  der  oben  behandelten  Cycloide 
betrachte  man  noch  die  rerlängerte 
ond  Terkürite  Cyeloide.  Dieeretere 
wird  Ton  einem  Pnnl»te  beachricben,  der 
mit  einem  anf  einer  graden  Linie  rol- 
lenden Kreiae  fe»t  rerbnoden  i»t,  nnd 
•ich  aneeerholb  de»»elben  befindet,  die 


r’7"  xy  , r*7* 

~6  Y'*'  “6“’ 

letztere  von  einem  Fnnkte,  der  »ich  in- 
nerhalb de»  rollenden  Kreiee»  befindet. 

Die  Gleichung  beider  i»t  gegeben  durch 
die  Formeln: 

y = r — aco»i>,  * = ri' — seino, 
wo  V,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Cy- 
cloide,  den  abgerollten  Bogen  bedeutet. 
a die  Entfemnng  de»  Fnnkte»,  welcher 
die  Cycloidc  erzeugt  vom  Mittelpunkt 
de»  rollenden  Kreiee».  Im  Falle  der 
Terlingerteu  Cycloide  i»t  ol»o  a gröeeer 
al»  r. 

Man  hat:  dxzz(r  — aeote)dv,  d.  b. 


F = I (r  — « coi  o)J  do  = / do[r’ — 2arco»i>  + -g-(co»2e-i-l)] 
./  0 Jo  ^ 


= w* — 2ar  iin2i;  +*2*'* 


E»  iit  hier  die  Integration  mit  o=:0, 
d.  h.  mit  dem  Funkte,  wo  x=0,  y=r— a 
i»t,  begonnen.  Setzt  man  noch  v = 2n, 
•0  hat  man  den  ganten  Zweig,  nömlich: 

F a2»r’  + 7to’, 
i.  h. 

nder  Flächeninhalt  i»t  gleich  der  Summe 
3er  Kreiae,  von  denen  2 den  Rodiu»  r 
haben,  der  dritte  den  Rodiu»  <i  bat.“ 

Die  Epieycloide  wird  bekanntlich 
von  einem  Fnnkte  eine»  Kreiae»  be- 
schrieben, der  anf  einem  gegebenen 
Kreiae,  und  die  Hypoeycloide  von 
einem  Funkte  eine»  &ei»e»,  der  inner- 
halb eine»  gegebenen  »ich  bewegt. 

Man  kann  auch  hier  verlängerte  und 
verkfirzte  Epicycloiden  nnd  Hypocycloi 


den  nnteracbeiden.  In  jedem  Falle  aber 
hat  man  die  Gleichungen; 

öa  = ri> 

y s (t -b  r)  cot  z -I- a coi  (t -I- o), 

XB  (i-|-r)»ina+a»in(>-f-p), 
wo  a mittel»  der  eriten  Gleichung  zu 
eliminiren  itt.  r,  a und  v haben  die 
obige  Bedeutung,  b i»t  der  Rodiu»  de» 
Kreiae»,  auf  welkem  der  erzengende  rollt. 
Bei  der  Epicycloide  i»t  b poiitir,  bei 
der  Hypocycloide  b negativ  zu  denken. 
In  jedem  Falle  können  wir  »etzen: 
y B(ö-)-r)co»a-|-a  eotla, 
xsr(ft4-r)  »inz+a  »inlz, 

wo  i = itt. 

r 
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Man  bat ; . , 

dx=  [(6+r)  cos  t+a  il  cos  is]  ät 

F=l  [(5-|-r)  cos  s+«  cos  ii]  [(i+r)  cos  s-fail  cos  ils]  ds, 

•’  0 

wo  die  Quadratur  mit  s = 0 begonnen  ist,  einem  Werthe,  welchem 


*=0,  y = o+i  + r 

t+r  = e 


entspricht.  Setzen  wir  noch 
so  kommt; 

^ - j'  [v*  **  + e®  (l  + 'l)  ■-■o**  + cos  2s 

pa(l+il)  p«(l+l)  , e'+“’Oj 

+ cos2is^-^ — cos(l  + i)s+^^ — 2 — icos(l-A)z+i— ^ — Jds, 

woraus  sich  sogleich  ergibt: 

F=^sin2s+^sin2is+^.in(l+A)s+^Msin(l-i)s+£l:^^.. 
Die  Quad  ratrix  batte  zur  Oleichnng: 


j = (a-*)tg^i 


Setzt  man  tg-^=H,  so  ist  aber: 
2a 


es  ist  also: 


und  da 


/Ttx  . 4a*  ! «arctgv  . 

xtg^  dx-  I — -I— *1. 

^ 2a  J l+«> 

p _ /"*(■« x'Ue—dx  ^ absr 

J 0^  -'^2a  ■ ist: 

«'“ = -fi^, -/( rSr*  Ar 

/“^"d«  = 4arctgu  Ig(l+u.)_i/!fgpdw. 

/•  7IX  2a  fau  du  a* , ,,  , , 


Es  ist  ferner: 


Man  erhUt  schliesslich; 


2a* 


du. 


lg(l+..)_^a,ctg«Ig(l+a>)+^/“l5i^^ 

Eine  weitere  Bednction  gelingt  jedoch  nicht. 

Die  Cissoidc  hat  zur  Gleichung; 

jf-(o+x)  = (a— x)» 

also: 

z’-r*/  (“-*)•  J _ r*  *’~2ox4-x’ 

wenn  man  mit  x = 0,  y = a beginnt. 
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Kicb  II  22)  der  Integraltaleln  hat  man: 


{/=  arcsin 


(:-)■ 


Ei  iit  alio : 


f — ^a*  arcsin  ^^^-r2o  V(a* — *’)  — gK®’ — *’)  — 2o>- 

r®' 

> = 1 j r*d». 


Setxt  man  hierin  x — a,  einen  Werth, 
welchem  y=0  entspricht,  letzt  also  die 
lalcj^ation  vom  Anfangspunkte  bis  sum 
fehnittpunkte  der  Cnnre  mU  der  Axe  gtehen  der  Radinsvector  r und  der 
der  X fort,  lo  kommt;  Cemriwinkel  .»  in  einer  linearen  Be- 

F=o*(jn — 2).  Ziehung; 

Wir  geben  hier  noch  die  QuAdretur  r = a-| 

•iniger  Figaren^  deren  BegrÜniangscarvc  ^ 

sich  leicht  in  Polarcoordinnten  anedräckt.  so  heisst  die  entsprechende  Cnrre  N e • 

mittels  der  Formel:  oide.  Man  hat; 

wo  die  Integration  mit 

9=0,  r=o 

begonnen  ist. 

FOr  » = 2n  ergiebt  sich  offenbar: 

S = (o*  +2«A  + J6*)  Ji  = [(a  + 4)*+  1 6*]n. 

F4r  9 = it,  d.  h.  för  den  Theil  der  also  ist: 

ITäche,  welcher  auf  einer  Seite  der  Axe  a 

S=o*  r 

1t  a/  A 2 

S=^(2a*  + 3a4  + i’)- 

o Die  Gleichnngdcr  logarithmischen 

Die  archimedische  Spirale  hat  ***• 

zur  Gleichung:  # 

’■  = “*>  f>  = (ilgr,  r = e« 

9 ^ i9 

s=f  e»d,=|(e®=i)=»(rz-i). 


10)  Ueber  die  Quadratur  von  Folarcoordinaten  Scctorcn.  Durch  andre 
FllchenstUcken,  die  durch  andre  Wahl  der  Coordinaten  erreicht  man  es 
Coordinaten  gegeben  sind.  auch,  Stücke  zn  quadriren,  die  Ton  2 

Aus  dem  Obigen  ersieht  man,  dass  die  Seiten  aus  oder  von  mehreren  eine  krumm- 
FUchenstücke,  welche  die  Quadratnrfor-  ''“'8*  Begränznug  haben.  Wir  wollen 
inel  znnachst  ergibt,  in  genauem  Zusam*  dies  an  einigen  Beispielen  dar- 

tnenhange  mit  dem  gewählten  Coordi- 

aatensystem  stehn.  So  gaben  recht-  Sei  ABCO  eine  beliebige  Cnnre,  EFG 
winklige  Coordinaten  ein  Trapez-artiges  ihre  EroWente,  so  hat  die  letztere  die 
Ton  3 graden  Linien,  deren  2 parallel  Eigenschaft  (siehe  den  Artikel:  Tra- 
lind,  und  einer  Cnrre  begrenztet  Stück,  jectorien),  dass  die  Normale  derselben 
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Fig.  50. 


immer  Tangente  der  ersteren,  nnd  die 
Lange  dieeer  Normale  EB  bis  sum  Be- 
rüfamngspnnktc  D mit  der  Erolnte  gleich 
dem  Bogen  dieser,  von  einem  beliebigen 
Funkte  A gezahlt,  sein  mnss. 

Wir  denken  uns  Jetzt  2 nächste  Nor- 
malen , EB  nnd  CE,  an  die  Erolrente 
gezogen,  so  ist  EBzrAB::»,  FC=AC 
= t+dt,  wenn  wir  unter  s den  Bogen 
der  Erolnte  verstehen.  Es  ist  dann 
ECF  als  ein  unendlich  kleiner  Kreis- 
sector  zu  denken , dessen  Radius  gleich 
s ist,  und  dessen  Centriwinkel  gleich 
dem  Winkel  dl  ist,  den  2 nächste  Tan- 
genten an  ABC  mit  einander  machen. 
l ist  dann  offenbar  der  Winkel,  den  die 
Tangente  mit  irgend  einer  beliebig  sn 
wählenden  Linie  macht.  Es  wird  dann 
der  Flächeninhalt  des  bezeichneten  Scctors 
sein: 

{t'dl. 

Sucht  man  also  den  Flächeninhalt  BEGD, 
welcher  von  einer  beliebigen  Curve,  ihrer 
Evolvente  nnd  2 Tangenten  derselben 
begranzt  ist,  so  hat  man  dalUr  die 
Formel : 

r'' 

1 = i I 

-V  I 

wo  I,  V die  Winkel  der  Tangenten  F.B 
nnd  DG  mit  der  beliebig  zu  wählenden 
Linie,  s der  Bogen  der  Curve  ist,  von 
dem  Funkte  A an  gezahlt,  wo  die  Evol- 


vente die  Cnrve  trifft  FUr  jede  Evol- 
vente ist  Funkt  A anders  zu  bestim- 
men. Um  mittels  dieser  Formel  bequem 
rechnen  xn  können,  ist  es  nOthig,  eine 
Relation  zwischen  den  Bogenlängen  i 
nnd  den  Tangentenwinkeln  / zu  haben, 
also  gewissermaassen  diese  Grossen  sli 
Coordinaten  zu  betrachten.  (UeberdieM 
in  mancher  Beziehung  wichtigen  Coordi- 
naten vergleiche  man  den  Artikel : Trans- 
formation.) 

Wir  geben  hier  die  Gleichungen  eini- 
ger Curven  in  solchen  Coordinaten. 

Es  ist  für  den  Kreis 
s = W 

wo  r der  Radius  ist 

Für  die  Hypocycloide,  Epicydoido  oder 
Cycloide 

t = A cos  al, 

wo  die  Grössen  A und  a folgende  Be- 
deutung haben:  Sei  r der  Radios  des 
rollenden  Kreises,  A der  desjenigen,  auf 
dem  das  Abrollen  stattfindet,  nnd  nimmt 
man  r negativ  für  die  Epicycloide,  posi- 
tiv für  die  Hypocycloide,  so  ist: 

A = -^(R+r), 

Ffir  die  gemeine  Cycloide  ergibt  sich: 

A = 4r,  a = l. 

FUr  die  logarithmische  Spirale  hat  man: 

A 

s = Ae 

nnd  für  die  Kettenlinie 
s = Atgf. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass,  da  der  Punkt 
A,  von  dem  ans  man  die  Bogen  zahlt 
beliebig  ist,  xn  dem  Ansdmck  für  jeden 
Bogen  eine  willkürliche  Constante  hia- 
zugenigt  werden  kann,  es  wird  jedoch 
hierbei  die  Evolvente  sich  ändern. 

Wenden  wir  anf  diese  Curven  nnsere 
Formel  sn,  wobei  wir  mit  f=0die Qna- 
dratnr  beginnen  wollen. 

FOr  den  Kreis  ist: 

y = i f\rl  + aydl=Lnrl+ay-,‘]. 

Dies  ist  also  das  vom  Kreise  und  seiner 
Evolvente,  eo  wie  von  einer  Kreistan- 
gente begränzte  Flächenstück. 

Für  die  Cycloiden  ist: 


f lconil+aydl=^J'  (a’-|-i42acoso/-l-^^^^^^(//=f(o«-(-i)^ 

, aA>  , ,,>*•  . o r 

+ fin  al  + o— «0  2«^ 

« oa 
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Fftr  die  gemeine  Cjrcloide,  wo  «rsl  ...  ^ , w 

in,  eigibt  lieh:  Nimmt  man  die  QrOsee  /=^,  so  kommt: 

1 = l{a'+i)^+aA*  >io 


‘2«' 


v=- 


A'n 


EIm  der  Erolventan  der  Cycloide  iat  und  fQr  die  gemeine  Cycloide: 

«ieder  eine  eolche,  und  dieie  entspricht 

dem  Werthe  ron  o = 0 (liehe  den  Ar-  i/z:——. 

tikel ; Trajectorien) ; für  diese  also  iat;  ° 

Es  ist  dies  das  von  2 Zweigen  der  ent- 
sprechenden Cycloiden  begrenzte  Stiicic. 
Die  logaritbmische  Spirale  gibt; 

^ = A f (e"‘  -Po).  Ä = 


7=-^+  -gjj-sin2o/. 


2«  /’ 


and  fSr  /=0,  in  welchem  Falle  die  Erolvente  wieder  eine  logarithmische  Spi- 
rale ist; 


’2a 


.2a/  al 

(e  -p4b  e -i-4a). 


Nehmen  wir  schliesslich  noch  die  Kettenlinie. 
. Es  ist: 


7=a/'  (tg/+o)*d/=Ar\tg/>-p2atg/-i-o’)rf/. 
•/  0 Jo 


Sach  in  8)  der  Integraltaleln  war: 
/tg/*<M=tg/— /, 
and  nach  III  6): 

/tg/rf/=— Igcos/, 

also: 

/ 

V-A  (tg/-2olgcos/-b(o*— 1)/); 
für  o=+I  ergibt  sich  hierans: 

7 = A(tg/^21gcos/). 

Der  Ansdmck  y wird  hier  schon  nnend- 
Mi,  wenn  1=^ 


Fig.  51. 


'2 


■st. 


Für  /=!  ist  7 = A (lilg2). 

Diese  Betrachtungen  sind  aber  einer 
üemerkenswerthen  Erweiterung  fähig. 

Seien  in  der  Ebene  (Fig.  51)  nach 
einem  beliebigen  Gesetze  grade  Linien 
Kcsogen,  wo  die  Entfemnng  einer  jeden 
ron  der  nlcbsten  als  rerschwindend  klein 
betrachtet  wird.  Slmmtliche  Linien  kann 
»an  dann  als  eine  Schaar  ron  Tangcn- 
len  irgend  einer  Cnrre  betrachten,  AH  CD, 
welche  wir  ihre  Charakteristik  nennen, 
and  die  dnreh  sie  vollständig  bestimmt 
ul;  andrerseits  sind  aber  auch,  wenn 
letsterc  gegeben  ist,  die  graden  Linien 
vollständig  bestimmt. 

Man  kann  nnn  dnreh  irgend  einen 
Fankt  E einer  der  graden  eine  Cnrve 
legen,  welche  mit  FA  einen  gegebenen 


Winkel  a bildet,  der  Art,  dass  diese 
Cnrve  mit  jeder  der  übrigen  Graden  BF, 
CO  denselben  Winkel  n macht.  Diese 
Cnrre  heisst  Trajectorie  der  gegebenen 
Schaar  grader  Linien,  sie  ist  durch 
Punkt  £ nnd  Winkel  tt  vollständig  be- 
stimmt. Anch  die  Charakteristik  ist 
eine  Trajectorie,  die  dem  Werthe  « = 0 
entspricht.  Die  Erolvente  irgend  einer 
Cnrre  ist  also  ebenfalls  als  Trajectorie 

aufznfassen,  welche  dem  Werthe  a=? 


entspricht. 


2 
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Ist  andrerseits  die  Trajcctorie  ELM 
and  Winkel  n bekannt,  so  ist  sowohl 
die  Schaar  von  graden  Linien , als  de- 
ren Charakteristik  gegeben. 

Legen  wir  jetzt  durch  Punkt  //  einer 
der  Linien  eine  zweite  Trajcctorie  HEG, 
deren  Schnittwinkcl  ß ist,  und  bcschaXti- 
gen  wir  uns  damit,  den  von  beiden  Tra- 
jectorien  und  zweien  der  Graden  be- 
gränzten  Kaum  zu  quadriren.  Es  wird 
zu  dem  Endo  zunächst  nOthig  sein,  die 
Kelationen,  welche  zwischen  den  Curven 
ELM  und  HEG  stattfinden , zu  be- 
stimmen. 

Sei  das  Bogenclement  LM  = iU,  das 
Bogenelcmcnt  EG  = da,  dann  ist: 

Winkel  BLMzzn,  Winkel  BEG  = ß. 

Winkel  BEG=ß,  Winkel 
woraus  dann  folgt: 


Sei  noch  dl  der  Winkel  zweier  nächsten 
Tangenten  LMM  und  MQ,  wo  LMM  alt 
die  Verlängerung  von  LW  zu  denken  ist 
En  wird  dann  / der  Winkel  der  Tan- 
gente an  die  erste  Curre  mit  einer  be- 
liebigen Linie  sein,  und  Winkel 
also  Winkel  MMC^tt+dL  Man  erhält 
also  Winkel 

LMC=i-u-dl, 

und  da  LCM  der  dritte  Winkel  des  Drei- 
eckes LMC  ist: 

LCM  = dt. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  zweier  näch- 
ster Tangenten  an  die  Curre  HEG  mit 
dl,  BO  ist: 

CGE=n-ß-dl,  FCG  = dl, 

l,  mit  LM  den  Winkel  I macht,  so  ist 
offenbar : 

Winkel  MOG  = l-L 


dl  = dl  d.  h.  I = /-l-C, 
wo  C eine  beliebige  Constantc  ist. 
Diese  Constante  lässt  sich  leicht  be- 
stimmen. 


aber : 

Winkel  OLE=a,  Winkel  OPL  = n-f, 


Fig.  52.  also: 

MoG  = ß-tt=l-l=C, 
so  dass  man  hat: 

l—ß=.l—tt. 

Betrachten  wir  nun  das  nncndlich 
kleine  Viereck  ELMG,  und  setzen  darin: 
FL  = n,  also  GM=Q-Edii. 

Sei  ferner  der  unendlich  kleine  Winkel 
LEM=dt  und  die  Diagonale  EM—V. 
Man  hat  dann  in  Dreieck  E'LM: 

Ql  dt  — sin (u—dt)  : sin  dr, 
nnd  in  Dreieck  FGM; 

Sei  (Fig.  52)  OK  derjenigen  Linie  ?+</(,':  «<o  = »inG»-*)s  sin(iM-t-</0- 

parallel , mit  welcher  E'G  den  Winkel  Es  ist  nämlich  : 

Winkel  f,.WC  = n-(-if/,  Winkel  EMLzzu—dt,  also  Winkel  E'MG  = dl+df. 

Die  erste  Bezeichnung  gibt; 

(j  sin  (/>  = dt  sin  (rt — dt), 

oder  da  man  sin  tfr  mit  d,  vertauschen,  und  dt  gegen  a Temachliosigen  kann; 

(idi  =:  sin  n dt. 

Die  zweite  giebt,  unter  ähnlichem  Bestimmen  der  nncndlich  kleinen  Grossen: 


Q(dl-\-dt)  = sinßd  e. 

d.  h.  mit  Berücksichtigung  der  eben  gefundenen  GIcichnng; 

1)  ('d  l=iia  ßda— ein  ftdf. 

Findet  man  noch  V aus  beiden  Dreiecken  ELM  nnd  EGM,  so  kommt: 

17*  +2ods  cos  « ~ -+-2(o-l-dp)  da  cos  (_ß-^-d^), 

Also  indem  man  die  unendlich  kleinen  GrCssen  von  der  zweiten  Ordnung  ver- 
nachlässigt ; 

fide  cos  rr = Qdfi  -)-  q cos  ßda. 
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d.  &. 

2)  d^  — ds  cos  ft dg  coBß, 
also  da  a and  ß consunt  sind*. 

(>  = sco8  «— IT  C08/J +const.  ^ 

Cm  die  Constante  zu  bestimmen,  seien 
die  Bogen  so  genommen,  dass  für  s = 0 
auch  0 = 0 sei,  und  mOgc  der  Linie  //£, 
wo  8 = 0 = 0 ist,  der  Werth  ent- 

iprecben,  dann  ist 


und  / gegeben  ist,  wie  wir  die«  im  Vo- 
rigen annahmen,  auch  die  Bcziebnng 
zwischen  a und  / oder  o und  k nnd  q 
bestimmen.  Ks  ist  n&mlicb,  wenn  man 
aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  da  elU 
minirt: 

^^dlcosß  -f-  dfj  sin  ß = B\n(ß~rr)  ds.  , 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt,  wenn  man 
setzt: 


e=ie“‘. 


conat.  = (>,, 

o,  . "o  V eine  zu  bestlmiDenile  Function , a 

3)  f-e.  = ,co.n-oco./J,  Conaume  iat  S.t.t  m.»  di«U» 

Asa  den  Gleichnngen  1)  und  2)  UUat  Wertb  nAnlich  in  unaere  Qleichnng,  ao 
iich,  wenn  eine  Bciiehnng  awiachen  a kommt: 

Vtf*^  cot  ß dl I7a  lin  dl  -f-  tin  ßdU c:i\n  (ß—a)  dt.  ' 

Und  wenn  man  U ao  beatimmt,  daaa: 

C"  ^ 8 i n ;Jrf{/  = a i n (yj — «)  rfa, 

alio  anch: 


iit,  ao  ergibt  aich: 


co8/}=asin^ 


a = cot;9, 


ain  ß ' 


U_tio{ß-a)  fg-lcoißj^ 

tiaß  J ' 

ainj^„)^/cot^  f'e~lootßj^ 
'•  tinß  J “*> 


wo  daa  unbeatimmt  genommene  Integral  noch  eine  Couatante  enlbült. 
Beginnen  wir  die  Integration  mit  i = 0,  so  wird  p = e,.  also: 


4)  p=g.+£l!L.yi:f)e'cot;»  f'e-/ cot ß^^ 

' ' tia  ß •'  u 

Setet  man  den  ao  gelnndenen  Werth  Ton  (i  in  Formel  s ein,  ao  erhalt  man  anch 
a,  nlmlich: 


acoaa 

cotß 


sin  (ß  — a) 
ain^coB/! 


Diese  Formel  wird  illusorisch,  wenn  ist,  in  diesem  Falle  aber  ergibt  sich 

direct : 


p— f , = a cos  er, 

da  = gdl+ tia  ttdt  = Q,  dl+t  cot  a di  + tia  a dt, 

aliO : , 


*0  l,  der  Wertb  Ton  / ist,  dem  a = 0 entspricht. 

Es  war  hier  unser  Zweck,  daa  Flachenattlck  FLRP  (Fig.  51)  an  qnadriren. 
Offenbar  besteht  dies  aus  ElcmeiUcn  wie  FLMO,  nnd  ca  iat  der  Flächeninhalt  des 
letzteren  leicht  zu  bestimmen.  Nämlich : 

FLMG  = FLM+LMG  ='^  p ds8inod-|(':li:  tiaß, 

oder  wegen  Formel  2): 
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....  . coi « sin  a . sin4\  , sin  (o  + ^) . ,.sinj» 

FLMQ  = io(d$tmtt+d$ — dg -1  = — d$—d{g*) 

cos/9  ^ cos^/  ” cotß  ' cos/9 

Also  wenn  wir  dss  gesncfate  Flachenstück  mit  t beseichnen,  so  kommt; 

sjn(^r‘' 

* cos/J  ß , ^ cos/9 

wo  Q dem  Anfangswerth,  g'  dem  Endwerthe  von  g entspricht.  * 

Beginnt  man  mit  s=:0,  so  ist: 

sin(atg^  /•* 

• ♦ cos/9  / cos/t'-'^  ’ 

g ist  durch  Formel  4)  gegeben. 

Ein  Beispiel  wird  diese  Formel  erUatem 

Betrachten  wir  die  logarithmische  Spirale,  als  diejenige  Cnrve,  der  die  Grossen 
t und  I angeboren,  so  ist: 

$ = AC”\ 

“Ofl  J 1, 

sin  (^- er)  ^»» 

sin/9  m— cot/9  ’ 

wo  der  Einfachheit  wegen  f,  =0  gesetzt  ist.  Es  kommt  dann; 

_ ,sin  jn+ß)  sin/9,  "**sin(«+^)  sin  (^  — w) 

*“*  coiß  *’•*  cos^^^  '**  '4sin^cos^(«s— oot^) 


fludratnr  krummer  Oberflächen. 

1}  Man  kann  die  Berechnung  irgend 
einer  geschlossenen  oder  beliebig  bc- 
grknxtcn  krummen  Oberfläche  ebenfalls 
als  eine  Verwandlung  in  eine  Summe 
von  Quadraten  betrachten,  und  daher 
wird  diese  Operation  ebenfalls  mit  dem 
Namen  Quadratur  bezeichnet.  Der  Name 
Complanation,  der  bierAir  in  nenercr 
Zeit  hiuflg  gebraucht  wird,  ist  liemlich 
nnglücklich  gewählt,  da  die  Verwandlung 
einer  solchen  Fliehe  in  eine  Ebene 
durchaus  Nichts  mit  dem  in  Rede  ste* 
henden  Probleme  sn  thun  hat,  wenig- 
stens dasselbe  nicht  lOst.  — Die  For- 
meln fflr  diese  Operation  ergeben  sich 
in  der  Gestalt  von  Doppelintegialen,  und 
richten  sich  natürlich  nach  dem  dafür 
gewählten  Coordinatensystem.  Wir  wer- 
den hier  rechtwinklige  oder  Folarcoor- 
dinaten  voranssetsen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y,  z.  Wir  den- 
ken uns  die  Ebene  der  zy  in  Rechtecke 
mit  verschwindend  kleinen  Seiten  dx 
und  dy,  bezüglich  parallel  den  Axen  der 
X und  y getheilt,  durch  jede  Seite  eines 
solchen  Achtecks  eine  Ebene  senkrecht 
anf  der  der  xy  gelegt,  so  werden  die  4 
entsprechenden  Ebenen  anf  der  Ober- 


fläche ein  verschwendend  kleines  Vier- 
eck abschneiden,  welches  man  als  eben 
betrachten  kann  Sei  dV  der  Inhalt 
desselben,  so  ist  dx  dy  seine  Projection 
auf  die  xy  Ebene , und  macht  also  df 
mit  der  xy  Ebene  den  Winkel  /,  so  hat 
man: 

dx  i/y  = coS(dr, 

dVx.^-. 

COtf 

El  ist  aber  « auch  der  Winkel,  wel- 
eben  die  Normale  in  dV  mit  der  Axe 
der  t macht,  and  für  diesen  Ut  be* 
kanntlich : 

oder  wenn  die  Gleichung  der  Oberfläche 
in  der  Form  f (x,  y,  s)  = 0 gegeben  ist: 

V 


dl 


oder: 
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Was  die  GrcDzM  dar  Integration  anbe- 
triffty  80  kann  fnan  sieh  ein  beliebig 
gTQfsec  Rechteck  in  ler  «v-Ebene  den* 
ken,  dessen  Seiten  besögUch  den  Axen 
der  X und  der  y parallel  sind«  und  durch 
dieselben  Ebenen  senkrecht  anf  die  «y* 


Ebene  legen.  Sind  dann  y,  y'  die  Werthe, 
welche  den  Ordinaten  der  Eckpunkte, 
jr'  die,  welche  den  Abscissen  derselben 
entsprechen,  so  sind  y,  y',  x,  x'  constant, 
und: 


das  von  allen  ricr  Ebenen  abgeschnitteno 
StQck  der  Oberfläche.  Man  kann  auch 
statt  det  Rechtecks  auf  der  Ebene  der 
X y sich  eine  beliebige  geschlossene  Curvo 
oder  ein  beliebiges  Curvensystem  den- 
ken, und  durch  dasselbe  rechtwinklig  auf 
der  xy-Ebeno  einen  Cylinder  legen;  dann 
werden  aber  y und  y'  die  durch  die 
Gleichungen  dieses  Systems  gegebenen 
Fnnctionen  ron  x sein.  Sollen  dann  die 
Grentcn  etwa  umgekehrt  werden,  so  ist 


nach  den  im  Artikel  „analytische  Qua* 
dratur“  (Abschnitt  35}  gegebenen  Regeln 
*u  verfahren.  Seien  z.  B.  in  der  x y 
Ebene  2 Grade,  parallel  der  Axe  der 
X von  2 beliebigen  Cnrven,  deren  Glei- 
chungen y = y(jr),  y=y-,(x)  geschnitten, 
so  entsteht  eine  Figur,  durch  die  man 
senkrecht  auf  der  xy -Ebene  2 Ebenen 
nnd  2 Cylinderflächen  legt,  welche  von 
der  Oberfläche  ein  StQck  absefaneiden, 
dessen  Werth  ist: 


Aus  dem  Ausdruck  iiir  das  Ober- 
fl^eoelement  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaien  lässt  sich  der  Ausdruck  dafür  in 
Polarcoordinaten  durch  Transformation 
herleitcn.  Es  ist  dies  in  dem  Ab- 
s^uitt  36  des  Artikels  „analytische 
Quadratur“  geschehen.  indess  geben 
wir  hier  eine  zweite  dircctc  Methode  für 
die  Berechnung  dieses  Ausdruckes,  da 
die  Transformation  eine  keineswegs  ein- 
fache Rechnung  bedingt. 

Es  sei , am  die  Polarcoordinaten  *n 
bestimneo,  eine  feste  Ebene  ys,  ln  die- 
ser eine  feste  Linie  und  in  letzterer 
der  feste  Punkt  O (der  Pol)  gegeben. 
Wir  bestimmen  dann  die  Polarcoordina- 
tsn  folgcndermaasscn. 

T ist  die  Entfernung  eines  gegebenen 
Punktes  vom  Pole  0,  Dieselbe  wird 
immer  als  positiv  betrachtet. 

^ ist  der  Winkel  von  r mit  der  Nor- 
male auf  Ebene  yz,  also  mit  Axe  OX. 

•f  ist  der  Winkel,  welchen  die  Pro- 
joctiou  von  r auf  Ebene  yt  mit  Axe 
OY  macht. 

Offenbar  erhält  man  alle  Punkte  des 
Rumei,  wenn  man  der  Grösse  r alle 
\\erihe  von  0 bis  -|-co  gibt,  den  Win- 
kel //  eine  rolle  Drehung  um  Axe  OY 
machen  lässt,  ihn  also  von  0 bis  2/f 
nimmt.  Der  Winkel  9 ist  dann  für  alle 
Pmdite  auf  der  Seite  von  yt,  auf  welcher 


Axe  OX  liegt,  von  0 bis  auf  der  an- 
dern Seite  von  ^ bis  ;r,  also  im  Gan- 
zen von  0 bis  n zu  nehmen. 

Alle  punkte,  wo  r einen  gewissen  con- 
stanteu  Werth  hat,  bilden  eine  Kugel- 
flache,  alle  wo  9 constant  ist,  eine  Ro- 
tationskegelfläcbc , deren  Axe  die  der 
0\  ist,  endlich  alle  wo  y constant  ist, 
eine  Ebene,  wekbc  durch  OX  geht,  und 
cs  ist  augenblicklich  zu  sehen,  dass  diese 
3 Flächen  normal  oder  orthogonal  auf 
einander  stehn. 

Denkt  man  sich  nun  die  geän- 

dert, so  werden  also  3 Systeme  ortho- 
gonaler Flächen  entstehen.  Betrachten 
wir  jedoch  (Fig.  53)  nur  das  Stück 
ABDCf  welches  auf  der  Oberfläche  der 
Kugel  mit  Radius  AOzzr  liegt,  und  wel- 
ches von  zwei  nächsten  Kogelfläcben, 
AOB  und  CO/),  die  den  Werthen 
AO  X = t)  und  CO A —9  + d9  entsprechen, 
sowie  durch  2 Ebenen,  XOAC  nnd 
XOfiO,  für  welche  die  Werlhe  MOYzztf> 
und  .\0y=7-f</y  gelten,  begrenzt  ist. 
Es  wird  durch  sie  auf  der  Kugelfläche 
ein  unendlich  kleines,  also  als  eben  zu 
betrachtendes  Rechteck  abgeschnitten, 
dessen  Seiten  AB  und  AC  sind.  Offen- 
bar aber  ist : 

,40C=(/9,  also:  AC  = rd9, 
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Fig.  53. 


nnd  wenn  AL,  BL  senkrecht  auf  Linie  OX  gesogen  sind: 

tß  = rsin^,  Winkel  ALB  = Winkel  NOJH  = dtf, 


also : 

AB Bin  &dif  . 

Es  ist  also  der  Fl&cheninbalt  unseres 
Rechtecks  gleich: 

AB • AC—r^  BinSdSdtf, 

Offenbar  aber  ist,  wenn  r sich  auf  einen 
beliebigen  Punkt  A der  gegebenen  Ober- 
fläche bezieht,  dieses  Rechteck  die  Pro- 
jcction  desjenigen  Elements  der  Ober- 
fläche, welches  durch  Pnnkt  A geht,  und 
Ton  beiden  Kegelflftchcn  und  beiden  Ebe- 
nen abgeschnitten  wird,  auf  die  Kugel- 
fiache,  welche  r zum  Radius  hat,  also 
durch  Punkt  A geht.  Ist  also  dS  dies 
Element  und  « der  Winkel  seiner  Nor- 
male mit  Radius  r der  Kugel,  so  ist: 
dS  cos  ( ==  r’  sin  &d9dtf. 

Man  kann  aber  die  Seiten  AC=rd9^ 
und  AB-rB\n9dif'  als  rechtwinklige 
Coordinaten  betrachten,  x nnd  y,  deren 
Anfangspunkt  A ist.  Die  dritte  Coor- 
dinatc  wird  dann  z = dr  sein.  Da  alle 
drei  mit  *=y  = s für  Punkt  A beginnen, 
so  entspricht  dem  Zuwachse  dx~rdd: 


Es  wird  also  auch  sein : 

dz  __  dr  d9  _ 1 dr 
dx^  d9  dx  r d9^ 
dz  dr  df/ __  1 dr 

dy  d(f  dy  rsin^  d^.’ 

nnd  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  den 
eben  gewonnenen  Werth  von  cos*: 


e'iDsetzt ; 


also: 


r sin  .» 


/ or*  \ dr*. 

P’+d?*)  * +571 


und  dem  Zuwachse 


I = rs\a0tiif, 


Äs  , 


dS  = rd3d^  I (r>  + sin  ^ 

Als  Begrenzung  wird  am  bequemsten 
der  Durchschnitt  der  Oberfläche  mit 
zweien  unserer  Kegelflachen , die  den 
constanten  Werthen  9 und  A'  ent- 
sprechen, so  wie  mit  2 durch  OX  gehen- 
den Ebenen,  für  die  if  nnd  7'  die  ent- 
sprechenden constanten  Winkel  sind,  ge- 
nommen, und  man  hat: 


*=/'  /,, 


Für  eine  ganze  geschlossene  Oberfläche 
ist  zu  setzen: 

7=0,  7'  = 2t,  »-0,  »'  = n, 
wohl  zu  merken  aber  nur  dann,  wenn 
der  Pol  sich  innerhalb  dieser  Obcrfi&cho 
befindet,  nnd  dieselbe  jeden  Badiusvector 
r nur  einmal  schneidet.  In  solchen 
Fallen  ist  die  Formel  für  S sehr  ror- 
theilbaft,  da  der  Ausdruck  für  K in  recht- 


winkligen Coordinaten  für  diesen  Fall  in 
Theile  zerlegt  werden  muss , die  den 
Richtungen  beider  Axen  entsprechen. 
Bedeutend  grössere  Schw  ierigkeiten  macht 
aber  die  Quadratur  in  Polarcoordinaten, 
wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist. 

2)  Quadratur  der  Rotations- 
flächen. 

Viel  einfacher  ist  die  Formel 
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I 

I 
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flr  di6  QiMdratDr  der  Rotations- 
fliehen. 

Habe  die  ebene  Corre,  ans  deren 
Rotation  die  Oberdiche  entsteht,  die 
Gleichung: 

f(x,  y)=0, 

wo  man  aU  Axe  der  X immer  die  Ro- 
tationiaxe  betrachten  kann , an  wird  bei 
der  Drchnng  jeder  Punkt  B die  angeho- 
rige  Abaciaae  x behalten.  Die  Linie  AB 
aber  (Fig.  M),  die  in  der  ebenen  Cnnre 
die  Ordinate  roratellte,  iat  jetxt  die  Ent- 
femong  dea  Fnnktea  A von  der  Axe 
der  X.  Bexeichnen  wir  dieaelbe  mit  p, 
ao  iat  alao  die  Qleichnng  der  Oberfläche 

f(x,  e)=0, 

nnd  wie  wir  anch  die  auf  |OX  aenkrech- 
ten  Axen  OY  und  OZ  im  Uebrigen  für 
die  Oberfläche  annehmen,  ea  wird  im- 
mer aein: 

e’=F’+»’. 

Denken  wir  nna  jetat  ein  Stück  der 
Oberfläche,  abgeachnitten  von  2 unend- 
lich nahen,  dnreh  OX  gehenden  Ebenen, 


Fig.  54. 


ACDO  nnd  ACFE,  ferner  durch  2 auf 
OX  aenkrechte,  ebenfalla  einander  un- 
endlich nahen  Ebenen,  BAE  nnd  DEF, 
Sei 

Winkel  BAE-=d9, 

10  iat  9 offenbar  der  Rotationawinkel, 
d h.  diejenige  Drehung,  welche  gemacht 
wird,  damit  die  Gurre  ron  ihrer  anfäng- 
lichen in  die  angenblicklicfae  Lage  kommt, 
ferner; 


BA  = AE=e, 

BE  = fd9, 

BD‘=dt’  = y(dx*+dff*). 
Offenbar  nämlich  iat  BD  das  Element 
der  eriengenden  Gurre , welchea  be- 
lunntlich  (aiche  den  Artikel:  Rectifica- 
tion)  ala  Hypotennae  einea  rechtwinkli- 
gen Dreiecks  in  denken  iat,  deasen  Ga- 
theten  die  Werthe:  BG  = dx,  DG  = dg 
haben.  Ea  iat  alao  daa  Rechteck 
dV=BE.BD, 


oder: 

dV=gd9dx-^r^. 

Die  Integration  erstreckt  man  auf  das 
Ton  xwei  beliebigen,  durch  Ox  gehende 
Ebenen,  welche  die  Winkel  & und  y 
mit  Ebene  machten,  und  Ton  swei 
auf  Ox  senkrechten  Ebenen,  welche  die 
Abscissen  x und  x'  haben,  abgeschnittene 
Stück.  Man  hat  dann: 


oder  da  die  Integration  nach  9 aich  roU- 
ziehen  läaat: 

Dieae  Formel  führt  alao  zu  einem  ein- 
fachen Integral. 

Soll  ein  Stück  berechnet  werden,  wel- 
chea  zwiacben  zweien  während  der  Ro- 
tation beachriebenen  rollen  Kreisen  liegt, 
so  iat  zu  aetzen : 


9=0,  «'=2;t. 

3)  Boispiele  für  die  Rotations- 
flächen. 

Wir  geben  zunächst  Beispiele  zur  letz- 
teren einfachen  Formel. 

Für  einen  Rotationskegcl  ist  die  Er- 
zeugnngslinie  eine  grade,  die  wir  durch 
den  Anfangspunkt  0 gehen  lasten.  Ea 
ist  dann: 


p=xtg«r, 

wo  o der  halbe  Scheitelwinkel  des  Ke- 
gelt iat,  nnd : 


K=(>'— 9) J'  xtga  tecgifx  = ^ ^ tga  aeca(x'*— x*). 


Für  den  Cylinder  ist  die  Erzengnnga.  K=:(9'— 9)  (x'— x)  p. 

Biie  der  Eotationa-Axe  pai^el,  also  d„  Rotationsellipsoid,  dessen  Rota- 
? Muatant  zu  nehmen.  Ea  ergibt  üons-Axe  die  grotio  Axe  X iat,  hat 

zur  Gleichung: 
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cs  ist; 


<1*^  4’  ’ 

■*"  A»  *“  * 


/i+^  _ y^e»a«+x»4» 


d.  h. 


ftlso: 


do 

dx 


x6* 
^a*  * 


F=  !'  v'a*-x*(a>-6»)<i*. 

Es  ergibt  sich  nach  II 28)  der  Integral- 
tafeln hieraus; 

K=(,V-9)4rf,'l-^^"^  + -^arcsin(l£^)l 

^ ^ L2J  a‘  2V^a*-4>  \ a>  /J 

wo  die  nntere  Grenze  gleich  Null  genommen  ist,  also  die  Integration  vom  Mittel 
pnnkte  aus  begonnen  ist.  Setzt  man: 

a'  = 2a,  9=0,  x = a, 
so  erhalt  man  das  halbe  Elllpsoid,  nämlich: 

r=2a  4 4- — 7^^==arc  sin  . 

L2  2V^a*-4»  \ a I] 

Für  die  Kugel  ist  6=:<s.  Lässt  man  für  K=2;ra^, 

dieselbe  zunächst  unendlich  »jg  Flächeninhalt  der  Halbkugel. 

klein  werden,  wo  dann:  abgeplattete  Ellipsoid  ergibt  sich 

(l/ns  — jj \ ans  demselben  Integral . wenn  man  4 

1 = grösser  als  a annimmt.  Die  Integration 


wird,  so  hat  man : 


führt  dann  aber  auf  einen  andern  Aus- 
druck. Es  ist  dann  nämlich  zu  setzen ; 


nnd  für  das  halbe  Ellipsoid : 


Das  Rotations-Hyperboloid,  welches  durch  Drehung  um  die  reelle  Axe  entstan- 
den ist,  hat  znr  Gleichung: 

a*  4» 

Die  Formel  für  K ergibt  sich  aus  dem  Integral  fürs  Ellipsoid,  wenn  man  darin 
ttbcrall  — 6^  für  6*  schreibt.  Man  erhält: 

y ={!>’- /'^Vx*(a»-f4>)— a‘  <fx. 

Aus  den  Integraltafeln  It  28  ergibt  sich : 

f a*  dLr  — n* 

£ 


lg(x>/a»  + 4>  -f 


also : 
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+ )/i^(-.+4-)-a‘)]  .»)  4 + 2-p=l« 

wo  die  Integration  in  den  Orenzen  x = a,  jr'=z  rollzogen  iit. 

Das  Hyperboloid,  welches  durch  Drehung  einer  Hyperbel  um  die  imaginäre 
Aze  entstanden  ist,  bat  zur  Gleichung; 


_•  • A • 


Et  ergibt  sich: 


«•  b 

,x' 


V = (9'-9)±J'  V'**(a»  + 4’)+a‘  dLr, 


d.  b.  wenn  man  die  Integration  mit  p = 4,  also  mit  «=0  beginnt; 

+ ;:TT==ig(xV'i;rfr: 


2Va»+4* 


K=(»'-  9)  4 [iVx*(o'+4*)+o‘ 


+ /x*(o»  + 4*)+a‘)J— (S'—  9) 4 lg a. 


Die  Annahme  der  nntem  Grenze  der  Integration  Ihr  beide  Hyperboloide  be* 
raht  darauf,  dass  in  den  entsprechenden  Pnnkten,  wie  leicht  zn  sehen,  die  reellen 
Punkte  der  Flächen  beginnen. 

Beschäftigen  wir  nns  jetzt  noch  mit  dem  Paraboloid,  welches  durch  Drehung 
einer  Parabel  um  ihre  Hauptaxe  entstanden  ist.  und  dessen  Gleichung  sein  wird; 

e'  = 2ßx, 

is.~t 

dx~g' 

also:'  . 


py^i+^,  = l^e’+p*  = v'pCax+p). 

K=  (»'-»)  r*  VFCfc+p)**», 

X 


Vp(2x+p)*. 


sho,  wenn  man  mit  z=0  beginnt; 

3 

Entsteht  dagegen  das  Paraboloid  dnroh  Drehung  um  eine  auf  der  Hauptaxe  senk- 
rechte Linie,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gebt,  so  ist  die 
Gleichung  zn  nehmen  i 

^p  = x’. 

Et  Ist  also; 

dg'  *’V  p'+** 

rfx’  2p’  ’ 


9’ -9  A*' 


Nach  II  38)  der  Integraltafeln  folgt  hieraus,  wenn  man  mit  x=0  beginnt; 

[|  V^(p’+x’)*-^ lg  (»-f-/p’+*’)j  + 

Als  letztes  Beispiel  betrachten  wir  die  ringförmige  Oberfllche , welche  ent- 
steht, wenn  ein  Kreis  um  eine  grade  Linie  rotirt,  die  nicht  mit  seinem  Durch- 
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meseer  xaiammenftllt.  Die  Gestalt  der 
entstehenden  Oberfläche  wird  wesentlich 
Terschieden  sein,  je  nachdem  diese  Li- 
nien ansscrhalb  oder  innerhalb  des  Krei- 
sea  liegt.  In  jedem  Falle  aber  geboren 
hier  zu  jedem  x 2 Werthe  von  p,  und 
kommt  es  darauf  an , einen  Tbeil  der 
RingoberfUche  zu  finden , der  vom  gan- 
zen Kreis  gebildet  wird,  so  sind  die  bei- 
den p entsprechenden  Stücke  ihrem  ab- 
soluten Werthe  nach  zu  addiren. 

In  jedem  Falle  kann  man  die  Axen 
so  legen,  dass  die  senkrechte  Linie  vom 
Mittelpunkt  A (Fig.  65)  des  Erzeugungs- 


Fig.  55. 


kreises  auf  die  Axe  der  x durch  den 
Anfangspunkt  0 geht.  Sei 


e.=— K*-*-*’)- 

Dem  Werthe : 

ei=ei=« 

entspricht: 

Mao  erh&lt : h 


I « 


'A: 


'■/‘+3c=iÄ=-'- 

also  wenn  man  mit  x = 0 beginnt: 

y = (9'— 9)  (er  arc  sin  + xr). 

Das  von  2 einander  entsprechenden 
Werthen  von  p gebildete  Ringstück  er- 
halt man,  wenn  man  beide  Werthe  von 
y addirt: 

K=2(9' — 9)er  arcsin 

Setzt  man  x = r , so  hat  man  daa  dem 
Halbkreise  LHCM  entsprechende  Stück: 
K=  n (9' — 9)  er, 


AO=xe  nnd  r der  Radins  des  Kreiset’ 
so  wird  jede  Linie  HGF,  welche  senk- 
recht auf  der  Axe  OX  steht,  den  Kreis 
zweimal  oder  gar  nicht  schneiden, 
mit  Ausnahme  der  beiden  Tangenten 
BD  nnd  EC.  Wir  setzen  den  grossem 
der  beiden  Werthe  von  p gleich p,,  den 
kleinem  gleich  p,,  so  dass ; 

HF=p,,  CF=p, 

ist  Die  Tangenten 

BD=CE=e 
geben  die  Funkte  an,  wo: 
ei=ei 

ist,  nnd  diese  Werthe  e bezeichnen  also 
das  Minimum  von  p,  nnd  das  Maximum 
von  p,. 

Die  Gleichung  der  RotationsSüche  ist: 
x*-f  (p-e)«=r», 

also: 

(p-e)=V(r»-x’). 

Hieraus  folgt: 

nnd: 


und  das  vom  ganzen  Kreise  gebildet« 
Stück: 

r=2v(9'—  9)  er. 

Soll  der  ganze  Ring  gefunden  werden, 
so  ist  9'=2>r,  9=0  zu  nehmen,  also: 
r=4ti*er. 

„Der  Ring  ist  gleich  einem  Re^teck, 
das  zn  einer  Seite  die  Peripherie  des  ge- 
gebenen Kreiset,  zur  andern  die  desjeni- 
gen Kreises  hat,  der  wlhrend  der  Ro- 
tation vom  Mittelpnnkte  A beschrieben 
wird.“ 

Der  letztere  Radins  ist  nämlich  offen- 
bar gleich  e. 

4)  Quadratur  von  Oberflächen, 
die  nicht  durch  Rotation  ent- 
standen sind. 

Wir  bemerken  hierbei  zunächst,  dass 
man  sehr  oft  ans  der  Entstehnngsweise 
der  in  Rede  stehenden  Oberflld«  für 
den  Zweck  der  Quadratur  bequemere 
Formeln  ableiten  wird,  als  sich  unmittel- 
bar ans  den  oben  gegebenen  bilden 
lasten. 

Wir  nehmen  t.  B.  an,  dass  die  Ober- 
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Uche  Ton  einer  greden  Linie  erxengt 
Mi,  welche  eich  zwischen  zwei  beliebigen 
Cerren  AB  nnd  CD  (Fig.  66),  die  nicht 

Fig.  56. 


io  einer  Ebene  liegen,  derart  bewegt, 
dose  sie  immer  beide  berührt.  Bezeich- 
nen wir  mit: 


ab  =r  dt,  cd  =da 

die  Bogenelemente  beider  Cnrven,  welche 
die  gegebene  Grade  gleichzeitig  znrück- 
legt.  Fallt  man  TOn  e ans  Loth  ce=k 
tsf  die  Tangente,  welehe  dnreh  a gezo- 
gen ist,  and  Ton  b aus  Loth  bf=z  k anf 
^e  durch  d gezogene  Tangente , so  ist, 
da  man  die  Richtung  der  Tangenten  mit 
der  der  Bogenelemente  identificiren  kann, 
die  Fignr  baed  als  ans  zwei  Dreiecken 
bestehend  zn  betrachten,  deren  eins,  cab, 
die  Höhe  k und  die  Grundlinie  dt,  das 
sndere  bed  die  Höhe  k nnd  die  Gmnd- 
linie  da  bat,  so  dass  sich  ergibt: 

£ 

Es  ist  also,  wenn  man  den  Bogen  s als 
nnabhingige  Variable  betrachtet,  ihm  den 
Anfangswerth  s nnd  den  Endwerth  s' 
gibt,  mit  F das  entsprechende  Stück  der 
Oberfläche  bezeichnet,  welches  zwischen 
zwei  graden  Erzengnngslinien  AC  nnd 
BD  nnd  den  beiden  Leitlinien  AB  und 
CD  liegt,  wo : 

AB=zi'—t 

ist; 

Die  Beziehnng  zwischen  k,  k,  a,t  muss 
durch  die  Gestalt  der  Leitlinien  und  die 
Bewegung  der  Erzengnngslinie  bestimmt 
sein.  * 

Seien  die  Winkel,  welche  die  letztere 
mit  den  Tangenten  der  Leitlinien  s nnd 
e in  den  augenblicklichen  BerUhmngs- 

rinkten  macht,  bezüglich  a und  ß,  und 
die  Länge  des  Stückes  der  Grade  ac, 
welches  zwischen  beiden  Leitlinien  liegt, 
so  ist: 


A = fsin«,  A=fsin|J, 

wo  l natürlich  eine  veränderliche  Grösse 
ist.  Also : 

/*  An\ 

I (sin  n+sin^^j  dt. 

Für  einen  Cylinder  s.  B.  kann  man  die 
beiden  Leitlinien  immer  so  wählen,  dass 
f eonstant,  n =s,  nnda=^ 
ist.  Denn  die  Erzengnngslinie  bleibt 
sich  immer  parallel,  und  man  kann  die 
Leitlinien  in  einander  parallelen  Ebenen 
nehmen. 

Es  ist  also  in  diesem  Falle: 

F=l  j sinn  dt. 

Beim  Rotationscylinder  steht  die  Er- 
zengnngslinie  anf  der  Leitlinie  senkrecht, 
man  bat  sin«=l, 

F=l(F^t). 

Diese  Formel  gilt  aber  offenbar  nicht 
allein  für  den  Rotationscylinder,  sondern 
für  jeden,  wo  die  Erzcognngslinie  anf 
der  Ebene  der  Leitlinie  senkrecht  steht. 

Für  die  Kcgelflächcn  kann  man  statt 
der  einen  Leitlinie  einen  Punkt,  den 
Scheitelpunkt  nehmen.  Es  ist  also : 
da  = 0, 

F=^  y I sin  a dt. 

Für  einen  Rotationskegel  ist  l con- 
stant,  nnd  der  Winkel  a ist  gleich 

g,  da  die  Seite  des  Kegels  auf  dem 

Gmndkreise  senkrecht  steht,  also: 


t — rl, 

wenn  ü der  zn  s gehörige  Centriwinkel 
ist,  also  für  den  ganzen  Kegel,  wo 
ü = 2n  ist, 

Fz=nrl. 

Wir  kehren  aber  znm  allgemeinen 
Falle  znrück , nnd  wollen  noch  die  Be- 
siehnngen  der  Grössen  I,  a,  ß zn  einander 
bestimmen. 

Seien  zn  dem  Ende  x,  y,  z die  Coor- 
dinaten  der  Leitlinien  vom  Bogen  s, 
f,  y,  C die  detjenigen,  deren  Bogen  a 
ist,  nnd  mache  die  Erzengnngslinie  Win- 
kel mit  den  Axen , deren  Cosinus  i,  ft, 
V sind,  so  ist  bekanntlich  in  jeder  Lage 
derselben: 

(x-()=U,  (y-ti)=lfi,  {z-i)  = lf. 
Es  sind  ferner: 
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dx  ^ ^ 

dt'  dl'  dl 


Ffir  den  Cylinder  sind  z.  B.  beide 
Leitlinien  congruent,  und  wenn  man  die 
„ . , t Projection  der  Erzeugnngslinicn  auf  die 

die  Coeinne  der  Winkel,  welche  die  erste  gbene  der  xy  als  Axe  der  x nimmt,  so 
Leitlinie,  nnd  werden  sich  die  Qröesen  x nnd  y nnd  y 

di  dy  di  nar  um  Constanten  unterscheiden;  et  ist 

da'  da'  ^ ^ constant.  Und  wenn  man: 

. ..  . .V  j-  -at-.  * — f = — 7 = 4 setzt: 

die  derjenigen,  welche  die  zweite  Leit-  • ' ' 

linie  mit  den  Coordinaten-Axen  macht. 

Man  hat  dann  nach  bekannten  S&tzen 
der  analytischen  Geometrie : 

dx  x—i  dy  y—y  dt  i—j 


di  X 

^°*f>  = Ta~ 


l da 


-y  di  l-i 
l da  l ' 


dx  a dy  k 

“•“  = 7.7+*-/- 

dx  rt  dy  b 

«”^  = *7+ dt  7- 

Die  Qleichheit  der  Winkel  a und  fi  fel^ 
nämlich  unmittelbar  aus  der  Entetebnngs- 
art  des  Cylinders,  oder  auch  durch  die 
Betrachtung,  dass: 


Wenn  die  Gleichungen  beider  Curven, 
nnd  ausserdem  eine  Besiehnng  etwa 
zwischen  den  Grössen  l,t  und  o- gegeben  Cylinder: 

ist,  so  ist  dann  der  Ausdruck  fQr  t 
völlig  bestimmt,  und  derselbe  wird  durch 
nur  ein  einfaches  Integral  gegeben  sein. 

üebrigens  kann  man  beide  Leitlinien 
als  ebene  Curven  bestimmen , deren 
Ebenen  einander  parallel  sind.  Ist  die> 
jenige  Ebene , in  welcher  sich  die  mit 
s beseichneten  Bogen  befinden,  dann 
Ebene  der  ary,  so  ist: 

z=0,  C = const.,  ^ = 0,  ^=0, 
also: 

dx  x — i ^y  — y 
cos«_5j-,-  —i 

di  x—i  dy  y—y 

1 '^da  I ' 

li  = {x-i)*+(y-y)'  + i\ 


F=f‘ 


(«  cos  - 
' r 


mithin  fttr  den  Cj 

sin  „=*in  7 1/  di' -{«dx+idy)' 

^ ^ I rf»> 

Fzz  J*  y/’ds*  — (adx-^bdy)* 

Ist  die  Leitlinie  ein  Kreis,  so  hat  ipao, 
wenn  r der  Radius  desselben,  i4,  B die 
mit  X und  y parallelen  Coordinaten  sei* 
nes  Mittelpunkts  sind: 

X — A=r  sin  — , y — K = rcos-, 
r ^ r 

dx==co8^<is,  rfy= — sin-^, 
ini) 


ö sin 


a*  + 4>  , . . It  . h'—a^  2- 

jr h ab  sin 1 cos  — 

2 r 2 r 


Einen  noch  einfacheren  Ausdruck  erhUt  man,  wenn  man  setzt: 

2»  . “4  6’— o’ 

— =*>  ^ = **in»,  -gj,'  =4  cos». 


r r'' 


•f/’  Acos  (<—  .7), 


oder  wenn  man 


t—» 


> + 41 


-f  (*-!)  = , 
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/■«' { = 7=0, 

F=r  J keot  u*  — g-  = + 

Eine  weitere  Reduction  gelini^t  jedoch  ' , 

nicht.  De*  Intei^ral  ist  ein  elliptisches  /•*  , — 

zweiter  Gattang  (siehe  den  Artikel;  ellip-  K i’ di’ — (xrfj+jrojf)’. 

tische  Transcendenten).  ‘ • 

Für  den  allgemeinen  Kegel  ist  za  ^ie  Basis  ein  Kreis,  also  gelten  die 

setzen.  oben  beim  Cvlinder  gegebenen  Relatio* 

{,  7,  { gleich  Constanten,  nen  zwischen  x and  s,  y and  s wieder, 

da  ein  Punkt  die  zweite  Gurre  vertritt.  •“  bat  man: 

Setzt  man  nnmittelbar  in  die  Formel  - 


J'  fsinnds 


xdx=[A  + r cos^ds, 

ydy  = [B+r  cos  sin  ^ dt, 

zdz  + yrfy  = (A  cos  - — Ä sin  — ^ dt. 


ein,  indem  man  der  Einfachheit  wegen  y » l f “J* 

die  Projection  der  Spitze  des  Kegels  auf 

die  Ebene  der  zy  aU  Anfangspunkt  der  + yrf„  = cos  i- Ä s 

Coordinaten  nimmt,  wo  dann : ^ ’ r 

f’  = *>+V*  + C’  = A*  + B*  + 2rilsin  -+2rBeos  -+r>, 

' r r 

F^lC  rfsl  A’sin—  +B'cos—  +2Aßsin- cos  — + 2rAsin  — + 

'J  , \ ' ' ' f 


+2rBcos-  + r>  + (’, 


F=.\j'  ds  j,  r’ +£• -j- (A  sin  B cos  +2r(Asin^  + Bcos^y 


Setzt  man  hierin  noch  i 

A sin  - + B cos  - = U, 
r r 

so  ist  anch : 

z * o * 

A cos B sm  - = r , 

r r dt 

und  indem  man  beide  Gleichungen  qua* 
drirt  nnd  addirt  erhalt  man : 

A-  + ß-f»  + r’^, 


woraus  sich  ergibt: 


'Y(A'  + B‘-U'Y 


and  macht  dieselbe  Winkel  mit  den 
Axen,  deren  Cosinus  a,  h,  e sind,  so 
ist,  wenn  wir  unter  A,  B,C',  die  Coordina- 
ten desjenigen  Punktes  dieser  Graden 
verstehen,  von  welchem  ans  die  Längen 
t gezählt  werden; 

I — A = ta,  y — B — th,  z—C  — ic, 

o*-|-6*-l-c’  = l, 

cOBo=i(*-{)  + j(y-7)-t-^(s-C), 

d.  h.  wegen  der  Werthe  von  x,  y,  s: 
s-t-a(A— {)-M  (ß— s)-bc(C— {) 

COS  = J a 


Diese  Werthe  in  den  von  F einsetzend.  Nehmen  wir  dagegen  an,  die  Erzen- 


erhalt  man:  gungslinie  bleibe  stets  einer  gegebenen 

r r"' dllVIr’ ^9rlT\  Ebene  parallel,  so  kann  man  diese  als 

F=^  j — ''  Ebene  der  xy  betrachten.  Es  wird  dann 

dJ  II  K(A  +a  —II  ) jg,.  Winkel  der  Erzcugnngslinie  mit  der 

offenbar  wieder  ein  elliptisches  In-  «®bter,  nnd  sein 

CosiQQS  K=0  sein,  woraiit  iich 

Ist  die  Fläche  eine  windschiefe,  d.  b.  " 

ist  eine  der  Leitlinien  eine  grade  Linie,  ergibt.  Es  ist  dann; 


,_r  r"  dUy(r’  + ('  + U'+^V) 

~2j  „ V(A«-|-'ß‘-f/>)  ’ 
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^~da  I ^ da  I ’ 


l>=z(,a-(y+(,b-f)\ 

Ist  die  zweite  Leitlinie  anch  grade,  so 
entsteht  eine  windschiefe  Ebene.  Es  ist 
dann,  wenn  n,,  i,,  c,  die  Cosinus  der 
Winkel  sind,  welche  diese  zweite  LeiW 
1*  =(*—{)’  + (¥"?)’•  linie  mit  den  Axen  macht: 

Vereinigen  wir  beide  Bedingungen,  dass  (—A^  = aa„  T,—B^  = ai^,  C— C,  = «e,. 

Jso  die  Leitlinie  eine  grade,  und  die  ^ « c.  sind  die  Coordinaten  de.ieni- 

Erieugungsl.nie  einer  Ebene  parallel  ist,  ^ „ 

so  hat  man  also: 


oA+6B+s  («’+i’)  — <i{ — kn 

i • 


welche  diesen  Punkt  mit  dem  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  verbindet,  als 
Axe  der  x nehmen,  denn  diese  Grade 
ist  offenbar  eine  Erxeugungslinie , und 
also  der  Ebene  xy  paralleL  In  diesem 


^_d(  A+sa  — f , dn  ß+it  — I)  Falle  ist 
‘°‘^~di  1 i B.=0,  C,=0, 

l’  = (A-l-fa  — {)*-t-(B-n6  — ^)*.  und  da  man 

Wir  können  aber  anch  annebmen,  dass  d( dtj 

sich  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  3« — 

in  der  Graden  s befindet,  wo  dann  , ^ . . 

A = B=C=0  zu  seuen  ist.  Unsere  »“»'«fdem  aber: 

Gleichungen  werden  dann  : , t = C> 

s(a*-)-0')  — of  — 167  elso  mit  Berücksichtigung  der  Werthe 

cosn=  j , C=C,=0, 

se  = ec, 

ist,  so  werden  unsere  3 Gleichungen: 


cos  f: 


df  sa  — dt)  t k — t] 
'da  1 ^dä  i ’ 


c,M«  = [,(ac,-«.e)-A,c.]*-l-,*(4c,-*.c)', 
da  _ e 

di~  71' 

Das  Einsetzen  dieser  Werthe  in  die  Formel: 


f(sino  + tin/J^)ds 


gibt  indess  wieder  ein  elliptisches  Integral. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Leitlinie  s Stände  auf  der  Hichtnngsebene  senkrecht, 
so  wird: 


•=6=0,  c=l,  « = -^, 


cotß 


Hieraus  ergibt  sich: 


c.«f  = (A,e,-(-a,s)*-f,*4.’, 
da 1 

dt“  Ca* 


e,f 
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Jein^  ^=^V(i4,c,  +a,i)*+»’6,>— [a,e,i4,  + i(a,*+i,> 


/=/iin«  = — +a,»)>  + »’4,’- 


Die  GrOiae  F aber  letzt  lich  am  der 
Snmme  der  Integrale  beider  roritehen- 
den  Amdrflcke  zusainmen.  Dieie  Inte- 
gration iet  steti  amfQbrbar,  und  fahrt 
wie  eriichtlich  auf  Logaritbmcn  oder 
Bugen  znräck. 

Um  jedoch  noch  ein  wichtiges  Beispiel 
anderer  Art  zn  nehmen,  wollen  wir  nns 
mit  der  Quadratur  des  Ellipaoids  mit  8 
rerschiedenen  Axen  beschäftigen.  Das- 
selbe hat  die  Gleichung: 


d.  h. 


o‘^i‘  Vu»  Vc‘ 


;+ 


Denkt  man  sich  in  dieser  Oleichnng  « 
constant,  und  rerbindet  man  sie  mit  der 
Oleichnng  des  Ellipioids,  so  erhält  man 
die  Curvc,  welche  Ton  allen  Funkten  des 


Sei  jetzt  h der  Cosinus  desjenigen  Win-  Ellipaoids  gebildet  wird,  deren  Tangen- 
keil,  welchen  die  Tangentialebene  eines  tinlebene  mit  der  Ebene  der  xy  gleiche 
beliebigen  Punktes  *,  y,  s der  Oberfläche  Winkel  bilden.  Die  Projection  dieser 
mit  der  Ebene  der  xy  macht,  so  erhält  Cnrre  auf  der  Ebene  der  xy  wird  ge- 
man,  wenn  man  diesen  Coiinm  nach  fanden,  wenn  man  ans  beiden  Gleichnn- 
den  gewabnlichen  Begeln  bestimmt:  gen  s eliminirt.  Es  ergibt  lich: 

a._(a»-c»)w’  js— (6«  -c«)u»  _ 

a‘ (!-«•)  4‘(l-u>)  » 

Diese  Projection  iit'.also  eine  Ellipse,  deren  halbe  Hauptaxen  die  Werthe  haben: 

4»  Vg-u») 

— c'")«*’  Vb'  - (4»  — c>)a»‘ 

Beseiebnen  wir  daher  mit  s ihren  Flächeninhalt,  so  ergibt  sich: 

7ta»4^g-ii«) 

Diese  OrOase  i ist'imit  U reränderlich.  Halbaxen  des  gegebenen  Ellipioids  in 
Lassen  wir  nun  s um  dt  wachsen,  so  ist  der  Ordnung  a,b,c  abnehmen  (Gleichheit 
dt  die  Projection  des  ringfannigen  Thei-  nicht  ausgeschlossen)  und  setzen: 
les  des  Ellipaoids,  welcher  zwischen  zwei  airAt  — c*) 

Curren  liegt,  die  den  Werthen  i«  und  c — acotfi, 

du  entsprechen,  und  wegen  der  Beden-  ® ' 

tung  von  U ist,  wenn  wir  diesen  Ring  V(o'— c)  = a sin /i,  c=4y(l— « ein^  ), 

mit  dS  bezeichnen: 


UdS  = dt;  dS= 


V 


wo  ft  ein  Winkel  zwischen 
ist.  Ferner  wird  gesetzt: 
a 


0 und  "2 


sin  a 

siny  = 


Um  diejenige  Hälfte  des  Ellipaoids  zti 
haben,  welche  auf  einer  Seite  der  Ebene 
xy  liegt,  muss  man  nnn  dS  nach  U in- 
tegriren,  indem  man  w Ton  1 nach  0 Grenzen  o"nnd  ü''TarÜre"n. 
abnehmen  lässt,  und  das  ganze  Ellipsoid  jj^n  erhält  hieraus: 

8 ist  das  Doppelte  dieses  Ansdmekes. 

Man  bat  also; 


V(a’— c*)  ' sin /s 

wird  dann  der  Winkel  tf  in  den 


du 

TT 


Ehe  wir  den  Werth  ron  s hier  ein- 
setsen , machen  wir  noch  einige  Trans- 
formationen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Grossen  der  chung  differenziirt,  erhält  mani 


na4(l-^^_--^;  sin 
cosy.y(l— k*  sinyi’) 

a J Q d(f  nnift 

Aber  wenn  man  die  Torletzte  Qlei- 
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* _ j * . *«»T  j . » . , */■ 

■= — — “ 1 — : •'/  = » — b 1 ■: nr77 r. 

Biatf-  BW<f  »iny’  ' sin  7 8in7*y(l — t’sin7') 


lai 


dff 


a'—c'  V(l— t«Bin7  »)’ 

und  BUBserdem  ergibt  sich  dnrrh  Diffcrentüren; 

^coB7V(l-f  Bin  7»)^  _ y _ d.r 

»in7  ’’  ' ni-*’»'!»?’) 

dy 


sin  7 • ^(l—  *•  ifn  7 »)■ 

Mit  BerQcksichtigung  des  Werthes  von  < aber  erhilt  man  noch: 

— 2y(a*— c’)  ^ </7  = 2't  c'd  r 

a d<!  Bin  7 Ltg^V(l — t*Bin7*) 

[1  + * ^(»iny’— Bin/B»)]j 

Setit  man  diese  Werthe  in  den  von  S ein,  so  ergibt  sich  dnrch  Integration: 
S=2ae*+j~^^jI(o>  — y(l-*>Bin7‘)d7 

+c.  r ^ -I 

./  0 V(l— 

Nach  der  Legendre’schen  Bezeichnnng  (siehe  den  Artikel : Elliptische  Trant- 
cendenten)  setit  man: 


^("»*)=  f rfyTU— **»*“?■). 

•/  0 


nnd  dann  ist: 


2a  i 


® = 2ac«+^;^-5_,j[(a*-c>)  £(;u,*)+e’ f-{^, 


Der  Aasdmck  S setit  sich  also  ans  einer  Constante,  einem  elliptischen  Inte- 
gral erster  nnd  einem  sweiter  Gattung  zusammen. 

Ist  das  EUipsoid  ein  KotationseUipsoid , das  dnrch  Rotation  nm  die  grosse 
Axe  entstanden  ist,  so  hat  man: 


4 = c,  k=0,  ^ = arccos^^^, 


S = 2a  4’-f2a  ^ 


a’  4 


'y(o>-4«)~ 

Ift  ei  aber  durch  Botation  um  die  kleine  Axe  entetandcDp  eo  iit: 

rt — hj  ft  “ Ip 

S=2,4.-f - + 

^y(4*-c>)  ®4-y(4«-c>) 

Die  Ucbereinstimmuug  dieser  Formeln  mit  den  oben  entwickelten  ist  leicht 
ersiditiieh. 

Der  hier  gegebene  Ausdruck  Tiir  die  Oberfläche  des  allgemeiaen  Ellipsoids 
kann  anf  rerschiedene  Arten  entwickelt  werden.  Die  hier  angewandte  rührt  Toa 
.1  \.  Serret  her. 
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daadratoren,  ZarflckfllhniDg  der 
Difkrenxialgleicbongen  anf  (Analysis). 

1)  Einleitung.  Die  Zurückfiihrnng 
auf  Quedratnren  enthalt  daa  bia  jetzt  am 
meiiten  angewandte  Mittel  zur  Auflösung 
oder  rielmebr  zur  Reduction  der  Diffe- 
renzialgleichungen. — Die  Worte:  „Auf- 
löinng  einer  anolytiarhen  Aufgabe“  wer- 
den in  sehr  Teraehiedenem  Sinne  ge- 
braucht. Man  sagt  z.  B.,  dass  die  alge- 
braischen Oleichungen  bis  einscbiicsslich 
tum  rierten  Grade  auflösbar  seien,  womit 
eben  nur  gemeint  ist,  daaa  diese  Auf- 
lösungen sich  anf  ein  bereits  suror  be- 
handeltes Problem  der  Ansziehnng  von 
Wurzeln  im  gewöhnlichen  Sinne,  d.  b. 
auf  die  Wurzeln  solcher  GIcichnngen, 
deren  erstes  Glied  ein  Binom  ist,  zurück- 
föhren  lasse.  Man  spricht  aber  auch 
von  der  allgemeinen  Auflösung  der  al- 
gebraischen Gleichungen , und  versteht 
darunter,  da  eine  allgemeine  ZurUckföh- 
mng  dieses  Problems  etwa  auch  auf 
Wurzeln  binomischer  GIcichnngen  nn 
möglich  ist,  irgend  eine  Methode,  welche 
geeignet  ist,  in  jedem  gegebenen  Falle 
inr  Kenntniss  der  Wurzeln  der  Gleichung 
SU  verhelfen.  Der  Unterschied  zwischen 
beiden  Arien  der  Auflüsnng  ist  also  der, 
dass  im  ersteren  Falle  eine  Reduction 
anf  ein  anderes  einfacheres  Problem  ein- 
tritt,  im  zweiten,  daa  Problem,  welches 
ursprünglich  vorliegt,  direct  angegriffen 
wird,  und  dazu  dient,  die  Wurzeln  zu- 
gleich zu  deflniren  und  Ausdrücke  dafür 
zu  Anden. 

Ganz  Aehnliches  findet  bei  den  Diffe- 
renzialgleichungen statt.  Auch  eine 
Gleichung  von  der  Gestalt 


defiuirt  völlig  die  Function  von  x,  welche 
hier  mit  y bezeichnet  ist,  und  nur  in 
besondem  Pillen  kann  es  gelingen,  die- 
sen Ausdruck  anf  eine  schon  vorher 
bekannte  Form,  also  z.  B.  auf  eine  Auf- 
lösung einer  andern  Differenzialgleichung 
von  der  Gestalt 


surücksofUbren,  welche  letztere  in  der 
That  mit 

“=/v  (*)'<*. 

tlso  mit  einer  Qnadratar  identisch  ist. 
Im  AU^meinen  dagegen  giebt  jede  Dif* 
ferenitalgleicbang  oder  jedes  System  ron 
Differensialgleichongen  eine  ncoe  Art, 
sbeo  dnrcli  dieselben  definirter  Trans* 
ceodetten.  Es  kann  sich  also  nur  darum 


bandeln,  Methoden  für  die  Gewinnung 
dieser  Transcendenten  und  xnr  Ermitt- 
lung ihrer  Eigenschaften  nufzuhnden. 

Dies  geschieht  entweder  durch  unend- 
liche Reihen,  oder  durch  algebraische 
Gleichungen,  deren  Coefficienten  der- 
gleichen Reihen  sind,  oder  auch  durch 
Angabe  von  Methoden , welche  geeignet 
sind , bei  numerischen  Werthen  von  x 
das  zugehörige  y bis  su  einer  beliebigen 
Annäherung  zu  ermitteln.  Eben  so 
wichtig  aber  ist  es,  an  die  Differenzial- 
gleichungen selbst  eine  Untersuchung 
der  Eigenschaften  derjenigen  Transcen- 
denten  zu  knüpfen,  welche  sie  definiren. 
So  z.  B.  weiss  man  immer,  wenn  diese 
Transcendenten  doppelt  periodisch  sind, 
dass  sie  sich  anf  elliptische  Funktionen 
zurückfuhren  lassen,  dass  sie,  wenn  sie 
immer  eindeutig  und  continnirlich  blei- 
ben, sich  in  die  Form  von  nach  gansen 
positiven  Fotenzen  geordneten,  immer 
convergirenden  Reihen  bringen  lassen 
u.  s.  w.  Indess  zu  einer  solchen  Auf- 
fassung des  Problems,  welcfjo  allerdings 
als  die  eigentliche  nud  allgemeine  Auf* 
lösung  zu  betrachten  ist,  hat  man  eben 
in  neuester  Zeit  erst  den  Grund  gelegt, 
und  im  Uebrigen  muss  man  sich  daher 
begnügen,  die  Fälle  zu  ermitteln,  wo  die 
Differenzialgleichungen  complicirterer  Art 
sich  anf  einfachere  (z.  B.  partielle  Diffe- 
renzialgleidiungcn  auf  totale,  und  die 
einfacheren  totalen  auf  Quadraturen)  zu- 
rUckf&hrcn  lassen.  — Dies  letztere  Pro- 
blem wird  uns  hier  also  hauptsächlich 
beschäftigen.  Es  ist  jedoch  nOihig,  auf 
die  Classificirung,  Entstehung  und  Auf- 
lösung der  Differenzialgleichungen  hier- 
bei etw*as  näher  einzugehon. 

2)  Eintheilung  der  Diffefen- 
sial  gleichnngen. 

Man  kann  jeder  Differensialgleichung 
eine  doppelte  Gestalt  geben,  je  nachdem 
man  die  Differenziale  selbst,  oder  die 
cutsprcchendcn  Differenzialquoticnten  ein- 
führt.  Geben  wir  zunächst  von  der  letz- 
teren Gestalt  aus. 

I.  Eine  Differenzialgleichung  oder  ein 
System  solcher  Gleichungen  wird  total 
oder  partiell  genannt,  je  nachdem  affe 
darin  vorkommenden  Diffcrcnzialquotien- 
ten  nach  derselben  unabhängigen  Va- 
riablen genommen  sind,  oder  mehrere 
von  einander  unabhängige  Variablen 
und  die  nach  ihnen  genommenen  Diffe- 
renzialqnotienten  darin  Vorkommen.  Die 
allgemeine  Form  einer  totalen  Dlffercn- 
zialgleicbung  ist  also; 


-d 
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1)  /■(*.  »I.  y. 


Jx'  dx 


dxP 


)=o- 


Die  allgemeine  Form  einer  partiellen  Differeniialgleichnng  dagegen : 

2)  y.  •••y..  ^ 

t 


dx 


^•yi 
dx  * 


dx^  dx, 

...  ^ 


d*  ’ 3 — 

» o*. 


Eine  partielle  Differenzialgleichong 
kann  1,  2,  3 • • • unabhängige  Variablen 
haben ; die  Gleiehnng  2}  bat  t unabhän- 
gige Variablen. 

II)  Eine  Differenaialgleichnng  beiait 
Iter,  2ter  •••  n.  s.  w.  nter  Ordnnng, 
wenn  der  höchate  darin  rorkommende 
Differeniialqnotient  Ton  der  Iten,  2ten 
• • • (iten  OMnung  ist.  Die  hier  gege- 
bene Gleichung  1)  ist  ron  der  |>tcn 
Ordnnng.  — Man  kann  aber  auch  ron 
der  Ordnnng  p einer  Differeniialgleichnng 
in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Variable 
sprechen. 

ni)  Auch  werden  die  Differenzial- 
gleichungen nach  der  Anzahl  der  in 
ihnen  enthaltenen  Variablen  eingetheilt. 
Die  Gleichung  1)  enthält  n + l Varia- 
blen. Bei  partiellen  Differenzialgleichun- 
gen muss  hinzugefOgt  werden,  wie  viel 
unabhängige  Variablen  darunter  sind. 
Gleichung  2)  hat  n+s  Variablen,  worun- 
ter s unabhängige. 

Wir  werden  nns  Jetzt  zunächst  mit 
den  totalen  Differenzialgleichungen  be- 
schäftigen. 

FOr  dieselben  gilt  folgender  wichtiger 
Lehrsatz : 

A)  „Sei 

7=0 

eine  Differenzialgleichung,  welche  die 
unabhängige  Variable  z,  die  abhängigen 
yi  I yi  ' * ‘ y^  * enthält,  die  in 

Bezug  auf  y„  yi  • • • y^  von  einer  be- 
liebigen, in  Bezng  auf  s von  der  ;>len 
Ordnnng  ist,  so  ist  diese  Gleichung  gleich- 
bedeutend mit  einem  System  von  p-Dif- 
ferensialgleichnngen , die  statt  s die  Va- 
riablen z,,  z,  ” ' *p  enthalten,  und  in 

Bezug  auf  alle  diese  von  der  ersten  Ord- 
nnng sind.“ 

Man  kann  nämlich  statt  der  Gleiehnng 


dV 

6 Pu 

. . . 

dx  • 
s 

dx,y 

»xP  f 

$ 

* 

d*t 

0 

dx* 

dxP^ 

ausser  s noch  dis 
und  ihre  Diffe- 


welche  natürlich 
Grössen  *,  y,  • • • y^ 

renzialqnotienton  enthält,  schreiben: 
dz  dz, 
di~*"'di' 


di,  *__i 


und  die  gegebene  Gleiehnng  nimmt  dann 
die  Gestalt  an: 


V(*.  »<i  *s. 


%»=( 

äx  * 


P)  =0. 

' / 


Es  sind  dies  in  der  That  p Glei- 
chungen, welche  nur  die  ersten  Differen- 
zialquotienten der  s enthalten. 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 

B)  „Jede  Differenzialgleichung  mit 
2 Variablen  z und  s,  welche  von  der 
pten  Ordnnng  ist,  ist  gleichbedeutend 
mit  p Differenzialgleichungen,  welche 
p+1  Variablen  *,  z,  • • • z^  enthalten, 

und  alle  von  der  ersten  Ortung  aind.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  aber  anch  nm- 
kehren. 

C)  „Ein  System  von  p Differenzial- 
gleichungen mit  p-f-1  Variablen  x,  z„ 
z,  . . . z ist  zurückzuföhren  auf  eine 

P 

Gleichung  mit  2 Variablen,  welche  aber 
von  der  pten  Ordnnng  ist,“ 

Um  dies  zn  beweisen,  nehmen  wir  an, 
das  gegebene  System  sei: 


Vi  (*.  *1.  *1 


dx  * dm 
dt  \ 

-E)  =0, 

dx  } 
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»i.  *. 


Am  diMen  p Gleichungen  kann  man  die  ^p^ 
p Differenaialqnoaiemen  **’ 


it 


entwickeln,  nnd  dieielhen  nehmen  wo  die  Zeichen  neue  Fnno- 


dann  die  Geault  an: 


*1.  *• 


V’ 


*.  •••  *p). 


tionen  bedenten.  Offenbar  kann  man 
nun  ans  dieien  p Gleichungen  die 
Gr&tien  *„  a,  • • • a^  eliminiren,  nnd 

erhält  alao  achlieaslich  eine  Gleichung 
Ton  der  Form: 

. da,  d*a,  d^a,\ 

alao  eine  Gleichung  p ter  Ordnung  mit 
2 Variablen.  lat  dieae  anfgelOat,  ao  aind 
auch  die  GrOaaen  a,,  a,  • • • a^  ohne 

Wir  differenaiiren  nun  eine  dieaer  Glei-  Auflöiung  ron  Differenaialglei- 

changen,  etwa  die  ende,  p-1  mal;  ea  '*'””**"  bekannt.  Man  aetat  nlml.ch 
werden  dann  in  den  xweiten  Gliedern  dt,  d’z,  . 

der  entaprechenden  Gleichungen,  die 

Differenzialqnotientcn  der  Gröaaen  a , • • • . P 

• Torkommen,  dieae  aber  eliminiren  wir  beaeichneten  Gleichungen  die  ao 


dl  = '/',  a„  *.  •••V- 


nit  H&l/e  d«r  ftbrigen  Qleichangen: 

dT-'"  d*-^*  ' 

•0  dass  nun  hnt: 


3) 


V- 

*p)> 


^ *•’  ‘a 

d*a,  „ , 

—f  (*>  *1»  *a 


gewonnenen  Werthe  ein,  und  da  die  An- 
aahl  deraelben  p iat,  ao  reichen  p— 1 
daTon  hin,  um  die  GrOsaen  z,,  Z|***a 

durch  bloaae  Elimination  ala  Functionen 
Ton  X ZU  beatimmen.  ■ 

Ea  läaat  aich  aber  auch  eine  Gleichung 
oder  ein  Syatem  Ton  Gleichungen  Ton 
der  allgemeinen  Form  1)  leicht  in  ein 
Spatem  Terwandeln,  welchen  in  Bezug 
auf  jede  der  Variablen  erater  Ordnung 
iat.  Zu  dem  Ende  braucht  ™*n  nur  daa 
Verfahren  in  A.  wiederholt  ananwenden. 
Sei  daa  gegebene  Spatem  in  Bezug  auf 
>11  Fl  • • • bezüglich  Ton  der  Ord- 
nung  p„  p,  . 


dr  ’ dal-** 


dPx- 


»L  = t 


dx»**- 


d.-*'  d,.-**  p.-'. 
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dx 


E(  verwandelt  aich  dann  die  GIcicbnng: 


I. 


yi.  yi  • 

••  V , • 
dx 

. . 
dx 

dxP* 

in: 

y (*.  yo  yi  • 

••V 

. S (")  ; 

• 1 » ‘ 

I (")  , (')  ...  ,(»).. 

*t  1 »s  • • • *s  • • 

~ dx~ 


Die  Anzahl  der  oben  gebildeten  Hiilfigleichungen  ist; 


P,  + P,+  •••  +/>„-"• 

Sei  s die  Anzahl  der  gegebenen  Glciehungcn  von  der  Form  y=0,  so  hat  man 
also: 


•+F1+P1+  ••• 

Gleichnngen;  die  Anzahl  der  Variablen  in  denselben: 

■».  yi.  y,  • • • y_.  i.' 


z'  z • 


ist : 

Pi+/'i+  • • • +r„+i. 
wmhrend  bei  den  nr^prünglichen  Qlei- 
ebnngen  dieselbe  fi  + 1 war.  Der  hanpt* 
sichlichste  Fall,  welcher  hier  in  Betracht 
kommt,  ist,  wie  wir  bald  sehen  werden, 
der,  wo  s:=n,  also  die  Anzahl  der 
Gleichnngen  gleich  der  der  abhängigen 
Variablen  ist.  In  diesem  Falle  ist  die 
Aosahl  der  neuen  Gleichungen : 


■^Pn 


also  nm  eins  kleiner  als  die  der  Varia* 
bien,  oder  ebenfalls  gleich  der  Anzahl 
der  abhängigen  Variablen.  Hieraus  folgt 
der  wichtige  Satz: 

D)  Jedes  System  von  totalen  Diffe- 
rentialgleichungen von  beliebigen  Ord- 
nungen , wo  die  Auzalil  der  abhängigen 
Variablen  gleich  dem  der  Gleichungen 
ist,  kann  verwandelt  werden  in  ein  an- 
deres ähnliches  System,  worin  alle  Glei- 
chungen von  der  ersten  Ordnung  sind, 
jedoch  die  Anzahl  der  Gleichungen  und 
Variablen  sich  entsprechend  vermehrt.“ 

Nach  dem  Satze  C)  übrigens  i.st  das 
letztere  System  gleichbedeutend  mit  einer 
Gleichung,  die  eine  abhängige  Variable 
enthält  und  von  der  Ordnung 

+ • • • +p„ 


E)  „Im  Allgemeinen  kann  nach  dem 
Obigen  jedes  System  von  totalen  Diffe- 
renzialgleichungen auf  ein  anderes  erster 
Ordnung  rcducirt  werden.“ 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  auch 
leicht  die  Art  und  Weise,  wie  sich  jedes 
System  von  totalen  Differenzialgleichun- 
gen auf  eine  Form  bringen  lässt,  welche 
statt  der  Diffcrenzialqnotientcn  die  Diffe- 
renziale selbst  enthält.  Es  ist  diese 
Form  so  wichtig,  dass  wir  bei  derselben 
noch  einen  Augenblick  verweilen. 

Ist  zunächst  die  Anzahl  n der  abhäU' 
gigen  Variablen  gleich  der  der  Gleichun- 
gen, so  hat  man,  wenn  diese  onf  Glei- 
chungen erster  Ordnung  rcducirt  sind, 
und  man  die  n Differentialquotienten  aas 
ihnen  ermittelt,  folgende  Ausdrücke : 


''Ps-r 

dx  <Ar 


‘'y 

_=/■. 
dx  " 


wo  die  Grössen  f Funktionen  von  x,  y,, 
y,  ’ **  y sind.  Also  ergibt  sich  audi: 


und  dies  ist  die  verlangte  Form,  für  die 
man  auch  schreiben  kann: 

+w,^=o. 
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eine  allgemeinere  Form,  die  man  erhält,  Ist  aber  die  Anzahl  der  abhängigen 
wenn  man  jede  der  obigen  Gleichnngen  Variablen  grosser  als  die  der  Oleichnn- 
mit  einer  beliebigen  GrOsse  mnltiplicirt  gen,  so  kann  man  dennoch  dem  System 
nnd  alle  addirt.  Das  erstere  System  eine  ähnliche  Gestalt  geben, 
lässt  lieh  dann  leicht  durch  n Gleichnn-  Ist  nämlich  die  anf  Gleichungen  erster 
gen  Ton  der  IcHteren  allgemeineren  Form  Ordnnng  redneirte  Gestalt  des  Systems 
ersetaen.  die  folgende ; 


yi.  yt  • 

• • y ^ 

V dx' 

dx 

dx) 

1-0. 

yi.  y.  • 

■ • »n'  -57’ 

dy, 

dx 

dx  / 

=0, 

f,(*.  y..  yt 


dx/ 


wo  also  s kleiner  alt  n -ist,  so  kann  man  setzen : • 

4)  <<yi=Pi<tr.  dg,=pjdx  • • • dy^  = p^dx. 


wodurch  dann  onsere  Gleichungen  die  Gestalt  annohmen: 


y„  y,  • • 

■ y„.  Pt.  Pt  • • 

•P„)  = 0, 

AC*.  yi.  yt  • • ' 

■ y„.  p,<  p,  • • • 

' fn)  = ^’ 

f,(*<  yi.  y.  • • ■ 

• y„.  Pi<  Pt  • • 

• P«)  = ®- 

Mit  H&lfe  dieser  s Gleichungen  kann 
man  s der  GrOssen  /?,,  p,  . • • 

stimmen  und  in  die  Gleichungen  4)  ein* 
seuen,  die  übrigen  p,  an  Anaahl  n— s, 
sind  als  nene  Variablen  an  betrachten. 
Man  hat  also  wieder  n Gleichungen  ron 
der  Form  4)  oder  von  der  allgemei* 
neren: 

. . . +l^dy^=Q, 

welche  jedoch  ausser  den  n+l  Variablen 
*•  yi>  y«  • • • y„  » neue,  also 

im  Ganzen  Sn+l— s enthalten. 


Es  ist  aber  wohl  zu  merken,  dass 
bc-  eine  ähnliche  Form  anch  die  partiellen 
Differenzialgleicbnngen  annehmen,  die- 
selbe also  als  die  allgemeinste  der  Diffe- 
renzialgleichnng  zn  betrachten  ist,  bei 
welcher  selbst  der  Unterschied  zwischen 
totalen  nnd  partiellen  Differenzialglei- 
chungen wegfällt.  Um  dies  zn  zeigen, 
wird  es  genügen,  wenn  wir  nur  eine 
partielle  Differenzialgleichnng  2tcr  Ord- 
nung betrachten,  da  sich  die  Allgemein- 
gUltigkeit  dieser  Betrachtung  leicht  zeigt. 
Bei  die  gegebene  GIcichnng: 


Wir  setzen: 


/ ^y  ^y 


d 'm 

ä77='-’ 

so  ist : 

V (^if  9f  P.  9»  r,  s,  l)=0, 


nnd : 


dyzzpdx^  + qdx„ 


i!y  ^*y  ^*y\_n 

d»,’’  dx,dx,’  dx,*/ 

«(p  = r</x, +sdx,,  dq  = $dx^  + ldx-,. 
Die  letzten  drei  Gleichnngen  sind  von 
der  Torgeschriebenen  Form  nnd  enthal- 
ten ausser  den  drei  gegebenen  Variablen 
x^,  z„  y noch  die  neuen  p,  q,  r,  s,  t, 
also  im  Ganzen  8,  Ton  denen  jedoch 
eine,  z B.  t,  durch  die  Gleichung  y.  = 0 
eliminirt  wird,  so  dass  3 Gleichnngen 
mit  7 Variablen  übrig  bleiben.  Wie 
leicht  zu  sehen,  tritt  dasselbe  ein,  wenn 
ansscr  y noch  andere  abhängige  Varia- 
blen gegeben  sind. 


26 
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3)  Ueber  einoOleichno^eriter 
Ordnung  mit  2 Variablen. 

Lehrsatz.  Jede  Differcnzialglei- 
chong  von  der  Gestalt 

1)  ^V=f(x,y)  dx 

Iftsst  sich  aaflfisen  durch  einen  Ausdruck 

Ton  der  Gestalt 

V (x,  y,  n)=0,  oder:  y=0(»,  n) 

oder:  y)  = ir. 

Offenbar  lässt  sh  h nämlich  jeder  dieser 
3 AusdrQcke  auf  die  Form  der  beiden 
andern  bringen. 

R ist  eine  willkQrliche  Constantc,  die 
man  der  Art  bestimmen  kann,  dass  man 
y für  einen  gegebenen  Zahlenwerth  von 
X einen  beliebigen  Werth  annehmen 
lässt. 

Die  so  gefundene  Gleichung  heisst 
Integralgleichung.  »Im  engem  Sinne 
aber  wird  der  Atlsdruek  /(*,  y)  selbst, 
welcher  in  der  letzten  der  3 Formen 
gleich  einer  Constantc  n war,  Integral 
genannt.  Es  lässt  sich  also  ein  Integral 
der  Gleichung  1)  auch  definiren  als  eine 
Function  von  x und  y,  welche  durch 
die  Gleichung  1)  einer  Cunstante  gleich 
wird. 

Wir  beweisen  den  obigen  wichtigen 
Satz,  indem  wir  die  gegebene  Differen- 
zialgleichung einer  ähnlichen  Betrachtung 
wie  der,  welche  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Quadraturen  ergeben,  un- 
terziehen. 

Seien  x,,  x,,  x,  • • . solche  im 


Man  kann  diese  Gleichnngen  als  ein 
System  reenrrenter  Beziehungen  betrach- 
ten, demzufolge  für  gegebenes  x,  sich 
Sie  ganz  willkürlich  bestimmen  lässt-, 
nach  dieser  Bestimmung  werden  sich  dnrefa 
allmäligcs  Einsetzen  die  Grössen  y,, 
• • • y,  Töllig  eindentig  ergeben,  so 

lange  f(x,  y)  eindeutig  bleibt  und  nicht 
discontinnirlich  wird.  Im  letztem  Falle 
würde  nämlich  ein  Fortschreiten  ron 
einem  Werthe  von  y : y^  zu  einem  nächst- 
folgenden nach  den  Regeln  der 

Differenzialrechnung  nicht  mehr  möglich 
sein.  * Die  Gleichungen  2 geben  also 
für  jeden  Werth  von  y^,  den  wir  jetzt 

mit  y bezeichnen  wollen,  einen  entspre- 
chenden Ausdmek,  der  eine  willkQrliche 
Constante  R=y.  enthält;  cs  ist  also  das 
Vorhandensein  eines  Integrals  erwiesen, 
und  selbst  im  Allgemeinen  ein  Veriab- 
ren,  ähnlich  dem  der  mechanischen  Qua- 
dratur, gegeben,  durch  welches  man  bei 
gegebenem  Zablenwertbe  von  y dies  In- 
tegral näherangsweise  erhallen  kann. 
Desto  genauer  wird  diese  Näherung 
sein,  je  mehr  Zwischenwerthe  x,, 
X,  . . . x^_|  man  zwischen  x,  und  x^ 

einschiebt.  Addirt  man  alle  Gleichnn- 
gen  2,  so  erhält  man  noch: 

y,) 

Vi)"!“  • • • 


Uebrigen  beliebige  Werthe  von  x,  von 
denen  jeder  sich  nur  unendlich  wenig 
von  dem  vorhergehenden  unterscheidet, 
sind  ferner  y„  y,,  y,  • • • y^  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  y,  welche  ent- 
stehen, wenn  man  y als  Function  von 
X betrachtet,  so  hat  man  bekanntlich: 

and  C8  fQhrt  demnach  die  GleiclmnK  1), 
wenn  man  nach  und  nach  für  x die 
Werthe  x,,  x,  • • . fetzt,  zn  folgen- 
dem Rcsnltate : 

2)  yi=y*+(-ri-^,)/‘(»„  y.). 

—yi  “^i) A(^ii  yi)f 
ya)» 


oder  gemiff  der  bekannten  Beieichnang 
der  Qaadratarcnt 

3)  y,  =y.+ /* '/(x,  y)«fx, 

X. 

oder: 

y=y.+  / /■(x,  y)rfx; 

X. 

y nimmt  also  die  Form  einer  wirklichen 
Quadratur  an. 

Es  ist  eben  hierbei  nnr  zu  bemerken, 
dass  y in  f{x,  y)  als  Function  von  x 
betrachtet  werden  muss,  die  aber  durch 
keinen  allgemeinen  Ausdruck,  sondern 
durch  die  Beziehungen  2)  für  jedes  Glied 
unter  dem  Integralzeichen  bestimmt  ist. 
Auf  diese  Weise  ist  auch  f(x,  y)  als 
eine  Function  von  x allein  zn  be- 
trachten. 

Ist  übrigens  f(x,  y)  eine  monogene 
Function  von  x und  y,  d.  h.  sine  sol- 
che, wo  die  Art  des  Zuwachses  von  x 
nnd  y (ob  derselbe  reell  oder  imaginär 
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lei)  aof  den  Werth  der  Ableitangen 
df  df 

g und  ~ keinen  Einfloss  ansübt  (rer- 

gleiche  den  Artikel:  Quantität),  so  sind 
die  Grossen  y,,  y,  - * * als  i>ammen 

von  solchen  Functionen  in  betrachten, 
und  tbeilen  also  diese  Eigenschaft.  Es 
ist  also  f(Xt  y)  eine  monogene  Function 
ron  Xf  wenn  man  y als  Function  von 
X betrachtet.  Hieraus  und  aus  der  Form 
der  Quadratur,  welche  wir  in  3)  der 
Grösse  y gegeben  haben,  folgt  dann  die 
Allgemeingültigkeit  des  in  dem  Artikel: 
analytische  Quadraturen  bewiesenen 
Satses,  dass  der  Werth  von  y^  auf  ganz 

dieselbe  Weise  erhalten  wird,  welches 
auch  die  Zwischenwerthe  x,  • • • 
seien,  d.  h,  für  jede  zwei  Inte- 

gritionswege , wenn  nur  Anfangs-  nnd 
Endpunkt  nnd  x^sind,  nnd  sichindem 

von  beiden  Wegen  begrenzten  Thcilo 
der  Ebene  kein  vielfacher  und  kein  Dis- 
continnititspunkt  der  Function  f(x^  y) 
befindet.  (S.  den  Artikel:  analytische 
Quadraturen,  Abschnitt  8 bis  15) 

4)  Theorie  des  Enlcrschen  Mul- 
tiplicators. 


Sei  gegeben  die  Differencialgleichung 

1)  Pdx-^Qdy^O, 

wo  P und  Q Functionen  von  x und  y 
sind,  und  das  Integral  derselben,  dessen 
Existens  nach  dem  Obigen  feststcht,  sei 
unter  der  Gestalt  gegebea: 

2)  /■(x,  y)  = «, 

wo  n die  willkürliche  Constante  iat. 


Durch  DifTercniiiren  der  Qieichung  2) 
ergibt  sich  dann:  , 

eine  Gleichung,  die  mit  1)  verglichen 
eeigt,  dass 


P.Q  = "I  . "1 

• ^ dx  dy' 


oder  wenn  man  unter 
stimmte  Funktion  von 
ttebt: 


ilf  eine  unbe- 
X nnd  y ver- 


4)  «Q=%- 

öx  Oy 

Verstehen  wir  unter  itx,  dy  willkürliche 
Aendemngen  von  x nnd  y,  bei  welchen 
also  nicht  vorausgesetzt  ist,  dass  die 
dnreh  Qleicbnng  1)  gegebene  Belatioo 
twischen  denselben  stattfindet,  und  neh- 
men wir  die  Zeichen  dy,  “dx  nur  dann, 


wenn  letzteres  stattflndet,  so  dass  also: 
dy__P 
dz  Q’ 

dagegen  ^ vollständig  willkürlich  ist; 
setzen  wir  ferner  immer: 


und: 


so  ist  wegen  der  Gleichungen 


4) 


5)  mPdx+MQdy)  = df, 

d.  h.:  „Es  lässt  sich  zn  jeder  Differen- 
zialgleichung von  der  Gestalt  1)  ein 
Faktor  M Iwatimmen,  derart,  dass  dann 
das  erste  Glied  der  bezüglichen  Glei-, 
chnng  ganz  abgesehen  von  der  durch 
diesolbe  gegebenen  Relation  ein  voll- 
ständiges Differenzial  einer  Function  von 
2 Variablen  wird.“  Dieser  Factor  M 
wird  Enierschcr  Multiplicator  oder  inte- 
grirender  Faktor  genannt. 

Ist  der  Multiplicator  bekannt,  so  lässt 
sich  das  Integral  angcnhlicklicfa  finden. 
Es  ist  nämlich,  wenn  man  in  Gleichung 
5)  y constant  denkt,  was  geschehen  kann, 
da  X und  y hier  als  völlig  willkürlich 
zn  betrachten  sind: 


r=r  VPJX+/-., 

*• 

wo  X,  eine  beliebige  Zahl,  nnd  f,  der 
X,  entsprechende  Weith  von  / ist,  wel- 
cher also  noch  eine  Funktion  von  y 
sein  wird. 

Setzt  man  x.  für  x in  Glcichnng  5), 
so  wird  dx,  — 0,  und  mögen  Af,  0 unter 
dieser  Voraussctznng  die  Wertheif,,  0, 
annehmen,  so  ist: 

Q,  dy, 

/.=  /’'  M,  Q,  dy, 

y* 

wo  y,  ebenfalls  eine  beliebige  Zahl  ist, 
also  das  Integral  der  Gleichung: 

Pdx+  Qdy 

wird  sein : 

6)  f(,x,  y)  = f“'  MPdx+ 
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(Vergleiche  den  Artikel:  analytische  Qna- 
draturen,  Abschnitt  56) 

Nach  Aufhndang  des  Multiplicators 
wird  also  die  Auflösung  der  Differen- 
zialgleichung auf  eine  blosse  Quadratur 
zurückgeföhrt. 

„Ist  umgekehrt  das  Integral  der  Glei- 
chung 1)  in  irgend  einer  Form  gegeben, 
so  kann  man  sogleich  den  Multiplicator 
finden.“ 

Die  Gleichung  5)  folgt  nämlich  un- 
mittelbar, wenn  das  Integral  die  Form 

/"('•  y)  — « 

V ‘''—pdx~Qdy‘ 


f{x,  y)  = n 
ein  Integral,  so  ist  auch 

V [/■(*.  y)l=^ 

ein  solches,  denn  es  ist  dann  ^ = 
also  gleich  einer  Constanten,  die  ganz 
willkürlich  ist,  wenn  dies  bei  ir  statt- 
findet. Setzt  man  7 (f)  statt  f aber  in 
die  Gleichung  7),  so  erhält  man  einen 
andern  Multiplicator: 

M'-tiMl-iiM  ^L-tiSOu 

" Pdx  ~ df  Pdx  ~ df 
„Es  gibt  also,  da  7 eine  willkürliche 
Function  ist,  unendlich  viel  MuUiplica- 
toren.“ 

Selzen  wir  noch  = V'(A)i  *st: 


d.  h.  „Das  Verhältniss  jeder  beliebigen 
zwei  Multiplicatoren  ist  immer  ein  In- 
tegral“ 

Denn  sind  M und  }V  Multiplicatoren, 
so  ist  nach  Gleicliung  5): 

wo  f und  f*  der  Definition  zufolge  In- 
tegrale sind.  Man  hat  aber  nach  dem 
Obigen : 

r=v(/o. 

also,  w'enn  man  die  zweite  Gleichung 
durch  die  erste  dividirt: 


8) 


V' GO  = '/'(«)  ist  aber  einer  Constanten 
gleich  und  mithin  ein  Intcgrnl. 

„Alle  Integrale  lassen  sich  nun  auf 
die  Form  ifj(f)  = y bringen,  wo  y eine 
Constante  ist,  und  f=a  irgend  ein  In- 
tegral.“ 

Denn  sei 

y{x,  y)  = J 

ein  anderes  Integral , von  dem  wir  an- 
Dchmcn,  es  habe  diese  Form  nicht,  so 
licssc  sich  mittels  dieser  Gleichung  und 
/‘(x,  y)  = (t  etwa  y climiniren,  und  man 
ei^iclto 

fl(x)  = V(«,  d), 

also  gleich  einer  Constanten;  cs  müsste 
also  auch  x constant  sein , eine  Bedin- 
gung, welche  der  DiCTcrenzialglcichnng 
i)  widersprich) 

Aus  diesem  Satxc  und  der  Gieichnng 
' 8)  folgt  nnn: 

„Jedes  Integral  ist  gleich  dem  Ver- 
hältnis! (weier  Mnltiplicatoren.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  nmkehren , 


M'  da  (f) 

M ~ ' df 

also  ist  dieser  Quotient  in  der  That  ein 
Integral.  Also: 

„Sind  2 Multiplicatoren  bekannt,  so 
führt  einfache  Division  statt  der  Qna- 
dranir  znr  Bestimmnng  des  Integrals.“ 
Im  Allgemeinen  hat  man  jedoch  kein 
Mittel,  auch  nnr  einen  Multiplicator  einer 
gegebenen  Dificrenxialgleichnng  von  vom 
herein  aufznfinden,  und  ist  es  daher  nn- 
mOglich,  dieselben  immer  auf  Quadra- 
turen zurückzufUhren.  Nur  in  einem 
allgemeineren  Falle  gelingt  die  Anfün- 
dung  des  Multiplicators.  Um  diesen  Fall 
zu  ermitteln,  setzen  wir  wieder: 
Ml'Jx+»Qi!y:xi}f, 
Pdx+Qdy—Q. 

Aus  der  ersten  Gleichung  ergibt  sich: 

l=MP,  g = .H0, 

und  wenn  man  die  erste  von  diesen 
Gleicbnngcn  nach  ,,  die  sweite  aber  nach 
X differenziirt ; 


dxdy  fly 


dx 


dx 


d.  h.  wenn  man  beide  Seiten  mit 
dx=~^,dy 

multiplicirt ; 

y,^dx-Q^dy^Mp.dx+(J^^dx, 

Oy  oy  ^ dx  ox 

oder: 

l(^j:^^JL)dx  = l(‘^dx+^-^)dy. 
(>  dxJ  M \dx  ^ d,n 

Die  Seite  rechts  gibt  ein  vollständiges 


nogU 
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dM  dp 

Differenzial  -q-;  die  Seite  linke  ist  aleo  x enthalte,  also  dass 

" ox 


integrirt ; 

f = yy  (j)  + ^(j:). 

Die  Xntegratfons-Constante  kann  nämlich 


dann  j^ntegrirbar,  wenn  der  Ausdruck 

dieser  Bedingung  ist:  Hieraus  ergibt  sich  aber,  wenn  man 

/I  / oF  öO\  suiegrauuns-e^unsianie  sann  namiicn 

(-r eine  beliebige  Function  von  z sein,  da 

^ ^ V 'dy  ox  J nur  naeh  y integrirt  wird  Unsere  Diffe- 

renzialgleiehung  bat  also  die  Gestalt: 

Um  die  Gestalt  der  Differenzialgleiehnn- 

gen,  für  welehe  diese  Bestimmung  des  9)  dy  + t/'/  {x)dx  + i!i{z)dx~0,  , 

Mniiiplicator  statt  hat,  zu  ermitteln,  be- 
merken wir,  dass  sich  die  Gleiehnng:  d.  h.  sie  enthalt  y nur  in  der  ersten 

Päz+Odaz=0  Potenz.  Man  nennt  sie  eine  lineare 

* Differenzialgleichnng.  Es  ergibt  sich 

immer  auf  die  Form  bringen  lässt:  dann : 

</y+Pd*=0,  g f’t  W ix 

P ' •> 

indem  wir  nämlich  P für  — setzen.  Es  Um  das  Integral  zu  bestimmen,  wenden 


kann  also  auch  unbeschadet  der  Allge-  fntegration  im  Exponenten 

memhe.t,  ß=l  gesetzt  werden.  Es  ist  beginnen: 


wir  Formel  ^ an.  Ks  ist  offenbar, 


dann 


M=e 

unter  der  Bedingung,  dass  der  Ansdruck 
’^X 

M 

rX 

t’  X.  <f 


M = e 


beginnen : 

f <f(.x)dz 
*• 

P.  = (?  = l, 


, M,  = l, 


/X  r <4{x)dx  p 

«'  -r,  't{x)dx+J 

erste  Quadrats 
f <f{x)dx  = 


X f tf(x)dx 

t'Z  X,  (x)  dx  4-y  = ff. 


Offenbar  aber  lässt  sich  die  erste  Quadratur  ausitihren.  Es  ist  nämlich,  wenn 
man : 

.«X 

. ' ’ ' :u 

*0 

setzt: 

du  = y (x)  dx, 

also: 

/ y (x)  dx  t^u 

' 7 , , 

0 


/: 


y (x)dx=  r e“dis  = e“— 1, 
X 0 


also  das  Integral  hat  die  Form; 


pX  f rf{x)dx  f y(x)dx 

I X,  tp(x)dx+ye>  x,  =«. 


ist  ganz  beliebig  zu  nehmen. 
Ist  z.  B.  gegeben  die  Gleichung: 

dy  -\-ydx  4*  »/*  (-r)  dx  — 0, 

wo  also 

y (x)  = l 

zu  setzen  ist,  nnd  nimmt  man 


x,  = 0, 


so  kommt: 


X X 

ye  + # \fi{x)t  dx  — a, 

J 0 

Ks  gelingt  indess  die  Znrüekfuhrung  der 
Gleichung  9)  auf  Quadraturen  auch  in 
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anderer  Weise,  ohne  die  Theorie  de« 
Moltiplicaton  anzowenden. 

Setzen  wir  nämlich 

y = u V, 

und  wird  hierbei  Vorbehalten,  eine  der 
Functionen  ti  ond  v in  irgend  einer 
Weise  zu  bestimmen,  wo  dann  die  an- 
dere immer  noch  unbestimmt  bleibt,  also 
so  pnommen  werden  kann,  dass  sie  der 
Gleichung  9)  gemäss  wird,  so  verwandelt 
sich  diese  Gleichung  in: 

10)  «dt  + 1 </«  4-  uv  (f  (x)  (x)  dx  = 0. 

Die  Grösse  v bestimmen  wir  nun  durch 
die  Gleichung : 

di/  + uy  (x)rfx=:0, 

d.  h. 

dv 

—+<)  (x)dx  = 0, 


•g*»+  r <f(x)Jx=0, 

-J'  V (»)<*». 


die  Gleicbnng  10)  aber  wird  jetat ; 

Tihi=~if,(x)  dx, 
oder  wegen  des  Werthes  von  e: 

f » (*)<<* 

dux=-e  *• 

pX  r ,f(x)dx 

•*  *. 


oder  da  beide  Glieder  berechnet  werden  wo  a eine  Constant«  ist,  nnd  da  «=■* 
können ; war : ' 


-y=e 


Dies  ist,  wie  leicht  sn  sehen,  das  oben 
gefundene  Integral. 


Pdx+QJg=^Jf, 


5)  Singuläre  Integrale. 
Es  waren  die  Gleichungen: 

1)  M(PJx+Qdy)~df, 
und 


nnd  aus  dieser  Gleichung  ergibt  si^ 
auch  noch  die  Gleichung  2),  wenn  ma" 
setzt: 

~=0,  d.  h.  M=ob. 


2)  Pdx+Qdi/  = 0 

gegeben.  Wenn  man 

f=tt, 

also  gleich  einer  Conslante  setzt,  so 
wird 

df=0 

sein,  und  die  erste  Gleichung  mit  Bin- 
weghebnng  des  Faktors  Id  der  andern 
identisch  werden.  Die  Gleicbnng  f~tt 
ist  also  das  allgemeine  Integral  ron 
Pdx+Qdi/  = 0.  Specialisirt  man  die  Con- 
stante  rr,  indem  man  ihr  einen  beliebigen 
Zabicnwcrth  gibt,  so  bat  man  eia  parti- 
knllrcs  Integral,  d,  h.  ein  solches,  wel- 
ches keine  willkOrlicbe  Constante  mehr 
enthält,  aber  in  dem  allgemeinen  einge- 
schlossen  ist.  Indessen  kann  cs  auch 
Gleichnngen  geben,  die  ohne  eine  will- 
kOrlichc  Conslante  zn  enthalten,  die 
Gleichung  2 erfiillen  und  nicht  in  dem 
allgemeinen  lateral  enthalten  sind.  Die- 
selben heissen  singuläre  Integrale.  Um 
dieselben  sn  ermitteln,  bemerke  man, 
dass  man  hat: 


Ist  diese  Gleichung,  wie  es  doch  im 
Allgemeinen  der  Fall  sein  wird,  nidit 
in  f = eingeschlossen,  so  stellt  dieselbs 
also  das  singuläre  Integral  dar;  d.  h. 
„Man  erhält  das  singuläre  Integral,  wenn 
man  den  Multiplicator  unendlich  setxt.^ 
Sei  jetzt  das  allgemeine  Integral  un- 
ter der  Form 

<f  (*.  y.  «)  = 0, 

die  DifferenzialgleichuDg  unter  der  Form 
" du 

oder 

dy—\pXx,  y)dx=0 

gegeben.  Es  soll  nntersneht  werden,  ob 
und  welche  singnläre  Integrale  ror- 
kommen. 

Man  bat  offenbar,  wenn  man  sldi  a 
all  variabel  denkt,  also  n durch  die 
Gleicbnng 

7 (x,  y,  n)  = 0, 

woraus  sich 

“=^(x.  r) 


! 
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ergibt,  bestimmt: 
tUo: 

. dif  . 

~t/"' 


and  wenn  man  tt  constant  aetat, 
wir  dadorch  andcuten,  dass  wir 
Zeichen  <f  mit  d vertauschen: 


y)ef*=(fy+ 


d.  h. 


Vergleicht  men  aber  diese  Oleichung 
mit 

dy-y<(x,  y)  rfx=0, 
so  erhUt  man : 


was 

das 


y-  (x.  y)  = - 


dtp 

äx 

“öT“ 


woraus  sich  dann  ergibt: 

dtp 

dx  dx  X.  ^ 

otp  \Ox  Oy 

dy 


dtp 

h 


tfy-y-(x,  y)  dx 


cfff. 


dtp 

Ty 


Diese  Gleichung  fuhrt  auf  dy^tp(x,  y)dx 
= 0 surUcky  wean  n =:  Const.  Dies  ist 
das  allgemeine  Integral;  dies  ist  abo: 
y(r,  y,  «)  = 0. 

Die  DitTerensialgleichung  ist  aber  ancb 
erfOUt,  wenn 


d« 


dy 


= 0, 


d.  h. 


df/ 


da~^’  dy“ 


Jede  dieser  beiden  Gleichungen  kann 
singulftre  Integrale  geben,  wenn  man  a 
mittels  der  Gleichung  y=0  eliminirt. 
Es  ist  jedoch  dazu  nOthig,  dass  dieselben 
nicht  in  der  Gleichung  f-za  enthalten 
dtp 

sind,  und  dass  der  Worth  v-  = 0 nicht 
da 

dtp  dtp 

snglcich  mache,  oder = 00 , nicht 

dy  dy 

Oi! 

T-  = 00  mache,  da  sonst  der  oben  gege- 
oa 

bene  Factor  nicht  Null  zu  werden  braucht. 
Die  singnlären  Integrale  sind  von  der 
willkQrlichen  Form,  welcher  man  der 
Gleichung  Pdx+Qdy=Q  gibt,  abhln- 
gig.  Multiplicirt  man  n&mlich  diese 
Gleichnng  mit  einem  beliebigen  Faktor 
d(x,  y),  so  gibt  dieser,  gleich  Null  ge- 
setzt, offenbar  ein  singuläres  Integral  der 
Gleichnng : 


Umgekehrt  kann  man  der  Gleichnng  eine 
Form  geben,  wo  sie  kein  singniäres  In- 
tegral mebr  hat,  und  zwar  geschieht  dies 
durch  Multiplication  mit  dem  Multiplica- 
tor  M\  denn  die  Gleichung; 

MPdx+MQdy  = df 

wird  nur  mit  dfFdx-i-df0dy  = O identisch, 
wenn  man 

f=a 

setzt,  — Es  gibt  gewisse  Regeln,  welche 
lehren , das  singuläre  Integral  selbst 
dann  noch  zn  finden,  wenn  man  das 
allgemeine  nicht  hat.  Indessen  entbeh- 
ren dieselben  in  der  gewöhnlich  ihnen 
gegebenen  Form  der  Schärfe,  insofern 
dabei  genauer  auf  die  Arten  der  Func- 
tionen cingegangen  werden  müsste. 

Beispiele  zur  Bestimmung  singulärer 
Integrale  sind  in  dem  Folgenden  ent- 
halten. 

6)  Methode  der  Trennung  der 
Vari  ab  len. 

Um  eine  Differenzialgleichung  anf 
Quadratnren  zurUckzuführen,  ist  die  Auf- 
findung des  Mnltiplicators  nicht  immer 
die  bequemste  Methode.  — Eine  an- 
dere, welche  oft  diesen  Zweck  erreichen 
lässt,  ist  die  Trennung  der  Variablen, 
verbunden  mit  der  Transformation  der- 
selben. Kann  man  nämlich  der  Glei- 
chung 

Pdx-^Qdy  — Q 

durch  Transformation  eine  Form 


a-Pdx+»  -Qdy  = 0. 


tf  (u)  du  (r)  dt  = 0 
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geben,  wo  u and  v Functionen  von  x 
and  y sind,  jedes  Glied  aber  nur  eine 
Variable  enthalt,  so  ist  offenbar  das  In- 
tegral : 

f tf  (y)du-^f  — 

auf  Quadraturen  xurückgeführt. 

Ein  Beispiel  dieser  Methode  war  be- 
reits die  xweite  Art,  welche  wir  Ab- 
schnitt 4)  anwandten,  um  diejenige  Glei- 
chung zu  integriren,  welche  eine  der 
Variablen  y nur  in  der  ersten  Potenz 
enthielt. 

Ein  anderes  allgemeineres  Beispiel  ge- 
ben die  sogenannten  homogenen  Glei- 
chungen. 

Man  nennt  eine  ganze  Fnnction  P 
bekanntlich  eine  homogene  Function 
mter  Ordnung  von  x und  y,  wenn  in 
jedem  Glicdc  die  Exponenten  von  x und 
y zusammen  m betragen,  also  P die 
Form  hat: 

Är’"-V+C*’""V+  • • • 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  in  Ver* 
bindung  mit  P lassen  sich  die  Aus- 
drücke und  ff*  eliminiren.  Es  ergibt 
sich : 


tnP=x  - — (-*  -T-. 
ox  ' dy 


Dici  ist  die  in  Bede  itebende  Differen- 
zidgleiehnng. 

Seien  jetzt  P nnd  Q beliebige  bomo- 
gene  Functionen  von  gleicher  Ordnung 
in,  und  die  Gleichung 

1)  .Pdx+Qdy=.Q 

zu  integriren.  Es  ist  dann: 


also: 


Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  leicht: 


f = .”(.!  + . (f)%  c(t)'+  . ..) 

(x\m— jS 
y)  +•••) 

Die  homogene  Function  mter  Ordnung 
bat  also  die  Eigenschaft:  dass  sie  glmch 
der  mten  Potenz  einer  Variablen,  mul- 


tiplicirt mit  einer  Function  von  — oder, 
was  dasselbe  ist,  von  betrachtet  wer- 


den kann.  Dieselbe  Eigenschaft  haben 
offenbar  gebrochene  Functionen,  deren 
Z&hler  und  Nenner  homogen,  und  wo 
die  Ordnnng  des  Zälilers  um  m die  des 
Nenners  übertrifft.  Wir  nehmen  diese 
Eigenschaft  als  Definition  der  homoge- 
nen Function,  nnd  nennen  also  P eine 
solche  von  der  mten  Ordnnug,  wenn  cs 
die  Form  hat : 


welche  Function  (ob  algebraisch  oder 
transcendent)  auch  </  sein  möge  and  wom 
selbst  keine  ganze  Zahl  zu  sein  brancht. 

Man  kann  die  Grundcigenschaft  der 
homogenen  Functionen  auch,  beilünfig 
bemerkt,  durch  eine  Differenzialgleichung 
angeben,  die  jedoch  partiell  ist.  Diffe- 
renziirt  man  nämlich  P nach  x nnd  y, 
so  ergibt  sidi:  ^ 


Wir  setzen 


wo  also  H eine  neue  Variable  ist,  also: 
dy  = udx+xdu, 
und  erhalten: 

7 (u)rf):+0(H)()«lx+xd«)  = O. 

In  dieser  Gleichung  aber  lassen  sirii  die 
Variablen  trennen.  Denn  man  hat: 

oder: 


ip  (w)  du  dx  ^ 

du 


log*-i-  /- 
J ff 

r v-(“) 
“ •/'/(»)+ 

x^e 


(•*) + «0(«) 
\)du 


wo  fOr  H wieder  ^ gesetzt  werden  ktnn . 

Die  Gleichung  2)  wnrde  auf  die  Form 
eines  vollstindigen  Integrals  gebridit, 

indem  man  mit  —7 — mulli- 

X [./(«)  + uv.  («)] 

plicirte.  Dieser  Ausdmck  ist  also  ein 
Multiplicator  der  Gleichnng  2).  Es  ist 
aber: 
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al«0  der  Multiplicutor  von  der  Form:  Pr  + (>y  = 0 

^ eine  sin^lärc  Auflösung  derselben. 

Jtf — ^ Die  eben  gegebene  Methode  der  In- 

Px-\-Qy  tegration  ist  noch  anwendbar  bei  folgen- 

Die  Gleichung  2)  aber  entstand  aus  1)  Gleichung. 

j Pdx-\-  Qdy  -h  R iydx—xdy)  - 0, 

durch  Multiplication  mit  — ; cs  ist  j,  p homogene  Functionen 

, _ * mtcr  Ordnung,  ft  aber  eine  solche  pter 

j Ordnung  ist.  Wir  setzen  dann  wieder; 


ein  Multiplicator  der  rorgelegten  Glei-  « »>  / s i.  r>r,  n 

ebung:  0 = J v&(«),  Ä = z;7(“). 

frfj:+(><fp  = 0,  erhalten,  wenn 

f»  = m+j 

QDd  gesetzt  wird : 


also: 


Ist  non  noch: 


so  kommt: 


7 (•i)<ix+<^.(u)(udx+xdu)+x*'^  Y(ii)  da  = 0, 

, , , . „ dx  (//(«)  du 

[y  M+xV'W]  “7Xi+  , . I +f(u)du=0. 

Z = * also  dz  = - (i  + 1) 


- ['!  (u)  + Ul/,  (u)]  + zT-  («)  du  + /'tu')  du  = 0. 


Diese  Gleichung  ist  aber  oflfenbar  eine 
lineare ) d.  h.  sic  enthält  i nur  in  der 
ersten  Potenz,  ist  also  nach  detn  in  4)  ge- 
gebenen Verfahren  zn  integriren. 

Beispiele.  Sei  die  Gleichung: 

(fix  by)  dx  -f-  (ffx  -f-  ßy)  rfy  = 0 

gegeben,  wo  «,  A,  rr,  ß Constanten  sind, 
so  hat  man: 


" = 1,  y («)=a -t-fr«,  i/>(«)  = ß-f-^i 

n-\-  ßu  du 


I + (i+«)  u 4-/Ju*  ‘ 
ist  beks 

Sei  ferner  gegeben: 


Das  Integral  ist  bekanntlich  leicht 
berechnen. 


* = c(u  + V l + uO  = c (j+  I l+^)i 

woraus  sich  ergibt: 

x^  —2yc  — c'^  =0. 

Differenziirt  man  den  Ausdruck  links 
nach  c,  so  kommt : 

y=-c, 

und  hicrans  und  aus  der  Gleichung 
x’— 2cy  — c*  =0  die  Grösse  c eliminirend, 
erhält  man: 

=0; 

cs  ist  dies  ein  singnl&rcs  Integral,  da  cs 
im  allgemeinen  Integrale  nicht  enthal- 
ten ist. 


xdy — ydx  — dz  y(x  • + y ')  = 0, 

10  hat  man : 

"=1.  7(u)=-u-V(l+u»),  t/,(u)=l, 
also : 

d.  h. 

■g-r  = lg  («  + V’l  + u>)+  lg  c, 
wenn  man  a = lgc  setzt,  also: 


Die  Gleichung  Px-^Qy=0^  welche  wir 
oben  , als  die  singuläre  Auflösung  ent- 
haltend, hinstellten,  gibt  dasselbe  Re- 
sultat. 

7)  Transformation  der  Varia- 
blen. 

In  den  Abschnitten  4 und  6 sind  die 
beiden  Hauptfällc  enthalten,  in  denen 
es  gelingt,  eine  Gleichung  von  der  Form 
Pdx  und  ijdy  zu  integriren.  Es  kann 
aber  oft  eine  andere  gegebene  Gleichung 
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entweder  auf  die  Form  der  linearen  oder  Form  bringen.  Setzen  wir  zu  dem 
der  homogenen  Gleichungen  zurückge*  Ende : 


fahrt  werden. 

A)  Sei  z.  B.  gegeben: 

{ax  + Ay  -f  c)  dx  = («x +ßy-\-y) 
so  zetzt  man: 

«x4-Ay  + c=(,  rrx+^y+^  = ii, 

und  erhält:  f 

adi-^bdy^dly  rtdx-f*;9dy  = du, 
ßdt  — bdu  ^<idt-\-adu 


dx : 


aß^ba  ’ 


aß^ba 


und  unsere  Gleichung  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 

+ d(  = (<m+A0  d«. 

welche  offenbar  linear  ist. 

B)  Sei  ferner  gegeben: 

y”~  '</y+y”*/'(*)  dx  = <f(x)dx; 
seuen  wir  hierin; 


so  wird  ; 


*=*  . y = “ . 

indem  wir  nns  die  Beatimmnng  der  Ex- 
ponenten k and  k Vorbehalten,  eo  kommt; 

du  = 

Setzt  man  hierin : 

(m+l)A-l-|-iii,Ä  = 0, 

(m,  — m,)*=o, 
(p,+l)*-l-p*=0, 

(Pt+l)k-l-fk=ß, 

kA  = a,  kB=b,  kC=e, 

BO  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

adz  -}-  bi^du  = cu^du, 
and  es  ist  zu  setzen: 

1 ^ 1 


h ts 


m — I , •* 

y dy  = -. 


also ; 


m-1-1— m,’  Pi  + 1— p’ 


also; 


- + uf(x)dx  = r/ 


m-i-l— m,  Pi+*—p 

x = t ^ »,  y=B 


Et  ist  dies  aber  oSfenbar  eine  lineare  resultirende  Gleichung  ist  linear, 

Gleichung.  wenn 

C)  Auf  gleiche  Weise  kann  man  die 
Gleichung 


m— m.-f-t 


= 1 


<^y+yf  (*)  + 9 V W dx=o, 


ist. 


Unter  den  übrigen  Füllen  iet  nament- 


welche  die  ^rnouUische  Gleichung  ge-  üd,  rfer,  wo  o = 2 ist,  betrachtet  worden  j 

dj.  Gleichung  heisst  in  diesem  Falle 

die  Rieeatisehe,  nach  demjenigen 


nannt  wird,  der  Substitntion 


ff  x=^ 

unlersiebn,  und  erhült; 


d.  h. 


d«  = -(tf-l)y  dy, 


da 
n— 1 


-af{x)dx  + >f  (x)dx. 


Mathematiker,  der  sich  xuerst  mit  ihr 
beschäftigt  hat. 

(Vincent  Riccati,  1707 — 1775) 

8)  Die  Rieeatisehe  Gleichung. 
Die  Rieeatisehe  Gleichung; 


abermals  eine  lineare  Gleichung. 


1) 


<fy+<»y’<lr  = 


ln  Abschnitt  6)  betrachteten  wir  bc-  '»*  d®“  ®'»H®  augenblicklich  an  inta- 

reits  eine  Gleichung,  deren  Integration  fa  — 0 ist.  Man  erhAlt  dann: 

durch  diese  Substitution  gelang,  und  dy^(i—ay*)dx, 

welche  von  noch  complicirterer  Gestalt  p ^ 

war.  • x=  f - — 2 — . 

D)  Die  allgemeine  Gleichung;  k—ay' 

A,V<':r+Bx--./.rfy  = C*"V'-d,,  wi^”  “ ermitteln.  s.Uen 

di«  also  aus  drei  Tbeilsätzen  von  ratio-  ^ «— I , 

naler  Form  besteht,  lässt  sich  durch  y— * t «y  — «z  «z, 

Transformation  immer  auf  eine  einfachere  and  erhalten: 
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2)  ot*  * di+ax"*^dj-  = &jc**rfr. 

Wenn 

a — l = 2o  = ii» 

iit,  so  bat  man  eine  homogene  Qlei> 
chang.  Es  ist  dies  also  der  Fall,  wenn 
n — — 1,  m=  —2. 

DieGleichong  nimmt  dann  die  Form  an: 
X * rfx  -j-  (At  ’ — flx’ ) dx  = 0. 

Andere  Fälle  ei^eben  sich,  wenn  man 
•etst: 

S=Axf‘ +sx^, 

dy-(ApxP~  ' +qx^~  ' i)dx+x’^dt. 

Diei  in  die  ursprüngliche  Gleichung 
einseuend,  erhält  man  n&mlich: 

x^dx-^{Apx^  ' + 9*^  \)dx 

+ a(A'x‘^P-\-2Ax>’  + ^ z+x''-^z')dx 

= tx”'dx. 

Diese  Gleichung  besteht  dann  nur  wie- 
der BUS  3 Theilstlsen , wenn  man  an- 
nimmt, dass : 

p— 1 = 2/»,  Ap+aA'=0, 
q — l = p + q,  q+2aA  = Q 
ist. 

Hieraus  folgt: 


seut.  Es  kommt  dann: 

-du+“±^  bx'^+\Ux, 

X* 

and  wenn  man : 


m-f“3  . 

v=zx  , «tr  = - 


dv 
(m  + 3)  X 


m+2 


dv  — 

'm  + 3 * 


2 

m -f-  3 


4) 


hu^dv 


a 

n*  + 3 


V m+  3 


Die  Gleichung  4)  hat  offenbar  gans  die 
Form  der  arsprünglichen  Riccatischen 
Gleichung  1).  Sic  ist  also  lu  integriren, 
w'enn  man 


m+3 


-4 


setzt  and  die  Substitatiopen 


ganz  wie  vorhin  macht. 

Ist  m'  aber  nicht  gleich  —4,  so  kann 
man  setzen: 


P=-l,  A = -,  j=-2, 

A 

also: 


und: 

3)  x~-dz  + ax~^z'dx=hx”*dx 
ist  die  transfonnirte  Gleichung.  Sie  ist 
homogen,  wenn 

m = — 2 
ist. 

Die  Gleichung  ist  aber  auch  lu  in- 
legrircn,  wenn 

m=  —4 

ist.  Dann  hat  man  n&mlich: 


x^dz+a  z'dx  = bdx, 

i h. 


Die  allgemeine  traneformirte  Gleichung 
3)  wird  nun  nochmals  transformirt,  in- 
dem  man 

1 

z = - 

V 


Die  so  entstehende  Qleichnng  wird  dann, 
im  Falle 


ISS  -i-3 

ist,  der  Substitntion: 


o"e'^  e'» 


unterworfen  und  dadurch  wie  vorhin  auf 
eine  integrirbare  Gestalt  gebracht.  Es 
ist  dies  also  möglich,  wenn: 


m = — 4,  m'=  — 


m-t-4  _ 
m-i-3 


m'+4 

■'+3 


-4  • 


d.  h.  wenn  meinen  der  Wertho  hat: 
-4  _§ 

’ 3'  5’  7 ■ ■ ■’ 


oder,  was  dasselbe  ist,  wenn: 
~2^ 


wo  r eine  beliebige  positive  ganze  Zahl 
vorstellt. 

Man  kann  aber  auch  in  die  ursprüng- 
liche Gleichung  1)  setzen; 
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1 

woraus  sich  dann  ergibt: 

tly'^by''x”'tlz  = a(lr. 
oder  wenn  man 
_*»-!  1 


Namentlicb  sind  hier  folgende  FUla 
bemerkenswerth. 

1)  Sind  in  der  Gleichung  1)  a,  ß • •• 
skmmtlich  Cunstanten,  ao  ist  offenbar 
du 

auch  eine  solche:  man  setzt  also: 
ax 


m+  1 


= i', 


m + 1 ' 


m+  1 


setzt: 

5)  rfy'  + a'y’'dx  = b'x’”'’dx'. 

Dies  ist  wieder  die  ursprüngliche  Form. 
Die  Integration  gelingt  also,  wenn: 

*"  _ 4r 
~ m-f-1  ~ 2r— 1 

ist,  d.  h.  wenn 

_ ~4r  _ — 4-(— r) 
2-(-r)-i 
ist. 

Ks  kann  also  immer  die  Integration 

4r 

ansgeführt  werden , wenn  m rr  “gjl — J 

nnd  r eine  ganze  positive  oder  negative 
Zahl,  aneb  gleich  Null  ist,  ausserdem 
wenn  m=  —2  ist. 

Die  Riccatiscbc  Gleichung  lässt  sich 
noch  unter  eine  andere  Form  bringen, 
in  welcher  ihre  Behandlung  einfacher 
wird.  Wir  kommen  nachher  auf  dieselbe 
zurück. 

9)  Differenzialgleichungen 
von  höheren  Graden. 

Ist  die  Gleichung  in  Bezug  auf  den 
Diffcrcnzialquotientcn  von  höheren  als 
vom  ersten  Grade,  also  von  der  Form: 


*-'• . 
woraus  sich  ergibt: 

y = cx+s; 

e ist  eine  willkürliche  Constante.  Um 
e zu  eliraiulren,  setzt  man  den  Aus- 
dmek: 

c-y-«-**» 

X dx 

in  Gleichung  1)  ein,  und  erhält: 

Dies  ist  also  die  Integralgleichung,  e 
ihre  willkürliche  ConsUnte. 

Beispiel. 


sei  die  Differenzialgleichung, 
tegral  also: 


Das  In- 


('vT=-' 


+ 


+ » 


(ä)- 


oder: 

II)  Es  ist  oft  gerathen,  die  Gleicbnng 

nicht  nach  ^ , sondern  nach  y oder  z 
äx 

aufznlöscn.  Man  hat  dann  die  Glei- 
chung 

y = F(j,  p), 

oder  bezüglich 

z=F(y,  p).  • - . 


WO  ityß»*  • im  Allgemeinen Functio> 
Den  von  x und  y sind , so  ist  cs  nicht 
immer  angemessen,  die  Gleichung  vor  der 
Integration  auf  die  Form 

zu  bringen , also  die  algebraische  Glei- 
chung in  Bezug  auf  ^ aufznlöscn.  Oft 
dx 

ist  es  besser,  eine  Beziehung  zwischen 
X nnd  y und  einer  Constante  auf  di- 
rectem  Wege  ans  der  gegebenen  Glei- 
chung abinleitcn. 


f=dx 

ist,  zu  behandeln.  Man  differenzürt 
dann  die  erste  Gleichung  nochmals,  und 
hat  nun,  wenn  man  ron  y = f’{»,  p) 
ansgeht: 

P)  , ^F(x,  I») 
dx 


dp 

also  eine  Diffcrenzialgleichnng  zwischen 
X und  p.  Gelingt  deren  Integration,  so 
kann  man  p aus  dem  erhaltenen  Inte- 
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gral  nnd  der  gegebenen  Gleichung  eli- 
mioircu , so  dass  man  das  Integral  der 
Torgelegten  Gleichung  erhält,  d.  h.  eine 
solche,  die  nur  x,  y und  eine  willkür- 
liche Constanto  einschlicsst. 

Beispiel.  Sei  gegeben: 


= 6’, 


l +;)>  “ ’ dx' 

durch  AuflOsen  nach  y erhält  man: 

Sf  = /)x  + V'(c  > + A *) /I » H- 6 » . 
Differenzürt  man.  so  ergibt  sich: 
dp  • p (c*  + 6*) 


dy^pdx-\-xdp  + 
oder,  da 


dy  — pdx 


= 0, 


K+: 


y(c’+**) 


> + A>)/ 


V (e’  + A*)  {y'  + k')! 

Diese  Gleichung  bat  2 AuflusuDgen; 


V-t 

nnd 

P(<^‘  + A‘) „ 

VW+t^)  (/'‘  + b') 

£Iiminirt  mau  aber  aus  der  letzteren 
und  der  gegebenen  Gleichung  so  hat 
man  keine  willkürliche  Constunte,  man 
wird  also  auf  diese  Weise  im  Allge- 
meinen ein  singuläres  Integral  bekom- 
men, wenn  cs  nicht  in  bestimmten  Fäl- 
len ein  particnläres  ist. 

Der  Werth  p = e,  in  die  gegebene 
Gleichung  eingesetzt,  gibt  dagegen: 

(y— ex)*  — c’c*  = 6»(l4-e^), 
and  dies  ist  das  allgemeine  Integral, 
dessen  willkürliche  Conslante  e ist. 

Differenziiren  wir,  um  das  singuläre 
Integral  zu  ermittelu,  nach  e,  so  kommt: 
x(y— cx)-f  c*c+6*e  = 0, 
d.  h.  wenn  man  e ans  dieser  Glcichong 
nnd  dem  allgemeinen  Integral  eliminirt: 
(A*-fc*)y*  + 6*x*  = (c*-i-Ä*)Ä». 

Diese  Gleichung,  als  die  einer  Curvc 
betrachtet , stellt  offenbar  eine  Kllipse 
Tor. 

Denselben  Ausdruck  hätte  man  erhal- 
ten, wenn  man  p aus  der  Gleichung: 

und  der  gegebenen  eliminirt  hätte.  Sie 
stellt  in  der  Thal  ein  singuläres  Inte- 
gral vor,  da  sic  in  dem  allgemeinen 
nicht  enthalten  ist. 


III)  Die  eben  als  Beispiel  behandelte 
Gleichung  ist  nur  ein  besonderer  Fall 
der  folgenden: 

s=r^+f(pl 

wo  f eine  beliebige  Function  voretellt. 
Dieselbe  ist  durch  die  eben  gegebene 
Annijsis  immer  lu  integriren.  Man  er- 
hält uämlicb  durch  DifTerenziiren: 

(p)d/)  = 0, 

und  immer  gibt 

p-e 

das  allgemeine  Integral , welches  also 
heisst : 

3 = ex+f(c). 

DiQ'crenziirt  man  nach  r,  so  kommt: 

x4-rw=o. 

Es  ist  aber  ganz  dasselbe,  ob  man  e 
aus  der  Gleichung: 

y = ex  +f{e), 

x+rw=o. 

oder  p aus  den  Gleichungen: 
y=px+f(p), 

*+rw=o 

eliminirt,  woraus  sich  ergibt,  dass  beide 
Methoden  zu  demselben  singulären  Inte- 
gral führen  müssen. 

IV)  Die  eben  gefundene  Intcgrations- 
methode  ist  auch  auf  den  nllgemeinercn 
Full  amvendbar,  wo  die  Gleichung  in 
Bezug  auf  x und  y linear  ist,  dieselbe 
also  die  Gestalt  hat: 

wo  f nnd  F ganz  beliebige  Funktionen 
sind.  Man  erhält  nämlich  durch  Diffe- 
renziiren ; 

dp^xf’ (ji)dp  A f{p)dx+F(p)dp, 
oder  wegen 

dy  ~ pdx 

[p-fip)]dx  = xf'(ji')dp  + F'  {j,)dp, 
eine  Gleichung,  die  offenbar  in  Bezug 
auf  X linear  ist,  also  immer  anf  Qua- 
draturen zurückgeführt  werden  kann. 

Aus  dem  Integral  und  der  gegebenen 
Gleichung  ist  dann  p zu  climinircn. 
Beispiel. 

y=-^(i+p’)- 

Durch  Differenziiren  erhält  man: 

' (p  — l~  p')dx  = 2px  dp. 

Das  Integral  ist: 

tlx  _ p 2p  dx 

X J \-p+p‘' 

d.  h. 
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lg  jr  = c-4  lg(;»’ -p+ l)-parctg 


WO  zo  setzen  ist: 


vennCge  der  gegebenen  Gleichnng. 

V)  Aach  dann  gelingt  die  Reduction 
auf  Quadraturen  immer,  wenn  die  ge- 
gebene Gleichung  von  der  Geatalt: 

y.  P)  = 0 d.  h. 

und  die  Function  F in  Beiug  auf  x 
und  y homogen  ist.  Sie  Usst  sich  dann 
n&mlicb  immer  auf  die  Form: 


als  gegebene  Funktion  ron  p betrachtet 
werden. 

Nun  ist  aber: 

Hy  = pdx  = udx  -H  xdu, 

also : 

dx du 


*''/  (j.  p)  = o, 


d.  h. 


(t.,)=o 


'>'=./ fS? 

/’  du 

p-u 
x-m  , 

/du 


y=ujr  = H( 


t • /ir  I ■ I.  A V C \ o..  . Diese  beiden  Gleichnngen  in  Verbin- 

bnngen.  (Vergleiche  Abschnitt  6 ) Setzt  mj, 

man  also: 

y = y («,  p) 

y = ux,  ' 

. i.«i.  . dienen,  um  u und  p an  eliminiren,  wo- 

dnreh  man  das  Integral  erhält. 

v(“.  p)  = 0,  WiU  man  lieber  die  Quadratnren  nach 

nnd  rennOge  dieser  Gleichnng  kann  « p ansrdhren,  so  setze  man: 


also : 


% 

y'JL.  rJt- 

p—U  u I p—» 

, y= e*^  . 


Beispiel. 
Wir  setzen: 


p-„  - p-u 

yrfx— zdy  = «X  V(ir’ +<fy’) 


2=p,  y=». 

(Ix 


und  erhalten : 


»-p=»V(l+p*), 

/ <¥ 

^-JnYH+F*), 


p-u 


ip 


Man  hat  aber: 


,-/"V(l+p*)- 


P-« 


wo  c die  willkOrlicbe  Constante  ist.  Also: 


-V  - 


c(p+v^i+p*y 


-m+p*)  ’ 
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.c(/>  + V'l  + ;>  )” 
»V(l+P') 


(p+«V^l +/>')■ 


An«  diesen  beiden  Oleichnngen  ist  p zn 
eliminiren. 

VI)  Noch  einfacher  ist  die  Integra- 
tion, wenn  die  Gleichung  die  Form  hat: 

y = f(/0, 

oder: 

x = F(p). 

Im  ersten  Falle  ist: 

dr  =z  — du, 

P 

tlio,  indem  man  theilweise  integrirt: 


x=--^'+  /fiwyp 
p J p*  ■ 

Ans  dieser  und  der  gegebenen  Gleichung 
wird  p eliminirt 

Im  letztem  Falle,  wo  x = F(j>)  die  ge- 
gebene Gleichung  ist,  setzt  man; 
dy  =pdx, 

auo : 

. . 9 = P*-f^dp, 

Q.  h. 

y—pF{p)-fF{p)dp, 
nnd  die  Klimination  geschieht  wie  oben. 
Bei  spie  1. 

*K(H-p’)=«pi 
hieran»  folgt; 

x=  , 

Kd+p“)’ 

y=px-r-2li±-. 


Wie  anch  die  Ordnung  einer  jeden 
Gleichung  eines  System«  von  Differen- 
zialgleichungen beschaffen  sei,  wenn  nur 
die  Anzahl  der  Variablen  die  der  Glei- 
chungen um  1 abertrifft,  in  Jedem  Falle 
lässt  dasselbe  sich  auf  ein  anderes  Sy- 
stem zurückführen,  welches  derselben 
Bedingung  genügt,  und  wo  sämmtliehe 
Gleichungen  erster  Ordnung  sind.  Es 
ist  dies  der  in  2 D)  bewiesene  Satz. 
Sind  X,  X,,  Xj  • • • die  Variablen, 

so  kann  man  also  als  allgemeinste  Form 
des  Systems  der  hier  zn  betraehtenden 
Gleichungen  annchmen: 

1)  adx^u^dx^+a,dx^  . . . „^dx^  = a, 

ft'i/x  + n,'rfx,-f-n,'</x,  . . . a ’dx  =0, 


y=px-aY{l+p*)  + c, 

eder  wenn  man  aus  der  gegebenen 
Gleichung: 

_ X 

findet : 


(j/—cy=za^—x^. 

10)  Behandlung  derjenigen  Sy- 
steme von  Differenzialgleichun- 
gen mit  beliebig  viel  Varia- 
blen, wo  die  Anzahl  der  Glei- 
chungen um  eins  kleiner  ist  als 
die  der  V ariablen. 


. . . r>-')dx  =0. 

" fl 

Aus  diesen  n Gleichungen  aber  können 
immer  (n  — l)  Differenziale  eliminirt,  und 
daa  System  auf  eine  Gestalt  gebracht 
werden: 

^ dx~^‘’  = 

Die  Grössen  V L\  ...  sind  Fnnc- 

tionen  von  x,  x„  x,  . ..  x . Der  Sym- 

metric  wegen  aber  setzen  wir  noch: 

Y V X 

r ff  A,  ,,  fl 

nnd  bestimmen  die  Variable  v durch  die 
Gleichung : 

dx 

Tu=^- 

Es  venvandelt  sich  das  System  2)  dann 
in  das  folgende: 

3)  —-X  ^-X  -X 

du~^’  du  • • • 


Die  neu  cingeführtc  Variable  u hat 
die  Eigenschaft,  dass  nicht  sie  selbst, 
sondern  nur  ihr  Differenzial  du  in  dem 
System  3)  vorkommt.  Eine  solche  Va- 
riable bezeichnen  wir  als  „Index  des 
Systemes  3.“ 

Das  letztere  System  soll  den  folgen- 
den Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt 
werden. 
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„Integral  dca  Systems  3)  heisst  jede  so  könnte  man  ans  denselben  die  Grössen 
Function  Ton  x,x,  ...  welche  gleich  x,  x^,  x,  ■ • . *,  berechnen,  und  die- 

einer  Constante  gesetzt  die  Gleichungen  selben  wkren  sämmtlich  Constanten 
3)  erlDllt.“  — Sei  also  f(x,  x,,  x, ..  .x^  gleich,  also: 


rfx_ 

du 


.dx, 

du 


was  den  Gleichungen  3)  widerspricht. 
„Sind  also  n Ton  einander  unabhin- 


ein  solches  Integral,  so  muss  die  Glei- 
chung ; 

4)  /■(*,  x„  X,  ...  x^)  = <r 

durch  die  Gleichungen  8)  identisch  wcr> 
den.  Diese  leiste  Gleichung  nennen  wir  gige  Integrale  gegeben,  ft  ... 
Integralgleichung,  und  können  dieselbe  ^ 

auch  auf  die  rorm  bringen:  *'  » 

V(x,  x„  X.  ..  . X.  o)=0;  = 

...  f. 

den  Ausdruck  Integral  aber  wollen  wir  " 

stets  nur  für  das  erste  Glied  einer  in  „Umgekehrt  ist  jeder  Ausdruck  tou 
der  Form  4)  geschriebenen  Integralglei-  dieser  Form  ein  Integral.**  Es  ist  nlm- 
chung  gebrauchen.  lieh  vermöge  der  entsprechenden  Inte- 

Differenziirt  man  nun  die  Gleichung  gralgleichnngen : 

4)  nach  u,  so  erh&lt  man.  wenn  x, 


X als  Functionen  von  « he- 


/■_=•/(«.  «1 


trachtet  werden: 


^f  dx 


dx  du^ ^x^  du  dx,  du 


ix_ 


wo  also  ß eine  Constante  ist. 

Sats  B.  „Das  System  3)  bat  immer 
n von  einander  unabhängige  Integrale.“ 
Um  dies  nachzuweisen,  geben  wir  Ton 
der  Form  2)  aus,  und  bedienen  ans  des 
schon  bei  den  Gleichungen  mit  2 Varia- 


oder da  diese  Gleichnng  durch  die  Glei- 
chungen 3)  Tcrificirt  werden  soll , mit 
Benutznng  der  letztem: 


dx  “Jü"  blcn  angewandten  Verfahrens. 

**  Zon&chst  schreiben  wir  dieae 


Qlei- 


ebuDgen  in  folgender  Weite: 

X,  ...  X^  «Ix, 
dx,=f,{x,  X,  . . . *„)<<x, 
X,  . . . x_)<<x, 


if 

+ ~ X =0. 
dx  it 
n 

Diese  Gleichung  definirt  das  Integral 
Töllig,  d.  h.  jede  Function,  welche  sie 
erfailt,  ist  ein  Integral.  Setzt  man  näm- 
lich für  X,  X,,  X,  ...  A wieder  die 


Werthe 


dx  dx, 
du  du 

g-. 


so  erhalt  man: 


= 7„(*t  X, 


oder  wenn  wir  einer  jeden  dieser  OröMen 
X nach  und  nach  die  Werthe: 


(■) 


(0 


also  f-u. 


geben,  welche  continairlich  ans  einander 
entstehen,  immer  unter  der  V oranssetznng, 
dass  auch  die  Functionen  y ■ 9,  • • ■ 7, 

Sati  A.  „Hat  man  n Integrale  des  continuirlich  bleiben,  mit  BerückaiAti- 
Systems  derart,  dass  keins  eine  Funktion  gung.  dass 

der  übrigen,  also  alle  n ron  einander  (r— 1),_.  (r) 

nnabbüngig  sind,  so  kann  kein  neues  Um  (x^  x^  f-“*, 

Integral  gefunden  werden,  welches  nicht 
eine  Function  derselben  sei.  Es  hat 


also  das  System  3)  nur  n von  einander 


'...X  •)(: 


«(0 


’) 


X ® S X ® c/  fx®.  X t ^ — 

unabhängige  Integrale.“  s s * ■ 

Hätte  man  nämlich  n-1-1  Ton  einander  man  hierin  dem  Index  s alle 

unabhängige  Integralgleichungen : Werthe  von  1 bis  n,  so  hat  man  n Glci- 

f=tt,  f,  = «,.  f,  = «t  ...  f , chnngcn,welchedieGrössenx',,x',...x'|j 
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geben,  wenn  man  die  Anfangswerthc  j,*  . . und  ausserdem 

hat  Es  ist  ferner: 


n Gleichungen,  welche  die  Werthe  von  geben,  wenn  man 

für \ X|^  \ Xj^  ^ \ die  aus  den  Torigcn  Gleichnngen  gefundenen 

Ausdrücke  enbstitnirt;  fährt  man  so  fort,  bildet  also  die  Gleichungen; 

x.«=x/^-')+,„(x('-'),  x/-— ) ...  x„(^-'))(x«-x('— )), 


so  findet  man  schliesslich: 


oder  ^1  T JCf  : • - selbst  als  Func- 
tionen der  Anfangswerthc  jr* , Xj* 

* * ’ ^11** 

Diese  Grossen  sind  also  Fnnctionen  Ton 
X,  da  sie  sich  mit  der  Zunahme  von  x 
coDtinuirlich  Andern,  x kann  also  als 
unabhängige  Variable  betrachtet  werden. 
Der  Aofangswerth  Ton  x«  x*  kann  eine 
beliebige  Zahl  sein,  etwa  Null.  Die  ent- 
sprechenden Anfangswerthc  x,*,  x,*  ... 
sind  dann  durch  unsere  Gleichungen 

nicht  bestimmt,  also  wiUkflrliche  Con- 
stanten. 

Han  bat  also  n OleicbuBgen  Ton  der 
Form: 


Ein  System  von  Gleichungen  wie  6^ 
kann  man  auch  als  System  von  Integral" 
glcirbungen  betrachten.  Sic  nnterschei- 
den  sich  von  der  in  7)  gegebenen  Form 
dadurch,  dass  jede  Gleichung  n Constah- 
ten  aber  ansser  der  nnabbängigen  Va- 
riablen nur  noch  eine  tweite  Variable 
enthält. 

Diese  Formen  aber  haben  wesentlich 
andere  Eigenschaften,  als  die  bis  jetzt 
betrachteten  Integralgleichungen.  Kach 
Analogie  des  im  Abschnitt  3)  Gesagten 
kann  man  diese  Gleichungen  6)  auch 
schreiben: 


6)  x,  = v-,  (x,  X.*,  X,*  . . . 


=0  (Xy  X,*,  X,*  . . , X •). 

Entwickelt  man  .aus  diesen  Gleichun- 
gen die  Constanten,  so  erhält  man  Glei- 
chungen von  der  Form ; 

TJ  X,*  x„  X,  . . . xj, 

*i*  = A(-».  *1.  ■ xj 


und  dies  sind  offenbar  die  Integrale  un- 
lers  Sjstems. 

Wir  nennen  diese  n Integrale  Haupt- 
integrale zum  Unterschiede  von  ande- 
ren , wo  die  Constanten  nicht  die  ihnen 
hier  gegebene  Bedentnng  haben,  die  An- 
fangswerthe  der  abhängigen  Variablen 
sn  sein. 


und  aus  dieser  Form  lassen  sich  in  Be- 
zug auf  die  Werthe  der  Variablen  ganz 
ähnliche  Schlüsse , wie  am  angeführten 
Orto  ziehen.  Offenbar  ist  auch  das  hier 
gegebene  Verfahren  eine  Methode  zur 
wirklichen  annähemngsweisen  Integration 
der  gegebenen  Gleichnngen. 

Das  System  Ton  Integralen,  welches 
wir  als  Hauptintegrale  bezeichnet  haben, 
ist  von  grosser  Wichtigkeit  für  verschie- 
dene Fragen  der  Analysis.  Dasselbe 
lässt  sich,  wie  anch'  die  Integrationsme- 
thode sei,  immer  wieder  finden,  wenn 
man  n beliebige,  von  einander  unabhän- 
gige Integrale  hat.  Sei  nämlich : 

8)  n,  = 'fi(*.  X,  . . . xj, 

«1  = • *,) 
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ein  lolches  System.  Um  aus  demselben 
die  Haaptintegrale  tn  ermitteln,  geben 
wir  X eine  beliebige  Zahl  x*,  etwa  0 als 
Anraogswerth,  und  mögen  dieser  die 
Wertho  X|*,  . , , x^*  für  die  an- 

dern Variablen  entsprechen,  so  ist  auch 

«»  =7,(x»,  x,o  . . . X •) 


P = " df 

P=  ' P 
Es  mOge  nun  sein: 


P=t  p P 


r-^ 

M' 

WO  also  eine  der  Grössen  and  If 
▼or  der  Hand  noch  gans  willkürlich  bt. 
Man  hat  dann  offenbar: 


-dH 

=0. 


n zzzff  (x^.  X,*  . . . X •). 

fl  ‘ II  ^ 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  x,*, 
X,*  ...  X * entwickeln  und  erh&lt: 


V- 
Jf 

p=  • p 


d.  h.: 


= «1.  «,  • • • 


p = H ojB'  p = n dH 
s M-. — X„=  Z -W' -V  . 
p=.  \ p p=t  % p 

Offenbar  aber  ist: 


% " % 


dx 


also: 


Sctxt  man  hierin  fOr  a„  n,  ■ ■ • wie- 
der die  Werthe  aus  8)  ein.  so  hat  man 
ein  System  ganr.  von  der  Form  7);  x“ 
ist  nämlich  eine  Zahl . von  deren  Aus- 
wahl allein  die  Gestalt  der  Ilanptinte- 
grale  noch  abhängig  ist. 

11)  Theorie  des  Jakob  i’s eben 
Multiplicators. 

Es  ist  Jakobi  gelungen,  di«  Theorie 
des  Mnltiplicators,  welche  Enler  fhr  eine 
Gleichnng  mit  2 Variablen  angewandt 
hat,  anf  ein  System  wie  das  hier  be- 
trat^tetc,  von  « — 1 Gleichungen  mit  n 
Variablen  su  erweitern. 

Wir  geben  diese  wichtige  Theorie  hier 
in  aller  Kürae.  — Zu  dem  Ende  sei : 


p = n J(iW'Xj  p = n dX. 

S M— Z MM' P = 

p = J p=,  dXp 


. p=l  p= 


dx. 


d.  h. 


p = nd(JI'Xj  p = ad(ÄX) 

M Z -^J1=M'  Z _ — ?- 


p=i  % 


P=l  % 


1) 


du 


= A. 


dx 

n 

du 


das  gegebene  System,  wo  wir  Xj,  x,... 
als  Variable  annchmen.  Nehmen  wir 

an,  es  sei 

f(*i.  *, 

ein  Integral,  also: 


*-) 


2)  £r**+^*.+  -+£-^«=o 


d*i 


dx, 


dx 


eine  Gleichung,  welche  wir  auch  schrei- 
ben können; 


Die  bisher  willkürliche  Grosse  M be- 
stimmen wir  jetzt  so,  daas: 
p = «d(XX  ) 

Z ” = 0 

p='  % 

ist,  und  jeder  Ausdruck  M,  welcher  diese 
Gleichnng  crflillt,  soll  jetxt  ein  Molu- 
plicator  des  Systems  1)  genannt  werdea. 
Es  ist  offenbar  also  auch  M’  ein  Mal- 
tiplicator,  da  vermOge  der  letzten  Glei- 
chung auch: 

p = n dM'X 
^ -^=0 

jSt,  und  wir  haben  den  Satz: 

„Jedes  Integral  ist  dar  Quotient  zweier 
Mnltiplicatoren.“ 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  nmkehren: 
„Der  Quotient  jeder  zwei  UnltipUea- 
toren  ist  ein  Integral.*' 

Denn  sind  gegeben  die  Gleichnngea: 
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p = nd{M'X) 

1 — ^P=0, 

f>=*  % 


? = " ^ 

S — ; — ?-=0, 

f = l 

wdcbe  di«  Mnltiplicatoren  definiren,  lO  hat  man : 


dx 


äX 


dM 


dx 


alio; 


p=n dx  p=" 


M jr 

P='  % 

oder  wenn  man  mit  M diridirt: 


+ 


1=1*^  I 


J^  = 0. 


p = ndX  p = HälgM 


X — ‘ 

o - I dx 
P-  I p 


+ 2: 

P=t 


dx. 


x=o. 


El  iit  leicht  za  sehen » dass  auch  diese  Gleichung  den  Moltiplicator  vollstftndig 
definirt.  Wenn  man  von  der  dem  andern  MuUiplicator  entsprechenden  Gleichnng; 


p = n dX 


p=l-p  p=l 

die  vorletzte  abzieht,  so  ergibt  sich  : 


. ;»  = «aigai' 

2 —f  + S X =0 

_,dx  dx„  p 


'’  = "dlgj' 

2 # X =0. 

n — I dx  f 

p=  I p 


Dicee  Gleichung  mit  2)  verglichen,  eeigt, 
d***  lg  ^ = y4  eine  Integralgleichung, 
alio  auch 


anisordem  aber  die  Constante  a.  Eine 
der  Gleichnngen  des  Systems  1)  wird 
dagegen  eine  identische  Folge  der  übri- 
gen, da  man  bat  : 

iL  _ 

<)77*‘'^dx,' 


woraus  ifx^  berechnet  werden  kann. 


Man 


M 


M' 


eine  solche,  folglich  ein  Integral  ist. 
M 

Hat  man  also  tu  einem  Svstem  von 


hat  also  dnreb  die  Anwendung  des  In- 
tegrals das  System  von  i< — 1 Gleiobnn- 
gen  mit  n Variablen  (n  — 1 Gleichnngen 
sind  cs  nämlich  nach  Elimination  des 
willkürlich  eingeführten  du)  auf  n— 2 
Gleichungen  mit  i*»-l  Variablen  redu- 

_ cirt.  Ein  zweites  Integral  würde  das 

n Gleichungen  h+1  von  einander  unab-  System  auf  (n -3)  Gleichnngen  mit  («— 2) 
hängige  Mnltiplicatoren,  so  lässt  sich  Variablen  rcduciren  und  sofort,  so  dass 
durch  Division  von  je  zweien  ein  Svstem  jedes  Integral  eine  wesentliche  Verein- 
ron  n Integralen  ermitteln,  also  die*  Glei-  fachuhg  der  noch  übrigen  Aufgabe  be- 
chnngen  vollständig  integriren.  dingt. 

„Ist  von  einem  System  aber  ausser 
12)Weehselbezichung.wischcn  einem  lateral  aach  ein  MuUiplicator 
Integralen  und  Mnltiplicatoren.  bekannt,  so  kann  man  immer  den  Mul- 
Auf  den  folgcuden  Betrachtungen  be-  ‘‘plicator  desjenigen  Systems  ermitteln, 
raht  die  eigentliche  Anwendung  der  Mul-  wenn  man  durch  Ein- 

ai— 1'__.  . .«  • ' ° BAtTAn  rIpB  Intfvirrnia  Hn«  irnrrphAnn  rp. 


tiplicatorentheorie. 

Ist  wieder  ein  System  von  der  Form 
1)  des  vorigen  Abschnittes,  und  eine  In- 
tegralgleichung: 

/=« 

gegeben,  so  hat  man  eine  Gleichung, 
aus  der  eine  der  Variablen,  z.  B.  x 

berechnet  und  in  die  Gleichungen  1)  ein- 
gesetzt werden  kann.  Dieselben  ent- 
halten dann  nur  noch  n - 1 Variablen, 


setzen  des  Integrals  dos  gegebene  re- 
ducirt.“ 

Um  dies  zu  zeigen,  sei  f das  Inte- 
gral, jtf  der  Multiplicntor  des  gegebenen 
Systems,  der  gesuchte  Multiplicator 
des  reducirten  Systems.  Wir  nehmen  an, 
dass  bei  letzterem  die  Variable  x weg- 


geschafft worden  ist. 

P 


Man  hat  nun : 


= » df 
V X T--=0, 

/•=<  »’S 
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oder,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  differeniiüt: 

4)  . 


Zuruckf.  aaf. 


p=:ndX 

jr  _ _ 

„ — 4 dx  dl  n—\  dx 
P—  * n p P—*  p 


wo  der  Abkürzun;;  wegen  gesetzt  ist:  halten  sic  also  noch 

und  /■.  Nimmt  man  /"=«  als  constant 

” dg  ' nn,  so  bat  man  das  redudrte  System; 

” ist  dagegen  unter  f der  Ausdruck 

In  den  GrÖBsen  -V„  X,  ■■■  denken  f(x„  »,  • • • t„)  ver.UnUen,  ao  iatdie 

wir  uns  ictrt  x . durch  die  Glcichnng:  EliminationBgleichnng  weltlich  ideo- 

^ tisch,  cs  findet  also  keine  KcdnctioD 

f(x^^  X,  • • • X ) = /'  BUtt.  Wir  bezeichnen  nun  die  Difffr- 

^ renzialquotienten  von  A'^  mit: 

eliminirt;  nach  dieser  Elimination  ent- 


1 r-\ 

( ) 

/'  ' dx,  /' 

' \ df  r 

wenn  wir  diejenigen  darunter  verstehen,  mem  deutet  darauf  hin,  dws  daa  Diffe- 
welche  nach  der  Elimination  von  x renziiren  in  dem  allen  Sinne  nach  Xj, 
. , X.  »»«x  siatlfindcl.  Es  ist  also  offeubar: 

Bich  ergeben.  Das  Fehlen  der  KJam-  • n 


dx 

fix 


/dX\  fif  i^X\ 

-=M’  ''-i'-M- 


da  nur  die  Grösse  f nach  der  Elimination  noch  cnthklt. 

' n 

Die  Oleicbnng  4)  nimmt  also  die  Gestalt  an : 

p = rt  /dX  \ d/“  p = n dlg« 

5)  i I /där+  X är=o. 

p=\^  M ’ p p=\  f 

Ea  ist  aber: 


dx'  ~ Vdi^/  ^ 

< a ' • 

leichung  3)  dca  rorigen  Abachniti 

= n dlg.W  p = «/dX\  p-nihX\  i>f 

= 1 P p p=i'^*  ' »=t  ' V ' p 


Sein  man  dies  in  die  Gleichung  3)  dea  rorigen  Abachnittea  ein,  indem  man  t-f 
actzt,  ao  kommt: 

p-n  ßX  \ 


und  indem  man  hierron  die  Glcichnng  5}  abzicht: 


X X_ 


d lg 


£ p="-'/dx 


dx 


(?)=«• 


p 


p=i  p p=\ 

im  letzten  Glicdc  ist  die  Snmmc  nnr  bis  it  — 1 genommen,  da  x^  alt  eKminirt  za 
betrachten  iat.  Was  das  erste  Glied  anbetrifft,  so  ist: 


P=" 

X X_ 

p=l 


f dig-V 

hl 

V 

\ df  J 

dig£  P="-'  /dig"\  dig"  P="  H 

X I " 1+  " X A„äT, 

dx  ^ \ 6x  J if  Pp 

p p=l  ^ P ' ' J»=t 
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woTon  dt«  letite  Glied -Tertchwindet  Termfige  der  Gleichung: 

p = it  df 

p=t  p 

welche  du  Integral  dednirt.  Man  hat  also: 


6) 


Da  Differeniiatioo  nach  f nicht  stattÜD' 
det,  so  kann  man  /‘=rt  setzen»  und  hat 
dann  das  rcducirte  System.  Vergleicht 
man  aber  diese  Gleichung  mit  Gleichung 
3)  des  vorigen  Abschnittes,  so  sieht  man, 
dass  dieselben  völlig  übereinsliramen» 


wenn  man  in  mit  — und  das  nrsprüng* 

liebe  mit  dem  rcducirtcn  System  rer- 
tanscht. 

„Ist  also  M ein  Multiplicator  des  nr> 
sprflnglichen  Systems,  so  ist: 


# _ M 

u df 


dx 

n 


der  des  reducirten  Systems,  welches  ent- 
steht, wenn  man  climinirt.“ 

Natürlich  muss  diese  Elimination  auch 
in  dem  Ausdmeke  von  stattfinden, 
80  dass  tVj  die  Constante  « cnihält. 

£s  sei  nun  ein  zweites  Integral 

f \ 

gegeben,  so  lisst  sich  dasselbe  mittelst 
der  Gleicbaogr 

/■=« 

immer  durch  Eliraination  von  auf  die 
Gestalt  bringen : 

r (-»1.  X,  ' • • o)  = «.. 


reducirt,  von  diesem  System  ein  Integral 
f**  sacht  n.  s.  w. 

Indem  man  die  Systeme  aber  in  die- 
ser Weise  fortgesetzt  reducirt,  erhält  man 
auch  durch  Wiederholung  des  oben  ge- 
gebenen Verfahrens  die  MuUiplicatoren 
der  entsprechenden  Systeme,  nämlich: 


!>f 


jr 

~»r~ 


dx  dx 


df" 


M 


IL 

‘K 


I 


Hat  man  n— 2 Integrale  de«  System«, 
so  wird  dasselbe  «chliesBlich  auf  eine 
Gleichung  mit  2 Variablen  reducirt,  und 
der  Multiplicator  dieser  Gleichung  ist: 


M 

df  df^  df" 

dx  dx  , dx 
n n— 1 n—’i 


°f 


n — J 


dx. 


Dieser  Ausdruck  der  immer  einer 

Gleichung  mit  2 Variablen  angehCrt, 
wird  von  Jakobi  der  letzte  Multiplicator 
genannt.  Er  geh&rt  zu  einem  Systeme 
von  der  Gestalt ; 


wo  /'  eine  andere  Fnnction  ist.  Deber- 
hanpt  nehmen  die  Integrale  durch 
snccessivc  Elimination  die  Gestalt  an: 
f{x„  X,  . . • xj  = «, 
f'(x„  X,  . • . «)  = o„ 

«.  “1)  = ''. 


f^\x,,x_*"X  ,e, «,•••«  .)  = « • 

' VH"  n—p  ' ' p — l'  p 

Unter  dieser  Form  ergeben  sie  sich  auch 
offenbar,  wenn  man  ein  Integral  f"  znnftchst 
des  redneirten  Systems  sneht,  dasselbe 
durch  Elimination  von  abermals 


du 


= {i. 


*0  Functionen  von  x,  x,  und  von 
Constanten  sind,  d.  h.  wenn  man  du  eli> 
minirt,  zu  der  GUiebnng: 


7)  (,dx—(dx,-0. 


Er  ist  definirt  dnreh  die  Gleichung: 

f.) 

8)  — i__=o. 

dx  dx  ^ 


Beetimmcn  wir  aber  den  Enler*8cben 
Multiplicator  A der  Gleichung  7) , eo 
muss  sein: 


A f ,tfj— >4  f (fji  = d/*, 

d.  h. 
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oder  wenn  man  die  erste  Gleichung  nach 
die  zweite  nach  x difTcrcnalirt: 


l?x 


d.  h.: 


dx  ' dz  ^ ' 

eine  Gleichung,  die  offenbar  den  Enler- 
■chen  Multiplicator  definirt.  Sie  etimmt 
aber  rOllig  flberein  mit  der  Gleichung 
8),  wenn  man 


setzt. 

„Der  letzte  Multiplicator  ist  also  mit 
dem  Kuler’schen  Multiplicator  des  auf 
eine  Gleichung  mit  2 Variablen  redneir* 
ten  Srstems  identisch.“ 

Da  nun  die  Kenntniss  des  Euler’schen 
Multiplicators  die  Integration  der  Diffe- 
renzialgleichung auf  Quadraturen  zurQck- 
fflhrt,  und  der  letzte  Multiplicator  aus 
einem  des  ursprünglichen  Systems  und 
n — 2 Integralen  desselben  ermittelt  wer- 
den kann,  so  ergibt  sich  folgender  Satz. 


M con Staat,  so  erhalt  man: 


p = n dX 

V P 


:0. 


Da,  im  Falle  diese  Gleichung  crl&llt  wird, 
jede  Constante  die  bezügliche  Definitions- 
gleichung des  Multiplicators  erfüllt,  so 
kann  man  auch  .V=l  setzen.  Es  ist 
dann  der  letzte  Multiplicator: 


”n-i-  itf  df>  g 

dx  dx  — 3 

n n — I dx, 

Beispiel,  Jede  Aufgabe,  welche  ans 
der  Variationsrechnung  entspringt,  und 
ausdrUckt,  dass  ein  einfaches  Integral 
ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  führt 
zn  einem  Systeme  von  Differenzialglri- 
ehnngen  von  der  Form: 

^ <fy,_  dy  dy 

</»  dp,’  dt  ~ dp,"' -jji- 

dt  ^Vi'  df , 

dpn  dg 


„Ist  in  einem  System  von  «—1  Diffe- 
renzialgleichungen mit  n Variablen  ein 
Multiplicator,  ausserdem  aber  n— 2 In- 
tegrale bekannt,  so  wird  das  letzte  In- 
tegral durch  blosse  Quadratur  gefunden.'- 

Dieser  Satz  verbunden  mit  dem  oben 
gegebenen,  dass  der  Quotient  zweier 
Mtütiplicatoren  immer  ein  Integral  ist, 
gibt  noch  folgenden  Zusatz : 

„Sind  s Integrale  und  a — I— i Multi- 
plicatoren  bekannt,  wo  t jede  ganz  po- 
sitive Zahl,  anch  Null  sein  kann,  so 
macht  die  vollständige  Integration  nur 
nocli  eine  Quadratur  nütliig." 

Durch  Division  je  zweier  der  n — I— s 
Mniliplicatoren  erhält  man  nämlich 
«— 2— s neue  Integrale,  so  dass  man 
deren  jetzt  n— 2 hat,  die  man  mit  einem 
beliebigen  Mnitiplicator  verbindet. 

13)  Bestimmung  eines  Mnlti- 
p li  c ators. 

Der  Mnitiplicator  eines  gegebenen  Sy- 
stems kann  unter  Umständen  constant 
sein,  und  dieser  Fall  setzt  eine  Bedin- 
gnngsgleichnng  voraus,  der  das  gegebene 
System  genügen  muss.  Setzt  man  näm- 
lich in  die  Gleichung: 

p = n d(.WX  ) 

£ — - — ' 


wo  7 eine  Fanction  der  mit  p und  q 
bezciebneten  Grossen  ivt.  Die  Anuhl 
der  Gleichungen  ist  also  nach  Elimina* 
tion  des  Index  t 2n— 1.  — Gleiche  Fonn 
nehmen  auch,  wie  Hamilton  gezeigt  hat, 
die  mechanischen  Gleichungen  an,  falls 
fQr  die  Aufgabe,  die  man  betrachtet»  das 
Prinzip  der  lebendigen  Kräfte  stattfindet 
und  dies  ist  an  sich  ersichtlich.  Da  aus 
diesem  Prinzip  das  der  kleinsten  Actio* 
nen  folgt  also  die  fraglichen  Gloichun* 
gen  der  Mechanik  als  einer  Minimums* 
anfgabo  entspringend  betrachut  werdea 
können.  (Vergleiche  den  Artikel:  Varia- 
tionsrechnung.) 

Setzt  man  nun : 


X 

H 


_ 

‘n-|- 1 + 

X.  =-p-, 

!n  dm 

• m 


d,f 


x,  = ,„  x,  = y,  x„^,=p„ 


so  ergibt  sieh,  wenn  $ kleiner  als  1,  oder 
gleieb  n ist:. 
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dx^  - 6p 

ü±-‘  = 0, 

6x^  ^ Ä , 


worans  folgt: 


1 ;>  = « 6x^  . 

X ^ r— 2 

* p=l  0-Tj, 

nur  Ton  x^  abhängig,  so  kann  man  in- 
tegrircn,  nnd  erhält: 

g.dx  p = n 6x 

* P-  ‘ p 

oder: 

dx  pzzn  d X 

r 9 p 


p^  in  d X 

_P=o 

p = ' 

Der  MultipUcator  des  in  Kedc  ste- 
henden Systems  ist  also  gleich  l«  d.  b>: 

,,Hat  man  die  Integrale  einer  der 
Mechanik  oder  der  Variationsrechnnng 
entsprechcoden  Diffcrenaialglcicbnng  bis 
Hof  eins  ermittelt,  so  ist  dieses  letz- 
tere immer  durch  blosse  Quadratur  zu 
finden.“ 

Ein  Multiplicator  Iftsst  sich  aber  auch 
in  einem  allgemeinem  Falle  ermitteln, 
der  genan  dem  entsprechenden  Falle  in 
der  Theorie  des  Eulerischen  Multiplica- 
tors  entspricht. 

Es  war: 

p = n 6\gM  p = n6X 

1 X -är-+  ^=0. 

p=t  p p p=i% 
nnd  wegen  des  gegebenen  Systems : 

^-x  ^-x  . . . 

p — n dx  dlgjf_  1 p~9%d  X 


f ^ pi.  % 


i _p 
p=i  rf*. 


p = 1 % 


Es  ist  dies  jedoch  der  einzige  allgemei* 
nere  Fall,  wo  der  Multiplicator  von  vom 
herein  und  ohne  Integration  dea  Systems 
gegeben  ist. 

14}  Eigenschaften  der  lnte> 
gralc, 

Sei  wieder  das  gegebene  System; 

wo  die  Grössen  ;X,,  X,  • • • X^  von 
X ,,  X,  • • • X , nicht  aber  von  u unab. 

* * II 

hängig  sind.  Sei  ferner: 

ein  System  von  Integralen,  die  von  ein- 
ander anabhängig  sein  sollen,  ao  ist: 

|öv,+|öx,+  ...+jf-X,=0 


WO  x^  eine  beliebige  der  Grossen  j:,| 
X.  • > • X sein  kann.  Betrachtet  man 

■ fl 

also  x^  als  unabhängige  Variable,  nnd 

bezeichnet  das  vollständige  Differcnaial 
von  lg  W,  nach  x^  genommen,  wenn  alle 

Grössen  x als  von  x^  abhängig  gedacht 
werden,  mit  d lg  IH,  so  hat  man : 

p x:n  6]g  M dx  d lg  jtf 
X’  djj  = dx  > 

p=l  P * 

dx.  p = H 6 X 

aUo:  dlgM=-—  " , ,1^ 

■*.  P='  "p 

Ist  also  der  Ausdruck 


":zlx,+. 

öx  ^ 


Diese  «— 1 Gleichungen  können  dazu 
dienen,  n— 2 der  Grössen  X^,  X,  • • • 
X za  climiniren.  — Bekanntlich  lässt 

sich  diese  Elimination  so  anstellen,  dass 
man  die  erste  Oleichnng  mit  einer  noch 
zu  bestimmenden  Function  1 1,  die  zweite 
mit  einer  andern  1,  u.  s.  w.,  die  letzt« 
mit  1 multiplicirt,  und  die  Product« 

II“  1 
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B&mmtlich  addirt;  da  n— 2 Gleichungen  zwischen  den  i willkürlich  znr  Beztim* 
mung  derselben  verwendet  werden  können,  so  kann  man  setzen: 


+-1- 


dxi 

dx, 


=0, 


-=0, 


t,  - 

' I'. 


n — 1 


<V, 

+ ^.d^-  + 


n—3 


dx 


= 0, 


oder  abgckürxt: 

3) 


df 

sx  —£=o,  sx  -E=o 

Pdx,  Pdx,. 


JX 


P _ 


Pdx 


0, 


wo  alle  Summen  sich  auf  die  Werthe  von  p,  von  p = l bis  pcfit— 1 erstrecken. 
Es  folgt  dann  ans  den  Gleichungen  2)  noch: 

df  -df 

I P dx  , " P dx 

n—  I n 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  wir  unter  U eine  neue  Fnnction  verstehen : 


4) 


X 

P - " 


P dx 


»r„ 

P dx. 


n— 1 ~n 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  mnltipliciren  wir  nach  der  Beihe  bezüglich  mit  t 


<fx„  ix. 


wo  das  Zeichen  cT  nach  der  vorhin  schon  eingeliihrten  Bezeichnung  eine  beliebige 
unendlich  kleine  Acndemng  der  Grössen  x,,  x,  •••  x^,  die  von  den  Relationen, 

welche  die  Gleichungen  1)  ergeben,  also  ganz  unabhängig  ist,  andeutet.  Addirt 
man  dann  alle  Froducte,  so  erhält  man  mittels  der  Gleichung: 

^x,+— <fx,+ . ..  +^<fx^  = df: 


oder,  wenn  man 
setzt : 


VlXif-=Xix^  -X. 

P P « II— I n- 


VX  =A 
P P 


’i.  ■ 
. k 


Hatte  man  statt  der  Grössen  X„  X,  • • • X^^ j «— 2 beliebig  andere  tlimi- 

nirt,  so  wkre  man  auf  ähnliche  Ansdrücke  gekommen;  man  hat  also,  wenn 
ft  ••  • /^_|  Integrale  sind,  folgende  idcntisdie  Beziehung: 

X„ix,-X,ix^=k,.tf,+h,if,+  • • • 

X^ix,-X,ix^  = k,'if,+k,'Jf,+  ... 


5) 


X„ix,-X,ix^=k,"if,  + k,"if,+ 


tSt 


C. 
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Xd*  ,-X  ,<fx  •••+*  „ 

n *— I «—1  n ' '•  ’ " ^ n— 1 'n— 1’ 

wo  die  GrOuen  ir,  • ■ ■ Fanctioncn  von  », 

• • • * find. 

n 

Aach  dieie  Oleichnngen  können  inr  DeAnition  der  Integrale  f,, 
dienen.  Setit  man  nämlich  f,,  ft  ••  • gleich  Conetanten,  so  wird; 


also: 


d/-,  = df,=  . . . d/„_,=0. 


X^<ü,-X,rf*^=0,  X^<i*,-X,d*^=0 


X dx  , — X .dx  =0. 
n «—  i fl—  I n 


Dies  System  aber  stimmt  offenbar 
mit  dem  gegebenen  System  1)  überein» 
wenn  man  aus  letzterem  du  climiuirt. 

Die  Aufgabe»  ein  System  von  Diffc> 
renzialgleichungen  zu  integriren»  wird 
durch  die  Gleichungen  5)  also  auf  die 
andere  Aufgabe  der  Transformation  eines 
Sritems  von  Ausdrücken»  wie  die  anf 


der  liuken  Seite  in  5)  befindlieheu  anf 
die  rechts  stehende  Form  rcducirt. 

Es  ist  Übrigens  leicht  etnznseheD»  dass, 
wenn  man  die  beiden  Seiten  der  Glei> 
chung  5)  mit  beliebigen  GrOssen 
L\  • • • multiplicirt,  man  auf  Ausdrücke 
kommt  von  der  Gestalt: 


6)  + V,(fx,+  . +y^<fx^=Piitfi  + P,Jf,+  • • • 


wo  die  Grössen  V von  der  Form  sind: 


V =U  X , 
p p " 


wenn  p kleiner  als  n ist,  und: 


r^=-({/,  x,  + f;,x,+ 


rt—  i II  - 


Mnltipliciit  man  aber  mit  den  Grössen  F,,  F, 
und  addirt  sie,  so  ergibt  sich  i 


.)• 

F^  die  Gleichnngen  1) 


dx 


oder : 

F,dx,  + F,rfx,+  ...  +F^rf*^=0, 


Diese  Gleichung  ist  also  eine  Folge 
der  Gleichnngen  1),  und  iwar  eine  ganx 
beliebige,  so  lange  die  Grössen  F nicht 
weiter  bestimmt  sind.  Bildet  man  n 
solcher  Gleichungen,  die  von  einander 
nnabhängig  sind,  so  hat  man  ein  System 
von  Differenzialgleichungen,  welches  mit 
dem  System  1)  ganz  identisch  ist,  und 
die  Integration  dieses  Systems  kommt 
also  daran!  hinaus,  den  Ausdruck  links 
in  Gleichung  6)  auf  die  Form,  welche 
rechts  steht,  zu  bringen.  Wie  auch  also 
die  Form  der  gegebenen  Differenzialglei- 
chungen sei,  immer  lassen  sich  mit  Hülfe 
der  Integrale  Ansdrücke  bilden,  welche 
SOS  H — 1 Gliedern,  ganz  ähnlich  wie  in 
den  Gleichungen  5)  bestehen,  und  die 
Aufgabe,  ein  System  von  » — 1 Gleichun- 
ucn  von  der  Form  7)  zu  integriren,  ist 
wesentlich  identisch  mit  der  Bildung  von 
»— 1 Gleichungen  von  der  Form  6),  d. 
h.  mit  der  Transformation  von  n Syste- 
men von  n Gliedern  F,  <f*,,  F,  <f*,--. 


F^dx^  auf  «-1  P.Jf,,  P,Jf,  . . . 

Die  lutegralgleichaagen  lusen  sich 
aber  auch,  wie  wir  gesehen  haben»  unter 
noch  einer  andern  Form  ansdrücken. 

8) 

r(»,.  «)  = «,, 

r'(*i.  X.  • • • «r,  w,)=ir. 


/■^**  "Vx  ,,X  ,n,o.* 
' ' fl  — 1 ’ ‘ 


J = “, 


n — 2’ 


welche  entstehen,  wenn  man  snccessive 
aus  2 der  Integralgleichungen  x,,  x,  ••• 
X eliminirt,  oder  wenn  man  durch 

snccessives  Einsetzen  der  nach  einander 
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gefundenen  Integrale  das  gegebene  Sy« 
Stern  redneirt. 

Wir  nennen  den  Ansümck  links  in 
der  ersten  Qloichung«  welche  nur  eine 
Constante  aber  n Variablen  enthalt,  jetzt 
erstes  Integral,  den  in  der  zweiten  mit 
2 CoDstanten  und  n — 1 Variablen  zwei* 
tes  Integral  u.  s.  w*.  Die  vorhin  be- 
trachtete Art  der  Integrale  besteht  a'so 
ans  n — 1 ersten  Integralen. 

Kennt  man  nur  ein  n — Ites  Integral, 
also  eine  Gleichung,  welche  n — 1 Con- 
stanten  nnd  eine  Variable  enthält,  so 
ist  nichts  desto  weniger  die  Aufgabe  ge- 
löst. Es  lassen  sich  nämlich  augenblick- 
lich noch  n — 2 andere  Integfrale  bilden, 
welche  keine  neuen  Constanten  enthält. 
Sei  nämlich: 


nach  « differenziiren,  statt  der  Grössen 
<ix.  dXf 

-r-*,  — aber  deren  Werthe,  die  ticb 
du  du 

Bua  den  Gleichungen  1)  ergeben,  ein- 
setzen,  nnd  man  hat  eine  zweite  Glei- 
chung, die  wir  mit 

ip=0 

bezeichnen  wollen. 

Differenziirt  man  auch  die.e  nach  . 
und  crectzt  die  darin  rorkommenden 
dx, 

du 


Hjt  , 

Differenzialqnotienten 

du 


7 (•*’ i»  ^1» 


das  gegebene  Integral.  (Offenbar  kommt 
cs  auf  die  Auswahl  der  Variablen 
X,  unter  den  n gegebenen  Xj,  x,  • • • 
X nicht  an. 

fl 

Man  muss  dann  die  Gleichung 

9)  •/{■»'i* 

*•  • • 

'/"(*!.  *■.  • • 


durch  ihre  Werthe,  so  ergibt  ikh 

eine  dritte  u a.  w,,  so  dass  man  anf 
dieselbe  Weise  durch  fortgesetztes  Oiffc- 
renziiren  n — 1 erhalten  kann.  Ans  den- 
selben kann  man  dann  immer  it — 2 Coa- 
stanten  eliminiren  und  sich  so  Integrale 
Ton  der  Form 

/■,  = «,  • • . 

bilden. 

Selbstverständlich  lässt  sich  auch  das 
System  8)  auf  die  Form  bringen : 

• - n)=0. 


",  «i)=0, 

",  ",,  n,)  = 0. 


7^”  ^\x  j X n,  . , . n « .)“0- 

' ' n — i’  n ’ ‘ n— 3’  n—2' 

Die  Ausdrücke  in  8)  geben  ähnliche  Beziehungen , wie  die  in  den  Gleidmo- 
gen  5)  enthaltenen.  Es  ist  nämlich: 

=0. 

Diese  Gleicbnng  findet  identisch  statt,  wenn  man  nach  dem  Differenzüren  die 
Constanten  n,  <r,  . . . ^ durch  ihre  aus  den  übrigen  Integralen  gezogenen 

Werthe  ersetzt. 

Mau  kann  die  eben  gefundene  Gleichung  auch  schreiben : 

,f(n-2)_Xn 

wo  U eine  nene  Unbekannte  ist ; also  wenn  man  beide  Gleichungen  bezQglich  mit 
<fx^ I und  dx^  maltiplicirt  nnd  addirt: 

X Jx  , — X dx 

Nimmt  man  jctit  die  beiden  Gleichungen: 


^^^lx  1+^ 

n—2  dx  . dx 


dx. 


»—3 


I 


Oigrtized  by 


Quadraturen  — Zuröckf.  auf.  427  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


,v(— 


dx 


mnltiplicirt  die  erste  mit  die  zweite  mit  und  addirt,  indem  man  setzt: 
= J .J 4*  14 


0 = x 


H — I fl — l 

welche  Gleichung  zur  Bestimmung  von  fi  dienen  sollf  so  bat  man: 


oder: 


indem  man  diese  Gleichungen  bezüglich  mit  Jx^  ^ und  multiplicirt,  und  zu 
der  mit  multiplidrtcn  Gleichung 


Ox  , dx  , 

n — I » — I 


addirt,  erh&lt  man; 


nnd  indem  man  in  dieser  Weise  fortfshrt,  ergibt  sich  ein  den  Gleichungen  5) 
ibnlicbes  System,  in  welchem  jedoch  die  Gleichungen  einfacher  sind.  Kämlich; 

10)  X^Jx,-X,Jx^  = aJf  r«,>f [<■''> + a,df<-'h  . . . + <«„_3 “ => 
X^dx,-X,Jx^=  ...+  ~ 


— X,cfx^  = 


X dx 


»— 1 ' 


Es  ist  hier  f ein  erstes  Integral , f 
ein  sweites  n.  s.  w. 

Das  erste  Integral  f kommt  also  hier 
nur  bei  der  Transformation  des  ersten 
Ausdruckes  Tor. 

Auch  diese  Gleichungen  dienen  zur 
Definition  des  ersten,  zweiten  n.  s.  w. 
a— 1 teu  Integrals. 

Gibt  man  in  irgend  einem  Integral 


den  Constanten  irgend  welche  Zahlen- 
werthe,  so  bat  man  ein  partikuläres  In- 
tegral. Ks  gibt  aber  wie  in  den  Glei- 
chungen mit  einer  abhängigen  Variablen 
auch  singuläre  Integrale. 

Setzt  men  nämlich  die  Functionen 

f,  ..  . Constanten  gleich, 

so  verschwinden  die  Ansdräcke  rechts, 
nnd  man  erhält; 


Gleiahnngen,  welche  mit  den  gegebenen 
1)  Identisch  sind.  Dasselbe  tritt  aber 
auch  ein,  wenn  man  das  2 te,  3te  . . , 
n— Ite  Integral  gleich  Constanten  setzt, 
damit  aber  itstt  der  Gleichnng  f = n die 
andere  o = 0 verbindet. 

Die  Gleichung 


a = 0 

stellt  also  ein  singuläres  erstes  Integral 
dar,  wenn  dieselbe  keine  Folge  der  Olei- 
chnng  f=a  in  Verbindnng  mit  den  3bri- 
gen  Integralgleichmngeii  ist. 

Für  a aber  lässt  sieh  leicht  der  Werth 

ermitteln.  Da  nämlich  . . . . 
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(h  — — '0 

/■'  die  Grösse  x,  nicht  enthalten, 

so  ist,  wenn  man  x,  difforenziirt: 


df  , 

:a  5—,  also  a = — 
dx,  df 


ox, 

cs  muss  also,  da  nicht  gleich  Null 
sein  kann: 


dx, 


00 


sein,  nnd  diese  Gleichung  dchnirt  das 
singuläre  Integral.  Es  ist  also  gegeben, 
wenn  ein  erstes  allgemeines  Integral  f 
bekannt  ist. 

Sei  aber  das  erste  Integral  unter  der 
Form  gegeben; 

y (x„  X,  . . . x^,  n)  = 0, 
so  ist  die  Gleichung 


n = f(x,,  Xj 


eine  Folge  derselben,  und  denkt  man  sich 
in  7 für  n diesen  Werth  eingesetzt,  so 
wird  die  erste  Gleichung  identisch,  Man 
hat  also,  wenn  man  nach  differen* 
xiirt,  nnter  dieser  Voraussetzung: 

I iü_o 

dx.  dß  dx."  ’ 

d.  h. 


da  __  _ *^*1' 

dx,  dx,  iitf 
da 


and  im  Falle  des  singulären  Integrals, 

wo  also  T — = 00  ist : 
dx 
P 


^ =0,  oder 
oa 


Eliminirt  man  ans  einer  dieser  beiden 
Gleichungen  und  aus  y =0  die  Constante 
»,  so  hat  man  also  singuläre  Integrale, 
falls  man  nicht  auf  particuläre  Integrale 
hierbei  gelangt. 

Die  Gleichung: 


dy- 

dx. 


= 00 


rührt  von  der  hier  gewählten  Form  der 
Differeniialgleichnngen  her,  wonach  allein 


Xf|(fi,-X,<fx^ 

derart  transformirt  wurde,  dass  alle  In* 
legrale  rechts  erschienen.  Bei  anderer 


Aaswahl  würde  man  auf  Gleichnngen, 
wie : 

- 00  , T _ 00  . . ., 

dx,  dx, 

kommen. 

Es  gibt  aber  auch  singuläre  Integrale 
höherer  Ordnung.  Ist  ein  erstes  Inte- 
gral /■=«  nämlich  bekannt,  so  kann  man 
mit  dessen  üfllfc  eine  der  Variablen  x, 
climiniren.  Von  den  Gleichungen  10) 
fällt  dann  die  erste  weg,  und  die  übri- 
gen werden  erfüllt,  wenn  man 

/■("  alle  gleich  Constanten  setit, 

r («-  •■') 


gleich 

oder  wenn  man  nur  f",  f”  — f '■ 
gleich  Constanten,  und  ausserdem 

fl,'  = 0 

setzt.  Die  letztere  Gleichung  Tertritt  also 
das  zweite  allgemeine  Integral,  und  ist 
daher  als  singuläres  Integral  sweiter 
Ordnung  zu  betrachten.  Nimmt  man 
f=a,  /'  = a, 

an,  so  fallen  die  beiden  ersten  Gleichun- 
gen fort,  nnd  man  sieht,  dass 

ein  singnläres  drittes  Integral  u.  s.  w. 
a ein  solches  ntcr  Ordnung 

ist,  — Hat  man  die  entsprechenden  toU* 
ständigen  Integrale,  so  lassen  sich  leicht 
die  singulären  daraus  ableiten.  Offen- 
bar ist  nämlich: 


also : 


dx,  * dx. 


n 

=oY»--’ 

dx, 

(n-2) 


dx_ 


>=co, 


die  entsprechenden  Gleichungen. 

Ist  die  entsprechende  Gleichung  nicht 
unter  der  Form 

*^+2  . . . x^,  n,  a,  . .. 

sondern  unter  der  allgemeinem : 

7 (*,,4.,,  *p+2  •••*„■  "I  «.  ■•-«p)==0 

gegeben,  so  hat  man,  wenn  man  Air 

den  Werth  gesetzt  denkt,  eine  iden- 
tische Gleichung.  und  folglich,  wenn  maa 

nach  X , . differenziirt : 

^+1 
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£.=0, 

dx  , .3«  {>x  , , 
p+i  p ;<+t  - 


da  da 

f±l 


Da  also  im  Falle  des  aiDguIIrcn  Inte- 
grals 

% - 

sein  soll,  so  ist  entweder: 

■r — =0,  oder  5 =oD 

P . P+ ' 


an  setzen.  Ans  einer  dieser  Gleiehnn- 
gen  Dud  ans 

y.=0 

aber  wird  dann  a eliminirt.  — Dies« 
P 

Kegel  gilt  für  die  tingnlftren  Integrale 
aller  Ordnungen.  Wären  p vollständige 
Integrale  durch  p Gleichungen  von  der 
Form  : 

lp(,x^,  Xj  er,  rr,  . . . a^_^)=0, 

welche  die  allgemeinste  Relation  ist,  ge- 
geben, so  würden  sich  leicht  die  Aus- 
drücke von  combinatorigeher  Form  lÜr 
die  singulären  Integrale  ablciten  lassen. 

Man  kann  aber  den  letzteren  auch 
eine  Form  geben,  die  für  alle  gemein- 
schaftlich ist. 

Es  ist  nämlich  offenbar : 


and  folglich  ist  die  Grösse  _ 2)  der  Euler’sChe  oder  letzte  Multiplicator. 


Man  hat  aber: 


wie  man  erUUt,  srenn  man  daa  Differenxial  nach  nimmt.  Ea  iat  ferner: 


’d/C»-“)' 


Ist  aber  M der  Multiplicator  des  gegebenen  Systems,  und  N der  letzte  Mnltipli- 
cator,  so  war : 


dx,  dx. 


und,  da: 


_ ^ dj^  ^ 
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y=- 


H-i 





fl— 1 


M = - 


df  4/'^ 

*•»1 


X. 

»f 


n 

(n-2) 


dx 


’n — 1 


Wenn  man  aber  die  Wertho  von  3^"’ 

maltiplicirt,  ergibt  sich: 

„ - 0)  - (»)  . . 


a mit  einaodtr 


(a-3) 


~df_  d(^ 

dx,  dx. 


V' 


eine  Gleichung , aus  der  sich  folgende  Relation  zwischen  den  Coeffidentcn  a nnd 
dem  Maltiplicator  ergibt,  und  die  eine  Definition  des  letstem  enthalt : 


M = 


(•)  „ (0 

I I “1 


(«--•) 


Da  die  Gleichung: 


0=0, 


0)_ 


=a 


(0_ 


=0. 


die  singulären  Integrale  der  verschiedenen  Ordnungen  ergeben  und  die  linken  Sei- 
ten dieser  Gleichungen  im  Nenner  des  Mnltiplicators  als  Factoren  erscheinen,  so 
ergibt  sich  hieraus  auch  t , 

„Die  singulären  Integrale  aller  Ordnungen  werden  gefunden , wenn  man  den 
Mnltiplicator  gleich  unendlich  setzt.“ 

16)  Anwendung  auf  eine  Gleichung  höherer  Ordnung  tai* 
2 Variablen. 

Die  Gleichung  nter  Ordnung  mit  2 Variablen  hat  die  Gestalt: 

^ . . . ^'Wo, 

•dx*  / 


1) 


dx* 


oder  wenn  man 


2) 


a X| 


hieraus  entwickelt: 


= y (X.  x,-,  - 

dx  dx*  dx"~'  ' 


fflr  welche  men  nach  dem  Obigen  auch  das  System  Ton  n Gleichnngcn  nehmen 
kann: 

o*»  dx.  dXm  fl  - * 

3)  -37=*»  ’S— 


oder,  wenn  man  die  Gleichung: 


dx  , , 

’-c*  Unmf&gt,  worin  V»  eine  gani  beliebige  Function  ist,  welche  *ur  Bestimmnng  ron 
dx  . 

u dient,  also  a.  B.  ^ = 1 >etst: 
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4) 


djr_  dz,_  dx,_ 

du  ' du  f/u 


dz 


B 1 


du 


du 


= 7- 


Dicä  Syitem  von  n oder  b+1  Gleichungen , je  nachdem  man  u vorhanden  oder 
eliminirt  denkt,  iet  ganz  nach  den  obigen  Regeln  zu  behandeln.  Hat  man  ein 
ende«  Integral  von  der  Form; 

5)  /•(*,  X„  X,  . . . = 

■0  geben  die  Gleichungen  3)  ohne  Weiteres : 

6) 


r(x  X ^ ‘ 

’ *■’  dx'  dx> 


jfl— ‘ 
d X. 


dx" 


d.  b.  eine  Gleicbong,  die  ganz  älmlich 
der  gegebenen  GIcicbnng  1)  ist,  nar  um 
eine  Ordnung  niedriger,  und  die  Con~ 
stante  a enthält  Die  Gleichung  6)  kann 
also  wie  1)  behandelt  werden.  Findet 
man  ein  Integral  von  ihr,  so  hat  man 
ein  zweites  Integral  der  Gleichung  1), 
welches  2 Constanten  enthält  und  eine 
Differenzialgleiebung  n — 2ter  Ordnung 
vorstellt.  Dureh  suecessives  AoffiDden 
der  Integrale  kommt  man  auf  das  n — Iter 
Ordnung,  von  der  Gestalt : 


7(-r.  •^11  «i 


..)  = «, 


b— t’ 

also  eine  Gleichung  zwischen  den  beiden 
Variablen  x,  x^^  welche  n Constau- 
ten  enthält.  Mit  dem  Aufßndcn  dieser 
Gleichung  ist  die  Aufgabe  gelOst,  da 
man  eine  Relation  zwischen  x und  X|  hat. 
Dieser  Ausdruck  heisst  daher  auch  all- 
gemeines Integral  der  Gleichung  nter 
Ordnnog.  Es  enthält  n Constanten. 
Jede  Gleichung  nlcr  Ordnung  mit  2 Va- 
riablen hat  also  nur  ein  allgemeines  In- 
tegral, da  sich  nur  eine  Gleichung  wie 
7)  z*iU8  einem  System  von  n Integralen 


erster  Ordnung  ergibt,  dagegen  2 Inte- 
grale n — ltcr  Ordnung,  3 n — 2ier  , . . 
n Integrale  erster  Ordnung. 

Hat  man  ein  Integral  ;>ter  Ordnung, 
so  ergibt  sich  durch  Differenziiren  des- 
selben nach  «i,  und  indem  man  für  die 
DifTerenzialquoticntcn  die  ans  den  Glei- 
chungen 4)  gezogenen  Wertbe  setzt,  so- 
gleich ein  Integral  p — 1 ter  Ordnnng, 
eins  — 2tcr  Ordnung  u.  s.  f.,  so  dass 
die  Kenntniss  eines  Integrals  schon  alle 
von  niederer  Ordnung  ergibt. 

Um  den  Multiplicator  des  Systems  3) 
oder  4)  zu  finden , hat  man  die  Glei- 
chung : 

p = nd(»IXJ 


(wegen 


P = o 


ist  nämlich  hier  mit 


dx 


X.  =:x  zu  beginnen),  wo  zu  setzen  ist: 

= x,^x,  . . . 

= x^,  (x,  X,  ...  x^).  Die  Glei- 

chung verwandelt  sich  deshalb  in : 

dM  , dia  „da.  „ 

n — t n rt 


Die  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Multiplicators  (vergleiche  Abschnitt  12)  war: 


-/■x/ 


M = t 


= b dX 


P 


dz 

» P = o p , 


aber : 


also: 


ax  . 

2 P ~ »V 

ax  dx' 

p " 


/h. 

^dx 

in  z=e  , 

wenn  man  s:=0  setzt;  und  die  Möglichkeit,  den  Multiplicator  zu  bestimmen,  letst 

fliy. 

also  voraus,  dass  der  Ausdruck  nur  eine  Variable  x enthalte. 
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Es  mnss  sonach  sein  ; 

dtf  , . - * 

fl 

d.  b.:  . 

,f~x^tp(x)+x{x,  i„ 

wo  y und  beliebige  Functionen  sind. 

Der  Multiplicator  lasst  sich  also  immer  bestimmen  bei  einer  Differenxiol- 
glcichnng  ittcr  Ordnung  von  der  Gestalt : 


l! 

dz” 


L*  = V.(x) 


d"-'* 
dz” 


>A.y(z  Z ^ ^ '*■  ) , 


Also  hat  man  von  dieser  Gleichung  n — 1 Integrale  erster  Ordnung , oder  was 
dasselbe  ist.  ein  Integral  n-lter  Ordnung,  so  führt  die  Bestimm^g  des  In- 
tegrals nter  Ordnung,  also  dos  allgemeineren  Integrals,  nur  auf  Quadraturen 
inrück. 


16)  Lineare  Differeniialgleichnngen. 

Ein  System  linearer  Differeniialgleichnngen  hat  folgende  Gestalt: 


1) 


z,  + A,  x,-t-  . . . +\ 


^=^.'  z,+A,’  x,+  ...  +/<;  + 

^ = A."  z,+A,"^  Z.+  . ..  +V 


dx 

wo  die  Grössen  A/  • • • A^  • • • 

^ ("— 0 Bi^milich  Functionen  Ton 

fi+ 1 

X allein  sind. 

Um  dies  System  auf  die  einmal  von 
nns  angenommene  Form  zu  bringeui  Ter- 
binden  wir  damit  die  Gleichung: 

-a(P-%  + A.<^-''>x 


(«-'). 


X = l,  Xp  = A. 

wenn  p grösser  als  Null  ist,  alsoi 

f>X  - ^^P-A  (P-‘> 

dF=°-  d^-'^P 


dx 

_-1 

und  schreiben  in  s&mmtlichen  Kennern  den 
sieb  bierans  ergebenden  AusdmekAfStattdr. 

Offenbar  bat  man  nnn,  wenn  man  den 
Ausdruck  wieder  die  oben  eingefuhrte 

Bedeutung  gibt: 

(p— 0 

n 


+ 'k+^n-M 


also: 


-I  dz  £ 

./  p=t 


(/>  — ') 


M = e 

nnd  der  Exponent  enthklt  in  der  That 
nur  die  Veränderliche  z. 

Han  hat  also  auch  hier  den  Satx: 
„Dass  man  in  jedem  System  von  ii 
linearen  Differenxialgleichungen  nur 


n— 1 Integrale  in  bestimmen  brascht, 
da  das  letate  durch  blosse  Quadratur 
gefunden  werden  kann.“ 

Die  Integration  der  linearen  Differen- 
xialgleichungcn  gewährt  aber  noch  an- 
dere Vortheile,  von  denen  der  wichtigete 
der  ist,  dass  die  Kennmiss  einer  Aniahl 
von  particulären  Integralen  auf  die  des 
allgemeinen  Integrals  führt.  Um  dies 
in  leigen,  nehmen  wir  lunächst  an,  dass 
die  von  x,,  x,  . . . freien  Glieder 

("  '^sämmt- 


'*!!+•’  »+1 


..  A 


«+< 


lieh  gleich  i)ull  seien.  Man  hat  dann 
XU  integriren  das  System : 
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2)  ^ = *«+  ' • • +\  V 

= ...  +^„'  x„. 


Nehmen  wir  imn  an,  es  sei  ein  par-  Systems  2)  ein  anderes  Integral:  dies 
ticuläres  Integral  von  der  Form  : ist  jedoch  erster  Ordnung. 

„ - \~n  1 ^ / \ Durch  fortgesetztes  Dififerensiiren  und 

/(  , ,)_0  oder  X,_f,(x)  Benuteunp  der  übrigen  Gleichungen  des 

also  ein  particuläres  Integral  ntcr  Ord-  kann  man  dann  im  Allge- 

nang  gegeben,  so  erhält  man  durch  Dif-  ™ 

ferenziiren  desselben : vorausgesetat,  dass  keine  der  entste- 

henden  Uleichungen  identisch  wird, 
— ^ = Ansnahmcftllen  stattfinden 

dx  * ' kann.  Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall, 

■Ux.  « ‘e*  1 1 s iii  • i-  » kann  man  diese  Gleichungen  auf  die 

also  mittels  der  ersten  Gleichung  des  Form  bringen : 

. • . x^=/‘^(x), 

geglbe^'’”  particulärcr  Integrale.  ScUen  wir  roraus,  cs  sei  ein  zweites 

*.=/■>' (x),  x,=f.'(x),  x,=f,’(jr)  . . . 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  auch  die  Ausdrücke: 

^,=of,{x)  + ßf,'(x),  x,  = t<f,{x)-i-ßf,'(x)  . . . x^zzaf^(^x)+ßf^’(x) 

den  Torgelcgten  Diffcrcnzial^eichnngen  genügen,  also  Integralgleichungen  sind,  wo 
unter  a und  ß willkürliche  Constanten  verstanden  werden.  £s  ist  nämlich,  wenn 
man  das  erste  System  in  die  Gleichungen  2)  eiuseut: 

2i=.<,f,+j.r,+  . . . +A^r,. 

§‘S,’r.+A.'r.+  . . . +Aj^ 

U.  6.  W. 

und  wenn  man  das  zweite  System  einsetzt; 

^^'  = A.7/+A,V.' . . . +V/-„'. 

U.  8.  W. 

Mnliiplicirt  man  sämmtliche  Gleichungen  des  ersten  Systems  mit  a und  die  des 
zweiten  mit  ß,  nnd  addirt,  so  erhält  man  also; 

(«/'|+^/'i')+A,(a/'j+^/'/)d-  . . . +^„(<’f„+ßr„'), 
!*’'>= A/(af,+ßf/)+A,'i,.f,+ßr^’)+  . . . +\'{«f^+ßr^'), 

U.  8.  W. 

Dies  letzte  System  stimmt  aber  mit  den  Gleichungen  2)  völlig  überein,  wenn  man 
setzt : . ■ 

X l“\~ß  f I A ts  f <l'\‘ß  f t . . *, 

so  dass  diese  Werthe  in  der  That  dem  System  2)  genügen,  also  als  Integrale  zu 
betrachten  aind. 

28 
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Durch  Wiederholung  dieser  Schlüsse  gelangt  man  zn  folgendem  Satze: 

„Hat  man  ii  particulirc  Integrale  von  der  Formt 

x,=/-.(x).  *,=/•,'(*),  x,=/-,''(x)  . . . 

und  bildet  man  ans  diesen  darch  snecessives  Differenziiren  die  enuprechendeo 
Ausdrücke: 


*,=/•, (x),  x.=/-,’(x),  x,=r,"{x)  . . . x.  = fj"-'\*). 
x.=  f,(x),  x.=f.'(<),  x.=A"(x)  . . . 


*»=/•»  W-  = = 

so  sind  die  allgemeinen  Integralgleichungen: 

*.  = e/-, (*)+/}/-, '(x)4-)>/-."(x)+.  . . +»/•/"  - ’)(x), 

*.  = «/■,  (x)+/}/-,'(x)  + y/,"(x)+  ...  4 ')(x), 

x„  = e/„(x)4/9/‘„'(x)4y/-/'(x)+  . . . + » fj-’' ~ '\x). 

Diese  Gleichungen  sind  in  der  That  ^ ^ ("—0  jnden 

die  allgemeinsten,  da  sie  n Constanten,  m + i*  n + i ‘ t 

a,  enthalten.  Qleichnngen  1)  nicht  sftmmüich  Noll  sind, 

so  lassen  sich  die  allgemeinen  Integral« 
Es  reichen  also  n particnlärc  Integrale,  Gleichung  1)  des  vorigen  Abschnitts 
von  denen  jedes  2 Variable  aber  keine  immer  schon  dann  durch  Quadraturen 
Constanten  cnth&lt,  ans,  um  das  System  herstellen , wenn  man  n particnl&re  In- 
vollständig zu  integriren.  tegrtiU  der  Gleichungen  2)  hat,  in  wel- 

chen also  die  letzten  Glieder  Null  sind. 
17)  Variation  der  Constanten.  I>enn  seien  diese  Integrale,  bezüglich 

die  aus  ihnen  und  den  Gleichungen  2) 
Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  wo  die  gebildeten  Werthe  für  x,,  x,  . . . x 
Ton  x„  X,  . . . X^  freien  Glieder 

x.=/-,(x),  x.=/-/(x),  x.=/-/'(x)  . . . X. =/-.(" 
x,=  f,{x),  x,  = f,'(x),  x,=r,"(.x)  ...  X.  = ’>(x), 


' • • 'a  ’^-)- 

Setzt  man  nnn,  um  die  allgemeinen  Werthe  der  Integrale  von  den  Oleicbnu- 
gen  1)  zn  ermitteln: 


3) 


x,  = er,/",(x)  + «r,f,'(x)  + «,f,"(x)+  . . . +«</■/"  ' '(x-). 


*i  = «i  ft  (x)4«t  fz'(x)4  «,  f,"(x)  + 


, = «./, W-f«./.'(x)4«./-„"(*)+  . . . '>(x). 
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wo  indess  die  Orössen  ir,,  «,  ■ • • keine  CoDstanten,  sondern  Fnnctionen  Ton 

I sein  sollen.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  nnd  unter  welchen  Bedingungen  diese 
Wertbe  Ton  r,,  jr,  ...  die  Gleichungen  1)  erfflllen  können.  Differenaiiit 
min  die  erste  der  Gleichungen  3),  so  kommt: 


■ +<r 


«'/'l 


(»— l) 


da 


nnd  dies  muss  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  1)  sein  gleich : 
^,x,+^,x.+  . . . 

welcher  Ausdruck  wegen  der  Gleichungen  3)  sn  setzen  ist  gleich: 
"i  ['^  i A W+  . . • 

+"iMiA*(*)+-diA*W+  • • • 


+ '>(*)+  ...  +V»^"”'^*)]+^»_r 

Da  aber  die  Ansdrficke: 

x,=/-.(x),  x.=  r/(*)  ...x.=/("-')(x) 

particnlare  Integrale  der  Gleichung  2)  sind,  so  mOssen  sie  fOr  x,  in  die  Glei- 
chungen 2)  gesetzt,  dieselben  befriedigen,  und  man  erhält: 


so  dass  man  hat: 

. . . +r,<— 

In  gleicher  Weise  behandelt  man  die  Übrigen  Gleichungen  3)  nnd  zieht  aus  ihnen 
folgendes  System  von  Gleichungen: 

der 


■ • • +Ai^ 


dx  ~ n + I’ 
da 


. . . +A^- 


+f. 


(«  — ') 


(n-i) 


Lassen  sich  diese  Gleichungen  erfiiUen,  so  ist  also  das  System  1)  int^irirt. 

28* 
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Diese  Gleichtingen  4)  sind  aber  in  Bezug  auf  die  Differenzialqnotienten 

ox 


— - . . . linear,  man  erhält  also  aus  ihnen,  wenn  man  sie  nach  diesen  Grossen 
dx 

anflöst: 

6) 


dx 


wo  die  Grossen 

B„  ß.  . . . ß„, 

bestimmte  Functionen  von  x sind.  Die 
Bestimmung  von  «,  ...  ist  also 

auf  n Quadraturen  zurückgerührt,  da  die 
rechten  Seiten  nur  die  Variable  x ent- 
halten. Die  Werthe  von  a,  ... 

welche  jeder  also  eine  Intcgrationscon- 
stantc  enthalten,  werden  in  3)  einge- 
setzt und  man  erhält  so  die  Integrale 
der  Gleichungen  1)  mit  n Cunstanten. 
Man  hat  also  in  der  Tbat  die  allgemei- 
nen Integrale. 

Das  eben  gegebene  Theorem  rührt 
von  Lagrangc  her,  and  wird  gewöhnlich 
als  „Variation  der  Constanten“  bezeich- 
net. Die  Anwendungen  dieser  Methode 
sind  für  Phvsik  und  Astronomie,  in  letz- 
terer namentlich  in  der  Theorie  der  Stö- 
rungen. von  grosser  Wichtigkeit  ge- 
worden. 

Es  ist  aber  der  Vaiiation  der  Con- 
Etanten  noch  eine  weitere  Ausdehnung 


für  den  Fall  gegeben  worden,  wo  man 
weniger  als  n particulärc  Integrale  kennt. 

Mittele  ähnlicher  Betrachtnngen  ist  es 
nämlich  immer  möglich,  wenn  man  ein 
partieulärcs  Integral  der  Gleichungen  2) 
des  Abschnitt  16)  ohne  Constant«  hat, 
sowohl  die  Gleichungen  2)  als  auch  die 
Gleichungen  1)  anf  ein  anderes  System 
linearer  l>iilcren{ialgleichnngen,  welches 
eine  Variable  weniger  hat,  zu  redneiren; 
wenn  man  2 partienläre  Integrale  hat, 
so  wird  dassclhe  auf  ein  System  mit  2 
Variablen  weniger  reducirt  u.  s.  w. 

Sei  z-  B. 

d&9  gegobeno  particuläro  Integral  der 
Gleichungen  2),  so  bildet  mnn  zunächst 
auf  die  mehrfach  angedeuteto  Weise  die 
zugehörigen  GUichungen 

■*.=/■.(«).  *s=fiW  ■ •• 

Nehmen  wir  nun  an,  die  allgemeinen  In* 
tegrale  der  Gleichungen  1)  hätten  die 
Form: 


die  man  ihnen  immer  geben  kann,  wenn  Up  w,  . . . zu  bestimmende  Functio- 
nen von  X sind. 

Diese  Werthe  setzen  wir  in  die  erste  der  Gleichungen  1)  ein  und  erhalten: 


d.  h.: 

-)-A, («,-«,)/•, (x)-t-A,  (m,-u,)/‘,(x)-(-  . . . 

Die  ersten  Glieder  beider  Seiten  dieser  Gleichung  aber  sind  gleich,  da  die  Olei' 
chnngen  ^ r • - 

»I  =/■■(*).  = • a'  ■ 

die  Gleichaagen  2)  erfüllen,  also:  ll■„-  •'  ■ c "i.! 


Digitized  by  Google 


Quadrataren  — Zurückf.  auf.  437  Quadraturen  — Zurückf,  auf 


W+  • • • 

w+^«+,. 

and  auf  dieselbe  Weise  bildet  man  aus  den  übrigen  Gleichungen  1)  die  folgenden ; 


»+ 1 


(x)+ ..  . 

wenn  wir  setzen: 

f.W 

f,(^y 

so  nehmen  diese  Gleichnngen  die  Gestalt  an : 

^ = ^>7,'(*)‘',+i4i»i'(»)e,+  . . . +A^ff^'(x)v^_^  + C^, 


A 


du 


+^„_  r„_  /"V)  ,)+c„. 

Zieht  man  die  erste  Gleichang  Ton  allen  ftbrtgen  ab,  so  erh&lt  man  links  die 


a , . dv.  rff, 

AnsdrOcke  -r-  • • 

äx  dz 


do^ 


linearer  Form,  also  Qlcicbnngen  Ton  der  Gestalt: 


—i — , nnd  rechts  die  Grossen  v^,  . . . v in 

dz  *•“"  1 


6) 


^ = B,e,  + ß.e,+  . . . 

"^•  = ß,X  + ß.'e,+  ...+ß;_, 


dv 


dx 


e,  + a. 


(»-’) 


. . . +fi 


a— 1 


«— t » 


wo  die  Grössen  B,,  leicht  zn  bedtimmende  Functionen  von 

z sind. 

Man  hat  also  zur  Bcstimmnng  von  v,=  u,— u,,  p,  = m,— «,  . . . b^_ ^ =u^— u, 
in  der  That  ein  lineares  System,  welches  eine  Variable  weniger  als  die  Gleiehnn- 
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gen  1)  enthalt.  Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  wenn  die  Oleichnngen  3)  des  Ab- 
schnitt 15),  wo  also  die  Schlnssglieder  8'®'«*'  Null  sind, 

zu  integriren  vorliegen,  ein  dem  System  6)  ganz  gleiches  System  entsteht,  welches 
wir  mit  7)  bezeichnen  wollen,  worin  die  OrOssen  B„  B,  ....  *i'  • • • 


ß ganz  dieselbe  Bedeutung  wie  in  6)  haben,  die  Grössen  B^,  B^ . , . 

B aber  sämmtlich  gleich  Null  sind. 

Um  u,  zu  bestimmen,  bat  man  nach  der  Auflösung  der  Gleichungen  6)  noch 
die  Gleichung; 


und  diese  ergibt  u,  durch  blosse  Quadratur,  wenn,  wie  es  nach  der  Integration 
der  Gleichungen  6)  ja  der  Fall  ist,  r,,  u,  . , . »1»  Functionen  von  x ge- 

geben sind. 

Schliesslich  ist  dann: 

in  die  Gleichungen : 

*l  = “lf.(»).  *t=“sfl(*)  • • • *„  = %/„(*) 
zu  setzen,  so  dass  dann  die  Aufgabe  vollsUndig  gelöst  ist. 

Seien  jetzt  2 particuläre  Integrale  der  Oleichnngen  2)  gegeben: 

*.=/■:  (•*).  •*i=/'i'(*) 

und  daraas  bezüglich  gebildet: 

*.  = /■»(*)  “"d  x,=f,'(x)  . . . x^=f^(x)  und  x^=f^'(x). 


so  kann  man  wieder  die  allgemeinen  Integrale  der  Gleichungen  1)  setzen: 

*z  = “j/‘s(*)  •••  • *»  = “«/'»(*) 

und  die  Gleichungen  6)  bilden. 

Nehmen  wir  jedoch  zunächst  an,  es  ligen  die  Gleichungen  2)  zum  Integriren 
vor,  so  wären  die  transformirten  Gleichungen  von  der  Gestalt,  die  wir  mit  7)  be- 
zeichnet haben,  also: 


7) 


^ = Ve,-hV®.+  ...  +ß'„_.  v„_,. 


dv 


m%  (ii  2)  I m (fl  J)  , 
- — = »i'  '»j+ 


• +ß 


-.  n-t’ 

da  aber  die  Ausdrdeke  x,=f,'(x),  x,  = f/(x)  . . . x^=f^'(x)  particullre  Inte- 
grale der  Gleichungen  2)  sind,  so  müssen  dieselben  identisch  werden,  wenn  man 
setzt : 

da  die  particulärea  Integralen  doch  in  den  allgemeinen  enthalten  sein  müssen. 
Unter  dieser  Annahme  aber  ist; 
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Min  hat  alto  particnlärc  Integrale  der 
Gleichungen  7)«  von  welchen  eich  die 
linearen  Gleichungen  6)  nur  durch  die 
SrbluMgliedcr  unterscheiden,  also  in  der« 
selben  Weise  mit  ihnen  verbunden  sind, 
wie  die  Gleichungen  1)  mit  den  Glei« 
ebungen  2).  Man  kann  also  auch  nach 
der  eben  gegebenen  Methode,  wenn  wie 
hier  ein  particuläres  Integral  der  Glei« 
ebungen  7)  gegeben  ist , das  System  6) 
auf  ein  anderes  bringen,  welches  eine 
Variable  weniger  hat,  so  dass  man  jet^t 
nur  noch  ein  System  von  m— 2 abbän« 
gigen  Variablen  hat. 

Dietelbcn  Betrachtungen  und  Rech- 
oungen  sind  zu  wiederholen,  wenn  man 
noch  ein  particul&rcs  Integral  der  Qlei« 
ebungen  3)  hat,  d.  h.:  Jedes  allgemeine 
Integral  der  Gleichungen  2)  reducirt  die 
Systeme  1)  und  2)  auf  eine  Variable 
weniger, 

18)  Andere  Eigenschaften  der 
linearen  Diffcrenzialgleichun« 
gen. 

Die  Beziehungen,  w*elche  sich  für  die 
Integrale  der  linearen  Differenzialglei« 
chuDgen  1)  und  2)  des  Abschnitts  16) 
finden  lassen,  sind  selbst  dann  von  ho- 
hem Interesse,  wenn  sie  nicht  zur  Dar« 
•*  u _ 

X|  — e,  ^ f ^1«« 


Stellung  der  Integrale  in  einer  den  frü« 
hern  Theilen  der  Analysis  entnommenen 
Form  führen.  Die  Entwickelung  der 
durch  diese  Gleichungen  definirten  Func« 
tionen  in  Reihen,  die  Erkenntniss  ihrer 
Eigenschaften  fängt  an,  eine  Hauptauf- 
gabe der  neueren  Analysis  zu  bilden, 
und  schlicsst  die  wichtigsten  und  schön- 
sten Probleme  ein,  welche  man  sich  anf 
der  jetzigen  Stufe  der  Wissenschaft  zu 
stellen  genOthigt  sicht.  Diese  Betrach- 
tungen aber  hängen  mit  den  allgemei- 
nen Eigenschaften  der  linearen  Differen- 
zialgleichungen aufs  Engste  zusammen, 
und  muss  daher  dieser  Gegenstand  hier 
noch  etwas  weiter  ausgefUhrt  werden. 

Daher  gehen  wir  nachfolgenden  Sats. 

Satz  I.  „Die  Integration  jedes  Sy- 
stems linearer  Diffcrensialgleichnngen 
führt  auf  ein  System,  welches  eine  Va- 
riable weniger  hat.  Dies  letxterc  System 
wird  aber  im  Allgemeinen  nicht  mehr 
linear  sein.“ 

Wir  werden  diesen  Satz  nur  an  den 
Gleichungen  2)  zu  bew'eiscn  haben , da, 
falls  diese  vollständig  integrfrt  sind,  die 
Integrale  von  1)  sich  unmittelbar  durch 
die  Variatioo  der  Constantcu  ergeben. 

Wir  machen  in  diesen  Gleichungen 
folgende  Transformationen : 


wo  w,  c, , V.  . . . t'  , Functionen  von  x sein  sollen.  Seist  man  diese  Aus- 

dräcke  in  die  Gleichungen  2)  ein , so  ist  leicht  ersichtlich,  duss  flberall  die  Ex- 
ponentialgrösse  sich  weghebt,  und  man  hat: 


8) 


—z=A^  + A,v^+A,v,+  ... 


+ A V , 
n !•—  I 


n—  1 


j rfi» 
du  fl-* 

dx  dx 


+ A 


«— 1‘ 


Der  Ansdmck  für  wird  ans  der  er 
dx 

sten  Gleichung  in  die  ttbrigeq  eingesetst ; 
dadurch  verschwindet  eine  Variable  M 
ginilich. 

Han  hat  n— 1 Gleichungen  mit  n— 1 
abhängigen  Variablen  r,,  r,  ... 

worin  aber  Ansdrficke  von  2ter  Dirnen* 


sion,  o,’,  I»,  »,  ...  Vorkommen.  Nach 
Integration  dieser  Gleichnngen  gibt  die 
erste  der  Gleichnngen  8)  die  GrOsse  u 
durch  Quadratur. 

Satz  II.  „Ist  ein  particuläres  Inte- 
gral der  Gleichungen  1)  von  der  Form 
X , = , (z)  ohne  Constanten  gegeben, 
und  bildet  man  daraus , wie  gezeigt. 
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*«  = 7iW  ■ • • = a>*g«nieinen  Integrale  der  Gleichun- 

gen 1): 

•'i=7i(-r)+7'i(*).  *1  = 7.  W+V',W  • • • *„  = 7„W  + 7>„(*). 


wenn 


dieselben  allgemeine  Integrale,  da  dis 
GrOsnen  y.,,  7>,  . . . 7«  » willkfirlieh« 


ti’iW.  V'r(-r)  • • • V'„(*) 

. 1 . r.,  • . Conitanten  enthalten.  Uass  diene  Au- 

d.e  al  gemeinen  Integrale  der  Glcichun-  drucke  in  der  That  Integrale  ron  1) 

gen  Z)  sind.  jj^d^  j,t  unmittelbar  zu  rerificiren.  Seut 

Offenbar  nämlich  sind , falls  diese  man  nSmIieh  in  die  ernte  Gleichung  1) 
Ausdrücke  die  Gleichungen  1)  erfüllen,  diese  Ausdrücke  ein,  so  kommt: 


Der  Definition  gemäss  aber  ist  die 
Summe  der  ei;eten  n + 1 Glieder  rechts 
dem  ersten  Gliede  links  gleich,  und  die 
noch  übrigen  Glieder  rechts  dem  zweiten 
Oliede  links.  Die  Gleichung  wird  also, 
und  ganz  ebenso  die  übrigen  Glcichun* 
gen  des  Systems  1)  identisch. 


Satz  III.  In  einem  bestimmten  Falle 
kann  man  ein  System  parücnlärer  Inte* 
grale  der  Gleichungen  D finden,  wenn 
man  ein  particnl&res  Integra)  der  Glei* 
ebungen  2)  von  bestimmten  Eigenschaf* 
ten  hat.** 

Sei  nkmlicb : 


■JT|  — /^i  (*i  n)i  Jfi  — /"i  fl)  • • . x^  — /"^(x,  a) 

ein  System  particulärcr  Integrale  der  Gleichungen  2),  welches  sich  aas  der  Kennt- 
niss  eines  einzigen  Integrals  ergibt;  a soll  eine  ^willkürliche  Constante  sein,  ood 
die  Functionen  /i  • • • sollen  für  jedes  a die  GHeiebungen  verifidren: 

f,{a,  /-.(o,  o)  = A'^^,(o)  . . . f^{a,  o)  = A^^j(»_ 

Die  Ausdrücke  rechts  sind  hier  die  Schlussglieder  der  GIcicbniigeo  1),  in  welchem 
a für  X gesetzt  ist. 

Dergleichen  Integrale  lassen  sich  sogleich  bilden,  wenn  man  die  aUgemeinea 
Integrale  der  Gleichungen  2)  hat.  Man  hat  dann  nämlich  n Conatanton  zur  Ver- 
fügung, die  man  so  bestimmen  kann,  dass  die  zuletzt  geschriebenen  Gleichnngta 
verificirt  werden.  In  jedem  Falle  aber  werden  die  Gleichungen  1)  Terifidrt  durch 
die  Ausdrücke: 


t~  r Al  (^»  ")  ~ / Aa  fl)  ‘^fl  * • * A_  (*>  fl) 

•'0 

ix  „X  df  (x,a) 


denn  cs  ist: 


oder  da  für  jedes  n 


also  auch; 


ist: 


odar  da  a)  ein  Integral  der  Gleichungen  2),  mithin; 
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«) 


(x,  a)  da 


dx 


äx  A 


f 1 (•*’»  «) 


Diese  Gleichung  stimmt  in  der  That 
mit  der  enteprechenden  des  Systems  1) 
obercin,  wenn  man: 

X 

da=x^ 

0 

setzt;  und  da  man  für  i alle  Zahlen  vun 
0 bis  II  setzen  kann,  so  veriüciren  diese 
Ausdrücke  in  der  That  das  System  1). 
Fügt  man  zu  ihnen  die  allgemeinen  In> 
tegrale  der  Gleichungen  2)  hinzu,  so  hat 
man  also  deren  allgemeine  Integrale. 
Offenbar  dient  dieser  von  Cauch^  her- 
rübrendo  Satz  ancht  die  Variation  der 
Coflstanlen  in  anderer  Weise  zu  geben, 
da  er  ans  den  vollstandigea  Integralen 


der  Gleichungen  2)  die  der  Gleichungen 
1)  Anden  lehrt. 

Mit  Bezog  auf  das  AnfHndcn  particu- 
lärer  Integrale  ist  es  von  Wichtigkeit, 
zu  wissen,  ob  ein  gegebenes  Integral  ein 
particuläres  oder  ein  singuläres  sei. 

Diese  Betrachtung  wird  jedoch  bei  den 
linearen  Betrachtungen  unnothig  durch 
den  folgenden  Satz. 

Satz  IV.  „Die  linearen  Differenzial- 
gleichungen haben  überhaupt  keine  sin- 
gulären Integrale.“ 

Ks  folgt  dies  unmittelbar  aus  der  Form 
der  allgemeinen  Integrale. 

Die  allgemeinen  Integrale  der  Glci- 
chuugeii  1)  haben  nämlich  nach  Glei- 
chung 3)  des  Abschnitts  16)  die  Form: 


*,rn, /■,  (x)  + n, /■,'(*)+  . . . '\i), 


Di«  Grossen  n,  . . . waren  Functionen  von  x,  welche  durch  die  Olei- 

rhangen  5)  des  Abschnitts  5)  bestimmt  sind,  und  jede  eine  Intcgrstionsconstante 
eothalten.  Setzen  wir  daher  statt  e,  . . . bezüglich  n,+c,,  n,  + c,  . . . 

e„+rij,  wo  c,,  c,  . . . die  Intcgrationsconstanten  sind,  so  nehmen  die  Aus- 
drücke folgende  Form  an: 

Xi-«/i(x)-Xi^i(x)-c, /','(x)-  . . . ')(x)  = M,  =0, 

Xs-Tj(x)-Ci/,  (x)-c,  A'(x)-  , . . '\x)  = «,  = 0, 


— c 

n 


'\x)  = «„  = 0. 


Die  erste  Gleichung  wollen  wir  als  das  wenn  man 
Integral  ater  Ordnang  betrachten.  (Ver- 
gleiche  Abschnitt  14.)  Da  dasselbe  nur  =;0 

•Ti  und  X enthält,  so  wird  man  das  ent- 
sprechende  singuläre  Integral  Anden,  setzt. 


oder 


fix, 


= CO 
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Die  erat«  Gleichung  aber  gihtf^(x)  = 0, 
luhrt  also  za  keinem  singulären  Intc> 
grale,  da  sich  x gleich  einer  Constanten 
aus  ihr  ergibt;  die  zweite  Gleichung 
aber : 

ist  unmöglich. 

Das  singuläre  Integral 


Ord- 

:0 


d.  h. 


»1  — 1 ter 
du,  de, 
de,  de. 


nung  w'ird  gefunden,  wenn  man  etwa 
AUS  der  zweiten  in  die  erste  nnd  dann: 


(£;)=■ 


Bctit,  WO  jedoch  e,  die  durch  die  2t* 
Gleichung  u,  = 0 bestimmte  Function  von 
e,  nnd  x,  ist.  Man  hat  also: 

1 du,  de, 
oder  = 00 , 

de,  dx. 


die  2te  Gleichung  aber  gibt: 

-AW-A'W,^=o. 

In  jedem  Falle  also  würde  man  für  x 
lediglich  eine  Coustantc  erhalten.  Glei- 
ches zeigt  sich  in  derselben  Weise  für 
die  Integrale  niederer  Ordnung,  so  dass 
bei  allen  singuläre  lutegrale  ausge- 
schlossen sind. 

Diesem  Satze  zufolge  kann  jede 
Fnnction,  welche  die  Gleichungen  1) 
oder  2)  veriheirt,  als  particulärcs  Integral 
betrachtet,  und  demgemäss  mit  Hülfe 
desselben  die  Aufgabe  reducirt  werden. 

19)  Anwendung  der  Variation 
der  Constanten  in  Astronomie 
und  Phy  8 i k. 

In  den  Anwendungen  der  Mathematik 
auf  Physik  nnd  Astronomie  kommt  oft 
die  Aufgabe  vor,  Differcnziulglcicbungcn 
zu  integriren,  welche  von  sehr  compli- 
cirter  Form  sind  , aber  einfach  werden, 
wenn  man  gewisse  darin  vorkomroende 


rfx, 

— = /-,(x,  x„x,  . 


\ * / 


1-^(X)^  = 0. 


sehr  kleine  Grössen  remachläasigen  will. 
Man  kann  dann  diese  kleinen  Grössen 
in  der  That  zunächst  vernachlässigen, 
und  hierauf  eine  erste  Annäherung  grün- 
den. Von  dieser  ausgehend,  kann  man 
dann  die  Methoile  der  Variation  der 
Constanten  anwenden,  um  zu  einer  2ien 
Näherung  zu  gelangen. 


Es  ist  dies  z.  B.  der  Fall  bei  der 
Btörungsrcchnung  in  der  Astronomie. 
Vernachlässigt  man  die  Einwirkung  der 
Planeten  auf  einander  als  sehr  klein  ge- 
gen die  Einwirkung  der  Sonne  anf  je- 
den derselben , so  ist  die  Aufgabe , die 
Bewegung  der  verschiedenen  Planeten 
zu  bestimmen,  bekanntlich  eine  sehr  ein- 
fache, und  diese  Lösung  kann  als  erste 
Annäherung  betrachtet  werden. 


Im  Allgemeinen  aber  lassen  aich  die 
Gleichungen  anf  die  Gestalt  bringen : 
dx 

x„x,  . -J^  = r„(^,x„x,..xj. 


Wir  nehmen  nun  an,  jeder  der  Ausdrücke  fi,  also  , bestände  aus 

2 Theilcn  wo  t eine  sehr  kleine  Coustantc,  also  ebenfalls  sehr  klein 

wäre.  Als  erste  Näherung  können  dann  die  Integrale  der  Gleichungen : 

dx 
'p 


^ = G..  ^ = 


dx 


dx 


dx  n 


genommen  werden.  Mögen  dieselben  die  Gestalt  haben: 

*i='/i(*.  «i> «,  • • • «„).  *,='/.(*.  "i.  ■ 

wo  0|,  rt,  . . . die  Integrationsconstantcn  sind,  und  den  Bedingungen  der 

Aufgabe  gemäss  bestimmt  werden  müssen.  Um  nun  eine  zweite  Näherung  za  er- 
langen, setzen  wir; 


■>•,=7,  (*.  + 

wo  iur  < alle  Werthe  ron  1 bii  i»  zn  Betzen,  1,,  A,  ...  zu  bestimmen<le 
Functionen  ron  x sind. 
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Den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäae  man  z,,  x,  . . , mit  7,  . . . 

i.l  ntalich  der  Zuwach,  von  n,  ...  vcrtau.chl.  Dann  ist  identisch: 
tf  mit  tU  Koeletch  sehr  kleio,  also  von  'n 

gleicher  Ordnnng  aU  t.  Wir  wollen  nun  ® 

mit  7^®  stets  den  Werth  von  y^(ir,  «u  - 

a,  . . . nj  mit  7^  den  Werth  von  „,  . . . 

'/,(■*>  seien,  also  wenn  man  für  dieselben  be- 

beseichnen.  Kbenso  sollen  G *j  W * züglich  + , . , setzt,  ebenfalls 

^ * * identisch; 

die  Werthe  von  tr^,  sein,  wenn  man 

darin  x^t 

7,®  ...  7 ® vertauscht,  dagegen  sollen 

d«  o.. »,  bi.il..., ....  „rs;:,''2  ,^v, 

^ + •JT’ 

und  wenn  man  die  höheren  Fotonsen  von  t vernachlftssigt: 


dx  s 


dn 


'f. 


I =;  n d.i 


f. 


G +,U  •=^+»  ^ 

* * ( =:  1 


dx  ’ 


also  wegen  des  Werthes  von  6'^: 


l = n iitf  • </A 


H *=  1 — :. 

* t — 1 

Diese  Gleichung,  ein  Symbol  für  m an«  gesetzt  hat,  kann  man  durch  Wiederho« 
dere,  die  daraus  entstehen,  wenn  man  lang  dieses  Verfahrens  noch  zu  einem 

^ di.  dl.  höheren  Grade  der  Ann&bernng  ge- 

. = 1,  2 ...  » setst,  g,bt 

„ 20)  Methoden  znr  gleichzeiti- 

als  Functionen  von  x und  den  Con-  g^n  Integration  der  simultanen 

stanten  « ; die  Grössen  l lassen  sich  also  linearen  Differenzialglcichun- 
durch  Quadratur  bestimmen. 

Diese  Methode,  ebenfalls  von  Lagrange  ^‘5*- 

herrührend,  ist  für  den  FJl  der  mcchl  .“T rlcT’n’'’%"‘‘’fr? 

„ischen  Gleichungen  noch  namhafter  v"  , "m 

„ . - . ■ j V t-'  nut  2 Variablen  aurückgeluhrt  werden. 

d*ri7P«n.nt  IndesB  ist  dies  nicht  immer  das  bequemste 

noch  nicht  dargestellt  werden  kann.  Verfahren  znr  Ansfühmng  der  Integra- 

Nach  der  Berechnung  der  Werthe  von  tion.  Für  die  linearen  Differenzialglei- 
A,,  I,  . . . A , und  nachdem  man  diese  chnngen  empfiehlt  sich  namentlich  das 


in  die  Werthe  von  x„  x, 

1) 


folgende.  Seien  wieder  die  gegebenen 
Olcichnngen : 


dx 
dx 


^J-A,'x,+A,'x^+  . . . +A^'  ^ 


"+i 

+A’ 


»+l 


-^  = A/"-')x,-|-b4,("-')x,+  . ..  + V"~'^■'••  + ^n-H^"~'^• 
Wi^  multipliciren  s&mmtliche  Gleichungen  bezüglich  mit  den  Faetoren: 
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A,  ...  jt  1» 

und  addiren  die  Producte;  cs  ergibt  sich  dann  Tnr  die  linke  8eite  der  enutehen* 
den  Gleichung: 

, , fix  , dx 

+ . . . +i 

^ dx  * dx  n — I d!x  dx* 

oder  wenn  man  seut: 

+ = 

dH.  . 


du  f//i 


dl. 


dx  dx  dx  * ’ * ’^n— I dx 

Für  die  rechte  Seite  aber  ergibt  sich  folgender  Ansdmck,  wenn  man  statt  die 
Grösse  u einführt: 

x,(;t,A,  + f,A.'+  . . . +J„_, 


+^'^n-l^n+^>^n-l^«'+  ‘ ’ ’ '"“-^->1  .A  (""D) 

n «—1  n ' 

_aa,A„+i,V+  ...  4-M', 


+ 1 A 

• • • 


a + 1 
(a-1) 


Zur  Bestimmung  der  Grössen  A,,  A*  * • • — 1 

X,,  X,  . . . multiplidrten  Ausdrücke  einzeln  den  mit  x,,  x*  . . . mul- 

rfA  dA  — \ 

tiplicirten  Ausdrücken  • • • g auf  der  linken  Seite  gleich 

setzen;  es  ergibt  sich  dann  zür  Bestimmung  der  A ein  System  von  n^l  Gleichungen, 
die  aber  nicht  linear  sind. 

2)^+1, A,+l,A,'+  ... 


+ . ..  1)=0. 


^■+A,  A,  + f,A,'+  . . . 

+ ...+l,ln_iA}'--'>-l,A}^'-^)=0 
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di^ 


+ A .A  ‘‘^-A 

n — 1 n — 1 


(«-D 


H-1 


Gelingt  cs,  diese  Qleichangen  aufzulöscn,  so  hat  man  nur  noch  zu  integriren  die 
Gleichung: 


dx 

+ ^'^n  + l 


n+1' 


«—1 

4-1  A — 0 


Diese  Gleichnng  ist  eine  lineare  mit  2 ^ 
Variablen  u und  zr,  sic  kann  daher  im-  ' 


mer  auf  Quadraturen  aarückgerührt  wer-  • («  — l)  ••  .,•  i r.  . . i- 

den.  Dirac.  Verfahren  be.tatigt  also  samm.hch  Constnnten,  die 

den  schon  in  dem  Vorigen  gegebenen  p ..  a a,  a (w — i) 

Satz,  dass  ein  System  linearer  Uiflferen-  **‘'*ssen  n-l-l  * 

zimlgleichungcn  sich  immer  auf  eins,  wcl-  aber  beliebige  Functionen  von  x sind, 
ches  eine  Variable  weniger  enthält,  rc-  .letloch  kann  man  der  Entwickelung  in 
duoiren  lasse,  welches  jedoch  nicht  mehr  diesem  Falle  durch  eine  leichte  Modi- 
liuear  ist.  fication  eine  mehr  symmetrische  Form 

Indcss  ist  cs  im  Allgemeinen  nicht  _ ...  ...  m • 

Ihunlich,  die  Gleidumgcn  2)  auf  Qua-  die  Glci- 

dratureu  auruckauführen.  Q bezüglich  mit  l 

E8  gelingt  dies  nur  in.  Allgemeinen  ‘‘.''‘f"  Grö.*en  will- 

In  itom  Vu\]r  wf»  A A 4 ktirhche  Constanten  denken,  und  addiren 

«’  die  Productc,  indem  wir  setzen: 


Es  ergibt  sich  dann: 

^ = x,(l,A,  + ).,A,'+  . . . +l^A,^'‘-'\ 

-hr,(A.  A,+d,A,'-(-  . . . +i 

n 


(»  — 'X 


(«-') 


Zur  Bestimmung  der  Constanten  1,,  1,  ...  1^  nehmen  wir  nun 
Gleichungen  an: 

2)  ^ A I /-H  • • • *^=:ini,, 

*^  = ml. 


folgende 


l,A^+X,A^'+  . . . +X„aJ^” 

wo  m eine  neue  Constnnte  ist.  Eliminirt  man  ans  diesen  Oleichnngen  sämmt- 

liehe  l,  oder  vielmehr  die  Verhältnisse  7^  • • • 7-  (man  kann  nämlich  eins  der 

d.  A, 
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X,  *.  B.  ili=l  Bcticn),  die  allein  in  Betracht  kommen,  »o  hat  man  den  Werth 
von  m,  dessen  Determinantenform  sein  wird : 


3) 


0 = 


A,-m,  A,', 
y4„  il,'— ai, 

.4,,  A,’  .4,W-m 


. 

A, 


(»—  ') 
l » 

(»  - ') 

t 


Ä , AJ,  A 


(I) 


Dies  ist  offenbar  eine  Gleichung  ntcn  Grades,  aas  der  sich  n Werth«  fiir  m er* 
geben,  die  wir  mit  m,,  ...  bezeichnen  wollen.  Zu  jedem  dieser  Wertbe 

geben  die  Gloicbungen  2)  ein  eindeutiges  System  der  Ausdiücke  — . . . . 

i, 

— , so  dass  man  «i  solcher  Systeme  erhilt.  Mit  Benutzung  der  Gleichungen  2) 
^ 1 

und  der  Definitionsgleicbung  für  u : 


A,  Xi+X,  a:,+ 
du 


nimmt  aber  die  Gleichung  fhr  -j-  folgende  Gestalt  an: 

ÜX 


4) 


du 

dx 


= mu-f 


wo  V eine  Function  von  x ist,  welche  bestimmt  wird  durch  die  Gleichung: 

Die  lineare  Gleichung  4)  ist  leicht  zu  integriren.  Wäre  darin  K=0,  so  batte  man 


— umdx  also  Igu: 

« 

und  diese  Auff<isong  entspricht  dem  Falle, 

wo  die  letzten  Glieder  A , A'  , , 

1 n-f“  I 

, . . ~ alle  gleich  Null  sind. 

Mit  diesem  Falle  könnte  man  sich  be- 
gnügen, da  auf  ihn  die  Integration  der 
Gleichungen  1)  sich  ja  immer  durch  die 
Variation  der  Constanten  znrückfUhren 
lässt.  Nimmt  man  aber  das  allgemeine 
Integral  der  Gleichungen  4),  so  ist  ge- 
mäss dieser  Methode  a als  eine  Variable 
zu  betrachten.  Setzt  man  den  Werth 
Ton  u unter  dieser  Voraussetzung  in  die 
Gleichung  4)  ein,  so  kommt: 
da  — mx 

d.  h.; 

a=y  Ve~"'^dx, 

1,  *,+!,*,+ 

erfillt  tlio  in  it  ander«  von  der  Form; 


:nur-t-lg«,  u = oe"**, 
und: 


wo  M noch  eine  Integrationiconitante 
enthält. 

Setzt  man  fhr  m die  entsprechenden 
R Werthe:  m,,  m,  . . . so  ergeben 

sich  demgemäss  anch  n Werthe  von  a, 
die  wir  mit  u,  . . . «^  bezeichnet 

wollen.  Zn  jedem  Werthe  von  m aber 
gehört  auch  ein  System  von  Werthen 
A„  i,  . . . die  sich  ans  den  Olei- 

ehnngen  2)  ergeben,  und  die  wir  dadurch 
von  einander  unterscheiden,  dass  wir  die 

zn  gehörigen  mit  . 

bezeichnen. 

Die  Gleichung ; 

. . . * =u 

' * n 
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6) 


aaa  denen  eich  ergibt: 

6) 


• +:“aV 


(ii  — 0 . (»  — I ) 

=i“l  '«1  + ^*  '«*  + 


. («—  o 

+f*n  \ 


WO  die  mit  fi  bczeichDeten  Grössen  durch  Elimination  von  allen  x bis  auf  eins 
atu  den  Gleichungen  5)  sich  ergeben  und  Constanten  sind. 

El  ist  ferner: 


V 

s 


die  AosdrOcke  in  6)  enthalten  also  n willkürliche  Constanten.  Im  Falle,  dass 
in  den  Gleichungen  1)  die  Schlussglieder  fehlen,  ist  su  setzen : 


wo  die  Grössen  a|,  a,  . . , willkflrliche  Constanten  sind. 

Selbstverst&ndlich  können  die  Wurzeln  der  Gleichung  3)  zum  Theil  oder 
sammtlich  imaginftr  sein. 

Mögen  etwa  und  zwei  conjngirte  imaginäre  Wurzeln  sein,  der  Art, 
daas  man  hat: 


so  wird  man  demgemäss  auch  haben: 

wo  6^  und  Constanten  sind.  Es  wird  dann  in  jeder  Gleichung  für  eins  der  jr 

X ein  Theil  Vorkommen: 
r 


=,(F+»‘)  - (6^  +c^i)  j' K«-(P+»‘)*dx 

= «P'''(co8  jx+i »in 9*)(4^ -f  c^i) ^^(coijx— isin,x)(/x 
+«7‘'’^(co»  yx— »»in}x)(4^  — c^i) P*  (coi  yx  + i »in  jx)  lix 
= 2»P*(4|.co»  }x— c^»in  qx) J' K»~P*  co»  qx  dx 
+2«^* jx+c^co» qx)  r I'»  P*»in  jx ix. 
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In  dem  Falle,  wo  die  Schlussglicdcr  wo  die  Gleichung  3)  7.wei  oder  mehrere 
fehlen,  werden  die  Iniograle  glcirhe  Wurzeln  hat.  Sind  nämlidi 

y_nr  . i*,,  — «X  . I derglciclicn,  so  würden  die  eoi* 

Ve  ' cos^xax  und  / »e  ' sin^xr/x  * 

./  sprechenden  Wcrihc  und  gleich 

durch  die  luiegrationsronstanten,  welche  werden,  und  in  den  Gleichungen  6)  lieh 
mithin  beliebig  sind,  ersetzt.  Eine  Sehwic-  die  entsprechenden  Glieder  in  eins  lo- 
rigkeit  aber  macht  in  der  Thal  derFall,  sammenzielm,  das  enupreebende  Glied: 

V m X P — m X 

••)).  *7»  ' 

- - . i als  FunC' 


also  auch  nur  eine  willkürliche  Constantc  ^ - j W i v 
enthalten  Die  Gleichungen  (>)  geben  , A, 

also  in  diesem  Falle  nicht  mehr  die  voll-  tionen  von  m zu  betrachten  sein,  die 
slantligcn  Integrale,  da  sie  nur  h — 1 ..  ..  .. 

Constanton  enthalten.  Indess  kann  man  dadurch  in  i,  , •••  ^ über- 

diosen  Fall  aus  dem  allgemeinen  in  der  , , • i » o 

, 1 1 r 1 gehen  und  somit  wird  das  System  zi. 

gewfdinlichen  Art  nbleilcn,  dass  man  ® ( \ ( \ ^ 

die  Wurzeln  m und  zunächst  nicht  wenn  man  darin  Ai  , ...  für 

gleich,  sondern  sich  einander  nähernd  . schreibt,  nach  zu  diffe* 

denkt,  so  dass  der  Unterschied  verschwin-  renziiren  sein,  um  das  m entsprechentle 

tlcnd  klein  wird.  Erhält  demnach  m c . i 

$ oystem  zu  geben. 

einen  Zuwachs,  durch  welchen  es  in  w ^ also* 

übergeht,  60  werden  die  zugehörigen 

(0 


2 a) 


rfl  (')  Hl  (') 

A,  + 

am  am 


Hi, 

dm 


(•) 


dm 

g 


Hi, 

dm 


(•) 


-+i. 


(») 


Hi, 


(») 


dm 


* dm 


(0 


^ .iiV . . . <■-  = _ _ 

**  dm  ^ dm  **  dm  * dm 


« 


(«) 


m.-4^+A  W 


Statt  der  aus  den  üleiehnngen  2)  ausfallenden  i.^^  • • • erhilt  i 

mittels  dieser  Gleichungen  ebensoviel  neue  Constanten : 


Hk,^^  H^ 


jaW 

fl 


dm  dm  dm 

t s g 


. X 


w 


ergeben. 


welche  sich  als  lineare  Functionen  von  a/*^,  A,^*^ 

Auch  die  Glcidinng  für  in  den  Gleichnngen  5)  muss  nach  differensün 
werden,  wenn  man  von  zn  seinem  Nachbarwerihe  abergeht.  Diese  Glei- 
chung aber  wird ; 

W <f« 

5a)  T, X.+  ...  +_A-j.=- 


rfA.W 

t g g 


dm 


Diese  Gleichung  aber  ersetzt  die  ausfallende  Gleichung  6)  imd  zeigt,  wenn  man 
sie  mit  den  Gleichungen  5)  verblödet,  dass  statt  des  Gliedes  'u  in  den  lote- 
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. du^ 

gnlen  6)  der  Ausdruck  ^ erscheint.  Die  Grflssen  u aber  ergeben  sich, 

$ 

wenn  man  nach  und  nach  alle  x,  bis  auf  je  eins  ous  den  Gleichungen  5)  eliminirt 
in  Verbindung  mit  5a),  so  dass  dieselben  vollständig  bestimmt  sind.  Wegendes 
Werthea  von  aber  ist; 


du 

i 

dm 


a X / /»  ffi  X \ fii  X / n — IW  X t \ 


wo  unter  a die  Integrationsconstante  zu  verstehen  ist.  ~^^=a  ist  dann  als  eine 

dm 

$ 

nene  Constante  zu  betrachten. 

Für  den  Fall,  wo  KirO  ist,  also  wenn  die  Scblussglieder  gleich  Null  sind, 
wird  dieser  Ausdruck : 

m X m X 

* * 

ax  e + e rr, 

so  dass  eine  der  in  den  Integralen  vorkommenden  £x|Kmentialgrös8en  mit  x mul- 
tiplicirt  ist. 

Würden  3 Wurzeln  gleich  m^,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  man 

dieselben  alle  3 in  einander  übergehen  lassen  kann. 

Man  muss  dann  die  Gleichung  2 a)  nochmals  nach  differenziiren,  and  er- 

dm  * 

s 

itebt,  ebenfalls  in  linearer  Form;  zu  5a)  kommt  dann  die  Gleichung 

d‘u 


dm  ’ 

s 


5 b) 


! — i,+ ? — 0:,+  • 

dm  * dm  • 

i i 

d'u 


dm  ’ ’*  dsn  ’’ 

j t 


und  in  den  Integralen  tritt  ein  mit  multiplicirtes  Glied  hinzu,  welchen  Zieh 


im  Falle,  dass  die  SchluBsglieder  Null  sind,  an!  e * (/ix' -i-ittx+fl)  redndrt,  wo  ß 
eine  neue  Constante  ist. 

Allgemein  fQr  p gleiche  'Wurzeln,  hat  man  die  entsprechenden  Gleichnngeo 
2)  nnd  5)  p — 1 mal  zu  differenziiren,  so  dass  in  den  Integralen  noch  die  Ans- 

du  rf’u  d^  *« 

drücke : i, • • • hinzntreten.  Wir  erUntem  diese  Methode 

‘'"s  dm/-' 

dnreh  ein  Beispiel.  ■ 

Seien  gegeben  die  Gleichungen: 

^+Ay  + ßs  = 0,  ^+A,y+Ä,z  = 0, 

so  wird  in  der  Gleichung  4)  u=0  zn  setzen  sein,  und  sich  ergeben: 

mx 

u = ae  , 

nnd  man  hat  zn  setzen  in  die  Gleichungen  1)  dieses  Abschnittes:  — A für  A,, 
—B  für  A,,  — A,  ßr  A,',  —B,  ßr  A,'.  — Es  gestalten  sich  also  die  Glei- 
chungen 2): 

I , A-|*  I,  Bz:  — as  1 1,  I,A|+If  ß|“  uslj, 

d.  h.: 

A,(A-|-m)=-I,ß,  I,(ß,  l-m)=-A,A„ 

oder  dnreh  Elimination  von  I,  und  I, : 

29 
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A + m 


B 


- oder:  + m) (B,  + ni)  = ß.d , 


^ I +»» 

eine  quadratische  Gleichung,  deren  Wurzeln  m,  und  m sein  mhgen,  so  dass 
man  hat: 


A,'(^  + m,)=-t/ß, 
Die  Gleichungen  5)  aber  werden: 

^1  — **i, 

ans  welchen  sich  ergibt: 


CO, 


B. 


Diese  Oleichangcn  werden  einfacher,  wenn  man , wie  cs  im  Allgemeinen  erlaubt 
ist,  >lp  also  auch  A,'  niul  setzt. 

Setzen  wir  dann  A^*\a^*^  statt  A,^'\  so  ergibt  sich: 

A^’^a.— A'xa, 


nnd  zur  Bestimmnng  der  t: 

A + m^=  — X'B, 

ausserdem : 


u,=a,e  ‘ , u,  = «,e  • , 
wo  a,,  a,  die  Intcgrationsconstanten  sind. 

Habe  jetzt  die  Gleichung  für  m,  d.  h. : 

(^4-  m)  (ß,  +«•)=  BA  ,, 

zwei  gleiche  Wurzeln,  ein  Fall,  welcher  eintritt,  wenn  man  hat: 

(X  + ß,)*+4(il.ß-ß,  ^)  = 0, 

d.  h.; 

.d»  + ß,>-2^  B,  + AA,  ß = 0. 

Statt  der  Gleichung  4+m,=— welche  auslhllt,  ist  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  A+m^^  —X' B nach  zu  differenzüren,  so  dass  man  hat: 

ß^  = -l,  A + m,=-X'B. 
dm.  * 


X,  = - Ä(ax+n)e 


Ferner  hat  mant 

Xj-f-A  Xf~w,,  A-\~B 

nnd  indem  man  diese  Gleicbnng  nach  ^ Werth ^ ^ so  dass 

j.'flr “ 

man  atzch  setzen  kann : 


m,  differenzürt: 


dX' 


^9  I — ■ 


d.  h.: 


• dm, 


x,  = -B 


x,=u,  + X'  B 


dm,* 


dm,* 

dm,’ 

du, 


oder,  wenn  man  für  V,,  -pJ- u.i'einsotzt: 
dm, 

X,  =0  e"*^—  (.A-f  ffl)((tz-f-  o) 


ÄX  r fl““  0 , 

x,=  « (ax-fa)]. 


21)  Andere  Methode  zur  Inte- 
gration der  s imu  I tanen  li  nearen 
Differenzialgleichungen,  wenn 
die  Co e fficie n ten  constant  sind. 

Es  ist  oft  bequemer,  dass  man,  sutt 
in  die  eben  gegebenen  allgemeinen  Glei- 
chungen einzusetzen , f&r  den  gerade 
vorliegenden  Fall  das  Verfahren  einfach 
von  Anfang  beginnt. 
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Da*n  empfiehlt  «ich  aber  eine  cinigermaasen  abweichende  Betrachtungsweise 
welche  wir  hier  noch  geben  wollen  unter  der  Voraussctinng,  dass  es  sich  um 
Gleichungen  ohne  Sclilussgliedcr  handle,  indem  man  im  entgegengesetzten  Falle 
die  Variation  der  Constanten  nnwenden  kann. 

Seien  demnach  die  vorliegenden  Gleichungen: 

^-^  = A,x,+A,x,+  -.  . . 

'^  = A,'x,+A,'x,+  ■ • ■ +A'x 

■JC  MM 


!)• 


äx 


äx 


*1+ 


("-0 


*.+ 


("-0^ 


Ks  handle  sich  zanlchst  nur  um  ein  System  particnlarer  Integrale.  Sneben  wir 
daher  die  Oleichnngen  1)  zu  verificiren  durch  folgende  Ausdrücke : 

2)  x,=u.e’"'  ...  X e”*, 

M fl  ' 

wo  m,  (I,,  a,  ...  zu  bestimmende  Constanten  sein  sollen.  Setzt  man  diese 
Ansdrfickc  wirklich  in  die  Gleichungen  1)  ein,  so  erhalt  man: 

3)  tna,=A^a^+A,n,+  . . . +A^a. 

fl  II 

ma^xA/ a,-\-A,'a,+  • •• 


..  . (—0, 


Offenbar  geben  diese  Gleichungen  Werthe  für  a— 1 der  Constanten  a„  o,  . . . 

und  ausserdem  noch  fftr  bi.  Es  können  also  die  Gleichungen  1)  verificirt  wer- 
den, indem  man  etwa  eine  der  Constanten  «,  gleich  der  Einheit  setzt.  Eliminirt 
man  alle  a,  so  ergibt  sich  znr  Bestimmung  von  m dieselbe  Gleichung  wie  im  vo- 
rigen Abschnitt,  nämlich: 


I (»—  0 a s ("  - 0 

1 I 1^9  • • • 


Die  Identität  derselben  mit  der  Gleichung  3)  des  vorigen  Abschnittes,  so  wie 
auch  der  Gleichungen  2)  desselben  mit  den  Gleichungen  3)  dieses  Abschnittes 
ist  leicht  zu  zeigen.  — Da  die  Gleichung  4)  aten  Grades  ist,  so  geben  die  Glei- 
chungen 3)  zu  jedem  der  in,  also  m,,  m,  - . . tn^  ein  enUprechendes  System  der 

a;  wir  bezeichnen  diese  Systeme  bezüglich  mit: 


a 


(0  „ (■-■) 
1 » “• 


(") 
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uDd  80  ergeben  sich,  wenn  man  diese  Werthe  nach  einander  in  die  Gleichnngen 
2)  einseut,  n Systeme  pariicnUrer.  Integrale: 


(t)  n 
. ' e 


(l)  n 


(i)  ir 
= ö ^ 'c 


/ X m ^ / \ w X /„\  w»  X 

Aus  diesen  partieuUren  Integralen  aber  gewinnt  man  nach  den  oben  gegebenen 
Regeln  das  allgemeine,  wenn  man  setzt: 

, . , X W X 

• = . . . + ” ’ 

/X  / \ ^ 

x,=:a,  a/  e ‘ 'e  * + • • • + ^ 


/ m.x 

X = « , a ' e * 
ri  ' n 


wo  die  Grössen  a,, 


r \ / \ *»  X 

fi)  oi.x  I (n)  n 

+ ‘'’V  ‘ ’ + • • • +Vn  * ' 

a beliebige  Coiistanten  sind. 


22)  Lineare  Differenzialgleichung  «ter  Ordnung  mit  2 \^a- 
riablen. 

Die  lineare  Differenzialgleichung  ntcrOrdnong  mit  2 Variablen  hat  die  Form: 

1)  '1J^‘=:A,x,+A,^+A,^+.  . . 

rfx”  ^ 


.1«  - 1 


Hx 


- + J_  1 

fl—  l 


rf”  Xj 
n 

wo  die  Grössen  ^ 4 , • • • /4  ,'yi  , . Functionen  von  x sind.  Auch  hier  un* 
^ «'  fi-f  I 

terscheidet  man  die  beiden  Fälle,  ob  das  Schlussglied  gleich  Null  ist  oder 

nicht.  In  jedem  Falle  aber  kann  man  die  Gleichung  1)  durch  das  System  er- 
setzen : 

2)  ^ — X — ' 

dr~  *’  rfx  ~ 


dx 


- = x , 


dx 

n 

dx 


= A,x,+A,x,+A,x,+ 


-+*4  X "4“ 4 X *4*4 
n — I ff—  I an  n * 


also  durch  ein  System  von  n Gleichungen  erster  Ordnung,  auf  welches  sich  die  ia 
den  vorigen  Abschnitten  gegebenen  Theorien  ohne  AVeiteres  anwenden  lassen. 
Setzen  wir  4^^  ^ =0,  so  ist  dies  nur  auf  die  letzte  Gleichung  dos  Systems  2} 

von  Einfluss,  welches  die  Gestalt  annimmt: 


3) 


dx. 


dx. 


dx 


— = x.  • 


Hx 


-^=zA.  x,  i-A,x,+A,  x,+ 

Uer  Multiplicator  ilc»  Syatems  2)  oder  3)  liat  nach  Abschnitt  16)  die  Form; 


+A  X +A  X . 
«—1  n— 1 n « 
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M= 


-P 


— lA  dx 

" f 


d«  &llc  übrigen  Glieder  der  Snmme  im  Exponenten  Nall  werden. 
Hat  man  ein  particuläres  Integral  der  Gleichnngen  2)  oder  3): 

=/■(*). 

10  ist  auch  offenbar: 


* dz  ’ ‘ dz*  ■ ■ ■ n Jx'*~  * ' 

and  diete  Aaadrficke  bilden  ein  System  znsammengchöriger  particnltrer  Integrale. 

Habe  man  jetzt  n particnläre  Integrale  fdr  die  Oleichungen  3) , oder  was 
dasselbe  ist,  für  die  Gleichang: 


4) 


u >a  1 . 

— -^=i4,x,  + A, 

rfx" 


dx 


■ I 


+ j4 


_»*— I 


Z,=f(z),  x.=/-'(x),  x,=f^%) 


" dz' 


(*). 


so  ist  nach  Abschnitt  15)  das  allgemeine  Integral: 


z^  = ttj(x)+u,r(x)+  • • • '^(x). 

Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1)  zu  finden  aber  mnss  man 

als  Fnnclloneo  von  x betrachten,  und  die  Variation  der  Constanten  anwenden, 

welche  in  den  Gleichungen  4)  des  Abschnittes  Ifi)  enthalten  ist.  Es  wird  ntm- 
lich,  wenn  tgan  dort  setzt; 


bezflglich  ffir 


Ihr 


/•{*),  /•'(*)  • 

/•.W.  /^,'W- 

df^”-'\z) 

dx  ' </.:t 

dx 

A(X),  ^'(x)  . 

d"-V(x)  d"-'r(x) . . . d"-y("-')(x) 

dx"-'  ’ dx"-'  ” ' dx"-' 

für 

dj^  dj^  ^(x)  ^ , . . , ^ = 0 

dl  dx  dx  dx  dx  dx 


dx"-- 


dx"-- 


dx' 


M — J 


dr 
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d«.  d*'~V'W  ^ . rf"~ '/•("- ')(x) 

, «—  I rfx  , fl—  \ dx  , ri—  I dx  '•'i" 

dx  dx  ^ dx 

ein  System,  welches  alle  a durch  Quadraturen  gibt. 

Eben  so  einfach  übertr&gt  sich  das  in  Bezug  auf  die  Keduction  der  linearen 
Differenzialgleichung  Gesagte  in  dem  Falle,  dass  man  weniger  als  n partieuUre  In- 
tegrale der  Gleichung  4)  kennt,  auf  diesen  Fall. 

Ist  nämlich 

*i=/‘W 

ein  gegebenes  Integral  der  Gleichung  4),  so  kann  man  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  1)  gleich  uf{x)  setzen,  und  hat  dann  offenbar: 

dx  dx  dx 

rf*[u/-(r)]  _..dVW. 


«■+">  X — ;; — r+"= 

dx"  dx’'  dx"-'  “ dx"-*  dx" 

wo  die  Grössen  h,,  n,,  n,  • ■ • die  Binomialcocfficicnten  vorstclien. 

SeUt  m«n  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  ein,  und  berücksichtigt  dass: 

d"-Vw 


+/-W 


d*. 


dx” 


vermöge  der  Definition  von  f(x)  ist,  so  ergibt  sich  daraus  eine  Gleichung  von 
der  Gestalt: 

d** II  du  d*u  'w 

= «i  • • • -f«  , h«  , 

dx  ■ dx^  fl—  I 1 »• 

wo  «r.,  iK,  • • • K Functionen  von  x sind:  setzt  man  also  vsneder: 

fl 

dw 

dj-"’ 

so  hat  man  die  Gleichung  h — Iter  Ordnung: 

d"  'r  de 

5 =«if+«s  • • 

n— 1 • dx 


" I 

B — I j«  — i " 


e) 

dx"-*  "■*  “-'dx" 

zu  integriren,  wonach  dann: 

M=y  rdx 

sich  durch  Quadratur  ergibt. 

Es  ist  auch  klar,  dass,  wenn  die  Gleichung  4)  zur  Integration  vorlicgt,  also 
-4^^j=0  ist,  dann  auch  «,,=  0 wird.  Sei  u,f{x)  also  das  allgemeine  In- 
tegral der  Gleichung  4),  and 


so  bat  man: 

7) 


du , 


d"-'c.  ^ d... 


+ » 


dx” 


dx"-' 
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Uic  Schlüsse  für  den  Fall,  wo  mehr  als  ein  partimlires  Integral  der  Glei- 
chung 4)  gegeben  ist,  sind  nun  wie  in  Abschnitt  16)  sn  machen.  Ist  f {x)  ein 
iweitea,  so  muss  also  f'(x)  = u,f{x)  geseut  werden  können,  da  »,/■(*)  das  allge- 
meine Integral  ist.  Ks  ergibt  sich: 


-iLki 

^ äx 


Man  hat  also  ein  particuläres  Inte(p‘al  der  Gleichung  7),  durch  welches  die  Glei- 
chung 6)  um  eine  Ordnung  rcducirt  wird  n.  s.  w. 

Die  Satxe  des  Abschnitts  17)  lassen  sich  unmittelbar  auf  nnsern  Fall  anwen- 
den. Wir  spccialisircn  daher  nur  den  Satz  III),  welcher  jetzt  lautet,  da 


= A 


n + 1 


■)(o)  = 0,  = A 


"-f- 1 


(«) 


in  setzen  ist: 

„Ist  x,=f(x,  tt)  ein  particnlüres  Integral  der  Gleichung  4),  wo  a eine  will- 
kürliche Constante  ist,  und  man  für  jedes  a hat : 

f(x,„)=o,  Vt 

dx  dx 

für  den  Fall,  wo  x = a ist,  so  ist: 


f(x,  a)da 

vennebrt  um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  4),  das  allgemeine  Integral 
der  Gleichung  1).“ 

Diese  Methode , welche , wie  wir  bereits  gesehen  haben,  immer  die  Variation 
der  Conslanten  ersetzt,  ist  oft  bequemer  in  der  Anwendung  als  die  letztere. 

Was  endlich  die  linearen  DifTerenzialgleichungcn  mit  coustanten  Coefficienten 
A^,  A,  • • • A^  anbetrifft,  so  werden  hier  die  in  dem  vorigen  Abschnitte  gege- 
benen Betrachtungen  sehr  einfach.  — Seien  in  der  Oleichnng  4)  in  der  That  die 

CoelBcienten  eonstant,  so  setzt  man  x^^e'*^,  nnd  dnreb  Einsetzen  in  Gleichung 
4)  erhalt  man: 

m'*z:A,  + Afm+A,m*+  ••• 

Die  n Wurzeln  dieser  Gleichung  m,,  m,  • • ■ geben  eben  so  viele particnlire 
Integrale,  nnd  man  hat  als  allgemeines  Integral: 


j:,  = «,  e 


r , ns-.z  , 


_e  " ’ 


wo  o,  ■ • • willkürliche  Constanten  sind.  Seien  conjugirte  ima- 

ginlre  Wnrzeln,  so  setzt  man : 

m^=n-l-4i, 

=i(*+*0.  «, 

und  erhalt: 


m X m X ax 
tt^e  * =e  (Äco* 

wo  h und  i willkürliche  ConsUoten  einU.  Werden  2 oder  mehrere  Wurzeln 
, ”*s"  * * ‘ 80  denkt  man  sich  dieselben  zunkchst  unendlich  wenig  von 

m X 

einander  verschieden.  Ist  nun  cr^e  das  entsprechende  particnlftre  Integral, 
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80  miiisen  auch 


X W*  » 

d(»,  e ) <<''(«,«  ) 


dm 


dm 


' die  Gleichung  erfüllen^  Attsdrftcke, 


für  welche  man  erhält : 


m X m 


rn  ^ m m * 

< I ia  9 . , 9 

y,o  +xß^e  +x'ir^e  , 


da  d’n 

Die  Ausdrücke  S — , y = 1 sind  als  willkürliche  Constanten  zu  be- 

dm  '•  dm  * 

, • * 

"*j'  * "’s"  * 

trachten,  und  diese  Werthe  in  z,  statt  der  ausfallenden  n^,  e , e • • • 

einznsetzen.  Wie  leicht  zn  sehen,  hat  dann  das  Integral,  wenn  ( + 1 Wnneln 
gleich  sind,  die  Form: 


m.x  I m.z  , 
*,  = ir,  e ‘ +ir,e  • + 


+ «- 


(1  + fl,  z+o,z’4- 


»,x  ). 


Dieser  Ausdruck  hat  in  der  That  i>  willkürliche  Constanten. 

Wir  fügen  diesen  Betrachtungen  einige  Beispiele  für  die  Integration  linearer 
Differenzialgleichnngen  hinzu. 

I)  Nehmen  wir  zuerst  die  Gleichung; 


d”- 


t — 2 


Constanten,  f(x)  aber  eine  beliebige  Function  von  z ist.  — 


8) 

dz"  dz"“'  dz 

wo  a,,  a. 

Setzt  man  f(x)  zonächst  gleich  Noll,  so  hat  man  als  vollständiges  Integral: 

o\  “ ®) 

9)  Z,  = n,e  ‘ ' + tr,e  +(»^e  , 

wo  statt  der  willkürlichen  Constanten  gesetzt  kt: 


—m.c  — m.r 


wie  dies  ja  bei  willkürlichen  c immer  geschehen  kann,  m,,  m,  • • • sind 
die  Wurzeln  der  Gleichung; 


n n— I n— 3 

m —a.m  —a,m  — 


— m-o  =0. 

fl—  1 fl 


Um  die  Auflösung  der  Gleichung  zu  Anden,  wenn  f(x)  beliebig  ist,  haben  wir 
gemäss  dem  Satze  3)  des  Abschnittes  17)  zu  setzen : 


J.  -0  ^-0  ^-0. 


dz"“''  dz"“' 

wenn  z = c ist,  und  dies  führt  zu  den  n Gleichungen : 

10)  «i+<r,  • • +“„=0, 

“lUti+Uj"*»  • • 
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« — 3 . 11  — 2 , 

n,m,  +it,  IM,  + 


+«« 


n— 2 


=0, 


M — I , 

ff  j fHi  4*«a « 


Aufiötangen  dieaer  Gleichungen  lassen  sich  leicht  unter  allgemeiner  Form  fin- 
den. Setzen  wir  nämlich: 

F(x)  = x -a.x  ,_a 


IO  lind  m,,  m,  ■ • • die  Wnrzeln  der  Gleichung: 

F(x)  = 0. 

Wollen  wir  nnn  z.  B.  «,  bestimmen,  so  mnltipliciren  wir  die  Gleicbnngen 
10)  bezüglich  mit 


und  addiren  sie,  indem  wir  zur  Bestimmung  der  k setzen : 

11)  k+k^m,+kJm,*■^-k^m,•+  ■ • ■ -f  m,"~' =0, 

*+*i"»i  + *i"‘s’+*i ’"!*+  • • • "*i"^*+ 


und  erhalten : 
Setzt  man  also: 


x-|-F,i> 4-  • • • ,x"  ’+x"  ' = </(x), 


IO  lehren  die  Gleichungen  11),  dass  m,,  m,  • • • die  n— 1 Wnrzeln  der 
Gleichung : 

,/(x)  = 0 

lind ; man  hat  demnach ; 

7.(x)=(x-m,){x-m,)  • • . (*-m  ) = -^^. 

« X — - Ifl  j 

Ffir  x = m,  wird  dieser  Ansdruek  =J;  man  erhält  aber,  wenn  man  Zähler  und 
Nenner  dinerenziirt: 


y(iM,)  = F'(m,), 


F'(x)  = 


dz 


in  setzen  ist. 

Die  Gleichung  12)  gibt  dann: 


_ /•(«•) 


und  es  ist  ersichtlich,  dass  man  durch  ein  gleiches  Verfahren  erhält: 


„ - JM- 

Man  hat  also,  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  9)  setzt: 
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t4) 


V 


"l  (*-<•)  "*)(■'-«') 


("'l)  ^ ^ 


+ 1 ), 

f'(«J  /’ 


Bezeichnen  wir  diesen  Ausdruck  mit  y(c),  so  ist  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  8): 

•*1  = / /Wdc  + '/'W. 

•'  0 

wo  >p(z)  d«B  in  9)  gegebene  Integral  ist;  also: 

.5)  '■='’'‘<-‘+r(W)./T 


m X 1 /*x  —m  c 


II)  Nehmen  wir  ferner  als  Beispiel  einer  Gleichnng,  deren  Coefificienten  nicht 
conatant  sind,  die  folgende ; 


«1. 


‘**»1  , "i 

(aj:  + 4) 


d"  i(,  d"  ’x, 

dx"-'^  dx"“’^”^ 


(rt  X -j-  ^)' 


H — I dx 


+ 


(ox  + 4)" 


X,  =0; 


ft,  • • • « , a und  4 sind  Constanten. 

• n 

Man  findet  ein  partielles  Integral,  wenn  man  setzt : 


X,  =(ax+4)^, 

denn  wenn  man  dies  cinsetzt,  ergibt  sich : 

p(p-l)  • • • (f>-»  + l)o"+n,p(p-l)  • • • (j)  — n + 2)a"~^+  • . . 

+ 1 P“  + 

eine  Oleichung  iiten  Grades  für  p,  deren  Wurzeln  p„  p,  • • • sein  mSgen- 
Das  allgemeine  Integral  ist  dann: 


p 

X,  =:Cj(rtX  + &)^*+ c,  (ax  + 6)^»-f-  . . . +c^(nx  + 6) 

Für  den  Fall,  dass  2 Wurzeln  unserer  Gleichung  gleich  werden,  sind  ähnliche 
Betrachtungen  wie  früher  zu  machen. 

111)  Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Differenaialgleichung 


r/x” 


= F(z) 


betrachten.  Selbstverständlich  lässt  sich  das  Integral  cicrselben  direct  bestimmen. 
Man  bat  nämlich; 


d"-' 

dx" 


^J=^P(x)dx  + r,  dxj'  F(x)dx  + c 
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^ j' j" ^ (*)  dx  + rjr’  + CiX+r,  • • •, 

alio  aehlicsslich : 

^\—j  dx  J'  dz  • • • j"  F(x)  rfx+cx"~  * +r,x"'*  " + c • • • 

+ C^_^x+c=  j'*F{x)dx, 

wenn  man  unter  der  Bezeichnung  j' " ilaa  n fache  Integral  nach  derselben  Va- 
riablen X genommen  versteht. 

Wendet  man  jedoch  anf  die  vorgelegte  Qleicbung  die  Variation  der  Conatan- 
ten  an,  ao  erhält  man  einen  andern  bequemem  Ausdruck. 

Die  Gleichung 

^ = 0 


hat  offenbar  ala  voUatindiges  Integral  den  Ansdmck ; 


wo  n,  «j 


jr  = «-f (t,x4-o,*’-f  • • 

r , Conatanten  sind. 


Es  ist  also  (siehe  die  Gleichungen  b)  dieses  Abschnitts)  für  x,  derselbe 
Ansdmck  zu  setzen,  wo  man  die  Grossen  n bestimmt  durch  die  Gleichungen  : 

da  da,  .da,  n— I I 

--t-x^+  X’^+  ...  +x  — j = 0. 

dx  äx  dx  dz 


. 1 
fl—  n—  1 ^ 

..  -hx  ^ =0. 

da. 

da  . 

■ ..  +(n  l)x 

da. 

, H—i  II  — 

- +(n-l)(n-2)x  — ^ 

(«- 3)(«-4)  ...  1 -^+(„_2)(n-3)  . . . 2x-^ 

äff  

+(n-l)(«-2)  . . . 3x*  -^  = 0, 

d(i  j dn 

(n-2)(ii-3)  ...  2.1  — "--■-f(«-l)(«-2)  . . . 2x  -^  = 0, 

ax  äx 

da 

(«-l)(«-2).  ..  2.1-^  = E(x), 

Gleichungen,  aus  welchen  sich  ergibt; 

*^a— I ^''(x) 

~dx  “S  l‘.“2...(n-2)’ 

x*E(x)  1 x*F(x) 

dx  ~ 2. 1.2. ..(»-3)’  dx  ~ i. 2. 31.2. ..(«-4)’ 
nnd  allgemein ; 
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^ ^^1  1 i *^*~'^  * I 

rfx  “ 1.2-3---(n-j)V  ^1-2  1-2-3 

Es  ist  aber  nach  dem  bmomischen  Satze; 

woraas  sich  augenblicklich  ergibt: 

* / 1\*“  ' ^ *“  * r/  \ 

= ( - 1)  ^ W- 


1.2. 

vl-t 


al«o : 


x,=^x"  |y'f(x)i/x  — («  — 1)  j"  xf(l)  rfx  -t 

Führt  man  noch  die  Integrationsconstanten  ein,  so  ist  dieser  Ausdruck  tu 
vermehren  um: 


n— I , n—Z , 
cx  +c^x  + 


o-T+c 


Die»er  Werth  von  i,  Hesse  sich  auch  unmittelbar  aus  x,=  /■  F (x)  dx**  durch 
theilweises  Integrircn  gewinnen. 

23)  Zurückführungder  nicht  linearen  aber  homogenen  simal* 
t a ne  n Di  ff e r enzi algl  ei  chu  n g en  und  d er  c n tsp  r cch  e n d en  Gleichnn  • 
gen  höherer  Ordnung  mit  2 Variablen  auf  Quadraturen. 

lieber  die  höheren  Differenzialgleichungen,  w'elche  nicht  linear  sind,  lisst  sich 
wenig  Allgemeines  in  Bezug  auf  die  Integration  sagen.  Jedoch  treten  noch  bei 
gewissen  anderen  Formen  wesentliche  Reductionen  ein. 

1)  Denken  wir  uns  zunächst  ein  System  simultaner  Differenzialgleichungen 
unter  der  allgemeinen  Form  : 


1)  f,  (x,  X,,  X,  ... 

^1.  *, • • • 

f^(x,  X„  X,  • ■ ■ 

Die  Definition  einer  homogenen  Function  pter  Ordnung  von  2 Variablen  x.  jf. 
ff  (x,  p)  haben  wir  oben  dahin  gegeben,  dass  sic  die  Form  annehmen  kann: 


rfx, 

</x. 

••rfl") 

rfx’ 

dx 

rfx. 

dx 

— =) 
dx 

rf7’ 

dx 

rfx, 

f/x. 

(U 

..  ^2) 
dx' 

rfx’ 

dx 

r")=0, 
= 0 


'f  (*-  y)=***V'  (j). 


Wir  definiren  jetzt  eine  homogene  Function  TOn  n + 1 Variablen  x,  x, 
pter  Ordnung  dahin,  dass  sie  die  Form  annchmen  kann: 
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-,(x,  .„r.  ..  = 7 7)- 

SeUeo  wir  jetzt  voraaz»  die  Functionen  auf  der  linken  Seite  der  Gleichungen 
1)  seien  homogene  Functionen  von  irgend  einer  Ordnung  von  ar,  z,, 

nicht  aber  von  den  Dififerenzialquotientcn.  Jede  der  Gleichungen  kann  übrigens 
eine  andere  Ordnung  haben.  Rs  gilt  dann  folgender  Satz: 

„Das  System  1)  Usst  sich  immer  auf  ein  anderes  znrückführen,  welches  eine 
Variable  und  eine  Gleichung  weniger  cnth&lt.** 

In  der  That  nehmen  unserer  Voraussetzung  gemäss  die  Gleichungen  1)  die 
Form  an: 


X . 

!? 

dx, 

dx. 

dx  \ 

X 

X ’ 

dx’ 

dx 

-&• 

Ix 

X 

X * 

dx, 

dx, 

dx  ■ ■ 

. . II 
o 

X 

n 

dx, 

dx  \ 

'»  \ X 

X 

X ’ 

dx  ’ 

dx 

indem  man  die  heraustretendc  Potenz  von  x weglässt.  Wir  machen  nun  di» 
Substitutionen: 


x,  = yiX,  x,=y,; 
rfx. 


dx 


dx 

n 


djf 

I 

=»«+*-57’ 


so  werden  sie  voa  der  Gestalt  sein: 


3) 

ans  welchen  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  für  die  Grossen: 
du,  (/y, 


dx’  dx 


dx 


Wcrtlic  u,,  u, 

4) 


ergeben,  die  nur  y. 


. . V cntbaltcn : 


Indem  wir  jede  der  Gleichungen  4)  durch  eine , z.  B.  durch  die  erste  di>i« 
diren,  erhalten  wir  n — 1 Gleichungen  von  der  Form: 

5)  Hl  , 

<^yi  ~ «i‘  ‘‘yi  “1  ■ ■ ‘ “/ 

welche  nur  y^,  yj  . . . y^^  enthalten,  also  in  der  That  ein  System  mit  einer  Va- 
riable weniger.  Nach  dessen  Integration  gibt  jede  der  Glcrchungen  4),  t.  B.  die 
erste : 


\^x=f‘iy±. 

X «,  ./  M, 

Ks  Ut  also  X durch  Quadratur  bekannt,  und  man  hat  dann  auch : 


fahrt  man  das  System  1)  anf  eine  Gleichung  nter  Ordnung  zwischen  2 VariaUeit 
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znrQck,  bo  besteht  die  Heduction  danUf  dass  die  Inte(p‘ation  durch  eine  GleichoD^ 
n — 1 ter  Ordnung  und  eine  Quadratur  gegeben  ist. 

Anwendung  Sei  gegeben  das  System: 

</x,  _ X,  dx , _ Zj  I 

dx  ^ M ’ dx  ” M ’ * * dx  «#  ’ 
dx 

-;£)  =0, 

Setzen  wir  vorans,  <la«s  die  Function  y in  Bezog  auf  x,  . . . x^  homogm 

lei.  Die  übrigen  Gleirhongen  des  Systems  sind  ebenfalls  homogen  in  Bezug  saf 
diese  Grossen,  wenn  man  bat: 

7)  M = o*+R,x,+  . . . 

wo  fr,  fj,  ...  ft  Constante  sind. 

Es  kann  dies  System  aber  auf  die  folgende  Gleichung  nter  Ordnung  zurfick- 
geführt  werden: 

rfr,  tfj*!  1*‘ 

u— ‘ . . . u 


dx’  dx 
wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 


dx" 


=0. 

dx* 


V dx)  dx'  Vdx)  dx 


Sei  z.  B,; 


so  ist; 


f/lg(*“)  dlg(x“) 

Unsere  Gleichung  nimmt  also  die  Gestalt  an; 


d"-'. 


JigCx") 


...  f 

(iV  (IV 


r = lg  x“ 

ist,  und  diese  Gleichung  kann  auf  eine  Ton  n— iter  Ordnung  redndrt  werden. 

Hx.  ff"“‘- 


rfr" 


‘ homogen  ist.  Diese  Gleichung  nimmt 


wenn  y in  Bezug  auf  x,  x^, 
auch  die  Gestalt  an: 

-/  L‘  rfr'  ff«.  •••  J-« 

Beispiel  A.  Es  sei  gegeben: 

n V <*  I 0 


’ d*x 


Betrachtet  man  e “ ala  eine  besondere  Grüese  t,  so  ist  die  Gleichung  i» 


dx 


Bezug  auf  x^,  e“ , nicht  aber  in  Bezug  anf  t homogen,  wie  dies  sein  mn<s. 
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Die  Rednetion  geschieht,  indem  wir  setzen; 

1 " '^1 
c=lgx,  — = 0-,. 

10  «lass  sich  unsere  Gleichung  verwandelt  in  das  System; 


dlgCx") 

E«  sind  nun  die  Substitutionen  zu  machen: 


1 / tilr, 

■'(/lg(i")  'Jlg(a:“)/ 


r.x+x, 


dx . 


dlgCx") 


:0. 


dx. 


<ng(x“) 

- *i_ 

Die  Gleichungen  des  Systems  werden  also  : 


X(fe.  _ X»  dy,  xy, 
a dx  a ' 


adx 


^JL=  — 

adx  a dx  a * 


a</x 


Setzt  man  die  aus  beiden  Gleichnngen  gezogenen  Worthe  von  — glcieh,  so 

X 

erhält  man: 


C-t"+y. 

aus  beiden  Gleichnngen  gesogenen  Werthe 

also  in  der  Thai  eine  Gleichung  erster  Ordnung  mit  2 Variablen. 

B e i s p 1 e 1 B.  Es  sei  gegeben  das  System : 

•/  A dx  ^ Xf 

-5^)  =0, 

und 

u =;  nx , y 

wo  die  Function  7 in  Bezog  auf  x,  x,«  homogen  ist.  Man  hat  dann: 

dx,  X,  , d{x*)  - 

'=— i oder  — V— s=2x,y 
dx 


dx 


und 


,,(X,X„  • )_0, 


oder  was  dasselbe  ist: 

, d(x»)  d*  (x „ 

y,(x,  x„ 

I>iese  Gleichung  lässt  sich  also  immer  der  Form  1)  gegeben;  es  sollen  aber  die 
anf  eine  von  erster  Ordnung  reduciren^  Gleichungen  nicht  mehr  in  Bezug  auf 
n , ^(•>^1*)  , alle  Variablen,  sondern  auf  die  abhin> 

wenn  y.  .n  Bezug  auf  x,  x.  ho-  Variablen  *„  x,  • • . x^  und  ihre 

mögen  ist.  Diffcrenzialquotienten , homogen  sein. 

Dass  sich  BUS  diesem  Satze  noch  eine  <*“”  B!‘‘  Satz,  dass  sich  das 

Menge  anderer  Resultate  ziehen  lassen,  System  auf  eins  mit  einer  Variablen  we- 
ist leicht  ersichtlich.  redncircn  lasst.  Offenbar  nehmen 

nämlich  in  diesem  Falle  die  Gleichungen 
II)  Sei  jetat  wieder  ein  System  von  1)  die  Form  an; 

,f  (x,  i*  . . . lü,  ifi-  =0. 

* X,  X,*  x,dx*  x,dx  ’ x^dx^ 

Hierin  substitoirt  man: 


*s— yi  “Fz 
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und  erhalt: 

V.('-  Si’  y> 


”b— l’  jr,  dx  dl’  X,  dx  dx 


X,  dx  ax 


Am  einer  dieser  n Gleichungen  wird  die  Grosse  - ' gefunden  und  in  die  ibri- 

X|Or 

gen  eingesetzt.  Man  hat  dann  n— l Gleichungen  mit  n Variablen: 

yi.  ys  • • • y„_,. 
nach  deren  Integration  man  erhalt: 

= V,  also  Igx,  = /*f/«ir, 

X I CkT  a^  • 

WO  V nur  a-,  yj  enthält,  die  sich  also  nach  der  Integration  alle  aU 

Functionen  einer  Variablen  x ergehen.  Schliesslich  ist  zu  setzen: 

^,=y,  *i  ••  • ^=y„_,'.- 


Beispiel  A.  Sei  das  System  gegeben: 


dx,  dx. 


y (*.  *. 


dx. 


n—  I 
dx 


dx 

r , ^ =0, 
n dx 


dx 

wo  if  eine  in  Bcing  auf  x, , x,  • • • x ——  homogene  Function  sein  soll.  Die 

n ax 

übrigen  Qieichungen  sind  offenbar  in  Bezug  auf  die  Variablen  und  ihre  Differen- 
zialquotienten  ebenfalls  homogen. 

Man  kann  aber  das  System  ersetzen  durch  die  Gleichung: 


, dx,  d^x. 

7(a  -^“T 


dx" 


) =0, 


! homogen  ist,  und  die  Integration 

dx" 


• T,  r <^1 

WO  1/  in  Bezug  auf  x,,  ■ 

dx  dx* 

dieser  Gleichung  gelingt  also  mittels  einer  andern  von  der  Ordnung  n— 1. 
Beispiel  B.  Es  sei  gegeben: 

dx»  X dx  X* 

eine  übrigens  lineare  Gleichung  ; wie  denn  alle  linearen  Gleichungen  ohne  Schlnss- 
glied  nur  einen  besondern  Fall  der  jetzt  betrachteten  bilden.  Wir  ersetzen  sie 
durch  das  System: 


dx 

und  indem  wir  cinführen: 
erhalten  wir: 


?fl  — n -r 

X dx  x‘  ’ dx  *’ 


*s=yi 


dx  * dx  X dx  X*  ’ 
dx. 

^=y.*t. 
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oder  durch  Einsetzen  ron:  , 

1 dx, 

AQS  der  sweiten  Gleichung  in  die  erste: 


, 4»  I f t B _ 


Fahren  wir  hier  ein; 


so  kommt: 


1 1 , du\  _ A B ' 

oder: 

x^  = (A-l)^+Bu>+l, 

d h.: 

I -T 

Äu*  + (i«-l)a+l’ 

MüM  dieser  Gleichung  ist  x und  folglich  auch  y.= — als  Function  ron  « bekannt. 

MX 

Vermittelst  der  Gleichung: 


erhält  man  daxu: 


lgx,=y* y,  dx,  X,=s-^ä'*‘ 


Aus  den  Werthen  ron  x und  z,  ist  dann  u in  eliminiren. 

24)  Ueber  Systeme,  die  nicht  homogen  sind. 

Eine  Bednetion  tritt  anch  bei  andern  Formen  von  Differenzialgleichnn- 
gen  ein. 

I.  Möge  ein  System  von  der  Form  gegeben  sein; 


.,,(xP^x„J>>x„xP>x,  ..  + + ' ... 

^ dx  ax 


F„+i  * 


.,,(xP^x„xP>x„J>>x,  . . . * + > p,xP>+^^  . . 

. " dx  dz 


p^+ldx^ 


5)=». 


V^{xP^x„xP^x„xP>x,  . . . xVx/’>  + ‘ ^ . , 

" dx  dx 


/>«+« 


&)=»• 


wo  die  Exponenten  p,,  p,  • • • p beliebige  Zahlen  sind. 
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Et  Utst  lieh  auch  dies  Syatem  auf  eins  mit  einer  Variablen  weniger  redo- 
ciren.  Zu  dem  Ende  setzen  wir; 


nnd  erhalten  ein  nenes  System  ron  der  Gestalt : 


du^ 

• *-r~  als  Functionen  ron 
dz 


Diese  Gleichungen  geben  die  Grössen  x^^~ 

dx  dx 

allein.  Durch  Division  jedes  dieser  Aasdrücke  durch  einen  davon  erhalt  man 
du 

die  Grössen  als  Functionen  der  u.  Nach  der  Integration  dieser 

Gleicbnngen  ergibt  sich  dann; 

^=Vdu^,  lg*=/FAi,, 

wo  dann  auch  x^,  x,  . . . x^  bekannt  sind. 

Anwendnng.  Nehmen  wir  den  Fall,  in  welchem  das  System; 


dx,  dx. 


dx 


dx 


oder  die  Gleichnng; 


if(x,  x„  . x^, 


die  obige  Bedingung  erfüllt.  Offenbar  ist  dies  immer  bei  den  a— i ersten  Glei- 
chnagen der  Fall,  wenn  man  setzt; 

F«=Fi+li  Fi=Fi+2  . . . E„=Pi-i-n-l, 
denn  diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben; 


X ~ X > “ ■* 


äx 


dx 


. . X 


p,+n-i  dx^_^ 


dx 

I dx_ 
= x 

dx 

Es  kommt  also  nur  anf  die  letzte  Gleichnng  an,  welche  die  Form  haben  muss: 

dx 


oder; 


f(»P‘x,xP‘  + ‘x.,x^'-+*x,  . . . xP:+"-',  ,x^’‘+"_?)  = 0 

" (ix/ 

/^(xP*x.,xP‘+‘^£*,*P>+^^  ...  x»’‘+“^Uo 

dx  dx*  dx-  / ' 

Pt  ist  eine  ganz  beliebige  Zahl.  — Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  würe  n =— 1 so 
ergibt  sich;  ’ 

-l<i"x 


dx’^dx*  ■ dx-f 
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In  diesem  Falle  liest  sieh  der  Be<1ingaDg  auch  eine  andere  Form  geben.  Da 
sich  nlmlieh  jede  homogene  GIcichnng  swischen  y,  y,,  y,  . . . y^  auf  die  Form 

bringen  liest: 

(JU,  !^  ...  !=)=0.  oder  y ..  . ^)=0. 

■'Vyy  y/  F' 

SO  wird  jede  in  Beeng  auf  die  Variablen  x,  x,  . . . x^,  nnd  auf  die  Differen- 

liale  dx,  dx^,  d'x^  . . . ri^x,  (nicht  auf  die  Differenxialqnotienten)  homogene 
GIcichnng  die  Form  annehmen: 

dx^  rf*x,  d**x^ 

'ft'  -J.~  ■■■  ^)=»’ 


'fr  fr 

also  die  obige  Form.  Man  hat  also  anrh  den  Sats:  „dass  jede  in  Besag  auf  alle 
Variablen  und  die  Differenziale  homogene  Gleiehnng  nm  eine  Ordnnng  erniedrigt 
werden  kann.“ 

Beispiele.  Sei  gegeben: 

nx*d*y  = (x(fy-y<ie)«, 

eine  in  Bezog  auf  x,  y,  dx,  dy,  d‘y  homogene  Gierehong  vierter  Ordnnng. 

Wir  schreiben  sie  annlchst  unter  der  gewöhnlichen  Gestalt: 

nnd  vertanschen  sie  mit  dem  Systeme: 


Da  hier  p,=— 1 ist,  setzen  wir: 


und  erhalten: 


setzt  man  noch; 


so  erbllt  man: 


y = "i*.  yi=“s 


d“.  , du,  , ,, 


dx  du.  dUm 

X U,~u,  (•,-»,)* 


e dii|  = ndii-)-ttdiii, 

"de  , .« 

jj3^  = dB„  w,=lgc(e-a)  , 


e*  = c(e— b)  , 
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wenn  man  wieder  aeUt: 


Es  war  ferner: 


alio: 


dx  _ du^  d«i_  ndv  _ de  dt 

X ~ M,— r ~ v(t — a)~  e— ■ V 

, k(t—n) 

l8»=lg  - . ■ xv  = h(t-n). 


wo  k die  Integrationaconstante  iit.  Ana  dieaer  Gleichnng  und  ana  e*=e(e— a)* 
ist  V in  eliminiren.  Ea  kommt; 


(*-*) 

eine  Gleichnng,  die  2 willkflriirhe  Conatanten  c und  k enthilt. 

Sei  ferner  gegeben; 

. , . du*  <Pu 

Offenbar  erfüllt  diese  Gleichnng  die  verlangte  Bedingung.  Wir  nehmen  dafür 
das  System: 


nnd  snbstitniren  wie  oben : 

y=«e, 

da  die  Gleichnng  yi  = K,  nichts  Kenes  gibt.  Wir  erhalten; 


du 


ia< 


Ans  der  zweiten  Gleichung  ziehen  wir: 

dz  _ du 

* X ~ yi-w’ 

und  indem  wir  dies  in  die  erste  setzen; 


...  l-=  - 


r+y,*=».«Cy.— )%. 


d.  h.i 


du  m H dj/^_  dx 
yi-«~  1 +yi*~ 
Wir  fuhren  hier  indess  wieder  ein: 

» =n.  dxA 

» y. 


nnd  erhalten: 
d.  h.: 


"•y  <^yi_  ^ 

1+y.’  y.’ 

l 

, _ yi</yi  _«'y  ^ • 


oder: 


•JC 


y = c(l+y,*)», 
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y.’  = 


©■ 


alio: 


n.  Seien  wieder  n Oleichnngen  mit 
»+1  Variablen  x,  x,,  x,  . , . x^  nnd 

ihren  Differenzialen  gegeben. 

Setzen  wir  voraas,  dass  alle  eine  der 
Grössen  x^  nicht  selbst,  sondern  nnr 

ihr  Differenzial  enthalten , so  kann 
man  dx^  eliminiren,  und  man  hat  n— 1 

Oleichnngen  mit  n Variablen,  nach  de- 
ren Integration  x^  sich  dnrch  Qnadratnr 

ergibt.  — Sind  in  den  Gleichungen  I 
Variable  x^,  , ...  nicht 

leihst  enthalten,  so  ergeben  sich  durch 
Elimination  ihrer  Differenziaie  a— I Glei- 
chungen mit  n— l-fl  Variablen,  nach 
deren  Integration  man  noch  < Quadra- 
tnren  hat,  welche  sich  vermittelst  der 
Gleichungen  ergeben , welche  für  dx^ , 

gefunden  wer- 
den. Es  tritt  aber  auch  schon  dann 
eine  Beduction  ein,  wenn  von  den  n 
Gleichungen  nnr  n — t von  j • • • 

zugleich  aber  auch  von  ihren 

Differenzialen  frei  sind.  Denn  es  ent- 
halten dann  diese  n — t Gleichungen  nnr 
a— <-(-1  Variable,  können  also  integrirt 
werden.  Die  übrigen  I Gleichungen  ent- 
halten dann , wenn  man  nach  der  Inte- 
gration ans  den  Integralgleichungen  die 
Grossen  x,  x,  . . . • • • 

als  Functionsn  von  x bestimmt  noch 

•-I-1  Variablen,  und  das  System  zerfallt 
in  diesem  Falle  in  eins  von  a — ( und 
eins  von  < Gleichungen,  oder  in  eine 
Gleichnng  a— (ter  und  eine  < ter  Ord- 
nung. 

Anwendungen.  1)  Die  Gleichnng 
ater  Ordnung  mit  2 Variablen: 


d*‘  + * "’dx*  f 


= 0, 


verwandelt  sich  offenbar  durch  die  Sub- 
stitution : 


x = f-^_. 

in  eine  a— ster  Ordnung: 

/ dg  d*~’y\ 

iMch  deren  Integration  gefunden  wird : 
*1=  y ydx  , 


I fache  Integral  von  y 
h dx  vorstellt. 

st  im  Besondern  die  Gleichnng: 

' 'j.— ' *"  ! 


gegeben,  so  ist  zu  setzen : 


eine  Gleichung,  die  immer  auf  Quiulra- 
tnren  führt,  da  sich  daraus: 

ergibt. 

2)  Da  von  den!  Gleichungen  : 
dx_  . 


^-x 
— "'s- 


dx 


dx 


=v 


f[x,  x„  X.  ...x^,  ^)=0, 


welche  einer  Gleichung  ater  Ordnung 
gleichbedeutend  sind,  die  a— 1 ersten  x 
nnd  X,  selbst  nicht  enthalten,  so  wird 
die  Gleichung  immer  um  eine  Ordnung 
niedriger,  wenn  x oder  x,  anch  in  der 
Gleichung: 


nicht  Vorkommen , diese  also  die  Ge- 
stalt hat : 
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oder: 


. ^\=0. 

dx"  ' 


f(,  ^ _ 0 

fv-  dx'  dx^  ■ • • ;-®’ 

f(^  Ulk 

’ dx  dx’ 

entl 

.(dx,  d’x,  d"-Ti\  - 

m 2 Einheiten  ein. 

8t  sich  die  Gleichung: 

f(  d‘x,  + — n 

V dx*’  d**  + ‘ ’ <ir’  + * ' ■ ■ dr-  / 


Die  letzte  Form  iit  jedoch  schon  in  1)  enthalten.  Fehlen  z und  z , gleichzeitig, 
hat  man  also: 


so  tritt  eine  Rednction  nm  2 Einheiten  ein. 
„Allgemein  aber  lässt  sich  die  Gleichung: 


auf  eine  von  n— s— Iter  Ordnung  redneiren,  also  auf  eine  um  eine  Einheit  niedri- 
gere, wie  die  in  1)  betrachtete  Gleichung.“ 

Denn  setzen  wir: 


* + l’ 


jS-M_ 


s + Z 


dz" 


so  bat  man: 


Es  ist  aber: 


dz*  ' ‘ dz* 


dx 


* + ‘=z 


dx 


*+*=z 


s-l-3  ••• 


^ = .r  . 

dz  » 


dx  *+»’  dx 
oder  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  durch  die  erste  dividirt: 

dz  z 


^s+r'.-f-z 


Es  sind  dies  n—t  — i Gleichungen,  welche  verbunden  werden  mit  (=0,  aiu  welcher 
dz^  1 

Gleichung  man  dz  mittels  — : — = z . eliminirt. 

dx  $+  * 


Es  ergibt  sich: 


(dx  \ » 

■*s-hi’  *s-t-z  • • • *n’  *8-1-»  -1  = 0. 

n—  i' 

Man  hat  also  «—*—1  Gleichang  mit  « Variablen*  welche  sich  auf  eine  too 
Iter  Orüonng  znrückfbhren  lassen. 

3)  lat  namentlich  gegeben  die  Qleichong: 
a— 2 


£1*1)  =0. 
Vdz"-»  dz“  / 


so  kann  man  sie  ersetzen  durch  das  Sjstem: 

dz  V dx 
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nnd  wenn  man  ans  der  iweiten  Glel- 
chnng  in  die  erite  snbititnirt: 

fix  X 

\ n— 1 n 

Aas  dieser  Gleichung  aber  kann  nun 
erhallen : , 

eine  GleicbtiDg,  deren  Auflösung  sogar 
durch  Quadraturen  gelingt. 

Beispiele.  Sei  gegeben  die  Glei* 
chnng: 


oder; 


Diese  Gleichang  ist  von  x nnd  y frei, 
sie  mnss  also,  wie  in  1)  dargethan,  anf 
Quadratnren  führen. 

Seist  man  in  der  That 


so  folgt; 


d.  h.: 


dx““’ 


o+. 


dx  — 


adu 


rttt 

+ C. 


K(i+u>) 

Mittels  der  Gleichang: 

. . au  du 

dy  — udx  = 

erhalt  man  aber: 


Ana  dieser  Gleichung  nnd  der  für  x ist 
u zn  eliminiren.  Das  Resultat  ist: 
(x-C)'  + (y-C,)>  = a«. 

Sei  ferner  gegeben: 


so  setzen  wir : 


dx* 

und  es  ergibt  sieh: 
. du 


— - =«, 


du  dx  e* 

«(«  + !)*  X*’  ' ' ' e+x 


au=c—a — 


e+x’ 

dx  (tx=^[x(c— a)— c*lg(c+x) 
+c,]i*x, 

= c,x+(c-o)^-^(x-|-c)lg(x+c) 


25)  Erhöhung  derOrdnnng  einer 
Gleichang. 

Wir  haben  bis  jetzt  Falle  betrachtet, 
wo  ein  System  von  Differcnaialgleichnu- 
gen  sich  anf  eins  redneiren  lüsst,  wel- 
ches eine  Variable  weniger  enthalt.  Es 
ist  Jedoch  nicht  immer  gnt  getban,  diese 
Bednetion  anch  wirklich  ansznführen,  da 
sie  oft  die  charakteristischen  Eigenschaf- 
ten der  vergelegten  Gleichnngen  ver- 
dnnkelt.  Ja  in  manchen  Fällen  ist  es 
sogar  besser,  wenn  man  ein  System  in 
ein  anderes  verwandelt,  daseine  Variable 
mehr  enthalt,  also  entsprechend  eine 
Gleichang  ater  Ordnung  svrisdien  zwei 
Variablen  in  eine  Gleichang  n+lter 
Ordnang.  Es  geschieht  dadiüch  zuwei- 
len, dass  die  neue  Gleichung  leichter  in- 
tegrirt  werden  kann , sei  et  in  Gestalt 
schon  bekannter  Functionen,  oder  in  Ge- 
stalt von  Reiben  oder  bestimmten  Inte- 
gralen, Wird  aber  anch  dies  nicht  er- 
reicht, so  kann  die  ErhOhnng  der  Ord- 
nung möglicher  Weise  dazu  dienen, 
charakteristische  Eigenschaften  an  dem 
vorgelegten  Systeme  zn  entdecken.  Dies 
geschieht  z.  B.  oft  dann,  wenn  die  vor- 
gelegte Gleichang  nicht  linear  ist,  man 
aber  durch  Erhöhung  des  Grades  zn 
einer  linearen  Gleichung  gelangen  kann. 

Wir  wollen  uns  hier  z,  B,  die  Auf- 
gabe stellen,  diejenigen  Gleichnngen  erster 
Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  zu  er- 
mitteln, welche  dnreh  Transformation  in 
eine  lineare  Oleiciinng  zweiter  Ordnung 
ohne  Schlnssglied  übergehen,  — Wenn 
man  in  die  allgemeine  lineare  Gleichung: 


1) 


d’u  if»  , n 
-+„-+ßu=0, 


wo  unter  « und  ß Functionen  von  x ge- 
dacht werden,  einsetzt; 

u = e% 

wo  a eine  Constante  ist,  so  verwandelt 
sich  diese  Gleichung  in  die  folgende; 
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oder: 


^^“(ä"y+‘'r+-=o- 

ar*  \dx/  dx  a 


oder  wenn  man  setzt: 


2) 


dy  ß 
Tx=^'  1 = ^’ 

^ + ot’+<»»+>'  = 0 


Umgekehrt  lässt  sich  also  diese  letzte 
Gleichung  erster  Ordnung,  die  nur  dann 
linear  ist,  wenn  a = 0 ist,  und  wo  «t  und 
y wUlkflrliche  FuncUonen  von  x sind, 
stets  in  eine  lineare  zweiter  Ordnung 
verwandeln,  wenn  man  setzt: 

Ein  besonderer  Fall  der  Gleichung  2) 
ist  X.  B.  die  Riccatiscbe  Gleicbnng,  die 
wir  in  Abschnitt  7)  betrachtet  haben. 
Im  Allgemeinen  al^r  lassen  sich  ans 
diesem  Besultate  lür  die  Gleichungen 
Ton  der  Form  2)  manche  Folgerungen 
liehen.  — Bat  man  nfanlich  2 partielle 
Integrale  der  Gleichung  1): 

u=f(x)  nnd  u = y(x), 
so  ist  das  allgemeine  Integral : 
u = Af(x)+B<i{z), 

wo  A nnd  B willkürliche  Constanten 
sind , nnd  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  2)  ergibt  sich  ans  der  Glei- 
chung : 

_1  du 
a udx’ 


nämlich : 


,_rw+c/(j) 


B 


$-ha 


El  kann  diese  Erhöhung  der  Ordnung 
sogar  gerathen  sein  in  Bezug  anf  Glei> 
chnngen , die  sich  durch  Trennung  der 
Variablen  unmittelbar  auf  Quadraturen 
zurückfubren  lassen.  Es  ist  nämlich 
möglich,  dass  dem  Integrale  der  vorlk- 
genden  Gleichung  statt  der  transcenden* 
ten,  scheinbar  nicht  weiter  redndrbaren 
Form  der  Quadratur  eine  einfachere  Form 
gegeben  werden  kann,  welche  eben  durch 
Erhöhung  der  Ordnung  erhalten  wird. 

Das  beste  Beispiel  zu  diesem  Verfah- 
ren ist  die  Art,  wie  La  Grange  das 
Additionstheorem  der  ellipiiscben  Trans- 
cendenten  ablcitet.  (Siebe  den  Artikel: 
Elliptische  Transcendenten).  Sie  muss 
daher  ^n  dieser  Stelle  dargestellt  werden. 

Lie'^  zur  Integration  vor  die  Glei- 
chung erster  Ordnung: 

n\  t A 

Jt*  sin  y V (1  — ä*  sin  y/*)~  ’ 
in  welcher  die  Variablen  getrennt  sind. 

Bezeichnen  wir  den  Ausdruck: 


r> dj 

J „ V(l-** 


sin  (f  •)’ 


mit  F('/),  wo  F(y)  bekanntlich  nicht 
auf  andere  Transcendenten  oder  alge- 
braische Functionen  reducirt  werden 
kann,  so  ist  das  Integral  unserer  Glei- 
chung: 

FM  + FM=c. 

Znr  Bestimmung  der  Constante  c be- 
merken wir,  dass  fflr  y - 0 anch  F(y)  = 0 
wird.  Entspreche  diesem  Werthe : 


gesetzt  wurde,  nnd  /'(x),  y'(x)  die  ,o  ist  also: 
Diffcrcnzialqnotienten  von  /'(x)undy(x) 

Torstellen.  Dies  Integral  enthält  also, 
wie  (lies  sein  muss,  nnr  eine  Constante.  und: 

Für  die  Biccatisdie  Gleichung  ist  in 
setzen : 


ip  = tt, 


F(a)  = c, 


0 = 0,  y=-bx"*; 

die  zugehürige  Gleichung  zweiter  Ord- 
nung ist  also : 

d*u  m 


FM  + FM  = F(a). 

Wir  suchen  aber  jetzt  durch  anders  Be- 
trachtungen dem  Integrale  Ton  3)  eine 
nicht  mehr  transrendentc  Gestalt  zn  ge- 
ben. Zn  dem  Ende  führen  wir  eine 
Grosse  I ein  durch  die  Gleicbnng: 

J^  = y(l-F*siny»), 
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ond  die  Qleichang  3)  zerfUIt  dann  in  du  Syitem: 

d) 


Dft  TOD  t nur  das  DiffereQsial  Torkommt,  so  können  wir  den  Anfangswerth  die« 
ser  Grösse  beliebig  nehmen,  ond  setzen  daher  fest,  dass  ffiry=0  anch  1 = 0 
sein  soll. 

Die  Gleichungen  4)  nehmen  die  Gestalt  an: 

5)  =l-t»5iny’, 

Durch  Subtraction  der  zweiten  von  der  ersten  ergibt  sich: 

(•iny’-.iny,’). 

Der  Thail  linke  nimmt  anch  die  Form  an : 

d(y+0  ) d(7 -■/»). 


eetaen  wir  also: 
«orana  eich  ergibt: 


dt  dl  ’ 
<f+V  = ">  '/— V’  = ». 


ein y— ein  y/  = 2co«  2 2 ' 

ein  y + sin  y>  = 2 ain^  cos 
ein  y ‘ — siny>*  = sin  « ein  v, 


IO  wird  nnaere  Gleicbnng 
6) 


du  du  . 

-j-  -j-  = — »’sinnitnti. 
€U  al 


Cm  nnn,  wie  angedentet,  den  Grad  der  Gleichungen  5)  au  erhfihcnv  mflssen  die- 
selben differenziirt  werden: 


7) 


d*  y._ 


d^ip 


^ = -*»sinycosy,  = -t’ sin  y- cos  y.. 


Diese  Gleichungen  werden  addirt  und  subtrahirt,  wobei  wir  die  Relationen  be- 
rücksichtigen : 

2 sin  y cos  y = sin2y  i: sin  (u-l- v), 

2 sin  y/cos  y>  = sin2y<:;iin(«— v), 


8) 


d’n  . d’r  ,,  . 

^ — k’ sin u cos»,  sine, cos n. 

al*  aM 


Die  Gleichungen  7)  nnd  8)  bilden  ein  System  von  3 GIcichnngen  mit  4 Varia- 
blen, welches  sich  leicht  ineegriren  lasst.  Uividiren  wir  nimlich  die  Gleicbnngen 
8)  beide  durch  die  Gleichung  6),  so  ergibt  sich: 
d’a  d'v 

„ dt*  cos e de  dl ‘ cos » du 


dt 


sine  dl’ 


dt 


sin«  dl  ’ 


d.  b.: 


rf(lg  ^)  = <7 (>g  •in  e).  d ( = ‘70«  •'“  ")• 

Han  hat  also  zwei  erste  Integrale : 

10)  ~ = iliine,  ^ = £sin«, 

at  at 


Digilized  by  Google 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  474  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


wo  A und  B Integrationsconstanten  aind.  Wir  bemerken,  daas  fttr 

7=0,  if>=a 

wurde,  und  daaa  aomit: 

w = <t,  v=—a 

aich  für  diesen  Fall  ergibt. 

Es  ist  ferner,  wenn  man  die  Gleichungen  4)  berficksichtigt,  in  diesem  Falle: 


dl 


also : 


^“  = l-V(l-l:>*in«*),  ^ = l+V(l-**sin«*), 


oder  wenn  man  diese  Werthc  mit  den  Gleichungen  10)  rergleicbt: 

^_1  — V(l— sing*)  1 — V(l— k*  sin«*) 

sinn  ’ sinn  ' 

Ans  den  Gleichungen  10)  lässt  sieh  aber  ( eliminiren,  indem  man  den  Qnetien. 
tcn  beider  Gleichungen  nimmt: 

11)  £sinu(fu  = /lsine(fe, 
was  zu  dem  Integral  fOhrt: 

12)  äcosH  = A cose-|-C. 

Zur  Bestimmung  von  C setzt  man  wieder: 

7=0,  u=n,  e = — rt, 

und  erhält : 

(Ä— A)cosn=C. 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Werthe  ron  A und  B:  ^ . 

2 cos  R 


C=-- 


sint 


In  die  Gleichung  12)  sind  noch  die  Werthe  von  u und  e einzuftthren: 

ß cos  (7  + y.)  = A cos  (f/  — 7')  + Ct 

oder: 


(ß—A)  cos  7 cos  7>— (ß+ A)  sin  7 sin 
oder  wenn  man  für  A und  B substitnirt  und  den  Ansdmek: 
V(l  — k’sinn’)  mit  An 


bezeichnet : 


13)  cos  7 cos  sin  I 

Diese  merkwürdige  Formel  gibt  also 
das  Integral  der  Gleichung  3)  als  alge- 
braische Function  von  sin  7 und  sin  >)•. 
Sie  bildet  den  Ausgangspunkt  der  Theo- 
rie der  elliptischen  Transcendenten. 

26)  Integration  einer  Di  ff  er  en- 
lialgleicbnng  erster  Ordnung 
mit  zwei  Variablen  durch  Bei- 
h e n. 

Die  im  Abschnitt  9)  Satz  B.  gegebe- 
nen Betrachtungen  gewähren  die  Mög- 
lichkeit, die  Integrale  eines  Systems  ron 
n Gleichungen  mit  n-|-l  Variablen  nä- 
hemngsweise  zu  integriren.  Die  An- 
fangswerthe,  welche  die  Integrationscon- 
stanten  bestimmen , aind  dabei  immer 
so  zu  wählen,  dass  die  Functionen,  welche 


r sin  ifß  Au  = eos  r. 

in  den  rorgelegten  Differenzialgleidina* 
gen  Vorkommen,  bei  dem  gewählten  In- 
tegrationswege nicht  durch  Discontinni- 
täts-  oder  mehrfache  Funkte  gehen.  Bei 
dieser  Vorsicht  ist  es  aber  auch  mög- 
lich , den  Integralen  die  Form  von  Po- 
tenzreihen, welche  convergiren  müssen, 
zu  geben,  und  ist  diese  Form  im  Allgo- 
meinen  die  zweckmässigate.  Es  ist  der 
Beweis  der  Allgemeingültigkeit  dieser 
Form  hier  zunächst  zu  Ähren.  Wir 
thnn  dies  nach  Briot  und  Bouquet  {tkd»- 
ris  de$  fvnctiont  dmUemntl  pmo<&fue$). 

Wenn  die  FnneSon  f(x)  der  com- 
plexen  Variahlen  x continuirlidi  und 
eindeutig  bleibt  innerhalb  eines  Kreises 
und  auf  dessen  Peripherie,  dessen  Mit- 
telpunkt dem  Werthe  x = x,  ent- 
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fpriefat,*)  nnd  dessen  Radios  r sein  möge,  so  hat  man  nach  einem  ron  Canchy 
hermbrenden  Satte  (vergleiche  den  Artikel:  Quantitäten): 


'd». 


dy(T,)_1.2...n  1 ,i  „3i 

= 1 — ^ I + *^«  ;« 

Sei  die  Constante  M grösser  als  der  grösste  Werth,  welchen  der  Modul  ron 
/■(x,  + r«'^’)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  annehmen  kann,  so  ist  offenbar: 


n,od^':('-><L:2^#  r-'V 

dt."  r"  0 


d.  h.: 


1) 


j n » 

rfx,  r 

Die  Fnnction  f(x,  y.  z)  soll  endlich  und  continuirlich  bleiben , so  lange  jede 
der  als  complex  zu  denkenden  Variablen  x,  y,  i sich  innerhalb  eines  Kreises, 
bezAglich  mit  Mittelpunkt  x, , y,  , t,  nnd  mit  dem  Radius  r,  r',  r",  oder  auf 
dessen  Peripherie  bedndet.  Sei  ferner  M der  grösste  Werth,  welchen  der  Modnl 
Ton  f(x,  y,  z)  in  diesen  Grenzen  annehmen  kann,  so  ist  nach  dem  Torhin  ange* 
lAhrten  Cauchy'sehen  Satze  : 


. n,  n , n 
<4*.  dy,  dl. 


n-\-2 


.1.2 


f f f y,  + r’t",  z,  + r"e*  ') 


Jl+a'  »'  + «"«")•</, 3 rfs» 

nnd  wenn  man  jedes  Element  des  Integrals  durch  die  Grösse  MdSd  f'di",  welche 
grösser  als  der  Modnl  ist,  ersetzt,  erhalt  man; 


M 


r"" 


2)  mod  y»;,- * *^ < 1 • 

dx."dy,"  *.» 

Es  gibt  eine  Function,  deren  partielle  Differenzialqnotienten  ffir  x = x,.  y =-y„ 
s = s,  Wertbe  haben,  welche  den  eben  gegebenen  Orenzwerthen  der  Module  Ton 
/’(•*.  y,  z)  gleich  sind. 

Die  Fnnction : 


3) 


9(x,  y,  z)  = 


M 


Üftt  sich  nämlich  offenbar  in  eine  convergente  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  X— entwickeln,  sq  lange  die  Module  von  x — x^, 
^ — bezüglich  kleiner  als  r,  r',  sind.  Das  allgemeine  Glied  dieser 
Beibe  aber  ist: 

* («-JT,)"  (y-y.)"  (»-».)* 

aa  * 

r"r'"  r"" 

nnd  nach  dem  Taylorschen  Satze  ist  somit: 


*)  Wir  erinnern,  dass,  wenn  man  x=p+qi  setzt,  p nnd  q als  rechtwinklige 
Coordinaten  zu  betrachten  sind,  und  die  Grösse  r = )'(;z*-|-y‘j  der  analytische 
Modul  Ton  X ist. 
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— *—  = 1 . 2 . . . « . 1 . 2 . . . «M  . 2 . . «" 

dx."</y."  ds." 


Wir  betrachten  jcUt  zunilchst  die  Dif- 
ferenzialgleichung erster  Ordnung  mit  2 
Variablen: 


Es  wird  dann  der  Anfangswerth  tob  t 
fQr  x=0  auch  =0  sein.  Setzen  wir 

fest,  dass  e)  oder  ~ eindeotig  and 

dx 


4)  «). 

Um  die  Constantc  zu  bestimmen,  setzen 
wir  fest,  dass  für 


sein  soll,  und  wühlen  diese  Werthe  so, 
dass  in  der  Umgebung  derselben  /'(r,  «) 
eindeutig  und  eontinuirlich  ist.  — Setzen 
wir  der  Einfachheit  wegen : 
t-z,=  x,  = f{z,  «)  = f(x,  tO- 

6) 


eontinuirlich  bleibe  für  alle  Wer^e  Ton 
« und  X innerhalb  der  Kreise,  weldis 
mit  den  bezüglichen  Radien  q and  r 
vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  ans, 
welcher  x = 0 und  v = 0 entspricht,  gezo- 
gen sind , so  wie  auf  den  Peripherien 
dieser  Kreise  selbst.  Sei  ferner  M der 
grösste  Modul,  welchen  in  diesem  Ge- 
biete die  Function  F hat.  Besitzt  die 
Differenzialgleichung  ein  Integral,  so  fin- 
det man  durch  Differenzürcn: 


dt  . dF  dt 

dx~  ^ ’ rfr*  dx  dr  dx' 


dx*“  dx*  ^ dxdr  dx  de*  \dx/  de  dz* 


6) 


Nehmen  wir  jetzt  die  Differenzialgleichung: 
die  , . M 


in  welcher  für  c=0  auch  ui  = 0 sein  soll. 

Ganz  ebenso  wie  oben  crb&lt  man: 

dir  , , d*u>  du  du  die 

<ir’ 

d*iT 
dj 


i*ir  d*y  d*»/  d*tf  /*f*^\*  i ^7 

fx*  “ dx*  ^ dxdip"^  die’  \dx/  die  dx* 


so  lange  die  Gleichung  6)  ein  eindeuti- 
ges und  continnirlichez  Integral  hat 
Macht  man  x = 0undir  = 0.  so  nehmen 
7 und  seine  partiellen  Differenzialqno- 
tienten  reelle  und  positive  Werthe  an, 
and  ans  Betrachtung  der  Gleichungen 

dar 

7)  ersieht  rann  leicht,  dass  auch  — , 

d*w  d*ui  „ . 

T — , -r-r  . . . reell  und  positiv  sein 
dx*  dx* 

müssen,  wenn  man  xx.0  setzt. 

Vergleicht  man  nun  die  Gleichnngen 
6)  and  7),  so  zieht  man,  dass  für  x=0 
dt  dar 

der  Modul  von  t~  kleiner  als  ist, 
. dx  dx  ^ 

n.  s.  f. 

Wenn  also  die  Functionen  v and  w 


wirklich  vorhanden  sind,  so  sind  fftr 
x=0  alle  Differenzialqnotienten  von  v 
kleiner  als  die  entsprechenden  von  sr. 

Die  Function  w aber  ist  wirklich  vor- 
handen. denn  dorch  Integration  der  Glei- 
chnng  6)  ergibt  sich: 

8) 

Es  ist  hierbei  berfickaichtigt,  daai  le  for 
x=0  rerschwinden  soll.  Hier  ist  <e 
also  eine  Fnnction  ron  x.  Nach  den  sU> 
gemeinen  Prinzipien  Ober  Fnnctionen 
bleibt  v>  so  lange  eindentig  nnd  coati- 
nnirlicb,  so  lange  x kleiner  als  p bleibt 
nnd  die  beiden  Wurzeln  der  qnadrati* 
sehen  Qleidmng,  welche  k>  gibt,  nkbt 
gleich  werden.  Letzteres  ist  aber  der 


Digilized : ^ 


Quadraturen  — Zurnckf.  auf.  477  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


Fall,  wenn  der  Differcnzialquotient  des 

Oliedea  linka  1—*  gleich  Null  wird,  d.  h. 

wenn  ic=r  iat.  Sacht  man  den  ent- 
(prechenden  Werth  R von  x,  ao  bat 
man: 


oder: 

ein  Anadmck,  der  ateta  kleiner  ala  p iat. 

lat  A der  gröaate  Modal,  den  le  inner- 
halb des  *Kreiaea  mit  Badina  R annimmt, 
IO  bat  man ; 

d"»  - „ A 

— <1.2...»  — , 

dx"  ä" 


wenn  man  x = 0 setzt;  lUso  umsomehr: 


mod^<1.2 

dx" 


Daraus  folf^t  dann,  dass  die  Keihe, 
welche  der  Maclaurinsche  Satz  ergibt: 


fär  alle  Wertbe  von  x,  deren  Modal 
kleiner  ala  R iat,  conrergirt.  Denn  ea 
iat  der  Modal  dea  allgemeinen  Gliedea 
der  Reihe  offenbar  kleiner  ala : 
, /modx\a  . , , , , „ 

A ^ ^ — J ; lat  alao  mod(x)<Ä,  ao  iit 

die  Reihe  der  Modnln  and  folglich  die 
Reihe  fUr  v aclbat  convergent. 

Die  Fnnction  v,  welche  durch  dieae 
Reihe  dehnirt  iat,  genfigt  aber  der  Tor- 
gclegten  Diffcrcnzialgleichang  4) , denn 
man  hat: 


F(x,  v)  = F,+  F/x+F,"f^ 


wenn  man  unter  F,  F"  die  totalen  Differenaialqnotienten  von  x nnter  F,,  F,’... 
die  Anfangawerthe  von  F,  F'  . . . rerateht.  Die  Differenaialqnotienten  ergeben 
lieh  darch  die  Qleichnngen: 


10) 


dx  de  dx' 


+2 


d*F 

dxdv 


/dv\‘.  SF 
\dx)  dxdx’’ 


Ferner  iat: 


dx  Vifr/a"^  \dx*/a**^  \(ix*/a  1 . 2 


Man  mnaa  die  ana  5)  gefnndenen  Werthe  von  Gle'®kongen 

10)  einietaen,  nachdem  man  x=0,  o=0  gemacht  hat.  Man  aieht  aber,  daaa  die 
Glieder  rechte  der  Gleichungen  5)  und  10)  idcntiach  aind , und  man  hat  also 
identiach : 


IO  daaa  der  Differeniialgleichnng  genfigt 
wird. 


Ea  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  wie 
man  durch  Rcihcnentwncklnng  die  Diffc- 
reniialglcichung 


») 


soflöseo  kann,  wenn  der  lotegruHonswcg 
eine  beliebige  Xiinie  ABCDE  (Fig.  57) 
bildet,  auf  welcher  sich  jedoch  kein 
DtseoBtinnit&ts-  oder  Tiel/acher  Punkt 
der  Fnnction  ^(z,  n)  befindet.  Derglei- 
chen Punkte  seien  N,  Ist  nämlich 


Fig.  67. 


fQr  Pnnkt  .4  2 = w = Wg  willkürlich 
angenommen , so  hat  man  nach  dem 
Maclaurin’scben  Satze,  wenn  für  Punkt 
B s = Z|,  w=:U|  ist: 
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rfti-  . .1  d*M  , . . 

“i  = “.  + j^(»i-‘.)+ 172^(*i-».)’+  • • •. 

und  die  Diffcreniialquoticntcn  geben  die  Gleichungen  5).  wenn  man  darin  wieder 
4T  = z— e=:u— «,  setzt,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichungen: 


11) 


dz-’' 


df  df  du 
dz*  di~^  du  dz 


wo  z — z^  zu  setzen  ist  m = den  Werth  s = t*  annimmt,  lo 

Es  darf  der  Modul  von  ß aber  nicht  lanf^o  f(u^  t)  eindeutig  und  continniriidi 


grösser  sein  als: 


wo  r und  q bezüglich  die  grössten  Mo> 
duln  von  z— 2,,  ii— sind,  für  welche 
f{t,  u)  continuirlich  und  eindeutig  bleibt, 
M der  grOsste  Modul  von  F (z,  «)  zwi- 
schen A und  ß.  Man  kann  aber,  wie 
weit  auch  der  Endpunkt  unseres  Inte- 
grationswegos  E von  A entfernt  sei, 
dorch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
immer  zum  Ziele  gelangen.  Zu  dem 
Ende  schlage  man  von  B ans  mit  Ra- 
dius BC  einen  Kreis,  derart,  dass 


bleibt. 

Sei  nämlich  ii+v  eine  zweite  Functioa, 
so  muss  sein : 


- *). 


also : 


dv 

di 


BC< 


<(l_,  2«v),- 


Ua  di«  rechte  Seite  dieser  Glerrhong  f&r 
r = 0 verschwindet,  so  enthält  sie,  da  f 
in  den  angegebenen  Grenten  eindeutig 
ist,  eine  ganze  Potenz  von  e als  Factor, 
und  es  ist : 

dv  m , , 

s='  ''W- 

und  durch  Integration  anf  einem  belie- 


--1  (r."-' 

wenn  m grösser  als  1 ist. 

Diese  Gleichung  ist  unmöglich , da 
V =0  ist,  das  bestimmte  Integral  aber 
efnen  endlichen  Werth  haben  must. 

Ist  iM  = l,  so  bat  man: 


f 

r = e.  e*'  *• 


wo  r',  p'  die  grössten  Moduln  sind,  lür  b'B*“  Wege  erhUt  man; 
welche  t— i, , u— «,  continuirlich  und 
eindeutig  bleiben,  M'  der  grösste  Modul 
von  f’{z,  u)  zwischen  B und  C ist. 

Man  hat  dann , wenn  man  für  Punkt 
C s = z,.  u = u,  setzt: 

Zi,  «,  sind  hier  die  Anfangswerthe, 
welche  durch  die  vorige  Keibcnentwick- 
lung  gegeben  sind.  Es  ist  klar,  dass 
man  auf  dieselbe  Weise  von  C zu  einem 
hinreichend  nahe  gelegenen  Punkt  D nnd 
so  zuletzt  zu  £ derart  gelangen  kann, 
dass  man  das  Ziel  immer  dnreh  eine 
endliche  Menge  von  Entwickelnngcn 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  bezQg- 
lich  der  Grössen  z— s„  t— i,,  s— s,  ... 
erreicht.  Bemerkenswerth  ist  es , dass 
man  im  Allgemeinen  besser  tbnt,  die 
Reihenentwirkelnngen  nicht  nach  dem 
Maclanrinschen  Satze,  sondern  direct 
nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  vorzunehmen.  Wir  werden 
später  Beispiele  geben. 

Es  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass 
es  ansser  der  so  gelnndcnen  keine  zweite 
Eonction  « gibt,  welche  die  Differenzial- 
du 


fit)  di 


nnd  da  v,=0,  ist  auch  v=0. 

27)  In  tegration  V on  n Gleichun- 
gen mit  n-i-1  Variablen  durch 
H'eihen. 

Die  eben  gegebenen  Principien  er- 
strecken sich  auf  den  allgemciasten  Fall 
von  n Gleichungen  mit  a-f  1 Variablen. 

Wir  setzen  wieder: 


1) 


du  ,, 


. •). 


di 


=f(t,  .) 


Wie  oben  kann  man  die  Behandlung 
gleichung  «)  erföllt,  nnd  für  Fall  znrflckffih^ , wo  die  Ajh 

dz  ' ^ fangswertbe  der  Variablen  t = 0,  u = 0. 
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II,  =0  . • ■ sind,  f,  f^  sollen  eindentig  nml  continnirlich  bleiben , so  lange  die 
Modaln  von  z,  m,  u,  . . . nicht  grosser  als  (i,  r,  r,  . . , sind.  M,  . . . sind 
die  grössten  Werthc,  weiche  die  Moduln  von  f,  f,  ...  anf  dem  Integrationswege 
snaehmen.  Wir  setzen  dann ; 


» = 


Dw  partiellen  Difforenzialqnotienten  vou  f-,  ft  • * • tdr  » = w=:W|=  . . . =0  ha« 
ben  dann  Werthe,  deren  Moduln  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Differeoaial* 
qnotienten  ron  iVy,  ^ * • • 

Setten  wir  jetzt: 


^ = »y(z,  I>,  n,  . . .),  7(s,  e,  *,  . ..), 


so  haben  die  Differeniialqnotienten : 

\dt/.’  \rf»/.  ■ • • Vi/is/.’  • ■ •’ 


die  man  durch  Gleichungen,  entsprechend  den  Gleichungen  5)  des  vorigen  Ab- 
schnitts, findet,  Moduln,  die  bezüglich  kleiner  sind  als  die  reellen  und  positiven 
Grossen : 


die  man  in  ähnlicher  Weise  findet. 

Aber  die  letzten  Gleichungen  sind  leicht  zu  integriren. 


also : 


dv_  de, 

W~  «7 


Man  hat: 


asi« 

II 

= t, 

and  wenn  man  die 

so  gefundenen  Werthe 

von  0,  r 1 ... 

in  eine  der  arsprüng- 

lieben  Gleichnngen  einsetzt: 

- M . M, 

1 tlz 

2) 

(1-^i)  1-^*)  . 

. . dk=: 

r r,  ^ 

9 

Die  Integration  gibt: 

. /M  M, 

\t»  /JUM,  , 

1 ft  *\ 

3)  t-l— + — 1 + 

\r  r, 

•••)2  + (rr,  + 

. . . ) g . . 

Diese  Gleichung  bestimmt  eine  Function  k , die  gleichzeitig  mit  s verschwindet 
and  bis  zu  einem  gewissen  Modal  R eindeutig  und  Continnirlich  bleibt.  — Sei  A 
das  Maximum  des  Moduls  von  k innerhalb  dieser  Grenzen,  so  ist: 


Dod  um  so  mehr: 
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worMU  dann  folgt,  daas  die  Entwick-  der  Ansdmck  links  in  der  Gleichung  2) 
langen:  Moll  wird.  Es  findet  dies  statt,  wenn 


so  lange  conrcrgircn,  als  der  Modal  von 
s kleiner  als  H ist,  nnd  diese  Beihen 
genügen  also  den  gegebenen  Differcn- 
aialgleichnngen.  — Es  ist  noch  R zn 
bestimmen.  Da  k mit  s verschwindet, 
so  bleibt  diese  GrCsse  eindeutig,  so  lange 
als  irgend  2 Wnrzeln  Oer  Gleichung  3) 
nicht  gleich  werden.  Letzteres  aber  tdtt 
ein,  wenn  der  Differenzialquotient  in 
Bezug  auf  k im  Ausdrucke  linkt  der 
Gleichung  3) , oder  was  dasselbe  ist. 


ist.  Setzt  man  den  kleinsten  dieser 
Werthe  in  die  Gleichung  3),  so  gibt  der 
zugehörige  reelle  nnd  positive  Werth  von 
t das  gesuchte  R an.  Der  Ansdraek 
aber  wird  einfacher,  wenn  man  die  Gren- 
zen der  Entwickelung  etwas  verengt. 

Zu  dem  Ende  ersetzt  man  die  Moduln 
r,  r,  ...  durch  den  kleinsten  unter 
ihnen,  und  die  Maxima  M,  M,  ...  durch 
das  grösste  derselben.  Dann  nimmt 
Gleichung  2}  die  Gestalt  an: 


(1_  " kf'dk=~ 

r 1— s 


und  die  Integration  gibt: 


<‘4  *)■■"']= 

Die  Function  k bleibt  dann  eindeutig  Sei 
nnd  continnirlich  bis  zu  einem  Werthe 
R,  welchen  die  Formel  gibt: 


eig(l-i). 

t). 


(m +!)»(.’ 


d.  b. 


Ä = p(l-e 

Man  sieht,  dass  die  ganze  Entwicklnng 
nur  die  Wiederholung  der  im  Abschnitt 
26)  gegebenen  ist. 

28)  Betrachtnng  desFalles,  wo 
sich  anf  dem  1 n t e gra ti  o ns w e ge 
Discontinuitkten  finden. 

Der  Fall,  wo  sich  eine  Discontinuitüt 
auf  dem  Integrationswege  findet,  kann 
allerdings  wie  bei  den  bestimmten  Inte- 
gralen durch  eine  beliebige  kleine  Ans- 
biegung vermieden  werden. 

Indess  ist  gerade  die  Betrachtung  die- 
ser Discontinniiäten  eine  Quelle,  aus  wel- 
cher die  Erkenntniss  höchst  wichtiger 
Eigenschaften  der  Functionen  zu  schöpfen 
ist.  Wenn  wir  diesen  Gegenstand  also 
im  Allgemeinen  in  die  Theorie  der  Truns- 
cendenten  zu  verweisen  haben,  so  be- 
schr&nkcn  wir  uns  hier  auf  eine  Glei- 
chung zwischen  zwei  Variablen  erster 
Ordnung,  wo  für  einen  gewählten  An- 
fangswerth  von  z und  u der  Differcn- 

zialquotient  ~ nncndlich  wird.  Die 
dz 

Ausführung  ist  dem  schon  angeführten 
Buche  entnommen. 


Wie  vorhin  führen  wir  durch  Snbstitu- 
tion  die  Anfangswerthe  auf  den  Fall  zu- 
rück, wo 

s = 0,  « = 0 

ist.  Nehmen  wrir  an , dass  für  diese 
Werthe 

f(0,  0)  = oo 
ist,  so  setzen  wir: 


fiu,  ») 

nnd  erhalten: 


_1_ 

V (“.  *) 


(«- 


*). 


WO  für  (=:0s  «=:0  auch  7 =0  iat.  Da 
also  in  der  Kachbarschaft  dieses  Werthes 
ff  continnirlich  bleibt,  so  kann  noan  nach 
dem  obigen  Verfahren  z in  eine  Beihe 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  eot< 
wickeln! 

M n , . cr+ 1 . 

izzA^  u +i4,  u ^ + . . . 

Das  von  u freie  Glied  verschwindet  je- 
denfalls, da  für  «:=0.  s = 0ist.  Nehmen 
wir  der  Allgemeinheit  wegen  an , dSs^s 

die  erste  Potenz  von  u ist , welche 
vorkommt. 

Um  n zu  bestimmen,  entwickeln  wir 
auch  </  (m,  s)  in  eine  Reihe  nach  Poten- 
zen von  N and  z: 


ff  (li,  z)  = n*i”*+&t4'C*i5+ez*+  . . - 
wo  m eine  ganze  positive  Zahl  ist. 
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Gleich  Nttll  kann  m nicht  sein,  weil 
dann  für  s = 0 y («,  t)  nicht  gleich  Null 

wäre. 

Setxt  man  in  y (u,  i)  den  eben  ge- 
fundenen Werth  von  t ein,  so  kommt: 

if  («,  »)=  ou"*+i^,«''+  . . . 

und,  indem  man  den  Werth  von  t diffe- 
renziirt: 

+it,  (<t  + l)»". 

Dieaer  Ausdruck  mit  7 («,  »)  identificirt, 
gibt: 

A^ttu'  * +A,  (n+ 1)«”  = on” 

woraus  folgt,  dass  a nicht  gleich  Null 
sein  kann,  weil  sonst  A,  oder  n gleich 
Null  waren.  Das  letztere  widerspricht 
der  Annahme,  das  erstere  dem  Umstünde, 

dass  u“  die  erste  wirklich  vorkommendo 
Potenz  von  u war.  In  diesem  Falle  gibt 
es  also  kein  mit  s verschwindendes  In- 
tegral. 

Es  muss  also  sein: 

«— l=:m,  A,  R=a, 

d.  h. : 

“ = "+!,  = I 


1 + 

4.,  = Ä.r”*+  'e™  + l 


< <r+1mn  . 

u = Ä,r"‘+  '«”•+' 
fn  • 

Während  also  der  t entsprechende  Punkt 
einen  unendlich  kleinen  Kreis  am  den 
Punkt  z = 0 beschreibt,  geht  in  s(|, 

«I  in  M,  ...  y in  y , und  « 

w — I irt*  m 

wieder  in  über.  Wenn  also  der  Dif- 

fcrenzialquoiient  für  f = y=:y,  un- 

endlich wird , und  m die  Ordnung  des 
niedrigsten  partiellen  Diiferenzialquotien- 

ten  von  — nach  u ist,  welcher  nicht 

verschwindet,  so  hat  die  Grosse  md-i 
verschiedene  Werthe,  von  denen  jeder 
in  den  folgenden  übergeht,  während  s 
um  den  Punkt  einen  Kreis  beschreibt. 
Nach  m + 1 Umlaufen  kehrt  » za  leinem 
alten  Werthe  zurück. 

Setzen  wir  jetzt: 


z=s  ™+'. 


und  man  hat; 

a m-l- 1 . 

» = 3 « -f  . . . 

ia  + 1 

Ist  z sehr  klein , so  kann  man  also 
setzen : 


. . ., 


Während  einen  Umlauf  macht,  macht 

z deren  w+l ; denn  seUt  manz,  =ne^*, 
•o  ist:  ' 

denn  wird  & um  2n  vermehrt,  so  ver- 
mehrt sich  r um  2(«*fi)-r,  es  macht 
also  u einen  Umlauf.  Hieraus  folgt: 
„dass  u eine  eindeutige  Function  von 
ist^‘  und  sich  folglich  in  eine  conver- 
girende  Keihe  nach  ganzen  Potenzen  von 

» I = z ' entwickeln  l&sst.  Man  hat 
alao : 


ist.  Es  gibt  also  m-|-l  Werthe  von  u 
fiir  jeden  Werth  von  z. 

Setzt  man  noch  z.=zre^*  und  seien  Ug, 
«,  ...  «^  die  zugehörigen  Werthe  von 
V,  so  ist: 

■ yi 

«i  = E,r"*+  'e’"^ 

1 <f+in, 

«j  = Ä,r'"+  ’e  "•+*  *’ 


u = Ä.  z^+'-t-Ä, . 
Dies  gibt  m-l-l  verschiedene  Werthe 

von  H,  da  s,”  ‘ '=  eben  so  viel 
Werthe  hat. 

29)  Keihcnentwicklungen  für 
verschiedene  Integrale  von  Dif- 
ferenzialgleichungen. 


Sei  gegeben  die  Gleichung: 

^+y+**=0. 
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Nehmen  wir  an,  dass  Tür  x = 0,  y = sei,  so  bat  man; 

~T~  r = — M — 


rfx*  ■ 


y— 


~ = +y  + r>— 3.r'+6x— 6, 
^ = -y-x*  + 3*’-6x+6, 
^^=y+x*  — 3x’46x  - 6, 


jii 

= (-l)"(y+x*-3x*+6x-6). 
rfx" 


Dieso  allgemeine  Formel  gilt  für  joden  Werth  ron  n«  der  grösicr  als  3 ist. 
Setzen  wir  x = 0,  y — so  gibt  der  Maclaurinsche  Satz  aber: 


v=y.-yo*+y.  j^-»o 


' 1-2-3 


1-2-3-4 


1-2-3-4-5 


Nach  Abschnitt  25)  convergirt  diese  Beihc  so  lange,  als  der  Modul  von  x, 


die  Qrösse : Ä = (l  — « ^ P)p  nicht  übersteigt. 

r nnd  p sind  hier  die  grössten  Modnln  von  x und  y,  für  welche  — y— x* 
eindeutig  und  continuirlich  bleibt.  Da  dies  immer  stattfindet,  so  ist: 

p = oo,  H = oo, 

and  cs  convergirt  die  Reihe  für  x immer.  Dieselbe  nimmt  auch  die  Form  an : 


y = (y,-6)(l-x+ 


X»  X*  . 

l-2.3'''l-2-'3-4  ' 

+6(1  — 


1-2. 3 


.)• 


Offenbar  aber  lässt  sich  diese  Reihe  summiren  und  man  hat : 


II)  Sei  gegeben: 


y = (y,  -6)e-*+6(l-x)+3x’-x*. 


d^V 

_x^+y  = 0,  oder 


— _y 

dx'  x’ 


eine  Gleichung,  fOr  die  man  auch  das  System  setzen  kann: 

dy dl  y 

dx  ir  X ’ 

Die  Integration  kann,  wenn  Reihenentwicklung  nach  ganzen  Potenzen  gefordert 
wird,  nicht  mit  x=0  begonnen  werden,  da  in  diesem  Falle  - unendlich  werden 

X 

kann. 

Setzen  wir  also: 
so  erhalten  wir : 

y«  _-“ya'+ya 

rfa*  a ' da*  rt'  * * '» 
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•)>o  nach  dem  Taylorsehen  Satie ; 


y«  ~ o)  ■ I (x  — fl)  * 


a 1-2 


1 ■ 2-3 


Um  ans  Abschnitt  26)  Uie  Grenzen  der  Convergenz  dieser  Reihe  zn  ersehen,  ha- 
ben wir  zu  setzen : 

y=yrt+yi^  s = ya'+*i»  x=a-\-x^. 

Das  System  Ton  2 simultanen  Gleichungen  wird  dann : 

^ = y ' + Zi,  j-~  = ; * 

flx,  a axj  fl-fx*, 

Der  Ausdruck  y +»,  bleibt  stets  eindeutig  und  continuirlich, : für  alle 

complexen  Werthe,  in  welchen  der  Modal  von  x,  kleiner  als  der  von  a ist  Wir 
letzen  also : 

()  = fl, 

ond  für  r,  diejenigen  Werthe,  welche  sich  aus  der  Kcihenentwichlung  für  y 
ergeben,  wenn  man  darin  x^=0,  also  x = 2fl  schreibt.  Auf  ähnliche  Art  wer- 
den die  Moduln  M und  M , bestimmt.  Man  ersieht  auf  diese  Weise,  dass  unsere 
Reihe  nicht  immer  convergirt.  Würde  man  die  Gleichung: 

fortgesetzt  dilTerenziircn,  so  erhielte  man: 

, 2Ü!!  . ^_o  + . . . 

rfjT*  dx*  dx  dz^  dz*  dz*  ’ dz*  dz*  dz* 

Nimmt  man  nun  an,  dass  für  x=0  auch  y = 0 sei,  und  setat  voraus,  dass  kein 
DifferenzialquoticnC  unendlich  wird,  so  erhält  man,  wenn  y,'  der  Anfangswerth  von 
dm 

■—  ist,  durch  Entwicklung  nach  Maclaurin: 


1.2‘^l-21-2.3  1-2-31-2-3.4''' • ■ 

und  da  diese  Reihe,  wie  sich  direct  ergibt,  immer  convergirt,  so  gibt  sie  ein  In- 
tegral. Es  ist  dies  aber  ein  particnlärcs,  da  cs  nur  eine  Constante  enthält.  In- 
dess  lässt  sich  dos  allgemeine  durch  Variation  der  Constanten  (Abschnitt  16) 
hierans  bestimmen.  Zu  dem  Ende  sei : - 

z*  1 X* 

'/  w=*"rT2  + r2  ■ ■ ’ 

so  ist  Cff  (x)  dos  allgemeine  Integral,  wo  jedoch  C eine  Function  von  x ist. 
Setzt  man  in  die  simultanen  Gleichungen: 

*5^+y=0, 

y=Cif{x),  z=zC,if'(z) 

ein,  so  erhält  man: 

C.f'{x)+,/  (*)  C,  ./'(x), 

i C , 7 " (x) + 1 7 ' (x)  ^ + C V (x)  = 0, 

Gleicbnogcn,  welche  man  nach  schreiben  kann : 

v (.‘^)S=(C-c,)y  (x), 

*7'w5+(c-c.)r(x)=0. 
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X7"(x)4*y(^)  verschwindet  nämlich,  weil  v — ein  Integral  ist.  Dnrch  Sab* 
traction  ergibt  sich,  nachdem  man  bezüglich  durch  7 (x)  und  xt/(x)  dividirt  hat; 

<nc-c,)_  \ 

dx  ~ ^ Xf’(x)/' 

Wegen  xr/"(x)-^-r/  {x)  = 0 nimmt  diese  Gleichung  die  Gestalt  an: 

«<(c-c,)  _ _ v:'jf) 

(C-C,)dx~  <f{x) 

nnd  das  Integral  ist  oBfenbar: 

lg  (C-  C, ) = -lg  y (x)  - lg  7 ' (jt) + lg  <t, 

oder : 

(f  X'f  'x(C-C^)  = a, 
wo  R die  IntcgrationsconstADte  ist. 

Setzt  man  hieraus  in  die  erste  Gleichung  des  Systems  den  Werth  von  C—C, 
ein,  so  hat  man: 

I X.  " -o 

7 (*)  j“ 

dx  <f(x) 

d.  b.  integrirt: 

Das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  ist  also : 

Entwicklung  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  :r  kann  hier,  wie  voranizuseben 
war,  nicht  stattfinden. 

III)  Sei  gegeben: 

Man  findet,  wenn  man  weiter  differenziirt: 

•'S+äS+"'^+*>=<'’ 


Die  Gleichung  gibt  keine  allgemeine  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen  von  x, 
d^y 

da  für  z = 0,  nnendllch  werden  kann.  Indess  gibt  diese  Form  ein  partiealä- 

res  Integral,  welches  wie  oben  zur  Auffindung  des  allgemeinen  verwendet  wer- 
den kann. 

Setzt  man  nlmlich  x = 0,  nnd  verlangt,  dass  keiner  der  Difi'erenzialqootienten 
unendlich  sei,  so  ergibt  sich : 


allgemein : 


dx~  3*’  dx‘  dx‘  6 


wenn  m ungerade  ist : 
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jtm  m 

( i\m  ” y 
''  2m  + i 

Es  ergibt  sich  hieraus,  wenn  ]r  = y,  fdr  x = 0 ist: 

„ »X'  , n’x‘  n**‘  , 

eine  immer  convergircnde  and  ioicht  tu  eummirendo  Bcibe,  welche  gibt: 

_Csin(iVn) 

X 

Um  das  allgemeine  Integral  xn  haben,  wendet  man  wieder  die  Variation  der  Con< 
Staaten  an.  Ist  C jetxt  nicht  constant,  so  hat  man: 

. sin  (x  \n) 

_ dC  sin  (x  yn) 

*<ir  dx 


dx 


rf»y  _ rf*Csin  (xVn)  ^dC  j/’sin(xVn)' 


rfx’  <tt* 


+c 


dx* 


also  wenn  man  dies  in  die  vorgelegte  Gleichung  cinsotzt  mit  Berücksichlignng; 

, sin  (x  V«)  . , 

dass  ein  Integral  ist: 


jSin(xVn) 

^.m(xV«)+2xg  rfx— ‘rfx 


^ „ dC~  X ^ ^JC6in(xVn)_^^^ 


dx  ' dx  X 

Selbstverständlich  ist  das  hier  eingeschlagene  Verfahren  dasselbe,  als  wenn  wir 
die  vorgelegte  Gleichung  in  3 simultane  verwandelt  hätten  Die  Gleicbnng  nimmt 
die  Gestalt  an : 

^+2F»cot(xV«)^  = 0, 

also  durch  Integration: 

i£~  Ci 
dx  ~ (sin  [x  V"])’’ 

und: 

C=e'+C"co't(xVn), 
welches  dos  Tollstindige  Integral  gibt: 

_ C'  sin  (xy«)  + C"  cos  (x  Vn) 

y z 

IV)  Es  toll  jetxt  die  Gleichung: 

dx*  X dx 

durch  die  Methode  der  nnbcsthnrnten  Coeffidenten  integrirt  werden.  Da  es  mbg- 
d*v 

lieh  sein  kann,  dass  fttr  x=0,  oo  wird,  so  lassen  wir  die  Exponenten  nn- 
dx' 

bestinunt.  nnd  setxen: 


y = A^x''+AyX^+A,x^+  , . . 

Dies  xweimol  differenxiirt  nnd  in  die  gegebene  Gleichung  eingesetzt,  gibt: 
0=i4ix“+4,x^ +il,  x^^-  . . . 

+yl,ox“~^  + il,^x^“*+jl,yx^  *+  . . . 

+it,«(a-l)x''-*+.l, /80»-l)*^”V^,y(y-l)*’'"*+  . ■■ 
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Setzt  man  den  Coefficienten  von  a—2  gleich  Nnll,  so  kommt; 

a = 0. 

Wenn  ß—2  kleiner  als  n w&re,  so  würde  sich  auch = 0 ergehen,  was  nicht  mög- 
lich. Wir  setzen  also: 


ß-2  = et,  y—2-=ß  . . 

worans  sich  ergibt: 

n=0,  ß = 2,  y=4  . . 

A,ß'  + At=0, 

A,  y*-(-.i4,  = 0, 

also; 

ä __fli  1 _ ^ 1 4 

t-  2>’  *“  2*-4>-6’  ■ ■ ■ 


2»-4*  ~ 2>-4*-G*' 


• •)• 


Man  erhält  auch  hier  nur  ein  particuUrcs  Integral.  Uebrigens  sind  in  uneerer 
Annahme  über  die  Exponenten  ß , » . Willkürlichkeitcn  enthalten.  Sie  lieiten 
sich  auch  so  wählen,  dass  man  das  vollständige  Integral  erhielt,  wenn  man  diese 
Exponenten  negativ  nähme. 

V)  Die  beiden  zuletzt  behandelten  Gleichungen  sind  nur  besondere  Fälle  der 
folgenden : 


d’y  , m du 
-A+--r+”y=o. 


dx 


dz 


Indem  wir  anf  ein  allgemeines  Integral  ans  den  bereits  angeführten  Gründen  rer- 
zichten  können,  wollen  wir  setzen; 

g = A^x''+A,x"'^^  +A,x'''^^+  .. 

also: 


^ = A.«x''~'+A,(n+l)x''+A,{a+2)z“-^'+  . . 


dz’  . 

also  durch  Einsetzen  in  die  Gleicbnng,  nnd  durch  Zusammenfassang  der  mit  der- 
selben Potenz  von  x mnltiplicirten  Glieder  erhült  man; 

/!„«(«— l)-t-»idj  n = 0, 

A,  «(n-f-l)-(-m  .4,  0, 

-4,  (rr-i- 1)  (ff  -f-2)-f-m;4  j (ff-|-2)  -i-  rtf4,  = 0, 

Aj  (« -i- 2)  (ff  -+-  3)  m .4  j (ft  3)  -i-  rt  f4 1 — 0 


■^,(”+*-l)(''+*)+  ”» («  + *)+" -^,_  2 = 0- 

Die  erste  Gleichung  gibt: 

n=0,  oder  ft  = l— m. 

Je  nachdem  wir  den  einen  oder  andern  Werth  nehmen,  wird  die  Keihenentwick- 
lung  eine  ganz  verschiedene  sein.  Gehen  wir  zunächst  von  n=0aus,  so  kommt: 


allgemein: 


A =— — , 

s I (m-f-s—  1) 
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ilio: 


'*.■»  1.2.3...  i(m+l)(w+3)...(m+2»-l) 

Es  ergibt  sich  hieraus  die  ReibeDent\rick]mig : 

S = A>i(x), 

wo  in  setzen  ist ; 


vW=i- 


(a)' 


+ 


l(m+  1)  ■^1.2(m  + l)(m+3)  1 .2-3(m -I  l)(m+3) (m+5) 

/ II \s  2s 
\ 2/’^ 

+1.2...s(m+l)(m+3)...(«  + 2s-l)‘*'  ■ • 

Setit  man  dagegen  a = 1— m,  so  kommt  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  zu  der 
Eotwicklong: 

y = ßlfi(x), 

WO  zu  setzen  ist: 


V"(x)=x 


n — m + 3 
2* 


l(-m+3)  +1.2(-m  + 3)(-m+5) 

n^p  -m+2p  + l 


6)’' 


— m+5 


+ . 


"''l  .2  . . . p(— m+3)  (— m+5)  . . . (— m+2p  + 1) 

Geben  beide  Reihenentwicklnngen  einen  Werth,  so  bat  man  offenbar  alt  allge- 
meines Integral: 

y = Ay(x)  + Bi/.(T). 

ln  der  That  conrergirt  die  Reibe  7 (x)  immer,  wenn  m keine  negative  ganze  nnd 
ungerade  Zahl  ist,  wie  leieht  zu  seben,  die  Reibe  \^l{x),  wenn  m keine  posidve 
ganze  nnd  nngerade  Zahl  ist,  welche  grSsser  als  +1  ist.  Mit  Aasschluss  dieser 
beiden  Fälle  ist  also  in  unserer  Formel  das  allgemeine  integral  enthalten.  Selbst 
in  diesen  Fällen  aber  haben  wir  ein  panicnläres  Integral : 
y = Aif  (x)  oder  (*). 

Das  allgemeine  gibt  dann  die  Variation  der  Constanten.  Man  erhält,  wenn  A als 
Function  von  x betrachtet  wird: 


tl 

dx 


dA 


= i4y'(x)  + 7 (x) 


also  durch  Einsetzen  in  die  DifiTerenzialglcichung: 

2 V ' W ^ + '/  (X)  (X)  ^ = 0, 

dorch  Integration  also: 

C 

~ x"*[7  (x)]’’ 

A=c  r — — — hc„ 

J x"!«/ 


also: 


x'"[7(x)]* 

y=Cif(x)r~^ 

J x^IyCx)]' 
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oder  wenn  m eine  positive  ungerade  Zahl  ist; 


+ C,'i(x) 


Diese  Formel  ist  anch  dann  zu  nehmen,  ^vcnn  m = l ist.  Obgleich  dann  näm- 
lich beide  Reihen  convergiren,  so  werden  sie  doch  identisch,  und  die  Formel: 


y=A'f  (x)+Bl/.(,x), 

bcschr&nkt  sich  auf  ein  Glied,  gibt  also  nur  ein  partieuUres  Integral. 

Es  lässt  sieh  für  das  Integral  unserer  Gleichung  aber  noch  eine  andere,  oft 
Torthcilhaftere  Keibenenlwieklung  geben. 

Setzen  wir  zn  dem  Ende: 


WO  Af  A^t  A^  ...  zu  bestimmende  Constanten,  7 (j")  eine  Function  von  x, 
7'(x),  7"(x)  . . . .die  DifTerenzialquotientcn  derselben  sein  sollen. 

Man  erhält  durch  DilTcrenzüren : 

— -^  = mj4ax”~'7  (x)-f  my4|(«-J-l)x''“‘'7'(x)4-myl,(a-|-'i)x”7"(x)-|-  ... 

X dx 

+ mAx"~'lf’(x)+mA^x“lf"(x)+  . . ., 

^h  = Aa{«—\)x"~'if{x)  +A^  (n+ l)tr4r"~'y '(4:)+ /l,(n+2) (ft +!)*","(*)+.. 
dx’ 

+ 2 A tt  I)' (x)  + i A,  {a-\- 1)  x*‘if"{x)+  . . . 


+ Ax".,'’{x)+  . . . 

Dies  in  die  Differenzialgleichnng  oinsetzend,  und  den  CoefficieDten  des  mit 
^n+/>— 2 multiplicirten  allgemeinen  Gliedes  gleich  Null  setzend,  erhalten  wir: 

[(«  + J»)  (ff  +/»+«  - 1)  + (2  « +2p + 1"  -2)  _ , + .4^  _ j]  7 

für  jeden  Werth  von  p,  der  grösser  als  1 ist. 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt,  wenn  man  setzt: 

(ft +/0  (n  + p + m - 1)  .4p  + (2  tf + 2;» + nt — 2)  _ I = 0, 

nnd  gleichzeitig: 

7^\x)+*i7^^  *)(x)=0. 

Wegen  der  WillkDrliehkeit  der  Constanten  nnd  der  Function  7 sind  offenbar  diese 
Annahmen  gestattet.  Die  letzte  Gleichung  wird  offenbar  für  jedes  p erfüllt,  wenn 
man  setzt; 

7"(*)+ri7(x)=0, 
und  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichnng  ist: 

7 (x)  = Csin  (x  yn)  + C\  cos  (x  Vn). 

Setzt  man  jetzt  auch  die  Coef&cicntcn  der  mit  x”~*  und  x”~ ' multiplicirten 
Glieder  gleich  Null,  so  kommt : 

tr(a  — l)  + mo  = 0,  A,  (ff+l)(ff+m)4-A(ni  + 2ft)  = 0. 

Die  erste  Gleichung  gibt: 

rr=0  oder  o = l — m, 
die  zweite  in  jedem  der  beiden  Fälle: 

A,  = -A. 

Sei  znnächst: 


0 = 1 — m. 
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so  wird  die  Relation  zwischen  A nnd  A , sein: 

P /'-• 

p(p-m+i)A^  = (in-2/>)  ^p_|- 

Durch  succcssives  Einsetzen  der  Werthe  von  p . erhalt  man  einen  entwickelten 
Ansdmek  für  A^,  der  mit  A multiplieirt  ist.  Wegen  der  Constanten  C und  C, 

kuin  aber  i4  = l gesetzt  werden,  nnd  man  hat: 

^ (fn-2p)(m-2p+2)  . . , (w-4)  1 


V 

woraus  sich  ergibt; 


I— wir  dl 

y=*  • 


(3-m)  1 ■ 2 . ■ • p’ 
(m-2p)  (-j)P  rfPd 


(m-p  + 1)  \-2--p  jjf 


wo  der  Kürze  wegen  gesetzt  ist: 

d = C’8in(xV")  + C,  cos(x  Vn). 

Diese  Reibe  wird  abbrechen,  wenn  A^  = 0 wird,  und  in  diesem  Falle  hat  unsere 

Gleichung  also  ein  ans  einer  endlichen  Anzahl  Glieder  bestehendes  allgemeines 
Integral.  Es  tritt  dies  ein,  wenn  m eine  positive  grade  Zahl  ist. 


Setzen  wir  nnn  auch  « = 0,  so  wird  die  Relation  zwischen  A 


— l 


und  A 


P 


A = — + yf 

P + p-i’ 

oder  in  entwickelter  Gestalt,  wenn  man  A = 1 setzt ; 

_(wi+2K»d+4)  . . . (m+2p-2)  (-l)P 
p~  (wi+l)(m  + 2)  . . . (m+p  — 1)  l-2---p' 
woraus  sich  ergibt: 

( -x)P(m  + 2)(m+4) 


, {m+2p-2)  <i^l 

1 • 2 ••  • p(m  + l)(m+2)  ...  (m+p-1)  jji 


wo  d die  obige  Bedeutung  hat. 

Diese  Reihe  bricht  ab,  wenn  m eine  negative  grade  Zahl  ist.  Also: 

„Unsere  GIcicbnng  hat  ein  in  endlicher  Form  darzostellendes  Integriü  im- 
mer dann,  wenn  m eine  positive  oder  negative  grade  Zahl  ist.“ 

VI.  Wir  betrachten  schliesslich  noch  die  Gleichung: 

<f*u  , m ■ ■ 

dieselbe,  auf  welche  wir  früher  (in  Abschnitt  25)  die  Riccatische  Gleichung  znrftck- 
geführt  haben. 

Wurde  die  letztere  in  der  Form  dargestellt; 

dy  . ■ ni 

£+ay'  = hx  , 

and  waren : 

die  panienlüren  Integrale  der  ersten  Glebhung,  so  war  das  allgemeine  der 
Riccatischen : 

r(«)  + cy/(x) 

' a|7(x)  + cy  (x)]‘ 

Setzt  man  i^  = kz,  so  nimmt  unsere  Gleichnng  die  Gestalt  an: 
rl  2p-2  ^.pjp::})  p-i  ^ ^ax”u-o- 

wird  also  angenommen: 
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und  durch  x divi^irt,  so  hnt  man; 

d*M  , w 1 du 

dt*  m*f  2 z dz 


Ak^ 


oder,  wenn  man  setzt: 
m 

YA  ■ 


rf’u  ^ \m-f  2/  du 


-«  = 0, 


m + 


2 fflr  m nnd  —1  für  n, 


— i"'ö  ®'°®  negotiTe  oder  positive 

grade  Zahl,  so  wird  also  das  Integral  in 
geschlossener  Form  aufzulinden  sein. 


Setzt  man 


oder: 


m + 2 — 

+ 4i 

”■+21-1’ 
4 i 


= + 2 i , so  erhalt 


2i  r 1' 


Wir  haben  schon  früher  direct  gezeigt, 
dass  in  dicen  Fallen  sich  ein  Integral 
der  Riccatischen  Gleichung  finden  lasse. 

Auf  die  in  V)  behandelte  Gleichung 
lassen  sich  übrigens  noch  die  folgenden 
zurückffihren : 

dx 

Setzt  man  hierin  : 

_ 1 d« 

^ au  dz' 


60  kommt: 


, px 


und  wenn  man: 


2V«6  2^*_ 


w = 0. 


d*u  Id«  ^ 

dx*  t dt 
Sei  ferner  gegeben: 

Wir  setzen : 


Diese  Oleichnng  aber  stimmt  völlig  mit 
der  in  V)  behandelten  überein,  wenn 
man  darin  setzt: 


setzt: 


n+i 

y = X ^ Z, 

und  erhalten: 

dz'  X dx 

30)  Integration  von  Differen- 

zialglcichungendurchbcstimmto 

Integrale. 

Da  viele  Reihen  durch  bestimmte  In- 
tegrale summirt  werden  können,  so  ist 
cs  oft  möglich,  auch  Integralen  von  Dif- 
ferenzialgleichungen die  Form  bestimm- 
ter Integrale  zu  geben.  Man  kann  auch 
in  manchen  Fallen  sich  directer  Metho- 
den bedienen.  Indessen  sind  hierbei 
mancherlei  Vorsichtsmaassregeln  nOtbig. 
Zunächst  muss  klar  sein,  ob  immer  oder 
in  welchen  Grenzen  das  bestimmte  In- 
tegral einen  Werth  habe.  Es  kann  fer- 
ner das  Resultat  illusorisch  werden,  wenn 
die  Funaion  unter  dem  Integralzeichen 
für  einen  bestimmten  Werth  disconti- 
nuirlich  wird,  ein  Umstand,  der  mit  der 
Auswahl  der  Anfangswerthe,  d.  h.  der 
Integrationsconstanten  , in  enger  Verbin- 
dung steht  Entsteht  das  bestimmte  In- 
tegral dureh  Summirung  einer  Reihe,  so 
ist  ferner  fcstznstcllen , ob  es  so  lange 
gelte,  als  die  Reihe  convergirt,  da  ca 
Vorkommen  kann,  dass  in  gewissen 
Grenzen  die  Summe  dieser  Reibe  eine 
ganz  andere  Form  hat  als  in  andern. 
Umgekehrt  kann  auch  das  bestimmte 
Integral  weitere  Grenzen  haben  als  die 
Summe.  Kurz,  im  Allgemeinen  gehört 
die  Zurückführung  des  Integrals  einer 
Differenzialgleichung  auf  irgend  eine 
Form,  oder  eine  Reihe  von  Formen,  die 
in  allen  Grenzen  ein  Resultat  geben,  zu 
den  schwierigsten  Untersuchungen  (wo- 
bei auch  die  complexen  Werthe  der  Va- 
riablen zu  berücksichtigen  sind),  wegen 
des  Wechsels  dieser  Form  bei  Ueber- 
schreitung  der  Discontinuitaten  und  Mehr- 
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dratigkeitcn.  AU  Muster  <ler  Behänd*  den  keinesVegCB  die  noch  sehr  naire 

lang  eines  solchen  Problems  kann  die  Weise  hinreichend,  in  welcher  man  sich 

Abhandlung  Bicnmnn’s  (siehe  die  Ab*  beut  zu  Tage  In  Wien  mit  diesem  Pro* 

bandlungen  der  Göttinger  Gesellschaft  blem  abhndet.  , 

der  Wissenschaften)  über  diejenige  li*  Wir  mQssen  uns  hier  mit  einigen  ein* 

oeare  Differenzialgleichung  dienen,  wcl*  fächeren  Beispielen  begnügen. 

eher  die  hypergeometrische  Reihe  ge*  I)  Wir  wollen  zunächst  die  in  V)  des 

nogt.  Was  specielt  die  Ausdrücke  in  vorigen  Abschnitts  betrachtete  Gleichung 

der  Form  bestimmter  Integrale  anbe*  wieder  aufnehmen. 

trifft,  so  ist  ans  den  angeführten  Grün-  Es  ist: 

. \ ^ rr*  cos  ttf*  n*  cos  to* 

eo,(„cos.u)=  1 1 + 1T2.‘3T4 

Wir  moltiplicircn  mit  sin  (u™”  ' duj,  und  integriren  in  den  Grenlicn  o und  n,  was 
jedoch  nur  einen  Werth  gibt,  wenn  oi  positiv  ist,  d»  im  entgegengesetzten  Falle 
sn  (len  Grenzen  die  Function  unendlich  würde.  Berücksichtigen  wir  ferner  bei 
dieser  Integration  die  Formel: 

r''  • ii.  l-3.5...(2s-l)  r” 

J 0 (u  + 2)Cu+4)  . . . C«  + 20J  u 

so  u grösser  als  —1  zu  nehmen  ist.  (Es  folgt  diese  Formel  aus  den  in  Abschnitt 
27)  des  Artikels:  „Analytische  Quadratur“  gegebenen,  dnreh  fortgesetzte  Wieder- 
bolnng  des  Verfahrens.)  Man  erhält  dann  das  Sehlnssresnltat : 


r 
' 0 


/ X . fl 

cos  (f(  cos  ut)  sin  Ol 


’ </öi  = / si: 

' 0 


m—  I , 
sm  Ui  0(ü* 


/ I'\p  r’'  . m— I . 

I Kl  I 

I 2/  ■/  u ■ 

"^1.2-3...p(m+l)(»s43)...(m+2/>-l) 
d.  h.  wenn  man  orzrxVn  setzt: 


f cos  (*  \n  cos  (u)  sin  o»"*  *<f(0=  /* 

0 ./  0 


/»x’V 

/ nxn 

V 2 / 

\ 2 / 

‘<"'[1-  i . (m+l)+ 

P 


1 • 2 (m  + 1)  ("•  + 3) 


+ 


1 • 2. . . p(m  + l)(m+3) . . . (m  +2p— 1) 


Ei  ist  dies  aber  offenbar  die  in  V)  des  vorigen  Abschnittes  mit  y (x)  bezeichneto 

/n  _ 

sin  u"'  ’ du).  Da  nun  j/=  Aif  (x)  eine  willkürliche  Con- 

0 


stsnte  enthält,  so  ist  ein  particuläres  Integral  der  vorgelcgtcn  Gleichung: 

y= 


/TT  ^ I 

cos  (xVn  cos  Ol)  sin  Bl”  dio, 

0 


jedoch  nur  dann,  wenn  m positiv  ist. 

Die  mit  bezeichnete  Reihe  lässt  sich  auch  unter  der  Form  schreiben: 

nx» 


ff)’ 


V-(*)  = * [1-  l.(_;;r+F)'^i  •2(-m+3)(-m+5)‘ 


(-x)’  , 

l-2..p(-m+3)(-m+5)  .(-m+2p-)-l)‘^  • ' ’J’ 


and  man  sieht  hieraus  leicht,  dass  sich  der  Ausdruck  in  den  Klammem  von  der 
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Reihe  y (r)  nur  dsdarch  unterscheidet,  dsas  für  m gesetzt  worden  ist  — m+S.  — 
Die  Verwandlung  in  ein  besthnmtcs  Integral  ähnlich  dem  vorigen  setzt  also  vor- 
aus, dass  m kleiner  als  2 ist.  In  diesem  Falle  hat  man: 


y—Bx'  *" /*  cos(xy«  lu)  sin  w*  "*  </<«. 

•/  n 


Beide  Ansdrfiekc  haben  einen  Sinn,  wenn:  0<m<2  ist,  und  in  diesen  Fallen  ist 
also  das  allgemeine  Integral : 


! (xVncos cu) sin<u'’'  ^diu+Bx^  ”*  / cos (x yncos cu) sin cu*  ”*i/<o 

J 0 

/n  cos(x Vncosw)  r ..  . 

ni  — I I A sin«)  " ' + Bx  1 du>. 

0 siniu  L J 


Ausserhalb  der  Grenzen  Null  und  Zwei  besteht  immer  eins  der  particuliren  Inte- 
grale, ans  welchen  sich  nach  der  im  vorigen  Abschnitt  gegebenen  Methode  das 
allgemeine  finden  lässt.  An  den  Grenzen  selbst  findet  nur  ein  particuläres  Inte- 
gral statt.  Für  m = 0 wird  die  Gleichung; 


<t*y 

<ir> 


+ »y  = 0. 


woraus  das  Integral  direct  zu  finden  ist; 


y=Csin(xVn)-t-E  cos  (x V«), 


welches  sich  auch  ans  Betrachtung  des  bestimmten  Integrals  ffir  y und  Anwen- 
dung der  Variation  der  Constanten  ergeben  würde. 

Für  m = 2 ist  die  Gleichung; 


d*y 

<fx* 


2^ 

X 


Sie  ist  schon  im  vorigen  Abschnitte  behandelt  worden  und  ergab  das  Integral: 
_ C sin  (x  V«)  4-  G cos  (x  \n) 

y_  - , 

einen  Werth,  den  man  auch  direct  erhält,  wenn  man  setzt: 


u 


wo  dann  die  vorgelegte  Gleichnng  wird: 


d'u 


Es  verdient  noch  der  Fall  Berücksichtigung,  wo  m=l  wird.  Obgleich  in 
diesem  Falle  beide  particulären  Integrale  gültig  sind,  so  werden  sic  doch  in  die- 
sem Falle  gleich  und  geben  also  nicht  das  allgemeine  Integral.  Jedoch  erfaftlt 
man  dasselbe,  wenn  man  in  dem  allgemeinen  Werthe  von  y Tür  m seist  1 4* 
und  cf  abnehmen  l&sst.  Man  bat  dann  n&mlich : 


/T  j 

cos(x  Vncos  w)  [A  sin  Bx 

0 


^sincü 


aber: 


(xsinw)  = 1 — J lg(xsin<ü)4-  . . . 

8inoj*^=  l + J Igsin  OJ+  . . . 

also  mit  Vernachlässigung  der  die  erste  übersteigenden  Fotensen  von  J: 
y—  f cos(x  Vficos  (ü)(A4-ß+J  [ (A— 5)  lg  sin  w— Blgx]  ) dta, 

J 0 
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Setsen  wir  hierin : 
so  ergibt  sich: 


oder  da  C und  E endlich,  cT  aber  nnendlich  klein  toin  soll; 

(tB=-E. 

Dnrcb  EinseUen  dieser  Werthe  erhalt  man; 

r” 

y=  # cos  (*  Vf™»  o<)  [C+E  lg  (*sin  (I)’)]  diu. 

/ 0 

Anf  die  hier  behandelte  DiGTerenzialgleiehung  wurde  die  Riccatische  (VII  des 
rorigen  Abschnitts)  znrückgeruhrt.  Nehmen  wir  wieder  die  Gleicbnng; 

d*w  , m 

dT.  = ^' 

worsiiB  sich  die  Riccatische  ergab,  so  ist  das  allgemeine  Integral  derselben  also 

immer  in  der  Form  eines  bestimmten  Tntegrais  su  finden,  wenn  — ” „ zwischen  0 

m+  2 

ond  2 liegt.  Diese  Bedingung  ist  immer  crfflllt.  wenn  m positiv  ist.  Ist  m aber 
negativ,  so  geben  die  Orenzbedingnngen,  wenn  man  m = — s setzt; 

s-^2>0. 

offenbar; 

i>2  und  s>4, 

zlso  bei  negativen  m fibdet  die  oben  gegebene  Form  noch  dann  statt , wenn  m 
zwischen  —4  und  — co  liegt.  Macht  man  die  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen 
Sobitilutionen,  so  erhält  man  in  diesen  Fallen; 

m , i 


/n  — T • 

cos  (fix  i cos  at)  sin  lu 
U 


«+  't 


‘L  ^ nid~  2 

+ Bxl  coi(ux^  i cos  <u)  sin  B(  dco, 

0 


da 


*0  gesetzt  ist; 


I^nrch  Wegschaflen  des  Imaginären  erhalt  man; 


u=  f"'  (, 

J 0 


T+' 

_fAX  C08tü_j_^  — 


m 

T+'. 


/ M • fl<+  2 


Du  Verhhltmss  ^ ist  dAQn  die  einzige  iu  dem  Integral  der  Biccatischen  Glei- 

o 

ebang  vorkommende  Constante., 

In  den  Grenzen  0 und  —4  lUr  m hat  man  nnr  ein  particnlares  Integral, 
velehes  man  erhalt,  wenn  man  bezQglicb  den  mit  A oder  B mnltiplieirten  Theil 
der  Null  gleich  setzt.  Dae  allgemeine  Integral  der  Biccatischen  Gleicfanng  gibt 
dun  die  Formel; 
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du 


wo  u das  gefundene  particuUrc  Integral 
der  Gleichung: 


d*u  . m 


ist. 

Fflr  m = 0 hat  man: 


d*u 

dz* 


-u  = 0, 


wo: 


m 

*“«  + 2 * 

ganz  wie  im  vorigen  Abschnitte  zu 
setzen  ist.  Das  Integral  ist: 


iirrCe*  + Ee 


M = 


Cr^^Ee~^ 


In  dem  einzigen  Falle,  wo  m = — 2 
ist,  werden  beide  particulären  Integrale 
illusorisch.  Es  ergibt  sich  in  diesem 
Falle  direct: 


rf*« Au 

(ix*  ~ t>  ’ 

eine  Gleichung,  die  der  in  Abschnitt  2) 
II.  behandelten  Klasse  angehCren , and 
deren  Integral  ist: 


«=Cx*'*  + Kx*V 

wo  A,  und  A",  die  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung: 


k*^k=A 


sind. 


II)  Wir  wollen  aber  auch 
Art  die  Gleichung: 

d'y  , »n-  1 Jy 
dx^  mx  dx 


anf  dircctc 


y- 


Ist  m = — 4,  so  erhalt  man: 
2 du  „ 

- j » = 0, 

di’  1 di 


und  nenn  man  : 


setzt ; 


also: 


r 

"“2 


d’r  - 


offenbar  dieselbe,  mit  der  wir  uns  eben 
beschäftigten,  durch  bestimmte  Integrale 
nuflösen,  um  eine  Anw'Cndnng  auch  die- 
ser Methode  zu  zeigen.  Wir  folgen 
hierbei  dem  Gange,  welchen  Lobatto 
(Crclle’s  Journal,  Bd.  17)  cinschligt. 
Daa  Resultat,  wie  es  schon  gegeben 
worden  ist,  rOhrt  von  Kummer  her. 
Setzen  wir : 

y-f  f~^^Pdp, 

wo  P eine  zu  hestimniende  Function  von 
p ist,  so  erhält  man: 


xg= J“ t P'^Pxdp  = — t~P^P-\-  j e ^^dp, 
^£=-fe~P-Ppdp, 

und  wenn  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung  setzt: 

Q=e~P^P(c-‘-p’)+  r e~P''[d(Pp’)-c'dP—’^J:Ppdp\. 


Setzt  man  den  unter  dem  Integralzeichen  erhaltenen  Theil  gleich  0,  so  kommt: 
{p’-c’)dP+^^Ppdp  = 0, 

•»  IW 


oder  durch  Integration: 


m-l-  I 

P = {c’-p’)~ 

Die  Grenzen  des  fUr  y gesetzten  Integrals  ergeben  sich,  wenn  man  den  Theil 
ausserhalb  des  Summenseichens , welcher  für  die  Orenzwerthe  gilt,  verschwinden 
lässt.  Es  ist  also  zu  seuen: 
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• '"(c*-,,’)  =0. 


Im 


positir,  so  wird  diese  Glelohniig  erfüllt^  wenn 


oder  =— c 

ist  [Der  Werth  /;  = oo  gibt  im  Allgemeinen  kein  Rcsnlut,  weil  j«  x anch  ne- 
gedr  sein  kann.*)j  Nehmen  wir  also  —c  und  -f-c  als  Intcgrstionsgrenxcn.  so  er- 
gibt sich : 


= A J'^  e P^(e>-p>)  dp 


m+ 


,=aT 

0 


1+  I 


dp. 


oder 'wenn  man  für  p setst  C9: 
»1 


5 = a/  («"’“+ 9' 

•/  0 ^ 


n-|-  I 


d9^ 


wo  die  t^opstanCe  A einen  andern  Wenh  alt»  vorhin  hat.  Es  ist  dies  ein  parti- 
eatlres  IntcgmI.  Indess  findet  man  nntcr  gewissen  Bedingungen  ein  xweites, 
wenn  man  in  die  gegebene  Pifferensialgleidiang  scut: 


m 

y=:ffur  s. 


Es  wird  dieselbe  dann : 


— — /•  > * 
wtJC  dx 


dH  ^ m+  I di 
dx* 

Diese  Gleichung  aber  hat  die  Form  der  nrsprfinglichen,  wenn  man  in  derselben 

w 1 

• mit  — m Tertanacht.  Ist  also  positiv,  so  erhall  man  gans  wie  oben; 

^ * Wl  « 


1=»  =ä/  -'«“Kl-9*)  '•"rf?. 

1 «/  Q 


Fiadcn  also  beide  Bedingungen  stast,  so  ist  der  allgemeine  Werth  von  y: 

m+  I m—  t 

y=r^  «7'^»“)  [A  (1  - 9’)  + fi  (1  - 9«)  ]dy. 

0 

Betst  man:  / 

• w — 1 . 1 

- . < . ■ 

• ^ *'ßli  W*  a » ..  a>  ' • . « ‘ 

10  ist:  • * ' ' ■--! 

, > . . *»  + l , 


"3 


*)  In  der  angaßihrten  Abhandlung  nimmt  Lobutto  irrthümlicber  Weise  die 
Orenxen  e und  oo  als  allgemein  gültig.  Dieser  Fall  ist  aber  ein  trefflicher  Beleg 
ilsfür,  wie  daa  Besnitet  sich  mit  der  Auswahl  der  Constanten  ändert.  Sind  diese 
•0  gewühlt,  dass  x positiv  bleibt,  so  kann  das  Integral  auch  in  den  Qrensen  0 
sad  OB  genommen  werden,  sonst  nicht. 


' '-'S. 


Digitized  by  Google 


Quadraturen  — Zuruckf.  auf.  496  Quadraturen  — Zuruckf.  auf, 


Bei  positivem  n ist  nun  dieser  Ausdruck 
immer  positiv,  wenn  ti  kleiner  als  2 ist 
und  in  diesen  Fällen  findet  der  Aus- 
druck für  das  allgemeine  Integral  statt. 
Ausserhalb  dieser  Grenzen  ist,  wie  leicht 
zu  sehen,  entweder  der  mit  A oder  der 
mit  B multiplicirte  Thcil  ein  particulä- 
res  Integral  der  vorgclegteo  Gleichung. 
Der  Fall,  wo  n imaginär  ist,  würde  je- 
doch andere  Betrachtungen  erfordern. 

III)  Schliesslich,  um  auch  die  Inte- 
gration einer  höhern  Differenzialglei- 
chung durch  bestimmte  Integrale  zu  zei- 
gen, entnehmen  wir  der  angeführten  Ab- 
handlung noch  die  Behandlung  der 
Gleichung : / 


d"y 

dx 


mit  der  Bemcrknng,  dass  das  Resultat 
schon  früher  durch  Scherk  mittels  der 
Summation  von  Reihen  gefunden,  und 
direct  durch  Jakobi  verificirt  worden  ist. 
Wir  seUen : 

y = j' ^ 

wo  P wieder  eine  Function  von  p sein 
soll.  Es  ist  dann: 


also  wenn  man  in  die  ursprüngliche 
Gleichung  einseUl: 

J Pp^dp  — j' e^^xPdp  — a, 

oder,  wenn  man  das  iwoite  Integral  theil- 
weise  integrirt; 

p+ j' e/**  [Pp"dp+dP\=a. 

Die  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  man 
setzt ; ' 

Pp* dp  4 dP-0, 

nnd ; 


»+ 1 
n+l 


Pi® 


ist,  so  verschwindet  derselbe  für  p,=co 
immer,  wenn : 


I.+  I 


-Pi* 


»+  I 

positiv  ist,  d.  h.  wenn: 

ist,  eine  Bedingung,  welche  für  unend- 
liches p,  immer  zu  erffillen  ist,  da  fi 
eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss.  Man 
hat  also  das  j>articulärc  Integral : 


^.00 
/ = «/ 

0 


Stellt  nun  t irgend  eine  » + lte  Wur- 
zel der  Einheit  vor , so  ändert  sich  P 
nicht,  wenn  inan  tp  für  p setzt,  und 
man  hat  also  n 1 particul&rc  Integrale 
von  der  Form: 


•■r  0 


"+1 

P 

' «+l 


Ist  t eine  primitive  Wurzel,  so  ist  in 
dieser  Formel  s nach  und  nach  zu  ver- 
tanschen  mit: 


Da  nun  jedes  dieser  particulären  Inte- 
grale der  Gleichung: 

y 

— jty  = « 
tfa" 

genügt,  so  ist  za  sehen,  dass  die  Somme : 


’-r 

J 0 


p 


.Pi*/>,_P.*/>,  = _o, 

wo  p,,  p„  P,,  P.  die  Werthe  von  p,P 
an  den  Integrationsgrcozen  sind.  Die 
erste  Gleichung  aber  gibt  integrirt: 


P=Ce 

nnd  die  zweite  wird  erfüllt,  wenn  man 
setzt; 

Pi==®.  P.=0-  C=a. 

Da  nlmlich  der  erste  Tbeil : 


+ C,»’e*  ^x4-  ..  ***] 

genügen  muss  der  Differenzialgleichung : 

^?^-xy  = C-|-C.+  C.4-  . • . +C  • 

dx* 

Damit  diese  mit  der  gegebenen  überein- 
stimme, ist  zn  setzen: 

C+C,4-C,+  . . . +C^=«. 

eine  Bedingung,  welche  die  n4~l  Coa- 
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sUnten  aaf  n reducirt,  wie  es  auch  sein 
masBr  da  die  vorgelegtc  Gleichung  nter 
Ordoang  ist. 

31)  Ueber  eine  Differential* 
gleichung  mit  3 Variablen. 

Bei  allen  bie  jetat  behandelten  Auf* 
gaben  war  die  Anzahl  der  gegebenen 
Differentialglcichnngen  um  Eins  kleiner 
a)j  die  der  Variablen.  Es  konnte  daher 
eine  der  letzteren  als  unabhängige  Va- 
riable betrachtet  werden,  und  die  Anzahl 
der  Integrale  war  gleich  der  der  gege- 
benen Glcichnngen.  Die  Sache  wird 
aber  anders,  wenn  diese  Bedingung  nicht 
mehr  erfüllt  ist. 

Znnachst  wollen  wir  ans  auf  den  ein- 
fachsten Fall  einer  Gleichung  mit  3 Va- 
riablen, TOD  der  Gestalt: 

Xdx-|-rdy  + Zrfa  = 0 


gen  Variablen  und  der  Integrale  ist 
gleich  3. 

Es  müssen  nflmlich,  wenn  x allein  un- 
abhängige Variable  ist,  zwei  Imegral- 
gleichnngen  siattünden,  welche  y und  t 
als  Functionen  von  x geben.  Sind  s 
und  y unabhängige  Variablen,  so  ist 
nur  eine  Integralgleichung  gefordert, 
welche  s als  Function  von  x und  y gibt. 
Ein  dritter  Fall  ist  nnraöglieh. 

I)  Nehmen  wir  sunächst  den  letzten 
Fall  an , dass  also  2 unabhängige  Va- 
riablen X nnd  y vorhanden  sind.  Wir 
schreiben  dann  unsere  Gleicbnng  folgen- 
dermaassen : 

rf»=— ^rfx— Y (fy, 

eine  Gleichung,  welche  offenbar  gleicb- 
bedentend  ist  mit  dem  System: 


beschränken,  wo  A',  V,  Z Functionen 
Ton  X,  y , s sind,  um  in  den  nächsten 
Abschnitten  die  gefundenen  Bcsoltato 
möglichst  zu  erweitern. 

Die  Frage  stellt  sich  hierbei  zunächst : 
„Wie  viel  unabhängige  Variablen  sind 
unter  diesen  dreien  vorhanden? 

Offenbar  ist  nach  Bestimmung  dersel- 
ben auch  die  Anzahl  der'  Integrale 
kunnt,  denn  die  Summe  der  nnabhängi- 

dy. 


— — —--JL 

dx  Z * dy  ~ Z' 

Differenziirt  man  aber  die  erste  Glei- 
chung nach  y (mit  Berücksiebtignng,  dass 
auch  die  Grösse  s,  welche  in  X,  Y,  Z 
enthalten  ist,  als  Ftinetion  von  x und  y 
betrachtet  werden  muss,  da  ja  dae  Inte- 
gral z als  eine  solche  Fnnotion  ergeben 
muss),  nnd  die  zweite  nach  x,  so  erhal- 
ten wir  gleiches  Besnltat,  nämlich; 


d*Z 


dt  dy/ 


dx  öy  Z*  * 

„/dY  dY  dz\  , ^/dZ  dz  di\ 
(di  + ä7  di)+  ^ di) 


z> 


ds  dl 


hierans  folgt,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Nenner  wcglässt,  nnd  für  ^ 
die  Weithe  setzt: 


Dies  ist  eine  Bedingung,  welche  durch 
die  Cocfficienten  X,  F,  Z erf&Ilt  werden 
muss,  damit  z eine  F-unctiou  von  x und 
y sei,  also  die  vorgclcgte  Gleicbnng  nur 
ein  Integral  habe.  Man  nennt  sic  „Be- 
dingung der  Integrabllität“,  obwohl  nicht 
ganz  passend,  da  eine  Ihtegration  der 
Gleichung  in  jedem  Falle  möglich  ist. 

Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so 
lässt  sich  die  Auffindung  des  Integrals 
leicht  ia  folgender  Weise  bewerkstelligen. 
Da  in  der  vorgelegten  Gleichung  t 
ils  Function  ron  x und  y zu  betrachten 
ist,  so  kann  man  zunächst  y constant 
denken.  Sie  nimmt  dann  die  Gectalt  an: 
X<fr-|-Z*i=0, 


eine  Gleichung,  welche  nur  die  Variablen 
X und  t enthält.  Man  integrirt  dieselbe. 
Die  willkürliche  Constante  des  Integrals 
kann  jedoch  eine  Fnnction  der  als  con- 
stant gedachten  Grösse  y sein. 

Dem  Integrale  gibt  man  am  passend- 
sten diejenige  Form,  welche  wir  in  Ab- 
schnitt 9)  als  Hanptintegrale  bezeichnet 
haben,  d.  h.  wir  gehen  x eine  beliebige 
Zahl,  etwa  Null  oder  allgemeiner  x,  als 
Anfangswerth,  nnd  bezeichnen  s,  als  zn- 
gehörigen  Werth  von  s. 

s,  = y (x,  y,  z) 

ist  dann  das  Hanptintegral.  — Wieder- 
holnngsweise  bemerken  wir,  dus  sich 
32 
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8D8  jedem  Integral  unserer  Gleichung 
/(x,  yy  = ^ Hanptintegral  finden 
Usst.  Beizt  man  n&mlicb  hierin  für  x 
Xq  nnd  £,  für  ty  so  hat  man: 

/■(*,  s,  z)=f{x„  y,  s,), 
eine  Gleichnng,  aus  der  sich  ergibt. 
Da  nun  die  Gleichung 

Xrfr-f- f dy -f*  Zrfs  = 0 

für  jeden  Werth  von  z , also  auch  für 
z,  gelten  muss,  wo  dann  dz  — 0,  z = z, 
wird,  so  erhalten  wir  : 

y.</y+z,*,=o, 

wo  f , , Z,  diejenigen  Werthe  von  Y 
nnd  Z sind,  welche  man  erhält,  wenn 
man  darin  z und  z bezüglich  mit  z, 
nnd  z,  vertauscht,  wahrend  y beliebig 
bleibt. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt 
nun  z,  als  Function  von  y allein  mit 
einer  willkürlichen  Constante  a.  Sei : 

*.=V'(y.  “). 

SO  Ut  also  das  Integral  der  anHlnglich 
vorgclegten  Gleichung: 

v-(y.  «)='/  (*.  j.  !)• 

Die  Integration  ist  also  zurttckgeführt 
auf  2 Gleichaagen  mit  2 Variablen: 
Xdz  + Zdi-0  nnd  F,rfy4  Z,rfz,  = 0, 
welche  inan  unabhängig  von  einander 
integriren  kann.  Von  der  ersten,  in  der 
man  y constant  denkt,  ist  jedoch  das 
Hanptintegral  z,  = y (z,  y,  z)  zu  bilden, 
und  schliesslich  ans  beiden  z,  zu  eli- 
roiniren. 

Beispiel.  Sei  gegeben  die  Glei- 
chung : 

(oy— 4z)<fx4-(cz— «z)(/y + (4z — cy)dz  = 0. 
Es  ist  also: 

A = «y  — 4z,  y = cz  — oz,  Z = 4z  — ey, 
Ausdrücke , die  offenbar  der  Bedingung 
der  Intcgrabilität  genügen. 

Man  hat  also  die  beiden  Gleichungen : 
(ay— 4z)  dz  + (4z  — cy)  dz  = 0, 
cz,  dg—cydt,  = Q, 
indem  man  z,  = 0 setat. 

Das  Integral  der  ersten  Gleichung  ist; 
lg(4z— ey)  = Ig(cy-4z)-|-Igj, 
wo  g die  wiilküriiehe  Constante  ist. 

Setzen  wir  hierin  z = ü,  z = z, , so 
kommt: 


oder : 

cy  (4t  -oy)  = (4t,  - oy)  (cy  - 4z). 

Die  zweite  Gleichnng  integrirt,  gibt 
aber: 

».  ="jr. 

abo  dnreh  Elimination  von  z, : 

(4n  — o)  (ry  — 4z)  = c (4z  — oy), 
wo  « die  willkürliche  Constante  ist. 

Setzt  man : 


so  ist  noch : 


cy  — 4z 
4z  — oy  ~ 

wo  y ebenfalls  willkürlich  ist. 

II)  Im  Falle,  dass  die  Bedingung  der 
Integrabiiität  nicht  erfüllt  ist,  gestaltet 
sich  die  Betrachtung  der  Gleichung 
Xdx+  y<fy+Zdz  = 0 
sehr  einfach. 

Dieselbe  kann  nur  eine  nnabhtngigo 
Variable,  nnd  muss  mithin  2 Integrale 
haben.  Nun  ist  es  klar,  dass  die  ror- 
gelcgte  Gleichung  immer  ein  Integral 
gibt,  wenn  man  zwischea  z,  y und  z 
eine  ganz  willkürliche  Beziehung  an- 
nimmt, die  wir  durch; 


1)  0 = y(z,  y,  z) 


bezeichnen  wollen.  Man  kann  mittels 
derselben  eine  Variable  z climiniren, 
und  es  verschwindet  dann  auch  <fz  dnreh 
die  Gleichung: 


2) 


dz 


wenn  man  den  daraus  gezogenen  Werth 
von  <fz  io  die  vorgeiegta  Gleichung  ein- 
setzt.  Letztere  verwandelt  sich  also  in 
eine  Gleichnng  mit  2 Variablen,  deren 
Integral  sein  soll : 


f(z,  gy=tt. 

Die  willkürliche  Gleichung; 


0 = f (z,  y,  z) 

kann  dann  als  ein  zweites  Integral  be- 
trachtet werden.  Also : 


„Wird  die  Integrabilititsbedingnng  nicht 
erfüllt,  so  bat  die  Gleichnng  immer  2 
Integrale,  von  denen  jedoch  eint  ganz 
willkürlioh  ist.“ 


lg(4z,-«y)  = lgcy+lg  y, 
also  durch  SubtractioD: 


cy  — bx 
cy 


Der  nöthigen  Rechnung  kann  man 
anch  folgende  Form  geben.  Man  mnl- 
tiplidre  Gleichung  2)  mit  der  unbekann- 
ten Grösse  I und  addire  sie  znr  vorge- 
legten  Gleichung,  so  ergibt  sich: 
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3)  (x+t^)di+(y+iJl)jy  = o,  Gleichung  «weiter  Ordnung  gibt, 

wenn  man  zur  Beetimmong  ron  jl  »etit;  dz'  + A dx  dt  + Bdj/di-=Cdx’  ^ 

4)  7a.i'11~o  +Edxdy+Fdg’ , 

dz  ^0  At  Bj  C,  E,  F Functionen  von  x, 


n-  n,  . . Injmer  kann  man  zetzen: 

DieQleichnngen  1)  und  4)  dienen  dann,  , 

um  ane  Gleichung  3)  z und  i.  zn  elimi- 

niren,  und  diese  Gleichung  3)  gibt  dann  beliebige  Function  iet,  Eli- 

da«  «vaiftA  Tn*Acr*«1  ^ a....  miflirt  man  mtfrAla  diasoAr  f'IlAla.kw.wa« 


usscif,  uuu  uicvc  wivicnung  o)  giDi  aann  f v«uv  uuii«ui|^t;  runcuoD  lai»  üaii- 
ÖM  sweile  Intagnü,  w&hrend  q ganz  man  mittels  dieser  Gleichong  and 

willkürlich  und  tf  ~0  das  erste  lote-  ihres  Differenzials  s und  dt  aus  der 
gral  isU  Gleichung  1),  so  hat  mah  eine  Differen- 

ni)  Das  in  II)  enthUtene  Resultat 
ist  als  das  allgemeine,  das  in  I)  enth.l-  ™“  't",9 

ten,  .1.  ein  Ausnahmcfall  zu  betrachten,  FraL  t JLI  ^ 

erfnllen  ist.  Indess  braucht  eine  Diffe-  j ' it  . , * rr 

.« s v.H.bi„  r,b'‘Ä“,7J 

gerade  die  hier  angenommene  Form  zu  wi, 
haben,  da  dz,  dy,  dz  in  jeder  Potenz, 

Homogenität  vorausgesetzt,  ^scheinen  dz=pdz+qdy, 

können.  Immer  aber  ist  das  in  II)  ge-  wo  x und  y unabhängige  Variable  sein 
gebene  Verfahren  anznwenden.  Sei  z.  B.  sollen.  Dieser  Werth  wird  in  1)  einge- 
die  allgemeinste  Relation  zwischen  dz,  setzt,  wo  dann  dz  eliminirt  ist.  Man 
dy,  dz  angenommen,  welche  eine  bomo-  hat: 

(p'  + Ap—C)dx'*+{y>  + Bq  — F)dy'+(_2pg  + Ay+Bp—E)dzdyz20. 

Da  nun  x und  y unabhängige  Variablen  sind,  so  ist  dieser  Gleichung  nur  zn  ge- 
nügen, wenn  man  setzt: 

®)  p^  + Ap—C=0,  q’-\-Bq—F=0,  2pqA-Aq+Bp—E=0. 

Es  sind  dies  3 Gleichungen,  aus  denen  man  p und  q eliroiniren  kann.  Die  re- 
luklrendc  Gleichung  zwischen  A,  B,  C,  E und  F muss  dann  identisch  erlttUt  wer- 
den. Betzen  wir  der  Kttrae  wegen: 

A'  B« 

C=-_-|-0*,  F=~+B^, 

so  ist: 

*)  P=-4±®>  9=-|±". 

und  also  die  Bedingungsgleichnng': 

(-A  ±2C)(-B  + 2ö)4-^(-H±2ff)  + B(-Ai2H)-aB=0, 

d.  h. : 

5)  . ' . ±(ßtf-CB)-l-2efl-B-:^r:0. 

Diew  Bedingungsgleichnng  ist  jedoch  nicht  die  einzige.  Wegen  der  Gleichung 
2)  muss  D&mlich  auch  sein : 

dp  dq 
dy  ” dx* 

Differenziiren  wir  also  bezQglich  die  Gleichungen  4)  nach  y und  x mit  Rücksicht 
darauf,  dass  z eine  Function  Ton  x ngd  y ist,  ao  erhalten  wir : 

dA  dG  ÖA  dG  dB.^dH  dB  dH 

-ä7±  V 

oder.'wenn  wir  lir  p nnd  q die  Werthe  cinsetzen ; 
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Die  Coefficienten  At  By  C,  £,  F miufen 
also  beide  Bedingungsglcichungen  5) 
und  6)  identisch  machen,  damit  ein  In- 
tegral  der  Gleichung  1)  genügen  könne. 
Debrigens  ist  es  nur  nOthig,  dass  eins 
der  beiden  Systeme  erfüllt  werde,  welche 
entstehen,  wenn  man  überall  in  5)  und 
6)  die  untern  oder  die  obern  Zeichen 
nimmt.  Jedoch  darf  man  nicht  etwa 
in  5)  die  untern  und  in  6)  die  obem 
Zeichen  nehmen. 

^nd  aber  dieac  Bedingungen  der  In- 
tegrabilitlt  erfüllt,  so  ist  die  LOsnngwie 
in  1)  zu  machen. 

Man  denkt  zneret  y constant , nnd 
erhült; 

dz^-\-Adxdi'=.Cdx*, 

Sei ; 

£.=/■(*.  J.  0 

das  Hauptintcgral  dieser  Gleichung,  wo 
der  Anfangswerth  von  x gleich  der  Zahl 
X,  angenommen  ist.  Man  hat  dann 
noch  za  integriren  die  Gleichnog: 

<b,^  + B,dydt,  = F,df*, 


32)  lieber  eine  Gleichung  mit 
fl  Variablen  von  der  Form: 
A^dx^-i-A.dXtd^  • • • ^ 

Die  Gleichnng,  wo  die  Differenziale 
dxy.  dx.  . . . dx  in  linearer  Form  vor- 

i»  » 

kommen  und  A..  A.  . » , A Willkür* 

• n 

liehe  Functionen  von  x,,  x,  , • , x^ 

sind,  bat  in  ihrer  Allgemeinheit  zuerst 
Pfaff  behandelt,  sie  wird  daher  auch  oft 
als  Pfafifsche  Gleichung  bezeichnet.  Einer 
weitem  Untersuchung  hat  sie  Jakobi 
(Crellc's  Journal,  Band  2 und  17)  un* 
terw’orfcn.  Die  hier  trotz  möglichster 
Kürze  mit  einiger  Vollständigkeit  zu 
gebende  Belvandluog  vnrd  sich  an  die- 
jenigen UntersuchungcD  anschlicssen, 
welche  der  Verfasser  dieses  Wörterbuchs 
darüber  augestellt  hat.  (Crelle's  Journal 
Baud  58.) 

Wir  setzen  zu  dem  Ende : 

1)  X^dx,+X,dx,+  . . . +X^dx^ 


wo  B„  #■',  «ich  aus  B,  F ergeben, 
wenn  man  darin  r,  s mit  x,,  »,  rer- 
tausebt;  Aus  dem  Integral  dieser  Glei- 
ebuDg,  welches  sein  soU: 

»(y.  *.)  = «. 

und  aus  dem  Uauptiotegral  der  ersten 
ist  daun  wieder  zu  elimiuiren. 

Man  sieht , wie  diese  Methode  An- 
wendung hndet,  wie  hoch  auch  die  Di- 
mension der  Differenziale  sei,  dass  sich 
aber  mit  derselben  auch  die  Anzahl 
der  Intcgrabilitätsbedingungcn  vermehren 
muss. 

Wären  in  Gleichung  l)c 
A = B = 0, 
so  dass  diese  also  lautet: 

dz*  = Cdx  * + Erfr  rfy  + F rfy  * , 
so  wären  die  Gleichungen  3)  von  der 
Gestalt; 

p*  — C,  9*  = F,  2p^='K. 

Die  erste  Bedingung  der  Integrabilitäi 
ist  dann: 

£*=4CF, 

eine  Bedingung,  welche  offenbar  bewirkt, 
dass 

dz^~iycdx±yFdyy 
wird.  In  diesem  Falle  ist  also: 
dz:zyCdx±yFdyy 

nnd  die  Gleichung  ganz  so  wie  in  1) 
zu  behandeln. 


s 3 n 

= £ X dx  =0, 

j=  l * • 

und  stellen  zunächst  die  Frage,  wie  viel 
Integrale  dieselbe  im  allgemeinen  Falle 
habe,  d.  h.  wenn  zwischen  den  Grössen 
X^t  Xj  . . . keinerlei  Bedingnngs- 

glcicboagen  staUffnden.  Wir  bemerken 
noch,  dass  eine  Auflösung  der  Gleichung 
desto  allgemeiner  ist , aus  je  weniger 
Integralen  sie  besteht,  da  je  mehr  Inte- 
grale gegeben  sind , desto  weniger  von 
den  Grossen  x willkürlich  bleiben. 

Wir  unterscheiden  jetzt,  wie  schon  frü- 
her, die  beiden  Diffcrenzialzeichen  d und 
d derart,  dass  wir  ^ dann  nehmen,  wenn 
wir  einen  Thcil  der  veränderlichen  x 
von  den  andern  als  derartig  abhängig 
betrachten , wie  es  durch  die  Integral- 
gleichungen angezeigt  wird. 

Betrachten  wir  aber  die  x als  völlig 
unabhängig  von  einander,  so  bedienen 
wir  nns  des  Zeichens  (f,  während  also 
XXgdx^  immer  gleich  0 ist,  ist  dies  mit 

XX^dx^  nicht  der  Fall.  Indessen  kann 

man,  während  die  x ganz  beliebig  sind, 
M neue  Variablen  cinführen,  w’elcbe  be- 
liebige Functionen  der  x sein  sollen. 
Wir  theilen  diese  neuen  Variablen  ab«r 
in  zwei  Gruppen,  die  eine  ans  p Glie- 
dern, l|,  f,  . . . die  andere  ans 

tf,,  II,  . . . bestehend,  p und  9 sind 
nicht  bestimmt , jedoch  natürlich  immer 
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?+»=»•  Vermag«  der  Bertimmnngsgleichnagen  kann  man  dann  seUen: 

Hx  dx 

=577  dT'' ‘'“‘+  • • • +dsr  <^v 

p 1 

und  auch  in  den  GrCisen  X,  x,  . . . durch  I,,  i,  . . . t , u,  . . , u 
trietien.  Ea  iat  dann  idontiach:  ^ ^ 

wo  Ti,  7*2  , . . r^,  leicht  zn  bestimmende  Faaction^n  von  Ij  . . , 

“i  • • * bat,  wenn  man  die  Differenziale  nach  nnd 

nimmt: 

dx  dx 

J’=xX,^,  u.  = zXjJL, 

T ^ dt  A a du. 


Yertanachen  wir  jetzt  daa  Zeichen  d mit 
d,  waa  immer  geacheheu  kann,  da  d 
daa  allgemeinate  Geaetz  dea  Difieren* 
lürena,  d einen  beatimmten  Fall  anzeigt, 
10  iat: 


SX^dx^zzO, 


alao  auch : 


XT^dt^  + XU^du^  = 0. 

Damit  dicao  letzte  Gleichung  erlSlIt 
werde,  mOasen  entweder  alle  Differen- 
tiale d(^,  verachwinden , d.  h.  alle 

I und  « conatant  aein , oder  die  Coeffi- 
denten  T and  U derjenigen,  wo  diea 
nicht  der  Fall  ist,  gleich  Null  sein.  Die 
beiden  his  jetzt  willkürlichen  Gruppen 
der  I und  u bestimmen  wir  jetzt  derart, 
dau  alle  T gleich  Null  sein  sollen,  und 
alle  K constant.  Sollte  alao  keins  der 
T Terschwinden,  so  wäre  />  — 0,  f = n zu 
letten  u.  s.  f.  Man  hat  also  im  allge- 
meinen Falle  p Gleichungen  ron  der 
Form: 


3)  = 

r 

wo  für  r nach  und  nach  1,  2 . . . p zn 
■etzen  ist.  — Das  System  der  Glei- 
chungen 3)  ist  als  vollständig  identiseh 
mit  der  gegebenen  Gleichung  1)  an  be- 
trachten. Denn  da  in  der  Gleichung  1) 
gewisse  unabhängige  Variable  vorhanden 
lein  müssen,  so  kann  man  sich  eben 
die  i als  solche  denken,  nnd  wenn  man 
nach  jedem  derselben  differenziirt , so 
verwandelt  sich  eben  die  Gleichung  1) 
iu  3).  Was  5ie  .QrOssen  u anbetrifft, 
10  müssen  dieselben  gleich  Constanten 
gesetzt  werden,  damit  Gleichung  1)  cr- 
fullt  sei. 


„Die  Grossen  u sind  mithin  die  Inte- 
grale der  Gleichung  1).“ 

Ea  ist  dies  eben  die  Definition,  welche 
wir  von  Integralen  gegeben  haben.  Um 
die  allgemeinste  AaflOaung  zn  haben, 
muss  die  Anzahl  der  Integrale , d.  h, 
der  Grossen  ti  möglichst  klein  sein.  Es 
fragt  sich  also,  welches  die  kleinste  An- 
zahl deraelben  bei  willkürlichen  Werthen 
der  X sein  kann.  Ana  Gleichung  2) 
ergibt  sich  jetzt : 

4)  JX^Jx^  = XU^du^, 


a 

nnd  da  die  Anzahl  der  X n iat,  so  hat 
man  h Gleichungen  von  der  Gestalt  4a), 
welche  man  erhält,  wenn  man  nach  nnd 
nach  1,  2,  3 ...  n für  i setzt.  Aus 
diesen  n Gleichungen  sind  die  Grossen 
V^,  f/,  . . .,  II, , II,  . . . derart  zn  be- 
stimmen, dass  die  Anzahl  der  U nnd 
die  der  ti  gleich  q ist,  nnd  es  kann  alao 

im  Allgemeinen  q nicht  kleiner  als 

sein.  Denn  sonst  würden  nach  Elimi- 
nation der  V und  « noch  Bedingungs- 
gleichnngen  zwischen  den  X sMttfinden. 
Es  sind  also  zwei  Fälle  zu  unterschei- 
den, je  nachdem  n grade  oder  ungrade 
ist.  — Im  erstcren  Falle  ist  die  Anzahl 

der  u wirklich  gleich  im  letztem  die- 
nen die  Gleichungen  4a)  zunächst,  um 

r-1)  der  Factoren  U zu  bestimmen, 
dann  die  Anzahl  der  Integrale  ü 
auch  gleich  j(n-|-l),  aber  nur  noch 
I (n  -t- 1)  — 1 oder  ^ (»  - 1)  Gleichungen 
übrig  sind,  so  ist  eins  der  Integrale  in 
diesem  Falle  ganz  willkürlich,  Wirwer- 
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den  dies  willkürliche  Integral  mit  beieichnen.  Man  hat  also  in  beiden  FiUen 
die  Identitäten: 

t-=in 


5)  S Xdr  =r.d».  + l/,<f«,+  . ..  +Uda. 

j=i  * ‘ " " 

s = '.'n+l 

6)  X X (Tx  ...  +1/  du  , 

j=l  * * " " 

und  es  sind  die  Integrale  der  Gleichung: 

j = *n 


S =0, 

s=  l 


wo  a,,  a. 


beliebige  Constanten  rorstellen.  Die  Integrale  der  Gleichnng: 


S=  2«+l 

jr 

1=  1 


X,dx,^0 


sind  dagegen: 


,f  = c,  u,=a„  u,  = o,  . . . w^  = o^, 
wo  tf  eine  willkürliche  Function  der  x ist. 

Die  Integration  einer  totalen  Differensialgleichnng  stellt  sich  also  wesentlich 
verschieden,  je  nachdem  die  Ansahl  der  Variablen  gerade  oder  ungerade  ist.  Für 
den  letatern  Fall  haben  wir  bereits  schon  das  einfachste  Beispiel  n = 3 betrachtet, 
und  gefunden,  dass  in  der  That  von  den  2 Integralen  eins  willkürlich  ist. 

Die  Grdssen  < haben  wir  oben  als  nnabhängige  Variable  betrachtet.  Es  lässt 
sich  nnn  zeigen,  dass  man  für  dieselben,  deren  Anzahl  in  beiden  Fällen  gleich 
n ist,  ganz  beliebige  Functionen  der  x nehmen  kann,  ohne  dass  sich  die  Integrale 
ändern. 

Nehmen  wir  nämlich  2n  bezüglich  2n-|-i  Gleichnngen  von  der  Gestalt: 
=V',('i.  t,  ■ ■ . «p,  M„  «,  ...  Uj), 

wo  die  < willkürlich  sind,  die  u ihre  ihnen  gegebene  Bedentung  behalten,  so  ist 
offenbar : 

X X,  «fx^  =XCif(  + X Bifu, 


eine  Gleichung,  die  ganz  wie  Gleichnng  2)  ist. 

Wegen  der  Gleichung  4)  mnss  aber  auch  sein: 

Xl/*<f«*  = XCrdtr+-fV“A- 

eine  Gleichnng,  die  sich  nur  erfüllen  lässt,  wenn: 

ilkr  jedes  r vnd  h ist.  Die  u sind  also  Integrale,  was  auch  die  t sein  mögen. 


83)  Integration  der  totalen  Differensialgleichnng  für  den 
Fall,  dass  die  Anzahl  der  Variablen  grade  ist. 

Wir  integriren  zunächst  die  Gleichung; 

f = 2n 

.2:  A rfx  =0, 

I 

d.  h.  wir  bestimmen  in  Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes  die  Integrale  «.  Der 
Kunstgriff,  dessen  man  sich  hierbei  bedient,  besteht  in  der  Auswahl  der  an  sich 
willkQrlichen  unabhängigen  Variablen  t.  Zu  dem  Ende  setzen  wir: 

r,  = r«„  r.  = ra,  . . . 
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wo  V aHein  die  erate  unabfakngige  Variable  (,  enthalten  soll,  die  Grössen  a aber 
onr  Fnnctionen  der  übrigen  t„  I,  ...  sind.  Es  ist  dies  s.  fi.  der  Fall,  wenn 

man  setzt: 


d.  b.; 


1.  1 1 1 1 
^=T<  "•=7'’  "«=7~r 


, -J_  , =Ei  , 

U,'  ' U,’  ‘-If, 


■ ^ “ — 77 ’ 


Gleichnngen,  durch  welche  die  nnabh&n- 
gigen  Variablen  ( vollständig  bestimmt 
werden. 

Setzt  man  noch 

irod  mnltipUdrt  die  Oleicbnng  5)  des 
Torigen  Abschnitte  mit  A , so  erh&lt 
mas : 

7)  S 

und : 


8) 


XAX^=0. 


Die  Gleichung  8)  findet  darum  statt, 
weil  die  Grössen  . 


von  f, 


unabhängig,  also  — 0 ist.  — Betrach- 
tet man  (,  jetzt  allein  als  unabhän- 
gige Variable,  so  sind  die  Grössen  r,. 


V *1.  “t 


, u von  I,  nn- 
n * 


abhängig,  also  bei  dieser  Betrachtungs- 
weise als  constant  zu  denken.  Diese 
Sa-1  Grössen  sind  mithin  Integrale  der 
Gleichung  8)  (wenn  närnheh,  wie  hier 
angenommen  wurde,  a,  = l ist.  Bei  an- 
dern Annahmen  wäre  nach  a,  ein  In- 
tegral, es  fände  aber  dann  zwischen  den 
« eine  Beziehung  statt,  vermöge  deren 

<f(JAXdx)  = Xf(.AX)»x  + £AXditat=AidXdx+<fAxXdz-i-SAXd(fx-, 


«,  als  eine  Function  der  übrigen  sich 
ergäbe). 

Wir  führen  jetzt  noch  das  DiCTcrenzial- 
zeiohen  d ein,  welches  immer  andeuten 
soll , dass  nach  der  ersten  der  unabhän- 
gigen Variablen,  also  hier  nach  (,  diffe- 
renziirt  worden  ist,  während,  wie  eben 
gezeigt,  d auf  ein  DifiTerenziiren  nach 
jedem  I,  i auf  ein  ganz  beliebiges  Diffe- 
renziiren  geht.  Der  Ausdruck  rechts  in 
Gleichung  7)  ist  nnn,  wie  wir  gesehen 
haben , von  t , ganz  unabhängig,  daher 
sein  Differenzial  d gleich  0,  d.  h : 
d{XAXdx)=0. 

Die  Gleichnngen  8)  können  wir  jetzt 
auch  schreiben: 

X (.-IX  dz)  eO, 

da  d so  gut  wie  der  Diffcrenzialqnotient 
nur  Differenziiren  nach  (,  andentet. 

Denkt  man  sich  nun  unter  den  x,  wie 
doch  hierbei  geschehen  muss,  die  bezüg- 
lichen Fnnctionen  von  I,  , so  ist  diese 
letztere  Glejchung  offenbar  identisch, 
und  daher  auch  ihr  Differenzial  nach 
einem  beliebigen  Gesetze  genommen. 
Man  hat  also: 

<f(fAXd»)=:0. 

Offenbar  aber  erhält  man  durch  theil- 
weises  Differenziiren: 


et  ist  aber: 
also: 

Ferner  hat  man ; 


iXd*  = 0, 

d(XAXdx)  = AXdXdx+XAXdifx  = 0. 
d(XAX>/x)  = XAXddx+Xd(AX)irx  = 0, 


und  durch  Snbtraction  der  beiden  letzten  Gleichnngen : 

9)  Xd(AX)dx  = ASdXdx. 

Da  die  Differenziale  <fx, , dx,  , . . ganz  willkürlich  sind,  so  müssen  die 

mit  einem  joden  derselben  mnltiplicirten  Glieder  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
9)  einzeln  gleich  sein.  Dieselbe  zerfällt  sonach  in  2n  andere  Gleichungen: 
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0=2»  d X 

10)  a(^x,)=^  i 

p-l  ^x^  P 

p=2n  dX 

d(AX,)  = A S Edz 

, p = i P 


p = 2n  d X 

d(AX^J  = A V 


oder  da  man  hat: 


,dx 


dX 


P=^  'S»  ^ 


dX 


d(AX^.A 

80  Terwandeln  sich  die  Qieichungen  10)  in: 


11) 


p=2»,dX  dX, 


dz  . 

r 


P— * ' 2»  p 

. ®*  •*'*>  nach  Elimination  von  welche  alao  nach  den  uns  bekannten  Re- 

wolcheii  dni-xk  VI«  AV  I Rein  geschehen  muss,  erhalt  man  natiir- 

^ , weiche,  durch  blosse.  Abmehn  euer  im  Allgemeinen  Integrale  von  die- 

Oleichnng  von  den  übrigen  geschehen  lel.tcrn  Form.  Da  wir  aher  die  » 
kann,  2»— 1 Gleichungen  mit  2n  Varia-  suchen,  so  müssen  die  n aus  den  Inte- 
blen.  P'e  2»--I  Integrale  dieses  System,  gralen  climinirt  worden. 

die  fl*'*  *'*  ^'•'*'•8  gesehen  ha-  Die.  erfordert  aber  .die  Auflösung 
t>en,  uie  urossen  ...  „ _ Diffcrenaialgleiehungen. 

“*  ‘ ■ ' **«’  ®^®r  vielmehr  im  Allgcmei-  Bezeichnen  wir  mit  /?,,  ßt-''ß-2n—i 
nen  von  2n— 1 von  einan-  irgend  ein  System  von  Integralen  der 

Q ö.sen  * ““S’S®«  Functionen  dieser  Gleichungen  11),  wie  es  durch  die  Anf- 
"Roi  dör  T . lösung  derselben  gegeben  ist,  so  hat 

ntegration  dieses  Systems  11),  man  identisch : 

^AXdz  = B,iß,+  B,Jß,+  . . . 

^ Functionen  der  « oder  » sind,  so  sind  mithin  auch  die  a oder  » 
xnnctionen  der  also: 


j>  du  du 


• . + 


du 


dß 

'^n— 1 


<'/'»- 1- 


nnd  die  Gleichung: 

S AXdz  = Xa  Ju 

l^nctione^de  Form  annchmen.  Die  Grössen  B sind  dabei  nur 

Gleichung  1\  j 'i'  °*^®®  *’’®®  ^“»®1*>®  ’*1>  A ganz  frei.  Die 

) es  Vorigen  Abschnittes  geht  also  über  in: 
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12) 


f = 1 


Die  ß sind  hier  gegebene  Fonetionen  der  x,  die  B werden  bestimmt  dnreh  die 
2*  Gleichungen : 

» dx  ' dz  ^ '.’n— I 


311—1 

~di 


wo  fltr  s zn  setzen  ist:  1,  2 . . . 2n. 
Eine  dieser  Gleichungen  muss  eine  Folge 
der  fibrigen  sein,  die  andern  dici)en  zur 
Bestimmung  der  ß als  Functioneu  von 
X.  Diese  Variablen  x,,  x,  . . . x 

werden  aber  mit  Hälfe  der  2»— 1 Inte- 
gnigleicbungen  bis  auf  eine  als  Fnnotio- 
oen  der  ß ausgedrQckt,  nnd  in  den 
Grdssen  B kann  nach  der  Substitution 
derselben  x,  nicht  mehr  Vorkommen,  da, 
wie  wir  eben  gezeigt  haben,  dieselben 
sar  von  den  ß abhängig  sind.  Es  bleibt 
tiso  noch  übrig,  die  Oleichnng  12)  zu 
integriren.  Da  die  Anzahl  der  Variablen 
ß nngcrade  ist , so  erfordert  sie  nach 
dem  vorigen  Abschnitte  ein  willkürliches 
Integral.  Dazu  wähle  man  eins  der  ß, 
I.  B.  ß,.  Dies  kann  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  geschehn,  da  ja  jedes  In- 
tegral als  eine  vrillkürliche  Function  eines 
beliebigen  Systeme  anderer  Integrale 
betrachtet  werden  darf.  Wir  detzen  da- 
her ß^^  einer  Constamen  gleich.  Nun 
hat  die  Gleichung  12)  noch  2n— 2,  also 
eine  grade  Anzahl  von  Variablen.  Ihre 
Ldsnng  kann  also  durch  ein  System  von 
der  Form  11)  bewirkt  werden,  in  wcl- 
rbem  man  die  X,x  durch  die  F,  jdnnddie 
Zahl  n durch  n — 1 ersetzt.  Sind  y,, 
y,  . . . d'®  Integrale  dieses  8y- 

items,  so  kann  man  wiedei;  y,  gleich 
einer  Constante  setzen,  und  erhält  ganz 
wie  oben  eine  der  Gleichung  12)  ana- 
loge 

mit  2a— 4 Variablen.  Fährt  man  so 
fort,  BO  hat  man  nach  und  nach  ein 
Syitem  von  2a- 5 Gleichungen  mit 
2a— 4,  2a  — 7 Gleichungen  mit  2a— 6, 
n.  s.  w.,  endlich  1 Gleicbnug  mit  2 Va- 
riablen. Indem  man  das  erste  Integral 
jedes  Systems  einer  Constanten  gleich 
letzt,  erhält  man  so  die  Integrale: 
ß„  yi,  (f,  . . . 

im  Ganzen  n Integrale,  und  diese  sind 
offenbar  die  Integrale  der  vorgelegten 
Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes,  d. 
b.  diejenigen  Grössen,  die  wir  mit  u„ 
s,  . . . bezeichnet  haben. 

Bit  zu  diesem  Punkte  bat  PfaCT  das 


Problem  behandelt.  Die  Ansfuhmng 
wird  aber  bei  weitem  einfacher  nnd  ele- 
ganter, wenn  man  sich  mit  Jakobi  der- 
jenigen Integrale  bedient,  welche  wir 
oben  als  Ilanptintcgralo  bezeichnet  haben. 

34)  Einführung  der  Hauptinte- 
grale  in  Bezug  anf  die  hier  be- 
handelte Aufgabe. 

Nachdem  das  System  11)  integrirt  ist, 
kann  man  die  Integrale  ß nnter  unend- 
endlich  vielen  Formen  schreiben.  Wir 
fttbrea  jetzt  die  Form  der  Hauptinte- 
grale  ein,  d.  h.  wir  setzen  x^  = Ö oder 
gleich  einer  andern  beliebigen  Zahl.  Es 
mögen  dann  sich  verwandeln  x,  in  x,', 
X,  in  X,'  u.  s.  w.  Wir  ersetzen  dann 
das  System  der  ß durch  das  System 
x/,  X,',  X,'  . . .,  und  die  Gleichung  12) 
des  vorigen  Abschnitts  wird  dann : 
2AXJx  = sKJx', 

wo  die  if,nar  Funktionen  der  Grössen 
X,',  X,'  . . . sind.  Das  Wichtige  die- 
ser Form  ist  nun,  dass  man  diese 
Grössen  K augenblicklich  bestimmen 
kann.  — Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir 
mit  A’,  X/,  X,'  ...  die  Werthe, 
welche  bezüglich  A,  X,,  X^  annebmen, 
wenn  man  darin  x,,  x,  ...  x,,^  mit 

j 

in 

Gleichung : 

SAXdx  = SK/x' 

für  beliebige  Werthe  der  x gilt,  so  ist 
auch: 

£A’X'ßx>  = SKdx', 
also  identisch : 

K=A>X^, 

nnd : 

12  a)  XAX<fx  = XX'X'<fx'. 

Da  X,'  an  die  Stelle  von  ßi  getreten 
ist,  so  ist  u^  = x,',  einer  Constante  gleich 
gesetzt,  das  erste  Integral  der  Gleichung 
5).  Man  hat  nun  zu  integriren  die 
Gleichung: 

XX'<fx'  = 0, 

welche  12)  entspricht,  nnd  deren  Varia- 
blen X,',  X,'  . . . x',,^  sind.  Die  lute- 
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gration  führt  anf  ein  System  Ton  2n  — 2 
Differenzialgleichongen,  welches  wir  mit 
11a)  bezeichnen.  Es  geht  aus  11)  da- 
durch hervor,  dass  man  darin  die  beiden 
ersten  Gleichangen  ganz  fortlässt,  und 
in  den  übrigen  x,, 

A vertaoscht  mit  x,',  x/ 

• • • *'2»- 

System  11  b)  habe  nnn  die  Hauptinte- 
grale  ..  • und  der  Werth 

Ton  für  = 0 sei  A,',  so  hat  man 
gans  wie  oben : 

SA,  X’<fx'  = SA,'  X"Jx". 

Han  setit  u,=x,"  einer  Constanten 
gleich,  so  ist  SU  integriren die  Gleichung: 
SX"dx'’  = 0. 

Diese  serfUlt  wieder  in  ein  System  von 
2a  — 4 Gleichungen,  welches  der  Glei- 
chung 11}  analog  ist  und  das  wir  mit  11b) 
bexeiebnen.  Es  entsteht  aus  11),  indem 
man  die  ersten  4 Gleichungen  wcgl&sst, 
ftlr  X,  . . . »her 

schreibt;  x,",  x,"  . . . XJ'  . . , 

X",^,  A,.  Dieses  System  11b)  möge 

nnn  xn  Hanptintcgralen  haben;  x,'"... 

X.  u,  s.  w.  Man  hat  also  nach  und 

in 

nach  xn  integriren  die  Systeme  11),  11a), 
11  b),  11c)  n.  B.  w.,  im  Ganxen  n Systeme 
mit  bex&glich  2n,  2a— 2,  2n— 4 . . . 2 
Variablen  (mit  Ansschlnss  der  Grössen 
A,  A,,  A,  . . die  sich  immer  nach 
Auflösung  der  flbrigen  Gieicbnngen  durch 
blosse  Quadratur  ergeben).  Die  Haupt- 


integrale der  verschiedenen  Systeme  wer- 
den gebildet,  indem  man  nach  und  naefa: 


(a-i) 


der  Noll  oder  einer  andern  Zahl  gleich 
setzt,  und  Jedes  System  gibt  ein  Integral 
der  Gleichung  5),  nämlich; 


Wir  wollen  noch  die  Grösse  A der 
Debereinstimmnng  wegen  mit  A,  be- 
zeichnen. 

Schon  im  Abschnitt  9)  haben  wir  eine 
Variabie,  die  nicht  selbst,  sondern  deren 
Differenzial  allein  in  dem  gegebenen 
System  vorkommt,  als  Index  des  Systems 
beieichnet.  Wir  wollen  diesen  Aasdmek 
hier  so  erweitern,  dass  wir  eine  Variable 
noch  dann  Index  nennen,  wenn  nur  das 
Differensial  einer  Function  von  ihr  in 
den  Gleichungen  vorkommt.  In  den 
Gleichungen  11)  kommt  nnn  nur: 


vor,  und  somit  ist  A und  in  den  Syste- 
men 11a),  11b)  . . . also  auch  A,, 
A,  . . . ein  Index.  Jeder  Index  hat, 
wie  wir  noch  erinnern  wollen,  die  Eigen- 
schaft , dass  er  ohne  Erhöhung  des  Sy- 
stems eliminirt  werden  kann.  Zieht  man 
nämlich  in  11),  nachdem  durch  A divl- 
dirt  ist,  eine  Gleichung  von  allen  übri- 
gen ab , so  ist  d lg  Ä verschwunden. 
Noch  der  Integration  der  so  gebildeten 
Gleichungen  gibt  eine  beliebige  der  Glei- 
chung 11),  X.  B.  die  erste: 


/dX 

1 P 

und  da  mittels  der  Integrale  alle  x als  Functionen  einer  dieser  Grössen  bestimmt 
werden  können,  hat  man; 

/dX 


j x,^\dx,  dx„;  p 


A=e 

Es  ergibt  sich  also  der  Index  eines  Systems  immer  durch  blosse  Quadratur. 
Die  Gleichung  11a)  lautet  nnn: 


SXJx=^(X,'Jx,  + X,’dx,'+  . ..). 
*^1 


Maq  bat  feraer,  wenn  man  das  eingcscblagene  Verfahren  wiederholt: 


^x’"x  Vx  '=^(.Y/Vx/'-l-X.'Vx."+  . . ) 
p=3  r t 

n.  s.  w.,  also  schliesslich : 
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13)  X."  dx."  a'  X."'Jx."'+  . . . 

A ^ A f A * A f 

, ‘ • • • " X Wdx  W 

* A^A^A,  . . . ■*»«  *»  ■ 

iUii  kann  hierbei  als  unabhängige  Variable  betrachten  die  Indicee  A„  A,.,.A^ 
A f j4  * A * 

odtr  anch  die  Factoren  * . . . — ^ — — . 

A A^  . . a A^ 

Die  lehr  wichtige  Gleichung  13)  gibt  die  Form  an,  auf  welche  eich  der  Ans- 
dnck  ZXJz,  wo  d eine  beliebige  Veränderung  anzeigt,  bringen  läzet,  wenn  die 
Gleichung  SXdxzzO  intcgrirt  ist. 

Um  die  Wichtigkeit  diceer  Gleichung  zn  zeigen,  bemerken  wir,  dazt  ee  oft 
Torkommt,  dazs  einige  der  Functionen  X,  also  etwa  X , , , X , , . ■ • • 

® «+;>+i’  «+i>+> 

gleich  Null  lind,  während  die  Torhundenen  X Functionen  der  2a  Variablen 

z und.  Man  hat  dann  nnr  nOthig,  p Systeme  von  der  Form  II),  11a)  ...  zn 
inlegriren,  nm  eine  Gleichung  von  der  Form  zu  haben : 

») 

Die  eriten  Hanptintegrale  der  p — 1 vorher  gebildeten  Systeme  sind  an- 
gleich  Integrale  der  Gleichung  XXdx  — Q-,  es  fehlen  also  noch  a — p-|-l 
lolegrale,  da  ihre  Anzahl  a ist,  und  diese  werden  erhalten,  wenn  man 


w 


w 


0>) 


gleich  Constanten  setzt.  Et  sind 


-p  + 1 Grösaen  

tlio  in  diesem  Falle  statt  a nnr  p Systeme  zn  integriren.  Ausserdem  hat  man; 

15)  XX  <f*  = ^X,(fx.'  + ^‘'-^''x.'Vx/'+  . . . 

Al  A,A, 

A.’A’  . . . A , 

+ Ez2x  <^-‘Vx 

^ A,A,  ...  A *p-* 


A/A,'  . ..  A ' , ^ , , , 

+-i~. X_  , 


A.A, ...  A^ 


»P 


*P- 


t;i+l 


(P) 


+ . 


+ ^ X 

^ n+p  n+p  ' 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  wp  |?  = 1 ist.  Man  hat  dann  nach  einer  Integra- 
tion bereits  die  Gleichung  14).  Es  ist  lediglich  das  System  11)  zn  integriren, 
ond  die  Hanptintegrale  destelhen  sind  anch  die  Integrale  der  vorgelegten  Glei- 
chung 6).  Die  Oleichnng  15)  aber  nimmt  in  diesem  Falle  die  Gestalt  an: 


15  a) 


XXJx=^(X,'.fx.'-)-X/<fx,'.f  . . .-HX'^^^tfx'^^,  ). 


Dieter  Fall  ist  darum  so  wichtig,  weil  auf  ihn,  wie  zu  seiner  Zeit  gezeigt  werden 
•oll,  die  partiellen  Differenzialgleichnngen  erster  Ordnung  sich  immer  znrückffihren 
Uiien. 

36)  Integration  einer  totalen  D iff  er  ensialgl  ei  chnng  mit  einer 
sngraden  Anzahl  von  Variablen. 

Wir  haben  nns  jetzt  mit  der  Integration  der  Gleichung  6)  zn  beschäftigen, 
«eiche  wir  schreiben  wollen: 

i = »«-|-l  * = » 

16)  X X cfx  X 

$ = l * * *=i  • * 

Setzt  man  die  willkflrliche  Function  f-  gleich  einer  Constante  <i,  so  kann  man 
mittels  der  Gleichnngen : 
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s = m+i  äif' 

7 =0,  dif=s  «fr  =0 

»=1  ‘ * 

eina  der  z und  daa  entaprechendc  ifx  auf  der  linken  Seite  von  16)  eliminiren, 
während  rechts  das  erste  Glied  fortfkllt.  Man  hat  dann  eine  Gleichung  mit  In 
Variablen,  die  auf  n Integrale  zurfickgeführt  werden  soll. 

Somit  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelost.  Wir  wollen  jedoch  durch  EiofOb- 
rung  der  Hanptintegralc  der  Gleichung  16)  eine  einfachere  Gestalt  geben. 

Zu  dem  Ende  fahren  wir  statt  Grö**eu  %■  und  cfy 

ein,  mittels  der  Gleicbnngen; 

*r»4-l>  = ^' 

Es  wird  dann: 


wo  gesetzt  wurde: 


i = »n+i  i=s» 

2 X <S*  ■=  2 V Jx  +ld(/, 
1=1  s= I 


V =X  -X 


dx 


» »"+'  ^ ’ 


^ '^S»+  I dy 

^*»11+1 

Dem  Ausdrucke  2Vdx  aber  kann  dieselbe  Form  wie  dem  Ansdmeke  2X(f^ 
in  Gleichung  13)  gegeben  werden,  da  derselbe  nur  2n  der  Grösse  z enthält,  wenn 
man  das  darin  vorkommende  >/  als  constant  betrachtet.  Sind  wieder  z,',  z,"  . . . 
die  ersten  Hauptintcgrale  der  sich  hieraus  ergebenden  n Systeme,  welche  durch 
Integration  der  Gleichung  2Vdx  — 0 entstehen,  wenn  man  darin  7 als  constant 
betrachtet.  Seien  V,  V”  ...  die  entsprechenden  Werthe  von  V,  welche  entste- 
hen , wenn  man  z,,  z,  . . . bezOglich  durch  z,',  z,'  . . . • • • 

ersetzt;  haben  A,,  A^’,  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  so  ist  also: 

17)  -^2^  X,dz,=l<f7-J-^r.Vz/+±^  <fz."-t-  . . . 


...A^ 
A,  A,  . . . A 


Y (») 


<fz. 


(") 


Die  den  Systemen  11),  11a)  ..  . analog  gebildeten  Gleichungen  nehmen  aber  in 
diesem  Falle  eine  symmetrische  Form  an,  welche  für  die  Folge  von  Wichtigkeit 
sein  wird.  Es  ist  nämlich  wegen  Gleiohnng  16): 

.rx  <fx-lA(f  = 2Udu. 

Han  kann  nun  aus  denselben  Gründen  wie  in  Abschnitt  32)  annehmen,  dass  alle 
Grössen  V die  erste  unabhängige  Variable  »,  nur  in  einem  gemeinschaftlichen 

Factqr  -j-  oder  -j-  enthalten,  wie  dies  auch  unmittelbar  Gleichung  17)  zeigt, 

und  setzt  man: 

Ai.  = ft, 

so  hat  man: 

s = !a  hzzn 

2 AX  itx  — Icfu  = 2 ir.tfvit 
. A * 
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wo  die  Factoren  n von  A nnabhtngiK  eind.  Man  erhält  nnn  ebenso,  wie  im  be- 
seidueien  Abschnitte  : 

it  (S  AX  d*— judy ) =0, 

lod; 


d(2AX<fx — — 

Da  aber  die  LOsnng  nnserer  Olcichnng  erfordert,  dass  <f  einer  Constante  gleich 
lei,  so  ist : 

nnd  folglich  auch  ifdy=0. 

Mao  erhält  dann  dnrch  Transformation  der  letzten  beiden  Gldichi)Dgen : 

AS  X dJx+Sä(AX)  (Jx—du  cT</  — 0, 
A2’Xdif*4-itf(AX)dx  = 0,  , 


also  dnrch  Snbtraction: 

18)  Sä{AX)Jx-duit<f=^AS<rXdx, 

wenn  maa  die  Gleichung  SX3x-0  berücksichtigt.  Hieraus  bildet  man  ganz  wie 
in  Abschnitt  32)  das  System: 


19) 


• p=l  V^'T.  <’*„  / f 


% p = iH+l  / dx  dX„  , ,v 

X , dA  = d^v  +A  2 ( E_+  *ü±l\dx 

*“+■  P=‘  'S«+t  S ' 


Mit  diesen  än+ l Gleichungen  verbindet  man: 

' 2^dx  = 0. 

d»  . 


Offenbar  kann  man  durch  blosses  Absishen  zunächst  du,  dann  aber,  hach  Division 

* 

durch  A,  auch  -^=:dlgA  eliminiren.  lg  A und  fi  ergeben  sich  dann  nach  Inte- 
gration des  so  redneirten  Systems  dnrch  blosse  Quadraturen.  . Es  sind  also  /u  und 
A Indices  des  Systems  19).  Nach  Elimination  derselben  hat  das  System  also 
noch  2n  Gleichungen  mit  2n-|-l  Variablen.  Ein  Integral  desselben,  y = a,  ist 
•ber  bereits  bekannt.  Setzt  man  x,  =0,  so  erhält  man  in  Verbindung  mit  ys# 
die  Hanptintegrale  x,',  x,'  . . . x’^^,  und  es  wird: 


XAX«Tx=  A(i(fy-1-X  V<tx)  = ftdif  + A'  S V dx’. 


Oer  Ausdruck  S y'dx'  enthält  nur  2n—l 
Variable.  Man  setzt  wieder  x,!  gleich 
einer  Constanten,  nnd  zur  Bcstimmnng 
der  übrigen  Integrale  der  Gleichung  16) 
ist  dann  wieder  von  einem  Systeme  wie 
11s)  anszugehen,  oder  was  dasselbe  ist, 
ron  dem  System  19),  wenn  man  darin 
*X  mit  x'  V'  vertauscht,  nnd  = 0 
MtSt 

36)  Bedin  gangen,  unter  wel- 
chen weniger  Integrale  als  im 
sIlgemeinenFall  e derQleichnng 
geafigsn. 

Die  vorigen  Abadinitte  erschöpfen  den 


allgemeinen  Fall  unseres  Problems.  — 
Wie  aber  bei  einer  Gleichnng  mit  3 Va- 
riablen der  Fall  eintreten  konnte,  dass 
sie  nur  ein  Integral  hatte,  so  ist  es  bei 
2n  nnd  2n+l  Variablen  ebenfalls  mög- 
lich, dass  sie  auch  weniger  als  n,  bezüg- 
n + 1 Integrale  habe,  nnd  haben  wir  für 
alle  diese  Tülle  die  entsprechenden  Be- 
dingnngsgleichnngen  zwischen  den  GrOsaen 
X anfznstellen. 

Wir  nnterscheideu  wieder  die  beiden 
Hanptfälle,  wo  die  Anzahl  der  Variablen 
grade.  Und  wo  sie  ungrade  ist. 

I.  Fall  einer  graden  Anzahl  von  Va- 
riablen. 
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In  der  Oleicbnng; 

t = In 

X X^Jx^  = X UJu 
1=  I 

kommt  die  ente  rerftnderliche  (,  nnr 
eil  gemeinBcbaftlicher  Factor  der  Grössen 
U vor,  nnd  dies  wer  der  Grund,  dass 
die  2 n — 1 Integrale  der  Systems  11) 
ansser  den  n noch  aus  den  V erhaltnissen 

_ . . . _ bestanden. 


gross  selbstrerstandlich  ancb  die  der  U, 
so  hat  man  nnr  2it— 2f  — 1 Integrale 
des  Systems  11). 

Es  kann  also  dies  System  II)  in  die- 
sem Falle  ancb  nur  aas  2n— 2f  — 1 Glei- 
chnngen  besteben,  da  sich  nnr  soviel 
von  einander  nnabfaingige  Gleichungen 
durch  Differeniiiren  der  Integralgleichun- 
gen ergeben,  nnd  es  folgt  hieraus , dass 
2q  von  den  2n— 1 Gleichungen  des  Sy- 
stems 11)  Folgen  der  übrigen  sein  müssen. 


Dieser  Bedingung  wellen  wir  zun&chst 
Ist  nun  die  Anzahl  der  Grössen  w,  einen  analytischen  Ausdruck  geben 
also  der  Integrale  der  Gleichung  2'X  (fr  = 0 Zu  dem  Ende  schreiben  wir  mit  Ja- 

kleiner  als  II,  etwa  n — q,  und  eben  so  kobi : 


dX  dX. 

^ - — ^ = (/».  »). 

* p 

nnd  die  Gleichungen  11)  haben  dann  die  Gestalt: 

20)  X^^A■=AX  0>,  i)i>x^, 

X^dA=AX{p,  2)«*^, 


X^^dA  = AX(p,  2a)  d*^, 

wo  die  Summen  auf  alle  Wertbe  von  p,  von  /'  = 1 bis  p = 2a  gehen.  Ausserdem 
ist  offenbar: 

0».  »)=-(».  p).  (p.  f)=o. 

Damit  die  2;  letzten  dieser  Gleichungen  Folgen  der  übrigen  sind,  muss  man  die 
Coefficienten  von  dr,  . . . dr^^  und  dA  in  diesen  letzten  Gleichnngen,  der  Summe 

der  entsprechenden  Coefficienten  der  2a— 2f  ersten  Gleichungen,  wenn  man  die- 
selben mit  zu  bestimmenden  Grossen  mnltiplicirt,  gleichsetzen  können. 

Es  ist  also  für  jede  Zahl  r,  die  der  Beihe  2a— 2f-|-l,  2a— 2f+2  ...  2a 
entnommen  ist : 


p = 2a-2j  ( . Q = ^n-2q  , 

21)  x=x  a^x,(p,r)=x  e). 

Q=t  V » P=l 

WO  p jade  Zahl  von  1 bis  2a  vorstellt. 

Die  Grössen: 


(la-Ij+l)  (la-ff+t) 

t ü 


»n—iq 


(IB— IJ-f  I) 


(la) 


(la) 


sind  als  unbekannte  Grossen  zu  be- 
trachten. 

Für  jeden  Werth  von  r hat  man  hier- 
nach also  2a +1  Gleichungen,  und  wenn 
mau  ans  diesen  die  entsprechenden  w, 
an  Anzahl  2a— 2y,  eliminirt,  so  bleiben 
noch  29-Hl  übrig,  nnd  da  r 2y  ver- 
schiedene Werthe  annimmt,  so  würde 


. . . ; 

ta- !} 

man  im  Ganzen  2f  (2f-l-l)  Bedingnngs- 
gleichungen  zwischen  den  Grössen  X 
haben,  welche  anzeigen,  dass  die  Glei- 
chung xXdxzzO  nnr  n—q  Integrale 
habe. 

Stellten  wir  uns  die  allgemeine  Auf- 
gabe, a Gleichnngen  mit  tt+p  Varia- 
blen zu  integriren,  und  nähmen  wir  an. 
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d«i8  eiD  flolcbes  Sytt£m  imr  ii  Integrale  habe  (die  Aniahl  der  Integrale  der  der 
Gleieboogen  gleich  lei),  so  sind  hierbei  ebenfalls  gewisse  Bedingungsgleichangen 
itt  erfüllen. 

Sind  n&mHch  x,  . . . Vr  Va  • > * Variablen  des  Systems, 

10  geben  die  n Integrale  alle  n Qrössen  x als  Function  der Grössen  die  leU- 
tern  sind  also  nnabbängige  Variable.  Ist  somit; 

£ I + * > + • • • 

r=  I r f 


eise  Gleichang  des  Systems,  so  ist: 
r = « d* 

1 \^=Y. 

r=l  * 

Die  Gleichung  serfhllt  siso  in  p andere, 
ssd  da  das  System  ans  n Qleirhnngen 
besteht,  so  bat  man  deren  np,  welche 

dx^ 

hisrcicheD,  die  np  Grossen  t — an  bc- 

ihmnien.  Nimmt  man  die  Ansdrücke 
dx^  dx 

für  iwei  derselben  t — und  ^ diffe- 
dy,  dy^' 

rcniiirt  den  ersten  nach  dan  zwei- 
ten nach  y^,  ao  erbtU  man  zwei  Ans- 

drücke,  die  einander  gleich  sind.  Jede 
dieser  Gleichungen  ist  eine  Bedingung 
für  das  Vorhandensein  von  fi  Integra- 
IcD,  und  wenn  man  r alle  Werthe  von 
1 bis  a,  s ^ alle  von  1 bis  p annehmen 

(1,  1)  (I,  2)  (1,  3)  . 
(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  . 


22) 


lisst,  so  ist  die  Anxtthl  dieser  Bedin- 
gungen offenbar  {np  (p—i). 

Setzt  man  i.  B.  n = l,  p=2n  — l,  so 
wird  diese  Ansahl:  (2a  — l)(n— I). 

Dieser  Fall  stimmt  mit  dem  nnserigen 
Sberoin,  wenn  man  ein  Integral  vorans- 
sciit,  also  n— 9 = 1,  9 = a— 1 setzt. 

Die  Formel  29(29+!),  die  wir  filr 
die  Anzahl  der  Bedingnngsgleichnngeii 
fanden,  gibt  dann:  2(2n  — l)(a— 1),  also 
die  doppelte  Anzahl  der  anf  anderem 
Wege  gefundenen  Bedingnngsgleichnn- 
gen,  — Es  löst  sieb  dieser  Widersprach 
dadurch,  dass  von  den  ans  21)  folgen- 
den Bedingungsgleichnngcn  immer  die 
Hllite  wegfillt,  mithin  deren  Zahl  nur 
9(29+1)  iat. 

Um  dies  zn  zeigen , wollen  wir  den 
entwickelten  Ausdruck  fftr  die  Bedin- 
giingsgleichnngen  bilden,  d.  h.  ans  den 
Gleichungen  21)  die  n eliminiren.  Die 
Besnltatc  in  Detenninantenform  sind: 

. . (1,  »)  (1,  r). 


22.) 


(«,  1)  (w,  2)  («,  3)  . 
(c,  1)  2)  (e,  3)  . 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  3) 
(2,  1)  (2,  2)  (2,  3) 


(»,  1)  (w,  2)  (»,  3) 


(2,  »)  (2,  r) 


(w,  w)  (w,  r), 
(»,  sc)  (»,  r) 

. (1,  le)  (1,  r), 

. (2.  «■)  (2,  r) 


(n>,  w)  (w,  r). 


= 0. 


= 0. 


itdc  der  Zahlen  r nnd  r kann  die 
Werthe  Ton  2a— 29  + I bis  2a  anneh- 
Ben.  w ist  immer  gleich  2a  — 29. 

Die  Anzahl  der  Gleichungen  22)  ist 
slso  49*,  die  der  Gleichungen  22a)  29, 
»SS  znsammen  29(29  + !)  Oleichnngen 
pbt.  Jedoch  lallen  von  dem  Syatem  22) 
BM  Ansahl  Oleichnngen  weg. 

Zonächft  ist  (p,  s)  = — (s,  p)  und  die 


Anzahl  der  Colnmnen  nngrade.  In  29 
Ton  den  Oleichnngen  22)  itt  nnn  r = e. 
Vertauscht  man  also  die  vertikalen  Co- 
Inmncn  mit  den  Horisontalreihen , so 
wird  dadurch  das  Vorzeichen  der  De- 
terminante geändert.  Bei  jeder  solchen 
V ertanscbnng  aber  bleibt  nach  einem  be- 
kannten Satze  die  Determinante  nnver- 
ändert,  und  folglich  mnts  dieselbe  iden- 
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tiich  gleich  Null  «ein.  Es  fallen  also  Anzahl  der  Gleichungen  22)  bleibt  uur 
Too  den  4?’  Gleichungen  22)  schon  2y  noch  29’— y.  was  mit  den  2y  Gleichun- 
als  identisch  weg.  In  den  4y*  — 2y  gen  22a)  verbunden,  in  der  Thaf! 
übrigen  ist  r von  » verschieden  , und  in  g (2y  [1)  Bedingungsgleichungen  gibt.  — 
je  zweien  davon,  die  man.  sich  durch  Soll  die  Gleichung  A'.Vdx  nur  ein  le- 
Vertauschnng  von  r und  r entstanden  tegral  haben , so  War  die  Anzahl  ilsr 
denken  kann,  unterscheiden  «ich  die  Bedingungsgleichungen,  die  man  hier 
Ausdrucke  link«  vom  Gleichheitszeichen  auch  Bedingungen  der  Integrabilitat 
ans  dem  angeführten  Grunde  nur  durchs  nennt!  (2n  — !)(»  — 1).  Es  ist  dann  zu 
Vorzeichen.  Also  je  2 dieser  Gleichen-  setzen  ic  = 2,  und  die  Bedingungen  der 
gen  haben  gleiche  linke  Seiten,  und  die  Intcgrahilität  lauten  also : 


(1,  1)  (1,  2)  (1,  r) 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  r) 

(2.  1)  (2,  2)  (2,  r) 

= 0, 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  r) 

(r,  1)  (r,  2)  (u,  r) 

X„  .Y,  A;. 

II)  Fall  einer  nngraden  Anzahl  von  Nach  Elimination  des  Index  .A  bat 
Variablen.  man  also  noch  2n  Gleichungen. 


Sei  nun  2«-)-l  die  Anzahl  der  Va- 
riablen. 

Bleibt  das  willkürliche  Integral  be- 
stehen, so  wird  mittels  desselben  die 
Anzahl  der  Variablen  - auf  2n  redneirt, 
nnd  der  Gang  der  Untersuchung . sowie 
das  Besnltat  derselben  ist  dann  wie  in 
A,  Da  aber  g-  in  der  redneirten  Glei- 
chung Torkommt,  so  sind  die  Bedin- 
gnngsgleichungen  und  also  auch  die  An- 
zahl der  Integrale  von  der  Auswahl  des 
willkürlichen  Integrals  abhängig.  — Wir 
stellen  aber  jetzt  die  Frage : „ Wie 
i = sn-l  I 

müssen  in  Jf  X dx  =0  die  Grös- 
«=  I 

sen  X beschaffen  sein,  damit  die  Glei- 
chung durch  n Integrale,  ohne  willkür- 
liches befriedigt  werden  kann‘^  Der  Fali 
ist  offenbar  die  Verallgemeinerung  dessen, 
den  wir  in  Bezug  auf  3 Variable,  also 
n = l,  bereits  behandelt  haben,  wo  ein 
Integral  der  Gleichung  genügt,  und  die 
Bedingung  der  Integrabilitat  sich  ergibt. 
Im  allgemeinen  Falle  ist  nun  in  den 
Gleichungen  19)  offenbar  d^  — 0 zu 
setzen.  Es  entstehen  dann  Gleichungen, 


Integrale  derselben,  d.  h.  von  un- 
abhängige Grössen,  sind,  wie  Gleitiung 
16)  zeigt,  wo  das  erste  Glied  rechts  idy 
verschwindet,  die  Ausdrücke  u,, 

7^1  • • • "iv-t  ä"®  * 1 ü’*'' 

t/ 1 I C I • 

gemeinschafüicbcn  Factor  enthalten.  Man 
hat  also  2n  Gleicbangcn  mit  2a— 1 In- 
tegralen, was  nur  möglich  ist,  wenn  eine 
Qleicbnng  eine  identische  Folge  der  flbri- 
gen  ist.  Die  Bedingung  dafür  wird 
durch  die  beiden  Gleichungen  21)  dar- 
gcstellt,  wenn  man  r = 2«-f-l  setzt,  und 
die  Summe  auf  alle  Werthe  q von  1 
bla  2n  bezieht.  Die  Elimination  der  a 
führt  (iaun  wieder  auf  Gleichungen,  die 
22)  nnd  22a)  analog  sind,  wenn  man 
setzt:  r = r = 2n-t  1,  »c  = 2n.  Dann  stellt 
das  System  22a)  nur  eine  Gleichung 
vor,  und  die  Gleichung  22)  wird  iden- 
tisch aus  den  in  A erörterten  Gründen. 
Damit  also  die  Gleichung 

s n 2n  4- 1 
*^1=1 


die  wir  mit  19  a)  bezeichnen , und  die 

ganz  gleiche  Form  mit  den  Gleichungen  durch  h Integrale,  von  denen  keins  will- 
11)  haben,  jedoch  ist  ihre  Anzahl,  wie  kürlich  ist,  befriedigt  werden  könne,  ist 
die  der  x,  2n-r-l.  folgende  Bedingung  zu  erfüllen; 

(1,  1)  (1,  2)  (1,  3)  . . . (1,  2«)  (1,  2n  + l) 

(2,  1)  (2,  2)  (2,  3)  . . . (2,  2»)  (2,  2».-f  IJ 

i . • =0. 

(2ii,  1)  (2a,  2)  (2.^  3)  . . . (2a,  2«)  (2a,  2n-(-l) 

X,,  A„  Xj  ...  -'än+l 


Für  a = l ist  diese  Gleichung  die  Bedingung  der  Intcgrahilität. 

Sollen  ausser  dem  willkürlichen  Integrale  noch  g andere  wegfallen,  also  im 
Ganzen  y-j-l,  so  haben  die  Gleichungen  19  a)  2a— 2y— 1 Integrale,  nnd  von  den 
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& Gleichnngen,  die  nach  Elimination 
de«  Index  an«  19  a)  sich  ergeben,  sind 
■omil  + l identische  Folgen  der  übri- 
gen. Man  erhält  wieder  daffir  die  Be- 
dingungen 21),  in  denen  zu  setzen  ist; 
Inr  r alle  Zahlen  von  2»— 2?-H  bis 
2a-i-l,  für  p alle  Zahlen  von  1 bis  2n-f-l, 
nnd  wo  die  Summen  von  ^ = 1 bis 
f=2n— 2f  anszudehnen  sind. 

Nach  Elimination  der  it  stellen  sich 
dann  Systeme  wie  22)  und  22  a)  ein, 
wo  in  setzen  ist:  io=:2a— 2g  wie  oben 
and  für  r und  v jede  der  Zahlen  von 
2a— 2g-H  bis  2»-l-l. 

Die  Anzahl  der  Bedingungen  wäre  so- 
mit; (2g-t-l)  (2g-l-2),  redneirt  eich  aber 
in  derselben  Weise  wie  in  A auf  die 
Hilite , d.  h.  auf  (2g  -I- 1)  (g  + 1)  Bedin- 
gungen. 

Soll  die  Gleichung  SXdx=0  also 
nnr  ein  Integral  haben,  so  wird  die  An- 
lahl  der  Bedingungen  gefunden,  wenn 
man  seut : g = n— 1,  also:  n(2n— 1) 
Bedingungen. 

Es  ist  ferner  «0  = 2,  nnd  Tür  r nnd  c 
jede  der  Zahlen  von  3 bis  2n  -(- 1 zu 
«etzen. 

Die  Bedingungen  der  Integrabllität 
ichreiben  sich  also  im  Falle  einer  nn- 
graden  Anzahl  von  Variablen  ganz  wie 
die  für  den  Fall  der  graden  Anzahl  ent- 
wickelten (22  b). 

37)  Vereinfachung  des  allge- 
meinen Verfahrens,  wenn  die 
Anzahl  der  Integrale  geringer 
ist  als  im  allgemeinen  Falle. 

Nach  Fortfall  der  identischen  Gier 
chnngen  nnd  nach  Elimination  von  A 
hat  man , sowohl  wenn  Mie  Anzahl  der 
Variablen  grade,  als  wenn  sie  ungrade 
ift,  noch  2it— 2g— 1 Differenzialgleichun- 
gen 11)  oder  19  a)  übrig.  Diese  ent- 
halten im  erstem  Falle  2n,  im  letztem 
2a-|-l  Variablen,  nnd  da  die  Anzahl  der 
Integrale  der  Gleichungen  11)  2»— 1— 2g 
ist,  also  ebensoviel  Variable  sich  als 
Function  der  übrigen  ergeben,  so  ist  die 
Anzahl  der  noch  übrigen,  also  unabhän- 
gigen Variablen  x im  ersten  Falle  gleich 
2}  + 1 , im  letzteren  2g  i 2.  Dadurch 
erhalten  die  Gleichungen  11)  einen  ganz 
andern  Charakter  wie  im  allgemeinen 
Falle,  wo  gz=0  ist,  also  nur  eine  nn- 
akhängige  Variable  sich  vorllndet. 

Seien  x,,  x,  . . . x^  die  unabhängi- 
gen Variablen , also  s bezüglich  gleich 
2}+l  oder  gleich  2g-f2,  seien  ferner 
die  2a— 2g— 1 oder  2n— s bezüglich 
ihi— s+1  Gleichnngen,  die  sich  ans  den 
Gleichungen  11)  nach  Elimination  von 
A ergeben,  alle  von  der  Gestalt: 


WO  die  nicht  unabhängigen  Variablen 
sum  Unterschiede  mit  y bezeichnet  wor> 
den  sind,  X und  Y Functionen  aller  x 
und  y,  in  jeder  Gleichung  die  Werüie 
der  X und  Y andere  sind,  und  die 
zweite  Summe  auf  alle  Wenho  von  Ä, 
von  A=:l  bis  geht,  wo  q gleich 

2n— s oder  bezüglich  ^ = 2«— i + l fst. 
Dö  nun  x,  . . . von  einander 

unabhängig  sind,  so  kann  man  x„  x, 
. . s constant  denken,  nnd  hat  zn 

integriren  das  System: 

A = p 

X^dx^+  2 Y.ds.nO. 

A=l  * • 

Hier  ist  die  Anzahl  der  unabhängigen 
Variablen  nur  Eins,  und  die  Anzahl  der 
abhängigen  q gleich  der  der  Gleichun- 
gen, Die  Integration  erfolgt  also  in  der 
gewöhnlichen  Weise.  Wir  setzen  x,=0 
und  bilden  die  Hanptintcgrale:  g,',  y,' 
• • ■ y^'.  In  die  vorgclegto  Gleichung 

setzen  wir  nun  diese  Werthe,  nnd  mö- 
gen dadurch  X und  Y sich  in  X'  nnd 
Y'  verwandeln. 

Diese  Ansdrücke  entstehen  also,  wenn 
man: 

*1=0,  yi=y,', 

setzt,  x„  X,  . . . x^  aber  unverändert 
lässt.  In  der  so  gebildeten  Gleichung: 

'2’x'  dx  +2  Y.' dp  ' = 0, 

r = 2 

welche  ein  System  vorstellt,  denken  wir 
x„  X,  . . . constant,  and  erhalten : 

X,'dx,  + 2Y^'dy^'=0. 

Für  X,  = 0 sollen  nnn  die  Hanptintegrale 
sein:  y/',  y,"  . . . y " and  durch  Ein- 
setzen vonO,  y,",  y,"  . . . y " fürx, 
Fi’i  Yi'  • • • y ' »ich  die  und  Y' 

verwandeln  in  X"  und  Y".  Man  hat 
dann  ganz  wie  oben  zn  bilden  die  Qlei- 
chnng: 

A"<lx,-f  X F"<fy"  = 0, 

deren  Hanptintegrale  sind:  Pi",  p,’" 

. . . y n.  B.  w.  Man  hat,  wenn  man 

bis  zn  -i-xy'’*“')rfy(*“') 

fortfährt,  s Systeme  von  p Gleiehnngen 
33 
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mit  ß-f-1  Variablen  zn  integriren,  nm  deutende  Sednction.  Man  hat  nämlich 
das  System  11)  aufznlOsen.  statt  eines  Systemes  von  2n— 1 Glei- 

Die  Variablen  eines  jeden  Systems  ""*2»  Variablen,  worauf  die 

•ind  die  Hauptintegrale  des  vorhergehen-  Gle><^hangcn  11)  im  allgememen  Falle 
dert.  Die  Hauptintegrale  des  leuten  2?+^’ 

Sj'stems:  ^ 2^+2  Systeme  mit  2a— 29  — 1 Va- 

^ ’ riablen. 


(•) 


Die  allgemeinere  Aufgabe  führt  auf 
'6  eine  Differenzialgleichung  von  der  Ord- 

sind  endlich  die  der  rorgelcgten  Glei-  nnng  2a— 1 zwischen  2 Variablen,  die 
ebnngen,  und  setzt  man  dieselben  gleich  zweite  auf  t Gleichungen  ron  der  Ord- 
Constanten,  so  hat  man  die  trollstindige  nnng2n— 2f— 1,  also  eine  desto  beden- 
Auflösung  derselben.  tendere  Rednetion,  je  grösser  f ist. 

Die  hier  gegebene  Methode  erstreckt  für  y..  y,  . . . 

sich  anf  jedes  System  von  p Gleichun-  ^p  ' i'  '*1-1-  2 ' ' ' 

gen  mit  s-|-p  Variablen,  wenn  dasselbe  ein,  wo  v bezüglich  gleich  2n  oder  gleich 
p Integrale  hat,  was  allerdings  die  Er-  2» -fl  ist,  so  sind  die  Hanptintegrale  des 

V““"  '« j“' 

erfordert.  (*)  (*)  » 

In  unserm  Falle,  um  auf  diesen  jetzt  *.-|-  2'  ‘ ' V ’ 

zurückzukomraen,  sind  diese  Bedingnngs-  'Werthe  für  J,  , ,1  , . . . x , 

gleichungen  erfüllt,  weil  das  Vorhanden.  unabhingigen  Variablen  x', 

Botn  von  n TtUf^crrftlpit  Von  Anfan?  an  ..  .®.®  f n 


sein  von  o Integralen  von  Anfang  an 
fesUteht.  Dies  Integrationsvcrfahren  be- 


. alle  gleich  Noll  setzt,  so  hat 


dingt  aber  für  unsere  Aufgabe  eine  be-  man  identisch 
,(*)  ' 4. 


eine  Formel,  die  ganz  wie  15a)  gebildet  ist,]  und  wo  * 

u.  8.  w.  ans  A,  X . X.  , „ entstehn,  wenn  man  darin  x,,  x,  . . . * , x , 

I T*  I'  f -p  * S S+  I 

^ j . . . vertauscht  mit  0,0  . . . 0,  x^*^^  _j_  I , , • • ■ 

Die  Anzahl  der  Glieder  rechts  ist  2n— 2f— 1 in  beiden  Füllen , also  immer 
ungrade.  Man  setzt  also  I gleich  einer  Constante,  und  löst  die  Gleichung 


*(*) 


Z 2+  .2  3+  • • • 


,W 


W<lx«  = 0, 


ganz  wie  früher  anf.  Dieselbe  hat 
2a— 2j  — 2 Variable,  also  n— y— 1 Inte- 
grale, nnd  diese  geben  in  Verbindung 
mit 

j^  = const. 

die  n— f Integrale  unserer  Gleichung: 
SXdx=0. 

Klar  ist  cs  übrigens,  dass  diese  Beduction 
einer  Gleichung  von  der  Ordnung  2»  — 1 
auf  eine  von  der  Ordnung  2n— 2y  — 1 
schon  dann  cintr&te,  wenn  cs  sich  bei 
irgend  einer  Aufgabe  darum  bandelte, 
ein  System  von  Qleichnngen , deren 
Form  die  von  11)  ist,  zn  integriren,  nnd 
die  Bedingungen,  welche  das  Wegfällen 
von  y Integralen  erfordert,  erfüllt  würen. 

38)  V orthei  le  für  die  I nt  egra- 


tion,  welche  sich  ergeben,  wenn 
ein  Integral  bereits  bekannt  ist. 

Ans  den  in  den  beiden  letzten  Ab- 
schnitten gegebenen  Sützen  lassen  sich 
auch  für  die  allgemeine  Aufgabe  der 
Integration  der  totalen  Differenzialglei- 
chungen wichtige  Vortbeile  ziehen. 

Diese  Vortheile  hat  für  die  partiellen 
Differenzialgleichungen  erster  Ordnung, 
welche  ein  besonderer  Fall  unserer  Glei- 
chung sind,  Jakobi  angegeben.  Die  Re- 
sultate sind  bereits  früher  von  ihm  mit- 
gethcilt  (Crcllc’s  Journal  Bd.  17).  In- 
desB  ist  Jakobi’s  Arbeit  selbst  erst  lange 
nach  dem  Tode  des  berühmten  Mathe- 
matikers durch  Klebsch  pnblicirt  wor- 
den (Grelle  Bd.  60).  Schon  vor  dieser 
Fnblication  hatte  der  Verfasser  dieses 
Wörterbuchs  für  den  allgemeinem  hier 
behandelten  Fall  ühnliche  Resultate  ge- 
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Wonnen  (Grelle  Bd.  59),  welche  hier  noch  folgen  lollen.  — Denkt  man  aich  von 
einem  lu  integrirenden  System  annhchst  ein  Integral  gewonnen , ao  wird  dadurch 
im  Allgemeinen  dna  Syatem  auf  ein  anderea  rcdiicirt,  welches  eine  Gleichung  und 
eine  Variable  weniger  enthält.  In  unserm  Falle  aber  ist  der  Vortbeil  ein  grosserer. 

Sei  zunächst  die  Anzahl  der  Variablen  wieder  2n.  Ist  nun  ein  Integral  be- 
kannt, SO'  kann  dies  immer  als  das  erste  betrachtet  nnd  mit  u,  bezeichnet  wer- 
den. Man  bringt  dann  nnsere  Gleichung 

SAXix  = 2ttiu 


anf  die  Form; 

iil  X tfx  — »r,  l/ll,  =ir,  (fw,-)-«,  efw,-}-  . . . 

Wie  in  Abschnitt  34),  wenn  man  daaelbst  die  Grössen  ft,  if  mit  n,,  t(,  vertauscht, 
beweist  man  die  Relation: 

.r  d(AX)  <fx-d«,  <fw,  = AX  (fX  dx, 

and  ans  dieser  Gleichung  ergibt  sich  ein  System  von  der  Form  19),  nämlich : 


A',dA  = da,  ^ + (p,l)dx  , 

p=i  . ' 

du  p = 1n 

X,dA  = do,  — i+A  X (f>,  2)di 


dx. 


p=i 


du. 


p=tH 


= ^ 0».  2»)dx^ 


p=l 


Mit  nfllfe  der  Gleichung  u^=const. 
nnd  durch  blosse  Snbtraction  kann  man 
ans  diesen  2n  Oleichnngen  climiniren 
1,  nnd  die  Indices  A nnd  rr,.  Es  blei- 
ben dann  noch  2u— 2 Gleichungen  mit 
2a— 1 Variablen.  Die  Anzahl  der  Inte- 
grale. «.  • • • V T’  r • • • r 
ist  aber  2n— 3 (man  kann  nämlich  in 
der  Gleichung 

lAAdu— a,<f«,  =a,<fu,+  a,(fuj+  . . . 


ganz  wie  oben  die  erste  unabhängige 
Veränderliche  als  gemeinschtiftlichen 
Factor  von  S|,  er,  . . . denken,  wodurch 

an  “w 

denn  die  Verhältnisse  — 


o,  et,  er, 

ron  derselben  unabhängig,  mithin  Inte- 
grale der  Glcichnngen  23)  werden.  Diese 
Verhältnisse  aber  nnd  die  Grossen  u,, 
«1  . . . bilden  ganz  ans  den  frOher  an- 
geführten Gründen  alle  Integrale  des 
Systems  23).  Damit  nun  2n  — 2 Glci- 
chnngen 2a— 3 Integrale  haben,  mnss 
eine  Oleichnng  des  Systems  eine  Folge 
der  übrigen  sein,  nnd  dann  enthalten 
ilie  Gleichungen  23)  zwei  nnabhängige 
Variablen.  Dies  ist  übrigens  auch  an 
sich  klar,  da  der  Definition  zufolge  alle 
*i  alio  anch  a„  vonA  nnabhängig  sind. 


Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte  Ge- 
sagten, zerfällt  das  System  von  2a— 1 
Gleichungen  mit  2a  Variablen  in  zwei 
Systeme  von  2a— 3 Gleichungen  mit 
2a— 2 Variablen.  Ein  System  mit  2a 
Variablen  wird  anf  eins  mit  2a— 2 Va- 
riablen im  Allgemeinen  durch  die  Kcnnt- 
niss  zweier  Integrale  redneirt  Man  kann 
also  sagen,  „dass  bei  unserer  Aufgabe 
die  Kenntniss  eines  Integrals  dieselben 
Dienste  thue,  als  die  Kenntniss  zweier 
im  allgemeinen  Falle“.*) 

Da  aber  die  Gleichungen  11)  2a— 1 


*)  Dass  zwei  Systeme  statt  eines  zu 
integriren  sind,  ist  hierbei  ganz  unerheb- 
lich. Immer  können  in  der  Integral- 
rechnung eine  beliebige  Anzahl  simul- 
taner Systeme  von  gleichviel  Gleichungen 
nnd  Variablen  anf  ein  einziges  zurück- 
gefUhrt  werden.  So  z.  B.  setze  man 
statt  der  beiden  simnltanen,  ans  je  einer 
Gleichung  bestehenden  Systeme: 

dy  = f{.x,  y)ir,  dn'=f(x',  y’)dx'; 

y)+®r(*i  y)]''». 

wo  A nnd  B beliebige  Constante  sind. 
B = 0 gibt  dann  die  erste  Gleichung, 
A=;0  die  letzte,  nnd  man  sicht,  wie  dies 
anf  jede  Anzahl  von  Gleichungen  und 
Variablen  angewandt  werden  kann. 

33* 
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Integrale  erfordern,  die  Gleichnngen  23)  aber  deren  nur  2a— 3 geben,  zn  welchen 
noch  H,  kommt,  so  scheint  ein  Integral  zn  fehlen.  Offenbar  ist  dies  aber  der 
Index  n,,  denn  «,  ist  ja  von  A unabhängig.  „Es  kann  also  das  noch  fehlende 
Integral  nach  Anflösnng  der  Oleichnngen  23)  durch  blosse  Quadraturen  gefunden 
werden.“ 

Ist  noch  ein  ferneres  Integral  der  Gleichungen  23),  also  ein  solches,  welches 
weder  mit  u,  noch  mit  r,  znsammenfallt,  gegeben,  so  kann  dies  für  «,  genom- 
men werden,  da  das  erste  Integral  jedes  Systems  willkfirlich  ist.  Es  ist  aber: 
AVx  — R,ef«,  — R,<f«,  =Rj<f«j  + . . . +R^tfw^, 


eine  Gleichung,  die  wir  auf  dem  in  Abschnitt  35)  eingescblagenen  Wege  verwan- 
deln in  das  System : 

dti  du  p=ä» 

24)  XidA  = do,  X (p,  1)  d* 

o»,  0*1  p—\  r 

du  du  p = *a 

X,  dA  = d«,  r-i+do,  p-f-A  X (p,  2)  dx 

dx,  dx,  p^t  ” 

V 


du.  du.  p — 8« 

Xj^dA  = do,  äi^+^“s  di^+^  J 0>.  »»)  %- 

A,  o,,  R,  sind  Indices.  Mit  Hülfe  von 

u , = const.,  u,  =:  const 

redneiren  sich  diese  Gleichnngen  nach  Elimination  von  x, , x„  A,  a^,  a,  anf 
2n— 3 Gleichungen  mit  2n— 2 Variablen.  Die  Anzahl  der  Integrale  u„U4  ...u  , 


— . . . — aber  ist  2n — 5.  Es  werden  also,  wie  auch  direct  ans  der  Unabb&ngig- 

ftg  ttg 

keit  der  Grossen  A,  r,,  r,  von  einander  folgt,  3 Variable  unabhängig.  Zn  In- 
tegriren  sind  3 Systeme  von  2n— 5 Gleichnngen  mit  2a— 4 Variablen.  Anch  die- 
ses Integral  der  Gleichungen  24)  vertritt  die  Stelle  von  zweien.  Von  den  noch 
fehlenden  Integralen  der  Gleichungen  24)  ist  dann  u,  das  eine,  r,  das  andere.  — 
Ist  auch  von  den  Gleichnngen  24)  ein  Integral  u,  bekannt,  so  bat  man  Gleichnn- 
gen von  der  Form : 


25) 


X^dA_dR,^-(-dR,  g^  + AZ(p,s)  d®^. 


Sic  zerfallen  in  4 Systeme  von  je  2n— 7 Gleichungen  mit  2n— 6 Variablen.  Hat 
man  so  alle  Integrale  u,,  u,  . . . u^  gefunden,  so  erhält  man  die  Indices  a ohne 

Weiteres  durch  AnflOsnng  der  2a  linearen  Gleichnngen: 


s = Ja 

AX  = X 
P s=l 


wo  p alle  Werthe  von  1 bis  2a  annimmt,  die  Grössen  r„  r,  , . . r^  die  ün- 

hekannten  sind.  Sind  aber  nur  die  Integrale  der  Gleichung  25),  nicht  die  noch 
übrigen  u bekannt,  so  ergeben  sich  die  Indices  r,,  r,,  r,  durch  Quadratur. 

Man  kann  nun  wieder  ein  Integral  des  Systems  25)  als  bekannt  voranssetzen, 
von  dem  neu  entstehenden  wieder  eins  nnd  so  fort  bis  zum  rten.  Dann  bat 
man  Gleichungen  von  der  Form : 


26) 


?=r 


p = ta 


X dA=  X dR  _?4-A  X (p,  s)d® 
• — .yd®  — « I 


9=1 


P = 1 


P' 


sind  j • . »j,!  die  Integrale  dieser  Gleichung,  so  ist: 
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1=  r 

£Xdx=  X tt  du  — b dv^  . +i  dv  4- 

, 9 ? 2r+i  Sr+ l^®sr+3"'jr+»^  • 


+ &_  dv  . 
^ 2»  2» 


Siod  die  <t,  u nnd  v bekannt,  so  sind 
» sDch  die  b,  und  man  behandelt  die 
Gleichnng 

£bdv  = 0 

gsni  wie  die  Gleichnng  5).  — Selbst- 
rerttindlich  findet  alles  Gesagte  auch 
dann  sutt,  wenn  die  Anzahl  der  Varia- 
blen 2n-fl  ist,  nachdem  man  dieselbe 
mittels  dea  willkürlichen  Integrals  ani 
■n  redndrt  bat. 


sein , als  wenn  4 Integrale  eines  belie- 
bigen Systems  gegeben  wären.  — Es  ist 
zu  nnterenchen,  in  welchen  Fällen  dies 
gestattet  sei. 

Im  Allgemeinen  ist  ein  Integral  u, 
der  Gleichungen  12)  eine  Function  Ton 
Oj  und  einem  beliebigen  Intcgral- 
STStem  der  Gleicbnngen  23).  Es  kann 
aber  u,  mittels  der  Gleichung 
u , const. 


39)  Vortheile  für  die  Integra- 
tion, wenn  gleichzeitig  2 oder 
mehrere  Integrale  bekannt  sind. 

Wir  nahmen  im  Torigen  Abschnitte 
an,  dass  man  ein  Integral  der  Gleicbnn- 
gen 11)  kenne,  diese  mittels  desselben 
aaf  das  System  23)  redneire,  Ton  diesem 
wieder  ein  Integral  bestimme,  mittels 
desselben  das  System  24)  bilde  n.  s.  w. 
Es  kann  aber  anch  der  Fall  sein,  dass 
man  zwei  Integrale  der  Gleicbnngen  11) 
gleich  Ton  Anfang  an  zu  bestimmen  im 
Stande  ist.  Wenn  eins  dieser  beiden 
Integrale  m,  sngleich  eins  der  Gleichun- 
gen 23)  ist,  oder  was  dasselbe  ist,  ein 
Integral  der  Gleichungen 

XXdx=0, 

da  das  erste  Integral  jedes  Systems  ja 
sIs  Integral  dieser  letzten  Gleichnng  be- 
trachtet werden  darf,  so  kann  man  ganz 
wie  in  Torigen  Abschnitte  operiren,  nnd 
cs  würde  dann  die  Aufgabe  so  redneirt 


eliminirt  werden.  Ist  dann  auch  in 
w,  nicht  Torbanden,  so  ist  letzteres  wirk- 
lich ein  Integral  der  Gleichungen  23). 
Die  Bedingung  für  letzteres  nnd  mithin 
dafür,  dass  si,  und  «,  die  Stelle  Ton  4 
Integralen  Tertreten,  ist: 


Die  Klammer  zeigt  hier  an,  dass  in  u, 
die  Variablen  x,,  ausge- 

drfickt  sind  als  Functionen  Ton  u,,  «,  A 
nnd  den  2n— 3 Integralen  der  Gleichun- 
gen 23),  und  unter  dieser  Bedingung 
nach  «t  differenziirt  ist.  A kann  hierin 
indess  nicht  Torkommen,  da  u,  ein  In- 
tegral ist.  Die  linke  Seite  dieser  Glei- 
tung ist  nun  leicht  darznstellen.  Da 
in  den  Gleichungen  23)  A,  Ton  ein- 
ander nnthängig  sind,  so  zerfällt  dies 
System,  in  dem  man  bezüglich  o,  und 
A constant  denkt,  in  2 Systeme  Ton  der 
Gestalt; 


p = 2n  /^*_v  dts  p = Sn  /3x  V 

<'■•>(4)' 

I>»i  erste  System  hat  dieselbe  Form  als  11),  es  wird  also  jedenfalls  u,  ein  In- 
tegral daTon  sein.  Das  zweite,  Trelches  2n  Gleicbnngen  enthält,  die  s=l,  j = 2 


..  .1  = 2»  entsprechen,  gibt  die  Werthe  der  Differenzialqnotienten 


dnreh  Anflüsung  linearer  Gleichungen.  Setzt  man  diese  Werthe 


ein  in: 


Vd«/’ 


■0  erhält  man  .* 


p=)n  r=in 
X X 
p=t  r=t 


dug  dv, 

r dx  dx  ' 
P r 


»0  die  0 leicht  zn  bestimmende  Functionen  der  Grössen  (p,  i)  sind.  Wir  wollen 

™t  F die  eben  hingeschriebene  Doppelsnmme  rechts,  welche  in  ^ mnltiplicirt  ist, 

heteichnen.  Die  Bedingung  dafür , dass  die  gleichzeitig  bekannten  Integrale  die 
ftgegebene  Bednetion  bewirken,  ist  also ; 
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F=0, 

wo  K gegeben  ist,  wenn  man  h,  und  «,  kennt. 

Sind  3 Integrale  «„  a,  gleichseitig  bekannt,  so  folgt  gan*  in  derselben 
Weise,  dass  dieselben  das  System  so  reduciren,  wie  im  allgemeinen  Falle  deren 
6,  wenn  man  hat: 


(£;)-«•  (£;)=»■ 


Die  Ansdrücke  welche  hierin  Torkommen,  werden  durch  das  System  24) 

dfC|  da, 

aus  welchen  man  die  Gleichungen  erhält; 


du, 

;»=  sn 

+ A 2 

J 

p=i 

du. 

p=  Sn 

+ A 2 

S 

p=l 

*) 


(P.O  ^ 


dx 

s, 

djTi 

dx 

P. 

dr. 


Sind  n Integrale  gegeben,  welche  die  Gleichungen  erfüllen: 


(£;)='>•  ■ ■ • ©=©=  • ■ • =(s:^) 

.=/;^ 


so  sind  dies  die  r Integrale  der  Glei- 
chung 2Xdx  = Q.  Die  dann  noch  feh- 
lenden Integrale  der  Gleichungen  11) 
sind  die  <r,  und  diese  ergeben  sich  aus 
den  algebraischen  Gleichungen : 

SAX~  = « 

OW  I 
$ 

Sind  aber  nur  p Integrale  « bekannt^  bo 
ergeben  sich  die  lugehOrigen  a a,  . . . 
a durch  Quadratur  aus  den  Gleichun* 

gen  26). 

Kommen  wir  jetzt  auf  den  Fall,  wo  2 
Integrale  gegeben  sind,  zurück,  und  neh- 
men wir  an,  dass  V nicht  identisch 
gleich  Null  sei.  Es  fragt  sich,  ob  trotz- 
dem eine  wesentliche  Reduction  der  Auf- 
gabe eintrete. 

Da  u,  und  {(^  Integrale  der  Gleichung 
11)  sind,  so  ist  der  Ausdruck: 

Vd«,;  A 

ebenfalls  ein  Integral  derselben,  denn  der 

Differenzialquotient  (fe) 

von  A unabhängig. 

Es  können  nun  3 Fälle  eintreten 


7 («.) 

Der  Vortheil  ist  hier  noch  geringer,  er 
besteht  eben  darin,  dass  a,  sich  gleich 
anfänglich  vor  der  Integration  der  Glei- 
chungen 23)  durch  Quadratur  bestimmen 

lasse.  Endlich  III)  (^)  '•!  weder  der 


Null,  noch  einer  Conslänte,  noch  einer 
Function  von  «,  identisch  gleich,  dann 

ein  neues  Integral  der 


Vdaj/  A 


Entweder  I) 


(£;)■ 


ist  identisch  einer 


Constanten  gleich,  dann  ist  u,  = cn,. 
Es  kann  dann  dies  Integral  nur  dazu 

II 

dienen,  den  Index  o , = — ohne  Quadra- 


tur zu  ünden,  oder 


einer  Function  von  u„  y (u,). 


■■>(£;) ' 


ist  gleich 
dann  ist: 


ist 

Gleichungen. 

In  diesem  Falle , auf  welchen  Jakobi 
ein  Hauptgewicht  legt,  der  ihn  für  die 
in  der  Mechanik  und  Variationsrechnnng 
vorkommenden  Gleichungen , die  einen 
besondern  Fall  unserer  Gleichnng  bilden, 
zuerst  erörtert  bat,  und  ibn,  da  er  ans 
einer  Poisson'scbcn  Formel  abstrahizt 
ist,  den  Poisson'schcn  Satz  nennt,  lässt 
sich  also  ans  zwei  Integralen,  wenn  zu- 
gleich der  Index  A bekannt  ist,  ein  drit- 
tes Integral  finden.  Es  ist  klar,  dass 

V ( . 

wenn  man  ^ = setzt,  wei- 

teres Integral  der  Gleichungen  11)  ist, 
falls  dieser  Ansdmck  weder  gleich  Null, 
noch  einer  Constantc,  noch  einer  Func- 
tion von  R.  oder  ir,  oder  u,  und  w 
/ 

identisch  gleich  ist.  Ist  = so 

gibt  (Ä)  ein  viertes  Integral,  wenn 

•e,  auch  diese  Bedingungen  erfüllt,  und 
namentlich  nicht  eine  Function  von 
H-,  «>,  »,  allein  ist  u.  s.  w.  Es  ist 
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tlto  möglich , aiu  zwei  bekannten  Inte*  «,  and  v allein , so  geben  die  beiden 
gralen  h.  von  gewissen  Eigcnschal-  Glcichnngen: 
ten  alle  übrigen  in  entwickeln , und  es  / » \ 

ist  klar,  dass  es  solche  Integrale  •»,  und  ( — ) = y(«„  ir), 

geben  muss,  wenn  auch  höchst  selten  \do,/  \do,/ 

der  Fall  eintreten  mag,  dass  sich  der-  . u 

artige  ohne  Kenntniss  der  übrigen  bilden  “•  “•  “'®  Gleichung : 
lassen.  Nehmen  wir  aber  auch  an,  /^\  V (“n  ») 

erlüllt  nicht  die  eben  gegebenen  \dii,/  ~ le 

_ ^ , / dic\  gibt  ein  Integral  Ui(*„  m),  welche»  von 

Bedingungen.  Ist  dann  unabhängig  ist,  also  die  Stelle  von 

r wie  vorher  u,  *ur  Beduction  des  Pro-  2 Integralen  vertritt , ausserdem  ergibt 
blems  SU  gebrauchen,  d.  h.  et  vertritt  w sich  n,  durch  Quadratur. 

di.  Stelle  von  2 Integralen.  Ist  (^) 

gleich  einer  Constante,  oder  gleich  erner  “““  "“«i  “öge  die»  nicht  die 

Ftnetion  von  «?  allem,  so  erhalten  wir  angegebenen  Bedingongen  erfüllen,  son- 

(^) 

Usn  erhält  durch  Auflösung  zweier  . , ... 

Gleichungen  mit  3 Variablen  2 von  “Serail  durch  r,  er- 

inabbängige  Integrale,  und  «,  durch  setzt.  Da  ans 

Quadratur.  Ein»  der  beiden  Integrale  $ — mi\  dx 

dient  zur  Rednetion,  du  andere,  welches  ^ __  ~ 

w,  heisse,  ist  dann  weiter  zu  unter-  ^“i^sizt 

lachen,  wie  oben.  Mit  Ausnahme  des  ~ ° 

Hanptfalles,  wo  die  Integrale  die  Stelle  mittels  der  oben  gegebenen  Gleichungen 
Ton  2 vertraten,  al»o  » = 0 war,  kommt  eii„i„i,en  lassen, 

i^Si  /dir\ 

in  den  Ausdrücken  Ir — I,  (r — I ...  so  behält  alles  oben  Gesagte  seineGül- 
y^i'  tigkeit.  Ist  namentlich  e,  nicht  identisch 

immer  der  Index  A vor;  dieser  müsste  Constante,  so  bildet  es  ein  neue» 

also  bekannt  sein,  um  unsere  Unter-  \ 

snehung  anznstellen.  Nur  in  dem  von  Integral , und  man  untersucht  ( t— ^ I 
Jakobi  behandelten  Falle  ist  A eine  »„  j.  a 

Constante.  Klebsch  hat  indess  bemerkt  ”•  w.  Alle  diese  Ausdrücke  sind  aber 
(Crelle  Bd.  60),  daag  man  den  Ansdnick  Index  A ganz  frei. 


s=l 


»=2b  äe  dx 

sf.  \ 


durch  einen  andern,  der  ebenfalls 


40)  Zujsammenfassung  der  ge- 
fundenen Kesultate. 


ein  Integral  der  Gleichungen  11)  ist,  ichliesslich  die,  wie  es  bei 

ersetzen  könne , und  der  von  A frei  ist.  behandelten  Gegenstände  nicht  an- 

Offenbar  ist  nämlich:  der»  sein  kann,  ziemlich  complicirte  Un- 

tersnebung  der  totalen  Differenzialglei- 
i_  (l!fi|-i„K4.1irA  chung  hier  nochmals  zusammenfusen. 

'«\daj-«  hat  B 

wo  V von  A frei  ist,  und  da  A von  n,  oder  b.^-1  Integrale,  je  nachdem  die  An- 


'■«{&,) 


unabhängig  ist:  zahl  der  Variablen  2b  oder  2b-(-1  ist. 

X Im  letztem  Falle  ist  ein  willkürliche» 

dlglj-S)  . damntcr,  nach  dessen  Elimination  der 

Y ' a zweite  Fall  auf  den  ersten  zurückge- 

' do,  V^a^  führt  ist. 

„ . , , dK  . 1 n)  Die  Bestimmung  dieser  Integrale 

Es  ist  also  auch  ein  Integral  ^ Systemen  von  Differenzial- 

der  Gleichungen  11),  welches  von  A frei  gleichungen  mit  bezüglich  2b,  2» -2  . . . 
ilt,  und  auf  welches  sich  ganz  die  obi-  6,  4,  2 Variablen.  Fallen  jedoch  in  der 
gen  Betrachtungen  anwenden  lassen,  Gleichung  SXdx^O  von  den  Functio- 
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nen  X n—p  aas,  so  hat  man  nur  p Systeme  ku  integriren;  fallen  n-*l  aus,  d.  Il 
ist  die  vorgelcgte  Gleichung  von  der  Gestalt: 


X^dx^-i-Xldx^  + 


X , ,dx  . .=0, 
«-fl  «-fl  * 


System  zu  integriren.  Anzahl  von  Variablen  znrnckgerührt 
III)  Soll  die  Gleichung  X X dx^O  nur  wurde,  ist  nach  dem  Obigen  integrirt, 
» q Integrale  haben,  so  müssen  bei  wenn  man  durch  eine  Transformation: 
2«  Variablon  ?(2y  + l),  bei  2n+l  ,^2^ 


(9+l)(2y-f  1)  Bedingungsgleichnngen  er-  ex  r’  y -ff 
füllt  werden.  Es  tritt  aber  dabei  eine 

Hprnrtiorji  .1««  S — X 


derartige  Beduction  der  ganzen  Auflö- 
sung ein,  dass  man  statt  ,-)-l  Systeme 
mit  bczOglicb  2n,  2n— 2 . . . 2ti— 2o 
Variablen  bezüglich  2?-(-l  und  29-f-2 
Systeme  mit  2n-2,— 1 Variablen  zu 
integriren  hat. 

IV)  Besondere  Vortheile  gewährt  die 
Auflösnng,  wenn  man  ein  Integral  be- 


+ U iu 


setzen  kann,  und  cs  sind  dann: 


u,  = o,,  «,  = o. 


wo  o,,  a,  . . . willkürliche  Constan- 

ten  sind,  die  Integrale;  d.  h.  durch  Dil- 
reits  bestimmt  hat.  Die  Aufgabe  wird  ferenziiren  dieser  Gleichungen  und  Di- 
dann  so  redudrt,  als  wenn  man  bei  einem  vidiren  der  Differenziale,  nachdem  jedes 
gewöhnlichen  Systeme  zwei  Integrale  mit  einer  gewissen  Grosse  multiplicirt 
kannte.  Ist  von  dom  nun  gehildcten  ist,  kann  man  den  Ausdruck  2Xdx=0 
Systeme  ebenfalls  ein  Integral  bekannt,  entstanden  denken.  Umgekehrt  sind  a 
so  vertritt  dies  ebenfalls  zwei,  die  im  Integrale  der  letzten  Gleichung  u,  = a,, 
allgemeinen  Falle  gegeben  waren;  ist  • .... 

von  dem  so  gebildeten  System  wieder 
eins  bekannt  n.  s.  w.,  so  dass  man  im 


Ganzen  p Integrale  kennt,  so  hat  man 
noch  p-t-1  Systeme  mit  bezüglich  2n— 2p 
V ariablen  zu  integriren , und  die  Glei-  Aber  es  gibt  anch  Integrale  von  ganz 


irgendwie  be- 
kannt, so  kann  man  XXJx  auf  die  an- 
gegebene Form  bringen,  wo  V^,  V,. .. 
U ebenfalls  gegebene  Grössen  sind. 


ebung  JTVdr=0  ist  so  redneirt,  als 
hatte  man  die  p ersten  Systeme  bereits 
vollständig  integrirt.  An  Stelle  der  er- 
sparten Integrationen  treten  blosse  Qua- 
draturen. 

V)  Sind  2,  3 oder  mehr  Integrale 
gleichzeitig  gegeben,  und  erlüllen  diese 


anderm  Charakter,  welche  statt  der  Con- 
stanten  willkürliche  Functionen  enthal- 
ten. Dieselben  lassen  sich  aber  stets 
bestimmen,  wenn  man  n Integrale  wie 
die  obigen  bat. 

Offenbar  nämlich  machte  alle  Relation 
zwischen  u und  U die  Gleichung  XXHxxO 


gewisse  Bcdingungsgicichnngcn,  so  wird  identisch,  welche  bewirken,  dass  der  Ans- 
dic  Aufgabe  so  reducirt,  als  wären  4,  druck  rechts  in  Gleichung  5)  ver 
6 . . . Integrale  eines  gewöhnlichen  Sy-  schwinde. 

Sterns  bekannt.  Werden  diese  Bedin-  Nehmen  wir  nun  an,  es  wäre: 
gungsgleichnngen  nicht  erfüllt. 


so  ge-  27) 


=y(«i» 


währt  die  Kenutniss  mehrerer  Integrale 

andere  Vortheite.  ^ gjjjg  willkürliche  Function  ist,  so 

Ja,  m einem  Falle,  den  man,  wenn  man  wird  der  Ausdruck  rechts  in  Gleichung 
will,  sogar  als  den  allgemeinen  bctrach-  5)  die  Form  annehmen: 
len  kann,  reichen  2 bekannte  Integrale  5 » 

hin,  um  alle  Obrigen  zu  bestimmen.  (U^  + U ^)<f«\  + (.V,  + U 

Wir  unterlassen  übrigens,  diese  Theo-  n du,  du, 

ric  mit  Beispielen  zu  belegen,  da  der  , , ,,  , , 

nächste  Artikel,  die  partiellen  Differen-  + • • • 1 ■*"%  di  ^ 

zialgleichungen  betreffend,  zu  solchen 
Anlass  geben  wird. 


41)  Verschiedeno  Systeme  von 
Integralen. 

Die  Gleichung: 

SZZ-2H 

X Xdx=0, 

S=  I 

auf  die  anch  der  Fall  einer  nngcraden 


und  dieser  Ausdruck  wird  gleich  Null, 
wenn  wir  mit  Gleichung  27)  die  a— 1 
Relationen  zwischen  jetzt  bekannten 
Grossen : 


28) 


U 


•|■^*^»•du. 


d,f.  _ 


= 0 
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Tcrbinden.  AI>o  dien  Relationen  in  Verbindung  mit  Gleichung  27)  stellen  ebenbUi 
ein-Sjrstem  von  Integralen  der  Gleichung  ^Xitx  = 0 vor. 

Die  Aniabl  derselben  ist  wieder  n,-  sie  enthalten  aher  keine  Constante,  da- 
gegen eine  willkürliche  Fnnrtion  von  n— 1 Variablen. 

Spccialisirt  man  dieselbe  aber  derart,  dass  sie  n willkürliche  Constanten  ent* 
halt,  so  kann  man  ans  27)  und  28)  ein  den  Gleichungen  v,  =a,  . . . analoge* 
Sritem  wieder  gewinnen. 

Setien  wir  ferner: 

29) 


BO  wird  die  rechte  Seite  von  5)  die  Gestalt  haben : 
du,  » du, 


du 


n—t 


Dieser  Änsdmck  wird  gleich  Null,  wenn  man  mit  den  beiden  Gleichungen  29) 
die  folgenden  n— 2 Relationen  verbindet: 

30) 


n— 1 du, 


U,  + U -^-1-  U -^’  = 0 

• fl—  I dii,  n d«. 


U U 

11—2  n 


n—2  u— 3 


Offenbar  ist  dieses  System  von  Integralen  weniger  allgemein  als  das  vorige,  da 
(I  iwar  2 willkürliche  Functionen,  aber  nur  mit  n— 2 Variablen  enthalt.  — In 
derselben  Weise  kann  man  ein  Integralsystem  von  n Gleichungen  bilden,  welches 
3 willkürliche  Functionen  mit  n— 3 Variablen  enthalt  n.  s.  f. 

Schliesslich  bat  man  ein  System  von  n— 1 willkürlichen  Functionen  mit  einer 
Variable: 


31)  «2=Ti(“i).  «i  = 7.(“x)  • • ■ «„  = 7„_i(“i). 

ni  welchem  die  eine  Gleichung  tritt: 


• +c 


■'Vu-i 


^=0. 


« du. 

Alle  diese  Systeme  haben  wesentlich  verschiedenen  Charakter.  Ausserdem 
gibt  es  noch  ein  System,  das  weder  Constanten  noch  willkürliche  Functionen  ent- 
halt Offenbar  nii^ich  wird  auch  die  rechte  Seite  in  5)  gleich  Rull,  wenn  man 
ietit: 


33) 


ff,=0,  V,=0. 


U^=0. 


Diese  Integrade  nennt  man,  der  früheren  Bezeichnung  tinalog,  singnlüre. 

Die  Vollständigkeit  dieser  Untersnehnngen  würde  freilich  erfordern,  dass  man 
ein  System  von  s simultanen  Gleichungen  von  der  Form  X Xdz  = 0,  wo  s eine 
beliebige  Zahl  ist,  in  ähnlicher  Weise  behandelte.  Der  Verfasser  entsagt  dem 
aber  um  so  lieber , als  er  gestehen  muss,  dass  er  für  jetzt  nnr  im  Stande  wäre, 
Bruchstücke  zur  LOsnng  dieser  höchst  schwierigen  Aufgabe  beiznbringen , was 
dem  Zwecke  dieses  Wörterbuchs  fremd  wäre.  Er  schlicsst  also  diesen  Artikel, 
indem  er  glaubt,  die  Theorie  der  totalen  Differenzialgleichungen,  so  weit  sie  bis 
jetzt  ansgebildet  ist,  in  einiger  Vollständigkeit  dem  Leser  vorgeiührt  zu  haben. 
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daadratnm,  InrOcknimiig  der  par- 
tiellen DUrerenilalgleichnuKen  anf  — . 

1)  G i nl  ei  t nng. 

Unter  einer  partiellen  DiSerenzialglei- 
chnng  Tersteht  man  eine  lolcbe,  welche 
die  Differenzialquotienten  einer  oder 
mehrerer  abhängigen  Variablen  nach 
wenigitena  2 nnabhtngigen  Variablen 


enthält.  Wie  totale  Differenzialgleichan- 
gen , können  anch  die  partiellen  erster, 
zweiter  n.  s.  w.  Ordnnng  sein,  je  nach- 
dem die  höchsten  darin  enthaltenen  Dif- 
ferenzialqnotienten  erster,  za-eiter  n.  s.  w. 
Ordnung  sind. 

Das  allgemeine  Schema  einer  partiellen 
Differenzialgleichung  ist  mithin : 


X,  ■ ■ . *1.  ij  - 


4Tj,  jf,  , , . sind  die^nnabhlngigen, 
z,  . . . 2 die  abhäogigen  Varia- 
blen, «i  + v,  . . . ^ Diffe- 

renzialqnoticnt,  ein  Symbol  für  alle  die- 
jenigen , welche  entstehen , wenn  man 
A,  u,,  u,  , . . mit  0,  1,  2 . . . ver- 

Unscht. 

SelbstTeratändiieh  gibt  es  auch  simnl- 
tane  partielle  Differenzialgleichungen, 
nnd  würde  man  ein  System  derselben 
ans  der  hier  gegebenen  Gleichung  er- 
halten, wenn  man  für  f andere  Fanctio- 
ds  dz  dz 

/■(j,,  X,  . . . I,  ^ 


" dx,“‘  dx.“>  . . . dx  " 

nen  von  derselben  Varia- 

blen gleich  Null  setzte  nnd  mit  dieser 
Gleichung  verbinde.  Jedoch  ist  eine 
Behandlung  der  simultanen  partiellen 
Differenzialgleichungen  fast  noch  gar 
nicht  unternommen,  und  sind  nur  sehr 
vereinzelte  spezielle  Fille  den  gegen- 
wärtigen Hülfsmitteln  der  Analysis  zn- 
gänglich.  — Wir  werden  uns  daher  audi 
hier  fast  ausschliesslich  anf  eine  partielle 
Differenzialgleichung  mit  einer  abhän- 
gigen Variablen  zu  beschränken  haben. 
^ Das  allgemeine  Schema  lur  die- 
selbe ist: 
d’z  du 
dxj»*  dx^dx. 


dx  dx.*’  dx.*dx. 
n * ‘ * 


dx  dx 
n—  1 n 


Was  die  Behandlung  derselben  anbe- 
trifft, so  mnss  zuvor  bemerkt  werden, 
dass  auch  dieses  Problem  in  seiner  All- 
gemeinheit nur  wenig  ausgebeutet  ist 
nnd  Schwierigkeiten  der  erheblichsten 
Art  darbietet.  Diese  Schwierigkeiten 
beziehen  sich  nicht  allein  auf  die  Natur 
und  auf  die  Darstellung  der  allgemeinen 
Integrale,  obgleich  auch  diese  in  den  we- 
nigsten rälen  einer  genauem  Kenntniss 
zugänglich  sind,  sondern  auch  auf  die 
Anwendungen.  Denn  oft  kommt  es  vor, 
dass,  um  eine  partielle  Differcnzialglei- 
chüDg,  deren  allgemeines  Integral  man 
kennt,  für  einen  bestimmten  Fall  nnzu- 
wenden,  also  zu  spczialisireu , Probleme 
von  der  grössten  und  bet  iinsem  jetzi- 
gen Keuntnisson  unüberwindlichen  Schwie- 
rigkeit zu  lösen  wären,  so  dass  man  in 


Differenzialgleichungen  erster  Ordnung 
gelungen,  nnd  zwar  besteht  das  Resul- 
tat darin,  „dass  jede  partielle  Differen- 
zialgleichung erster  Ordnung  sich  in  ein 
System  von  n totalen  Differenzialglei- 
chungen mit  n-f-1  Variablen  zerlegen  lasst** 

Diese  Rednetion , welche  immer  ange- 
wandt werden  kann,  lOst  also  auch  die 
KurückfQhrung  der  partiellen  Differen- 
zialgleichungen anf  Quadraturen  in  den 
Fällen , wo  nach  dem  vorigen  Artikel 
die  Auflösung  des  in  Rede  stehenden 
Systems  totaler  Differenzialgleichungen 
auf  Quadraturen  führt. 

Bei  partiellen  Differenzialgleichungen 
höherer  Ordnung  bat  man  ti<^  f&st  aus- 
schliesslich auf  die  Behandlung  der  li- 
nearen Gleichungen,  d.  h.  der  Gleichun- 
gen von  der  Form  : 


der  Regel  leichter  zum  Ziele  kommt, 
wenn  man,  statt  das  allgemeine  Integral 
tn  suchen,  sich  von  Anfang  an  den  Be- 
dingungen der  speziellen  Aufgabe  mög- 
lichst anschliesst,  und  so  zu  einer  Lösung 
derselben  zu  gelangen  sucht. 

Allgemoincres  ist  nur  für  die  partiellen 


öx,*  öx,*  'öx. 

dz,—  'dr. 

+ . 

. . +s =( 

dx  * 
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bctchrinken  miusen,  vo  A,  B,  C ...  S Functionen  von  x^,  x,  . . , x^,  t und 

der  partiellen  Diffcrcnzialquotienten  von  x bis  einschliesslich  zars  — Iten  Ord> 
Dung  sind)  eine  Gleichung)  die  man  symbolisch  auch  schreiben  kann: 


:,A  

^ dx  "‘ix  "‘dx 


= 0, 


wo 


<'l  + W,+«I+  . . . =» 


nt. 

Aber  anch  hierbei  entbehren  die  an- 
gewandten Methoden  der  Allgemein- 
heit. 

Wir  werden  una  jetxt  xnnkchit  mit 
den  Gleichungen  enter  Ordnung  zu  be- 
ichäftigen  haben,  und  ehe  wir  die  Me- 
thoden xnr  AnflOiung  derselben  geben, 
untersnehen , welchen  Transformationen 
dieselben  nnterliegen , nnd  welches  die 
Natur  ihrer  Integrale  sei. 

2)  Allgemeines  über  die  Glei- 
chungen erster  Ordnung  und 
ihre  Integrale. 

Da  in  den  partiellen  Gleichungen  von 
beliebiger  Ordnung  die  Differensialquo- 
üenten  einer  Variablen  s nach  den  an- 


dern Variablen  x^,  x, 

men,  enthalten  sind,  so  wird  offenbar 
als  Integral  eine  Gleichung  gefordert, 
welche  z als  Function  Ton  z„  x,  . . . 

■».  gibt- 


angenommen,  nur  eine  abb&ngige  Varia- 
ble enthält. 

Es  muss  aber  gezeigt  werden,  dass 
anch  wirklich  jede  partielle  Differenzial- 
gleichnng  ein  solches  Integral  habe  nnd 
wie  dasselbe  beschaffen,  d.  h.  wie  riel 
Constanten  oder  sonstige  willkürlich  zu 
bestimmende  Grössen  in  demselben  ent- 
halten seien. 

Wir  thun  dies  an  dieser  Stelle  für  die 
Gleichungen  erster  Ordnung. 

Sei  t 

f(x,,  . x^,  z)  = 0 

eine  beliebige  Gleichung,  welche  noch 
ausser  den  Variablen  eine  Anzahl  Con- 
stanten enthält,  so  kann  mau  dieselbe 
nach  Z|,  X,  ...  . x^  differenziiren , nnd 

x^  genom-  erhält  auf  diese  Weise  noch  n,  also  hn 
Ganzen  n-f-1  Gleichungen,  ans  denen 
man  n Constanten  eliminiren  kann , um 
schliesslich  zu  einer  Gleichnng  zu  gelan- 
gen, welche  ausser  x,,  x.  ...  x , s 


Im  Wesen  einer  partiellen  Differen- 
xialgleichnng  liegt  es  also,  dass  sie  nur 
ein  Integral  habe,  wenn  sie,  wie  hier 

f{x„  r,  . . . 


. ds  dt  dt 

noch  — , - — . . . T — enthalt, 

dx,  dx,  dx^ 

Sei: 

ds  dt 


ds  . 


’ ^x^  dx,  ■ ' ' dx^ 


diese  Gleichnng,  so  kann  f eine  ganz 
beliebige  Form  haben,  wenn  F nicht 
nkher  besrimmt  ist,  nnd  man  sieht  da- 
her: „dass  jede  partielle  Differenzial- 
gleichung erster  Ordnung  f<=0  ein  In- 
tegral F=0  hat,  weichet  n willkürliche 
Constanten  a„  a,  . . . a^,  also  sowiel 

enthält,  als  die  Differenzialgleichung  ab- 
hängige Variable  bat.“ 

Dieses  Integral  wird  das  Tollständige 
genannL  Man  kann  ans  demselben  be- 
liebige partiknläre  Integrale  gewinnen, 
wenn  man  den  Constanten  beliebige 
dt 

5T=’  (X‘, 

IS 


Wertbe  gibt.  — Indessen  haben  die  par- 
tiellen l3ifferenzialgleichnngen  noch  In- 
tegrale Ton  einem  ganz  Tersebiedenen 
Charakter,  welche  statt  der  willkürlichen 
Constanten  willkürliche  Functionen  der 
Variablen  enthalten. 

Ein  solches  Integral  heisst  allgemei- 
nes, nnd  offenbar  ist  es  wirklich  Ton 
allgemeinerer  Art  als  das  Tollständige 
Integral.  Vom  Dasein  eines  solchen  all- 
gemeinen Integrals  aber  überzeugen  wir 
uns  durch  folgende  Schlüsse. 

Schreiben  wir  zunächst  die  gegebene 
Differenzialgleichung  unter  der  Form: 
dt  dz  dt  , 


und  geben  der  Grösse  x^  die  continnirlich  auf  einander  folgenden  Werthe: 
B„  o„  «,  . . . a^_  ,, 
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welchen  die  Werthe  ron  > : 


•’  •!  • • • 1 

beiüglich  enteprcchen  sollen.  Diese  Werthe,  s, , s,  , ■ • i>  ron  denen  wir 

übrigens  voransselsen  müssen,  dass  sie  ebenfalls  continuirlicb  ans  einander  her- 
▼orgehen,  weil  dies  der  Begriff  des  Differcnziirens  fordert,  sind  also  noch  Functio- 


nen von  x^,  Xj  . , . X 


Es  ist  aber : 


dx 


wo  ij.,  t^_|,  beliebige  auf  einander  folgende  Glieder  der  entsprechen- 

den Reihen  sind. 

Unsere  gegebene,  Gleichung  stellt)  also  folgeddes  recnrrente  System  dar: 

S|  =s, +(«,  — o,) y (*,,  <»,,  )i 

dz  I dz . 

l,  = S,+(o,-«,)y(j„  X,  . . . «4,  *l>  5^-  • • äi ) 


«—  1 


*,=*,_  | + i)?  (*1> 


1’ 


1 


Ans  der  ersten  Gleichung  kann  man  e,  bestimmen,  wenn  man  z„  also  auch  die 
Differenaialqnotienten  dieser  GrOsse  als  Fnnctionen  von  x,,  x,  . , , kennt. 

Die  Differenzialqnotienten  von  z,  ergeben  sieh  dann  durch  Differenziiren  dieser 
Gleichung,  Die  zweite  Gleichung  gibt  t,  und  enthält  keine  weitere  Wilikflrlich- 
keit,  und  so  kann  man  allmälig  bis  zn  s^  gelangen;  die  Grössen  n„  a,  , , ,a^_  l 

sind  folglich  beliebige,  aber  continuirlicb  auf  einander  folgende  Grössen.  Für  z, 
ist  also  keine  weitere  Bestimmung  gegeben,  und  somit  kann  diese  Grösse  eine 
ganz  willkürliche  Function  von  n = l Variablen  x,,  x,  . . , sein,  die  je- 

doch den  Gesetzen  des  Differenziirens  gemäss  so  genommen  werden  muss,  dass 
z auf  dem  ganzen  Integrationswege  dnreb  keine  Discontinnität  gefflhrt  wird. 

„Das  allgemeine  Integral  enthält  also  eine  willkürliche  I^nction  mit  einer 
Variablen  weniger,  als  die  Anzahl  der  unabhängigen  Variablen  beträgt.“ 

Man  kann  auch  setzen: 


*,  =*.+(“i-«.)'f.+(“i-“i)ri+  • • • i)V,_  I' 

WO  unter  verstanden  ist  der  Ausdruck: 

y(x„  X,  . . . x^_j,  ^ ^ ), 

‘ n— t 

oder  symbolisch: 

* = *.+y  = *1  • ■ ■ T/«r- 

In  diesem  als  Grenze  einer  Summe  tu  betrachtenden  Integrale  ist  also  Alles  bis 
auf  die  willkürliche  Function  welche  für  s,  gesetzt  wird,  bestimmt.  Für  s^ 

ist  z gesetzt.  Die  Function  aber  kommt  unter  dem  Quadratnrseichen  y selbst 
vor.  Sonach  gilt  von  diesem  allgemeinen  Integrale  z dasselbe,  was  überhaupt 
über  die  Eigenschaften  der  durch  Quadraturen  definirten  Fnnctionen  galt  (siebe  den 
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Artikel:  Quadraturen),  namentlich  der  Satz,  data  ein  solcher  Ausdruck  nur  dann 
iwischen  ge(;ebenen  Grenzen  zwei  verschiedene  Werthe  geben  kann,  wenn  die  durch* 
Ua/enen  beiden  Integrationswegc  einen  Discontinuitüts*  oder  mehrfachen  Punkt 
DiDschliessen. 


3)  Beziehung  zwischen  dem  vollständigen  und  dem  allgejneN 
Den  In  tcgral. 

Für  die  partiellen  DiCTcrenzialglcichungcn  erster  Ordnung  gibt  es  aber  noch 
eine  andere  Art,  sich  von  dem  Vorhandensein  des  allgemeinen  Integrals  zu  über- 
sengen,  und  was  ungleich  wichtiger  ist,  dasselbe  immer  dann  wirklich  anfznfinden, 
wenn  das  vollständige  Integral  bekannt  ist. 

Diese  Methode  rührt  von  Lagrange  her,  nnd  sie  führt  also  die  ganze  Inte- 
gration der  partiellen  Dififerenzialgleichnngen  erster  Ordnung  auf  die  Bestimmung 
des  vollst&ndigen  Integrals  zurück. 

Sei : ^ 

f=0 


eine  gegebene  partielle  Differenxialglcichnng,  wo  also  die  linke  Seite : 

dz  dz  dz 


enthllt.  Sei  ferner : 


F’(a„  a,  . . . a ) = 0 


das  Tollständige  Integral  dieser  Oleichnng,  wo  a|,  a,  ....  a^  die  witik&rlichen 
Constanten  sind,  nnd  F also  ansser  denselben  noch  die  Variablen  x^,  x,  .. . x^,  z 

enthllt.  Es  ist  dann  die  Oleichnng  ^=0  nach  Abschnitt  (2)  entstanden,  indem 
man  ans  den  Gleichnngen: 


die  Constanten  a„  a,  . . . a eliminirt. 

/d  F\ 

Das  Zeichen  xeigt  hier  an,  dass  die  Function  F derart  nach  x^  dille- 

reniiirt  werden  soll,  dass  a als  Function  von  x^  betrachtet  wird,  es  ist  also: 


/dF\  _ ^ ^ 

J ~ dz^  dz  SiT\ 

Nthmen  wir  nnn  an,  es  wären  a, , a,  . . . a^  keine  willkürlichen  Constanten, 
londem  Functionen  der  nnabhlngigen  Variablen  x, , x,  ...  x^,  and  sei  ein« 
dieser  QrOssen  a^  eine  Function  der  übrigen  a,,  a,  . . . also: 

2)  = o. 


10  erhält  man  heim  Differensiiren  Ton  F=0  jetat  die  folgenden  Oleichnngen: 


wo  t alle  ganzsahligen  Werthe  Ton  1 bis  n annimmt. 

Es  ist  aber  ferner  klar,  dass  die  Gleichnngen  3}  dann  TOllig  mit  den  Glet- 
changen  1)  übereinstiinmeD,  also  auch  das  Eliminationsresnltat,  welches  die  DMfe- 
reaiialgleichong  /=0  gibt,  dasselbe  bleibt,  wenn  man  setzt; 
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4) 


* du,  ” 


dF  dF 

da  . da 

n—  I n 


da 

fl 


da 


H—  i 


-0. 


Ans  diesen  n— 1 Gleichangcn  aber  kann  man  die  ri>>l  Grossen  a,,  a,  . . . 

bestimmen^  nnd  die  Gleichnng  2),  wo  0 eine  völlig  willkürliche  Fanction  ist, 
gibt  dann  Setzt  man  alles  dies  in  die  Gleichnng  F~0  ein,  so  hat  man  offen- 
bar ein  Integral  der  Gleichnng /*=  0,  da  die  letztere  dnrch  Differonziiren  der  erste- 
ren,  nnd  ELiminiren  der  Grossen  aj,  a,  . . • entstanden  ist.  Dies  Inte- 

gral enthält  aber  eine  willkürliche  Fnnction  von  n— 1 Variablen  nnd  ist  also  das 
allgemeine  Integral. 

Im  Uebrigcn  kann  man  noch  andere  Arten  von  Integralen  der  Gleichung 
^=0  ableiten,  welche  ebenfalls  willkürliche  Fnnctionen  enthalten,  die  jedoch  von 
einem  weniger  allgemeinen  Charakter  sind,  als  das  eben  gefundene.  Alle  diese 
Integrale  aber  sind  gegeben,  wenn  man  das  vollständige  Integral  kennt.  Nehmen 
wir  nämlich  wieder  an,  die  a seien  Functionen  der  Variablen  sr,  statt  der  Besie- 
hnng  3)  aber  seien  die  folgenden  gegeben: 

6)  + l = “•  • • • “r>’  "r+s  = ''’*  (“i>  «t  • ■ • ' 


wo  die  willkDrIiche  Fnnctionen,  jedoch  nnr  von  r Variablen  sind.  Die  Zahl 
r kann  jeden  Werth  ron  r = l bis  rz=N— 1 annehmen.  Die  Differensialqnotien- 
ten  TOD  F=0  werden  dann: 


6) 


dF 

“r  + l 


da 


(iE 

\da 


da 


dF  ^“r+\ 

da. 


r+l 


da 


, dF 

'^da^dajdx^ 

dF  '’“r-f2 

V+s 

" do^  da,/  d*^ 

dF  ^“r+ 1 

d«  da  ' 

r+l  r 

’ ' ’ da  do  ) dx  ~ ’ 

n rf  s 

und  diese  Qleichnngen  stimmen  wieder  ganz  mit  den  Glcichnngen  1)  überein, 
wenn  man  setzt: 


D 


dF 

J. 

dF 

^“r+l 

dF 

da  , 

■•+«  1 

dF 

j 

da 

H 

da, 

^“r+. 

da. 

'“r+, 

da,  ^ 

da 

H 

da, 

dF 

1 

dF 

^"r+l 

+ 

+ tL 

da 

M 

da. 

T 

^•r+1 

da. 

da 

r+2 

do, 

•*  + da 

n 

da. 

dF 

dF 

+ 

•’“r+2^ 

dF 

t 

da 

n 

da 

da 

da 

d.  + 

da 

da 

r 

r+  1 

r 

r+2 

r 

n 

r 

Die  Anzahl  der  Oleichnngen  5)  nnd  7)  ist  offenbar  zusammen  gleich  n ; sie  reichen 
also  znr  Bestimmung  der  QrOssen  a,,  a,  . . . a^  hin,  welche  man  in  die  Glei- 
chung F=:0  einsetzt.  Diese  gibt  somit  ein  Integral,  welches  n— r willkürliche 
Functionen  mit  r Variablen  enthalt. 

Da  r jeden  Werth  von  r=l  bis  r = n — 1 annehmen  kann,  wo  der  letzte  Fall 
dem  allgemeinen  Integrale  entspricht,  so  hat  man  n — 1 Klassen  von  Integralen, 
wekdia  willkürliche  Fnnctionen  enthalten,  nnd  zwar  entsprechend,  n— 1 willkür- 
liche Fnnctionen  mit  einer  Variable,  n— 2 mit  zwei  Variablen  n.  s.  f.,  endlich  eine 
mit  a— 1 Variablen. 
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Anuer  diesen  ist  aber  noch  ein  Integral  an  merken,  welches  weder  willkhr- 
liche  Fnnctionen  noch  Constanten  enthalt,  ans  keiner  der  gegebenen  Klassen  aber 
dnrch  Speciallsimng  erhalten  werden  kann.  Dies  Integral  heisst  singnilres , nnd 
sehliesst  sich  seinem  Charakter  nach  somit  den  singulären  Integralen  der  totalen 
DiCTerensialgleichnngen  genau  an.  Es  kann  dasselbe  jederseit  bestimmt  werden, 
wenn  man  das  vollständige  Integral  kennt. 

Kehmen  wir  nämlich  an,  es  seien  in  der  Oleichnng  F(a„  a,  ...  <>^)  = 0 

a„  a,  . . . Fnnctionen  der  x,  aber  ganz  von  einander  unabhängig,  so  erhalt 
man  dnrch  Differenziiren : 


8) 


/dF\  dF 

Id*  I da.  d*  da,  dx  • "^da.  dx 

\ ‘s  "s  n $ 


nnd  diese  Gleichungen  werden  mit  den  Gleichungen  1)  identisch,  wenn  man  setzt: 

9)  ^=0,  = 

da,  da. 


s Qleichnngen,  ans  denen  man  a,,  a, 
. . . a^  bestimmt,  und  in  F=0  einsetzt. 

Man  hat  dann  ein  Integral  von  dem  be- 
teichneten  Charakter. 

Zur  Anwendung  dieses  Verfahrens  anf 
Beispiele  werden  die  folgenden  Abschnitte 
Gelegenheit  geben. 

4)  Die  partiellen  Dilferen- 
lialgl  eichnngen  erster  Ord- 
nung als  besonderer  Fall  der 
totalen  Differenzialgleichnngen 
betrachtet. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  der  hier 
betrachteten  Gleichungen  ist  aber  die, 
dass  sich  eine  solche  immer  alt  eine  to- 
tale Differenaialgleichnng  mit  2n  Varia- 

1) 


bien  betrachten  lasst,  wenn  die  Anzahl 
der  nnabhangigen  Variablen  der  partiellen 
Differenzialgleichung  gleich  n ist,  nnd  daps 
sich  somit  die  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rensialgleichnngen  auf  die  in  den  letzten 
Abschnitten  des  vorigen  Artikels  gegebene 
Theorie  einer  totalen  Differenzialgleichung 
mit  mehr  als  zwei  Variablen  znrUckfflhren 
lasst,  nnd  in  der  That  fahrt  diese  Betrach- 
tnng  auf  dem  einfachsten  nnd  kürzesten 
Wege  znm  Ziele,  indem  jede  partielle  Dif- 
ferenzialgleichung erster  Ordnung  in 
2s— 1 totale  mit  2n  Variablen  zerfallt. 

Diese  Identität  der  totalen  nnd  par- 
tiellen Differenzialgleichungen  ergibt  sich 
unmittelbar  durch  folgende  Betraohtun- 
gen.  Statt  der  Gleichung  ; 


/■(*„  *,...*.*  V- 


dz  d% 


dx*  dx« 


d^-)=o 


bann  man  offenbar  setzen  die  folgende: 

2)  f(Xi,  *,  . . . x^,  z,  p^,  p. 


verbunden  mit  dem  System : 


dz 


• . P„)=0 

dt 

dx  ^s" 

fl 


Diese  letzteren  Gleichungen  aber  lassen  sich  in  die  Gestalt  einer  einzigen  bringen. 


Dämlich: 

4)  <fz=y>,(i*,-(-p,<f*. 

denn  durch  snccessires  Differenziiren  der 
Oleichnng  4)  nach  den  Variablen  x,, 
z,  . . . erhält  man  wieder  die  Glei- 

ebungen  3). 

Die  beiden  Gleichungen  2)  nnd  4) 
•iDd  also  mit  1)  völlig  gleichbedeutend. 

Die  Gleichung  2)  kann  dazu  dienen, 
eise  der  2n-f-l  Variablen  *,,  x,  . . . 
z,  p„  yz,  . . . p^  zu  bestimmen,  und 

enthält  Gleichung  4)  dann  noch  deren 
9a,  Da  aber  diese  Gleichung  nur  die 


-(-...  +p  dx  , 

' rn  n’ 

Differenziale  von  (s-|-l)  derselben:  *,, 
z,  . . , z^,  z,  nicht  aber  dievon;s,,p, 

■ • • enthält,  so  gilt  das  im  vori- 

gen Artikel,  Abschnitt  40,  II)  Gesagte  hier, 
dass  von  den  aofgcstellten  Systemen  von 
Differenzialgleichungen  das  erste  zur  In- 
tegration hinreicht.  Diese  merkwürdige 
Vereinfachung  der  zuerst  von  Ffaff  hin- 
gestellten  allgemeinen  Integrationsme- 
thode der  partiellen  Differenzialgleicfanh- 
gen  erster  Ordnung  rührt  von  Jakobi  her. 
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Wir  wollen  jeUt  noch  die  durch  Oleichnng  4)  gegebene  Form  der  partiellen 
Differeniialgleichnng  erster  Ordnung  benutzen,  um  eine  zuerst  von  Legendre  ge- 
gebene Tranzformntion  zn  beweisen,  welche  in  manchen  Fallen  anch  bei  Oleichnn- 
gen  höherer  Ordnung  von  Mutzen  sind. 

Die  Gleichung  4)  lasst  sich  nämlich  anch  auf  die  Form  bringen : 

= -x,dp,-x^dp,-  . . . -x^dp^, 

d.  h.; 

5)  du=x^dp,+x,dp,+  . . . +x^dp^, 

wo  gesetzt  wnrde: 

6) 

t = p,x,+p,x,+  . . . 

Die  Gleichung  5)  aber  zerfällt  in  das  folgende  System: 

du  du  du 

dp,“**  ■ ■ 'dp^~V 


nnd  diese  Werthe  in  die  Gleichung  2)  einsetzend,  erhält  man: 

d« 

+PnÄT-'‘^P‘’ 


Wi’ 


eine  partielle  Differenzialgleichnng  erster  Ordnung,  die  somit  mit  1)  ganz  identiaeh 
ist.  In  8)  sind  p,,  p,  . , , die  unabhängigen  Variablen,  also  dieselben 

Grössen,  welche  in  1)  die  Differenzialqnotienten  von  z waren,  während  die  Gröaaen 
X,,  X,  ...  X in  8)  die  Differenzialqnotienten  von  u sind. 

Ehe  wir  jetzt  mit  Anwendung  des  vorigen  Artikels  die  vollständige  Theorie 
der  hier  betrachteten  Gleichungen  geben,  wollen  wir  aber  noch  einen  besondem 
Fall,  den  der  linearen  Gleichungen,  direct  betrachten. 


5)  Integration  der  linearen  Gleichungen  erster  Ordnung. 


Sei  gegeben  die  Oleiehnng: 


dx 
n dx 


= B, 


wo  A,,  A,  . . . A^,  B Fnnetionen  von  s,  x„  x,  . . . x^  sind.  Diese  Gleichong 

heisst  lineare,  da  sie  in  Bezug  auf  die  partiellen  Differenzialqnotienten  von  z li- 
near ist.  Wir  ersetzen  sie  zunächst,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  durch  das 
System : 

dt  dz  dz 

dT;=^’"di;='’‘ • ••  sT-v 


oder  dnrefa  die  eine  Gleichung: 

2)  dz-p,dx,-p,dx,-  . . . -p^dx^  = 0 

verbanden  mit; 

8)  A,p,+A,p,-I-  . . . +A^p^=B. 

Indem  wir  ans  2)  nnd  3)  eliminiren,  erhalten  wir: 

4)  A„*-A^p.dx.-A^p,dx,-  . . . -A^p„_,d*^_, 

-(B-A,p,-A,p,-  ...  -A^_,  p^_,)ifx^=  O, 

oder,  indem  wir  die  mitp,,  p,  . . . p^_^  multiplicirten  Theile  von  einander 
•ondem : 
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5)  A^ät^Bdx^-^p,^A,dx^~A^dx^)^^p^(A^dx^-A^dx,)i^  , . . 

+7?  ,(A  dx  ~ A dx  ) = 0. 

' fl—  I ^ n—  \ II  n fl—  l' 

Es  wird  diese  Gleichang  offenbar  erfOUt,  wenn  man  setzt: 

A di^Bdx  y A ^U^=A^dx  . A dx^^A.dx  , , . A dx^  , = 4-  » 

a ww  ISIS  fl  WM  1 'W  ••  l Ä 

ein  System  von  it  Differenzialgleichnngen  mit  n+1  Variablen,  welches  man  aneb 
QDter  der  Gestalt  schreiben  kann: 

b)  :di,  : . . . idx^idtzzA,  : A^  : . , , . A^  : B. 

Bildet  man  die  Integrale  dieses  Systems,  so  losen  diese  offenbar  die  Gleichnag 
4)  oder  2)  vollständig  auf,  während  p,,  willkürlich  bleiben. 

Aber  nicht  nnmictelbar  ist  auch  eine  Anfldsong  der  Gleichung  1)  hierdurch  gege- 
ben. Denn  diese  Gleichung  erfordert,  dass  man  s als  Function  von  x^y  , 

erhält,  während  die  n Integrale  der  Gleichungen  6)  s,  x^,  als 

Functionen  von  x^  sich  ergeben. 

Indess  laast  sich  ans  diesen  Betrachtungen  leicht  das  allgemeine  Integral  von 
1)  ableiten.  Seien  die  Integrale  der  Gleichungen  6)  snnächst: 

7)  A=«,.  f,—",  • ■ • /i,=v 

ti’  Functionen  Ton  x,,  x,  . . . x^,  n,  . • • tber  wülkär 

liehe  Conatanten  find,  ao  iat  offenbar:  . 

8)  A^<fz  — Bifz^=  SeJ  f, 

A^Jx  —A  Jx2  = Se"<tf 

n fl 

* • • 

wo  die  Snmmenaeichen  anf  die  Ordaaen  if,  . , . aich  beziehen,  e,  tf . , . 

aber  Functionen  von  z,  x,  x,  . . . x^  aind,  die  eich  leicht  bcatimmen  laaaen, 

«enn  die  Integrale  bekannt  aind.  Daa  Zeichen  d deutet  hier,  wie  achon  oft 
iu  den  Torhergehenden  Artikeln  an,  daaa  die  OrOaaen  x,  x,  ...  * »sek  einem 

ganz  beliebigen  Gcaetze  voriirt  aind.  Durch  Einaetzen  der  Beziehung  8)  in  die, 
wenn  man  Gleichung  3)  als  erlUllt  vorauaaetzt,  identiache  Gleichung; 
p,  t^x,— . . . — p^<fx^)  = i4^tfr— Ä<f*^+;», 

erhUt  man  non  : 

9)  cfa— />,<;x,-p,(fx,-  . . . -/)^<fx^  = i,<f/',+*,cf^,+.  . . . 

*0  die  Anadrffcke  h,  , h,  . . . anaaer  x^,  x,  . . . x^,  z noch  p,, 

|,  jedoch  in  linearer  Form,  enthalten. 

Iat  die  rechte  Seite  gleich  Null,  so  ist  dies  also  auch  mit  der  linken  Seite 
der  Fall ; es  wird  dann  : 

ifz  = (fa,  cTx,  = dX|  . . . •7*„  — 

n setzen  sein. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei : 

'<•)  f.  - ■ ■ 

34 
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wo  ff-  eine  willkürliche  Fonctioii  ron  fi-*l  Variablen  ist,  to  wird  die  rechte  Seite 
von  9)  die  Gestalt  anoehmen : 


(*‘ +(*>+*«  • • • +(*«-!+*« 


Setzt  man  dann  noch: 

11)  *.+*„1^=0. 


*i.-t+*nä7^  = °’ 

'(I—  I 


so  ist  in  der  Thnt  dieser  Ansdmck  gleich  Nnl).  Die  ii— 1 Oleichnngen  11)  lasten 
sich  aber  immer  erflillen,  wahrend  if.  gaoa  willkürlich  ist.  Es  enthalten  die  Ans- 
drücke  h^,  k,  ...  nkmlich  die  r — 1 noch  ganz  nnbestimmten  Orüssen  p^, 

Pt  •••  Pf,— {•  können  also  an  deren  Bestimmung  dienen.  Die  Gleichung  10) 

gibt  also  in  jedem  Falle  eine  Auflösung  von  2) , and  da  sie  z als  Fnnction  ron 
X,,  X,  ...  X gibt,  anch  das  allgemeine  Integra]  von  1),  wahrend  7 eine  ganz 

willkörlicbe  Fnnction  ist.  Die  Gleichungen  7),  welche  h willkürliche  Constanten 
enthalten,  entsprechen  dem  in  Abschnitt  2)  betrachteten  vollständigen  Integrale. 
Da  sie  aber  nicht  als  Integrale  von  1)  zu  betrachten  sind  , so  muss  man  tagen; 
„dass  die  linearen  Differenzialgleichungen  kein  Tollständiges,  wohl  aber  ein  all- 
gemeines Integral  haben.“ 

Das . letztere  bestimmt  man , indem  man  die  totalen  Differenzialgleichungen 
6)  intcgrirt  nnd  ein  Integral  als  willkürliche  Function  der  übrigen  bestimmt,  oder 
was  dasselbe  ist,  zwischen  allen  Integralen  die  Gleichung : 

12)  tpif,,  ff...  fj=0 


fesUetxt,  wo  t/i  eine  wUlkOxliche  Fnnction  ist. 
Beispiele. 

I)  Sei  gegeben: 

da  ds 

Et  ist  hier ; 


A,  — -^1  “ *t» 

and  die  Gleichungen  6)  werden: 

dx^  : dx,  : ds  = x^ 


d.  h.; 


X,  : « t, 


Die  Integrale  sind: 


dx,  _ dx, dt 

X,  “ X,  ~Rt' 


also  das  allgemeine  Integral  der  rorgelegten  Gleichung; 


oder : 


II)  Sei  ferner  gegeben; 


Man  hat: 


dt  dt  _ 
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dx, : dx,  : <f*  = x,  z •.  — 

d.  b.: 

dXi  dx,  _ dz 

Die  Oleichnng: 

x,dx,+zdz~0 

gibt  integrirt: 

iid  wenn  man  den  hieran!  gezogenen  Werth; 
in  die  Gleicbang : 

*,  z 

einietit,  so  erhalt  man  das  Integral; 


Ign.x,  = arcsin  — . 

o. 


d.  b.; 


V (*’+*.’). 

X, 


„ V(W) 

' »I  . 

und  das  Integral  der  rorgelegten  Gleichung  ist; 

‘ ^ nrc  8in  s-r — r 

),x..  + z.)  = 0. 

III)  Seien  A^,  A,  , • • A^  nnd  B Constante,  so  sind  die  Integrale  von  6) 
Ton  der  Form ; 


4^+0,  = 4^  + »,- 


A,'"'-~  A, 
also  das  allgemeine  Integral  von  1)  ist ; 


= T'+"n=B'  + l*! 


A^^  n~B 


'''Iß  A,'  ß A,  ' ' ’ B 

6)  B e tracht nng  einer  ge  w is  se n Klass  e simnltaner  partieller 
Differenzialglefcbnngen. 

Die  eben  gegebene  Integrationsmethode  erstreckt  sich  auf  eine  Klasse  simnl- 
tsner  Gleichungen  von  der  Gestalt; 


1) 


A ^4-A  ^4-  ^A  — ‘-ß 
• • • + aäF“**’ 


dz  dz  dz 


M* 
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wo  ilj,  A,  ...  A^,  B,,  B,  . , , B^  Functionen  Ton  x,  . . . x^,  i,,  t, 
• • • sein  sollen. 

Dieses  System  gehört  also  zu  den  wenigen  F&llen  simultaner  partieller  Diffe- 
renzialgleichungen, die  einer  weiteren  Behandlung  zugänglich  |ind. 

Setzen  wir  wieder: 


^Z. 

'’j. 

li 

1^" 

• • Ö7=^«- 

n 

^-o  " 
dx^"^‘  ’ 

^=p»  . 

dx.-P' 

■ • 

dxj  ’ flx,  dx^  ’ 

>0  luMcn  sich  i^nz  ähnliche  Betrachtungen  wie  die  im  vorigen  Abschnitte  an- 
stellen.  Namentlich  kann  man  mittels  der  Gleichnngen  1)  die  Grossen  p^',  p^" 

. . . p bestimmen,  nnd  erhält  dann  ein  System  von  der  Gestalt  : 


-(ß^-A,p,W-A,p  M-  . . . 

wo  r Jede  Zahl  von  1 bis  s sein  kann  ; diese  Gleichung  nimmt  eine  eben  solche 
Form  als  die  Gleichung  5)  des  vorigen  Abschnittes  an , und  diese  wird  erf&lll 
durch  die  den  Gleichungen  6)  analogen: 

dz^  :rfx,  : rfx,  : . . . : dx^  = B^  : A^:  A,  . . , A^, 

oder,  indem  man  für  r alle  Werthe  setzt: 

2)  dii : dz,  . . : dz^  ; dx,  : dx,  : . . : dx^  = B^  : B,  B^  : A,  : A,  : : A^. 

In  diesen  n-fs— 1 Diilcrenzialgleichnngen  mit  n-f-s  Variablen,  kommen  die 
Grfissen  nicht  vor. 

Ganz  durch  dieselben  Schlüsse  wie  im  vorigen  Abschnitte  gelangt  man  zu  r Gleichun- 
gen von  der  Form: 

3)  cfs^-p/''Vx,-p,('’)<Ix,-  . . . pj^'^dx^=hj-'"^dfi+k,^''^df,+  . . . 

wo  fl,  ft  • • • f„^,_  I Integrale  der  Gleichnngen  2)  sind.  — Die  Gleichun- 
gen 1)  erfordern,  dass  man  z,,  z,  . . . als  Functionen  von  z,,  x,  . . . 
ansdrückt.  Dies  geschieht,  wenn  man  setzt: 

4)  = 

ft  • • • ^B-i) 


,(0 


wo  If  i,  ,f. 


fn+t  — l~ft  ft  • ■ ■ fn—i^t 
willkürliche  Functionen  sind. 
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Di««e  Gleicbnngen  geben  nämlich  die  < QrCssen  > ala  Fdnctionen  der  x. 

Ea  aind  aber  die  <i  ganz  beliebig,  denn  actzt  man  dieselben  in  die  Gleichnn- 
gen  3)  ein,  so  erhalt  man  rechts  den  Ausdruck: 

+('*/’•>+*  W . . . +*W  , 

V'  » df,  "+»  a/,  ^ "+»-'d/-,7 


I 'n— 1 'i*— 1' 

du  Ausdruck,  der  gleich  Null  wird,  wenn  man  die  Coefficienten  Ton  (ff,... 
gleich  Mall  setat.  Es  sind  dies,  wenn  r gegeben  ist,  n— 1 Gleichungen 

und  wenn  man  r alle  möglichen  Werthe  gibt,  so  entstehen  i(n— 1)  dergleichen. 


i(a— 1)  Grössen: 

Pi'.  Ps'  • 

• • Pw-l'. 

Pi".  P>" 

• • -Pb-i"’ 

• 

pS‘\ 

. . . P«  . 

• ••  r 

welche  in  den  h enthalten  sind,  angemeesen  veriUgt»  and 
dmogen  4)  oder  die  mit  ihnen  identischen : 

5) 

(f  ' 

• /•«+.-  .)=o- 

- 

(/"l»  /"*••' 

•^»+.-.)=o 

• 

V',  {/“»» A • • 

die  sich  durch  Integriren  des  Systems  2)  ergeben,  Integrale  der  Gleichungen  1) 
io  dass  die  Functionen  tfii,  i/>,  . . . i/>  völlig  willkfirlich  bleihen. 

Beispiele.  Sind  in  den  Gleichungen  1)  die  Grössen  A nnd  B constant, 
■0  lind  die  Integrale  von  2)  von  der  Gestalt; 

^ + + ..  + = + 

und  die  Gleichungen  6)  nehmen  die  Gestalt  an: 

«,  *i 

^r[B,  B,'  B,  B.’  - Ä B,'A.  Ä.’A.  B.’  ' ' ' B,J  ’ 

wo  der  allgemeine  Ansdruck  für  die  willkärlichen  Functionen  if>,  . . . 
sein  soll. 

7)AUgemeineAnflOsangderpartiollenDifferenzialgIei  eh  en- 
gen erste  r Ordnung. 

Bei  der  allgemeinen  Aufgabe  ist  ohne  Weiteres  die  Anwendung  von  dem  in 
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den  letzten  Abschnitten  des  rorigen  Artikels  gegebenen  Oleicbnngen  xn 
machen. 

Sei  die  gegebene  partielle  Differenzialgleichnng ; 


1) 


*1, 


dz  dz  dz 

dx^’  dx,  ' ‘ " dx  " 


wo  a eine  Constante  ist,  die  wir  eben  nnr  der  Analogie  mit  dem  im  rorigen  Ar- 
tikel Gegebenen  wegen  hinzafflgen,  so  zerlegen  wir  dieselbe  wieder  in  das  System 
von  2 Gleichnngen: 

2)  <is-pj(ic.-p,</x,-  . . . -p^<ix^=0, 

3)  V (z,  x„  X,  . . . x^,  p^,  p,  . . . P„)  = a- 

Die  Gleichung  2)  enthält  2ii-|-l  Variable,  von  denen,  wie  schon  gesagt,  eine 
mittels  der  Gleichung  3)  sich  wegschaffen  lässt.  Indessen  ffihrt  eine  andere  Auf- 
fassung zu  etwas  eleganterer  Darstellung.  Nehmen  wir  nämlich  an,  Gleichung  2) 
hätte  in  der  That  2n -f- 1 Variable,  so  muss  dieselbe  ein  willkürliches  Integral 
haben,  und  als  solches  betrachten  wir  eben  die  Gleichung  3),  welche  eine  Belation 
zwischen  z,  den  x und  den  p angibt-  Vergleichen  wir  jetzt  die  Gleichung  2)  mit 
der  im  rorigen  Artikel  betrachteten: 

i = 3n+l 

£ X^dz  =0, 

s=  1 

so  ist  zu  setzen 

x,  = -p„  = x^^.,=o. . . 

X,=Xi,  x,=x,  . . . x^  = x^. 


Die  Gleichnngen  19)  des  vorigen  Artikels  (Abschnitt  32),  welche  zur  Auflösung 
dieser  Differenzialgleichung  dienten,  waren: 


X,dA  = d 


p = sn+l 
1 

p~\ 


p = fn-h  I 
d 2 
P = 1 


fix 

(irf 

,dX 


dX,\ 

dx  ; 


dx_ 


dx 


dx 

P 


hl  Verbindung  mit: 


d?' 


dx. 


■3n-(-l 


p=  S»-f  I 

-+Ä  2 

p=l 


,dx 


8n-(- 1 


S = 2ll-f-l 
2 

s=  I 


dx  ) P 
0 ' 


die  Indices  ft  und  A müssen  eliminirt  werden. 

In  unserm  Falle  zerfallen  diese  Gleichnngen  in  3 Gruppen,  welche  von  den 
n ersten,  den  n folgenden,  nnd  endlich  von  der  letzten  Gleichung  ausgefOllt  wer- 
den. Diese  Gruppen  sind: 
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4)  ^ + yldj»,=rO, 
p,d^+dju^+ildj»,  = 0 

Adf^=o, 

"*n 

4»)  — ildx,=0, 

Opi 

4b)  — djt+d/i  =0. 

Di«  Gleiehnng  -4b)  kann  aor  Elimination  ron  dÄ  dienen,  nnd  man  hat: 

5)  + 

$ 

wo  I jeden  ganaxahligen  Werth  ron  1 hie  » annimmt.  Da  hierbei  eine  Gleichung 
rerloren  gebt,  rerbinden  wir  mit  dem  Syatem  noch  die  Gleichung  2).  Daa  Sjatcm 
5)  ist  nun  au  integriren.  Um  die  Integrale  ron  2)  an  erhalten,  bedarf  ea  keiner 
weitem  Integration,  da  n— 1 der  Functionen  X hier  gleich  Null  aind,  waa  nach 
dem  im  rorigen  Artikel,  Abachnitt  36)  Getagten  die  Bedingung  dafür  war,  daea 
die  Hanptintegrale  dea  eraten  Syatema  tnr  Läeung  der  Aufgabe  hinreichen.  Setat 
man  alao  etwa  z = 0 oder  gleich  einer  beliebigen  andern  Zahl  (man  kennte  atatt 
tauch  eina  der  x,  x,  =0  oder  gleich  einer  andern  Zahl  eetaen)  und  aind  x,',  x,'... 
a^',  p,',  y>,'  . . . p^’  die  Hanptintegride  der  Gleichung  5),  ao  hat  man  i 

Ä’ 

dt-;i,<fx,-p,irx,  . . . -p^d’x^=-j^(p,'cfx,'+p,'<fx,'+  . . . +p^'(tx^'), 

und  X,',  X,'  . . . x^'  aind  die  Integrale  der  Gleichung  2),  während,  um  a&mmt- 

liche  Integrale  von  den  Gleichungen  5)  an  haben,  man  noch  die  Hauptintegralo 
p,',  p,’  , . . hinanfOgen  mnaa. 

Die  Gleichungen: 

*,'  = «1.  • • • V“V 

wo  , a,  . . . die  willkürlichen  Conatanten  aind,  enthalten  auf  der  linken 
Seite  die  Gröaeen:  x^,  x,  . . . x^,  a,  p„  p,  . . . p^.  Mittele  dieaer  n Gleichun- 
gen nnd  der  Gleichungen  3)  laaaen  eich  alao  aämmtliche  p eliminiren,  nnd  man 
behält  eine  Gleichung  mit  it  willkürlichen  Conatanten  übrig.  Dieae  iat  mithin 
du  Tollatändige  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  1).  Um  hierana  daa  allge- 
meine Integral  nnd  daa  aingnläre  an  finden,  bedient  man  aich  der  in  Abachnitt  2) 
dieaea  Artikela  gegebenen  Methode,  d.  b.  man  verbindet  zur  Auffindung  dea  all- 
gemeinen Integrale  die  Gleichungen: 
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6) 

und: 

7) 


K,  . . . «„)  = 0, 

dff  ^ da^  da  ^ 

d_F 

d«,  dn^dn,” 


dF  dF 


d« 


dn  dar  da 

n— I n n— l 


:0, 


wo  F=0  du  TolUulndige  Integral  ist,  nnd  sn  der  des  singulftren  hat  man  die 
Gleichungen : r 


Wie  leicht  zu  sehen,  stimmt  dies  mit  der  im  vorigen  Artikel  gegebenen  Methode 
zur  Einffthmng  willkürlicher  Functionen  in  die  Integrale  der  tot^en  Differenzial- 
gleichungen völlig  überein. 

Wir  wollen  zunächst  das  Gesagte  auf  ein  Beispiel  anwenden.  Sei  gegeben 
die  Gleichung: 

(1+Fi’+Pi’+  • • • = 

wo  f(t)  eine  beliebige  Function  von  z ist.  — Es  nehmen  dann  die  Gleichnngen 
5)  die  Gestalt  an: 

2p^  d^  dx^  = 0. 

Indem  man  jede  Gleichnng  des  ersten  Systems  dnrch  die  erste  desselben  dividirt, 
erhält  man ; 

P,  dp, 

Pi  ^ dp,' 

worans  sich  n — 1 Integrale  ergeben: 


wo  Ci,  c„  r,  . . . c^_  I willkürliche  Constanten  sind. 

Setzt  man  die  Werthe  von  p,,  p,  . , . p in  das  zweite  System,  welches 
dann  die  Gestalt  annimmt: 


und  dividirt  jede  dieser  Gleichungen  durch  die  erste  des  Systems  : 

BO  erhält  man  Gleichungen  von  der  Gestalt; 

dx^ 

dr,~"s-i’ 

worani  sich  ebenfalls  n— 1 Integrale  ergeben; 
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wo  die  Gröesen  e^_  ^ ebeBfalls  willkürliche  Conitanten  lind.  — Man  hat  also 

2a— 2 Integrale,  und  es  fehlen  nns  deren  noch  2.  Das  eine  wird  erlangt,  wenn 
man  in  die  gegebene  Gleichnng  die  Werthe  von  p,,  p,  ‘ ' '^n  Dieselbe 

nimmt  die  Gestalt  an: 

/'W+Pi’/'(i)(l+Ci’+e.’+  • • • +e*„_,)  = «i 
eine  Gleichnng,  welche  p,  als  Function  Ton  t allein  gibt.  Es  ist  ntolich: 

p.=  V 

r /'W(i+^.*+c,*+ . . . +c\_,) 

Das  letste  Integral  endlich  gibt  die  Gleichnng : 

dj=p,dxi+p,rfjc,+  . . . 

wenn  man  für  p,,  p,  , . , p^  ebenfalls  snbstltnirt  Man  erhalt: 
dz 

— = dx,  + c,  (tr,  + c,rf*,+  . . . +c  dx  , 
p , a—  I n 

ein  Ansdruck,  der  integrirt  werden  kann,  da  p,  eine  Fnnction  ron  s allein  ist. 
Han  hat: 

/^'=x,+c,x,  + c,x.+  . . . +»^_  *,+J. 
wo  3 eine  nene  Cdnstante  ist.  — Ist  s.  B. : 

A*)  = »‘. 

SO  ilt: 

X sV(l+Cj*+c,*+  . . . +C>^_,) 

pT  “ 

tlso: 


K(o-n’) 

ff=  -V(^)  y'i+c.*+c.*+  ... 


tlio; 

^(a-z»-)  /l+c.^*  + c,*+  ...  +c>^_l +Xj  + c,x,  + c,Xj+  . . . 

+‘n-x‘n+3  = 0. 

Zur  Anffindung  der  Hanptintegrale  ist  es  hier  bequemer,  nicht  t,  sondern  x^^O 
tn  setzen,  wie  es  doch  geschehen  kann.  Es  ist  dann  gemüss  der  Gleichung: 

^S  t*‘ +*.-!' 

*,'  = *,-1-  al»o:  *,-c._,x,=x/, 

oder  da : 


s-  1 p, 

wir:  , 

Pi*  -P,*i 

— — =x  '. 

Pi  * 

Diese  Gleichungen  sind  zu  verbinden  mit: 

„ _P.  _Pi_  _ 

Pi-  — — — _ ...  --  . 

'^B-l 

welche  durch  Einführung  der  Hauptintegrale : 
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(ich  renrandeln  in: 

Ll  - Pl.-  - 

Pi  Pi'  ■ ■ ■ P„'‘ 

Die  Qleichnng: 

1 + 

Pi  “ 

aber  wird  durch  Eliminiren  der  OrOsaen  Cj,  c,  . . . c^_,  : 

*V(Pi’+Pi‘+  +Pn')’ 

d.  h.: 

1)  = (p,*+p,»+  . . . +p„*). 

oder; 

2)  »’(l+p,‘+p,*+  . . . +p^-)  = <». 

und  ans  dieier  Oleichiing  ergibt  sich  durch  Einlahruug  der  Hauptintegrale: 

*"a+p.'’+p.'*+  • ■ • +p„'‘)=*. 

oder  wenn  man  für  p,'  . . . die  Werthe  setxt : 

3)  *'’[pi*+P,'’(Pi‘+P.*+  • • • +p^>)]  = opi’. 

Auch  die  Gleichung: 

V(0-t*)V(l  + C,«+C,>+  . . . +C*„_,)  + X,+CjX,+C,X,  + . . . 

+ '«-.*»+9  = 0 

oimmt  durch  EHmioation  der  c die  Gestalt  an : 

V(a-i»)V(p,*+P,*+  . • . +P„’)4-P,*,+P,x,  + . . . +P„X^+JPi=0, 
d.  h. ; 

4)  (o-J*)(p,’+P,’+  • • . P„*}=(PiXi+Pi-r.+  ■ ■ • P,*„-.-JP.)*. 

Durch  Einführung  der  Hauptintegrale  ergibt  sich  hieraus ; 

(«-t'*)(Pi'*+P.'’+  • • • +P„'’)  = (Pi'*.'+  • • • +p„'r„'+jp,')’. 
und  durch  Einsetzen  der  Werthe  von  p,',  p,'  . . . p^, 

6)  (a-t'*)(p,*+p,’+  . . . +/>„*)  = [P,*,+Pix,+  . . . +P„x, 

-^(P.’+Pi*+  • • ■ +P  ’)  + JPi]*- 

Pi  " 

Ana  den  Gleichungen  3),  4),  5)  können  nun  g und  p/  eliminirt  werden;  es  bleibt 
noch  eine  Gleichung,  welche  z'  bestimmt.  Aus  dieser,  den  n— 1 Gleichungen  1) 
und  der  Gleichung  2)  sind  dann  p,,  p,  ■ • . p^  zn  eliminiren,  und  man  behalt 

eine  Gleichung  mit  n willkürlichen  Constanten  x,',  Xj'  . . . x^',  z'  übrig,  welche 
das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  ist. 

8)  Anwendung  der  allgemeinen  Aufgaben  auf  denFall,  wo  nnr 
2 unabhängige  Variablen  vorhanden  sind. 

Sind  nnr  2 unabhängige  Variablen  gegeben,  so  besteht  das  System  5)  des 
vorigen  Abschnittes  ans  folgenden  5 Gleichungen: 
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I) 

rfu 

n) 

df4  1 

ni) 

dp  P^—A  <fx,  = 0, 
3p, 

du  pL-Adx,=0, 

3p, 

IV) 

di=p,  dx^+p,  dx,. 

Bei  spiele. 

I)  Die  im  vorigen  Abschnitte  behandelte  -allgemeine  Anlgabe  gibt  fl^r 
die  Gleichnngen; 


n = 2 


1) 

2)  vr=i''(p,’+p/‘)(j>,'+j>,'X 

3)  («-»'*)  (;'i’+/>i’)=(Ps*.'+si>i)’. 

<)  ('»-*’)(Pi’+/>i’)  = 0>,  *i+P,  Jri  + S;>i)*. 

5)  s’(l+Pi*+P,’)=«. 

Ans  diesen  5 Gleichnngen  ist  zn  eliminiren  ;i,,  p,,  p/,  g.  Han  behtlt  eine 
Gleichung  übrig,  welche  die  beiden  willkürllcben  Constanten  z',  x,'  hat,  nnd  das 
ToUstindige  Integral  bildet. 

Die  dritte  nnd  vierte  Gleichung  geben; 

6)  -»'*)=/». 

Ans  dieser  in  Gemeinschaft  mit  der  ersten  nnd  fünften  ist  p,  nnd  p,  zu  elimi- 
niren. Die  erste  aber  gibt: 


dies  in  die  sechste  eingesetzt,  gibt: 

7)  + (*'-»'•)  + (».  -*.')"+*  i • = 0. 

Dieie  Oleichang  ist  von  p^g  p,,  p^*  frei»  sic  ist  also  das  roUst&ndige  Inte- 

gral. 8ie  nimmt  ancb  die  Form  an  : 

= i y'(x,-x,o»TI7. 

also : 

8)  z*-z'*-Kx,-x, ')•  + *, *=0. 

U)  Es  sei  ferner  gegeben  die  Gleichung: 

^ = ax.-h6*  + /-(x„^)  = 0. 

Es  ist  hier  xn  setzen: 


p,), 

und  die  Integration  wird  auf  folgendes  System  znr&ckgeführt : 


dp  ^o-l-ip,  + ^)-|-A//p,=0, 

p,6rf^+Arfp,  = 0, 
d/<-hAdx,  = 0, 
äf 

du^-  Adx^  = 0. 

3p, 

s nnd  i sind  Constante,  f eine  beliebige  Function  von  2 Variablen. 

Eliminirt  man  dp,  so  bat  man  folgende  3 Gleichnngen : 

1)  p,bdx^=dp^. 
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2) 


^ dx,+dxj  = 0, 

dp. 


3)  dx,{a+bp,-\- ^ = dp^. 

Die  Gleichung  1)  hat  lum  Integrale: 

l\  bx, 

4)  p,  = ne 

Setzt  man  diesen  Werth  in  fein,  so  ist  diese  Function  nur  noch  Ton  abhkn- 
gig,  ebenso  wie  seine  Differensialqnotienten.  8ei  sonach: 

= F'(*„  «), 

so  wird  das  Integral  der  Gleicbnng  2}  sein: 

6)  x,+  F(x„a)  = fl, 

und  wenn  man  in  3)  setzt: 

bx, 

Pi=ue 

so  wird  diese  Gleichung  die  Gestalt  annehmen: 


also : 


dx,  = e*^‘ilu, 


1 —bx, 
b 


-4*1 


ist,  also: 

6) 


, . bx,  f df  —bx,, 

^(x„  o)  = e 'J  'dx. 


Pi  = — j-+V'(*i.  “)+?'• 


Setit  man  x,  = 0,  so  geben  die  Gleichungen  4),  5)  und  6): 

= *i'+7(0.  »)  = ^. 

f>i'=-y  + V'(0i  «)+yi 

and  indem  man  a,  ß and  y ans  4)«  5)  und  6)  eliminirt : 

7)  p,=p,’J‘*', 

8)  X,  + F(i„  p,’)  = x,'+  F (0,  p,’), 

9)  = P,')- 

Diese  Gleichungen  sind  zu  verbinden  mit  v=0,  oder: 

10)  ox,  + 4z-;),+f(x„  p,)  = 0, 
und: 

11)  4z'-p,'+f(0,  p,')  = 0: 

aus  den  Gleichungen  9)  und  11)  wird  p,'  eliminirt.  Es  kommt: 
bz'-p,  + ^{x„  p,')-ip(0,  Pt')+f(ß,  p,’)=0. 

Mittels  der  Gleichung  10)  kann  hieraus  aber  auch  p,  weggeschafft  werden: 

12)  4s'+ ^^(x,p/)-^^.(0.  p/)+/’(0,  p,')  = ox,  + 4z+f(xi,  p,). 

Dm  p,'  wegzuschaffen,  hat  man  die  Gleichung: 

P.'=/>i 

und  nachdem  dies  eingesetzt  worden,  ergibt  sieh  ans  12)  nnd  8)  das  allgemeine 
Integral,  wenn  man  noch  p,  eliminirt. 
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EU  gibt  aber  auch  eine  oft  bequemere  Methode  snr  Erlangung  des  allgemei- 
nen Integrals , bei  welcher  die  Eliminationen  vermieden  werden , und  welche  fbr 
den  Fall  von  3 Variablen  bereits  Lagrange,  der  sich  snerst  mit  diesem  speciellen 
Falle  beschäftigte,  angegeben  hat.  Es  ist  beiläufig  gesagt  nichts  weiter,  als  die 
im  vorigen  Artikel  für  totale  Differensialgleichungen  angegebene  Methode,  die- 
selben durch  sncccssive  Integration  und  Benutzung  der  nach  und  nach  gewonne- 
nen Integrale  anfsnlßsen. 

Lagrange  benutzt  nämlich  von  den  Integralen  der  Differenzialgleichnugen  I), 
II)  und  III)  nnr  eins.  Sei  dasselbe: 

/■(*.  y.  *.  P»  P,)=»- 

Verbindet  man  dies  mit  der  gegebenen  Differenzialgleichung: 

7 (*.  y.  *.  Fl.  Ps)  = 0, 

so  kann  man,  wenn : 

dt  dt 

geschrieben  wird,  daraus  2 Gleichungen  von  der  Gestalt : 

dz  dz 

5^;=“-  äi;-"’ 

oder: 

di  = uJx,  +v(/z, 

gewinnen , wo  u und  v Functionen  von  x,  y,  z sind,  welche  die  willkürliche  Con- 
stante  n enthalten.  Selbstverständlich  werden  sie  der  Bedingung  der  Integrabili- 
tät  genügen.  Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  eine  Function  von 
z,y,  z,  a mit  einer  zweiten  Constante  ß,  also  ein  vollständiges  Integral. 

Wenden  wir  dies  auf  das  letzte  Beispiel  an,  indem  wir  von  dem  Integral: 

bx, 

p,  = ae  * 

ansgehen  und  dies  mit  der  Gleichung: 

az,+4i-p, +/■(*„  p,) 

Terbindan,  so  erhalten  wir: 

dt 

o). 

dz  bx. 

dT-’“  ' 

wo  F{x^,  a)  = f(x„  ne^*‘)  gesetzt  ist,  also: 

<fz  = [o*,  4-4z n)]  «fz, 

Setzen  wir  zuerst  z,  constant,  so  kommt: 

z = az,  e*^'  U, 


oder  wenn  man: 
setst: 

Es  ist  also: 


X,  =0 

U=z’. 


t'  = t—ax,  c^‘ 

das  Hanptintegral,  und  indem  man  z=  z',  x,=0  in  die  Differenzialgleiehnng 
einsetzt: 

</z'  = [oz,-(-is'-fF(x,,  «)]i/x„ 
eine  Gleichung,  die  sich  integriren  lässt,  wenn  man  setzt: 
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Ea  kommt: 


wenn  man  ietzt> 


e*'‘d«  = [flx,+F(x„  f.))rfr„ 
v = <p{x^,  a)+ß. 


N_  r fljr,  +F(X„  b)  j 

”^-J  

Das  Tollständige  Integral,  ist  somit : 


n)+/J]  = :-«*,  e"^‘. 


4x, 


Es  wird  bei  dieser  Methode  nicht 
allein  die  Elimination  erleichtert,  sondern 
auch  die  Integration  vereinfacht. 

Die  Anwendung  des  vorigen  Artikels 
wird  unmittelbar  den  Qebranch  dieser 
Methode  für  beliebig  viel  unabhängige 
Variablen  ergeben. 

9)  Vortheile  beim  Intcgriren 
der  allgemeinen  partiellen  Dif- 
ferenzialgleichung erster  Ord- 
nung, wenn  man  die  Integrale 
nach  und  nach  bestimmt. 

Die  im  vorigen  Abschnitt  gemachte 
Bemerkung  findet  ihren  allgemeinen  Aus- 
druck in  dem  im  vorigen  Artikel  fir  die 
totalen  Differenzialgleichungen  bewiese- 
nen Satze,  dass  man,  wenn  ein  Integral 
bekannt  ist,  statt  2n— 1 Gleichungen  mit 
2a  Variablen,  zwei  Systeme  von  2a— 3 
Gleichungen  mit  2a— 2 Variablen  zu  in- 
tegriren  hat,  dass,  wenn  ferner  ein  Inte- 
gral der  so  gebildeten  Gleichungen  be- 
kannt ist,  3 Systeme  von  2a— 5 Glei- 
chungen mit  2a— 4 Variablen  der  Inte- 
gration unterliegen  n.  s.  f. , dass  also 


jedes  Integral  in  Bezog  auf  dieRednetion 
der  allgemeinen  Aufgabe  die  Stelle  von 
2 Integrationen  vertritt. 

Was  die  Gestalt  der  Systeme  anbe- 
trifft, welche  nach  Kenntnisa  bezüglich 
eines,  zweier  u.  s.  w.  Integrale  entstehn, 
so  sind  dieselben  in  den  Gleichnngen 

24),  25),  26),  27),  Abschnitt  88)  des 
vorigen  Artikels  enthalten. 

Bemerken  wir,  dass  diese  Gleichnngen 
von  den  Gleichungen  11)  besagten  Ar- 
tikels, ans  denen  sie  abgeleitet  sind,  sich 
nur  dadurch  unterscheiden , dass  rechts 
? = r du 

ein  Ausdruck:  2 da  zhinznkommt, 

9=1 

wo  u,  . , . die  bereits  bekannten 
Integrale  sind , nnd  wenden  wir  dies 
auf  die  Gleichungen  4),  4a)  nnd  4b) 
des  Abschnitt  7)  an,  so  erhalten  jvir  fol- 
gendes Resultat. 

Wenn  ein  Integral  «,  der  partiellen 
Differenzialgleichung  bekannt  ist,  so 
sind  folgende  Gleichungen  noch  zu  in- 
tcgriren : 


1) 

1*) 

Ib) 


t $ 

-dA+da-^  + d«,  ^=0, 


wo  s in  1)  nnd  la)  alle  Wertho  von  1 bis  n annimmt.  Eine  Gleichung  dieses 
Systems  dient,  nm  dA  zu  eliminiren.  b,  nnd  ft  sind  nnabhangige  Variablen. 
Schafft  man  wirklich  dA  weg,  so  wird  das  System: 


2) 

2 a) 


da 


~+P 

dz 


= 0, 


Dieses  System  kann  man  in  2 andere  zerfallen,  wenn  man  je  eine  der  unabhün- 
gigen  Variablen  consUnt  nimmt.  Man  erhält: 
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3.) 


3) 


und: 


4») 


Mit  dieaen  Systemen  ist  an  verbinden : 


di—p^dXf  +p,  dx. 


d.  h.s 


ind; 


Ist  von  diräem  Systeme  21  und  2s)  ein  Integral  h,  bekannt,  so  vermehren 
ridi  die  Formeln  1),  1 a),  1 b)  nur  um  ein  entsprechendes  Glied. 

Ist  von  dem  neu  gebildeten  Systeme  wieder  ein  Integral  v,  . . . und  so  fort 
bis  lum  rten  System  ^kannt,  so  hat  man  noch  so  integriren  die  folgenden,  gans 
*ie  1),  la),  Ib)  gebildeten  Gleichungen; 


wo  dA  eliminirt  wird,  dp,  da,,  dof  . . . da^  unabhängige  Variablen  sind,  also 

du  System  in  r+1  andere  zerfällt,  wenn  man  immer  r dieser  Variablen  constant 
denkt. 

Wenn  von  Anfang  an  2 Integrale  u,  und  u,  bekannt  sind,  so  vertreten  diese 
nach  dem  vorigen  Artikel  die  Stelle  von  4 Integrationen,  wenn: 


ist,  wo  M,  als  Function  von  u,,  a,  und  einem  beliebigen  System  von  Integralen 
der  Gleichungen  2)  und  2a)  gedacht,  und  demgemäss  differenziirt  ist.  In  jedem 

indem  Falle  gibt  der  Ausdrock  andern  im  vorigen  Artikel  erörterter* 

ten  Bednctionen  Gelegenheit;  in  gewissen  Fällen  lassen  sich  ans  H|  und  u,  alle 

übrigen  Integrale  finden.  Dieter  Ausdruck  nnserm  Falle  der 

partiellen  Dififerenzialgleichnng  eine  betonders  einfache  Form.  Es  ist  nämlich: 


5a) 


°P,  9 = 1 1 


5 b) 
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^ (!?iy 

Vda,/  üi  V^n,/  1 dx^  'ön,'  ,-|  äp^  'da^f 


Vermöge  der  Gleichungen  4)  und  4«)  aber  hat  man; 


'do,/~  A dt, )’ 


also; 

Mil  diesem  Änsdmcke  sind  dieselben  Betrachtungen  in  machen,  wie  im  Falle 
der  totalen  Differenzialgleichungen. 

10)  Betrachtung  des  Falles,  wo  die  unabhängige  Variable 
nicht  selbst,  sondern  nur  ihre  Di f fere nsia Iquoti en ton  ror- 
kommcn. 

Der  Fall,  wo  die  Grösse  : nicht  selbst  in  der  gegebenen  Differenzialgleichung 
enthalten  ist,  verdient  besondere  Berücksichtignng,  Er  spielt  in  den  Problemen 
der  Mechanik  nnd  in  denjenigen  Differenzialgleichungen,  welche  den  Aufgaben 
der  Variationsrechnnng  entspringen,  eine  wichtige  Rolle.  Ansserdem  aber  llsst 
sich  jeder  andere  Fall  anf  diesen  zurdekföhren,  wenn  man  die  Anzahl  der  nnab- 
htngigen  Variablen  um  eine  vermehrt.  — Sei  nkmiieh  wieder  gegeben  die  Glei* 
ebnng ; 

q(x,,  X,  . . . i^,  z,  p,  . . . P„)=0, 

WO : 

dz 

^.=5T 

t 

in  setzen  ist. 

Fohren  wir  ein  die  nene  Variable; 


so  ist : 


»+l 


dt, 


dx 


= z, 


n+l 

dt,  dz  _ 

dx  ^n+ 1 dx  tt"i"  t* 

SS 

wo  s eine  der  Zahlen  1 bis  n ist.  Die  gegebene  Gleichung  nimmt  also  anch  die 
Gestalt  an ; 


, (x„  X.  . . . x^), 


dz. 


1 


dx,’ 


1 dz, 


— ^)=0, 
x . . dx 
n+ 1 n 


"n+l  “n+l”*'  *n4-l 

eine  Gleichnng,  die  also  nur  die  Differeniialqnotienten  der  nnabh&ngigen  Varia- 
blen s,  enthUt. 

Znr  Untersnebung  dieser  Gleichnng  gehen  wir  wieder  von  der  Form; 

^ (x„  X,  . . . X 


Pt 


ans.  Die  Gleichnng  4b)  des  Abschnittes  7)  lehrt  dann,  dass  A constant  sein 

muss,  da  -^  = 0 ist.  — Setzt  man  non  in  4)  nnd  4 a); 
dz 
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10  ergibt  lieh : 

2) 


rfp  =-dipL, 

w dx 


2a) 


Da  in  diesen  Gleichungen  z nicht  vorhanden  ist,  so  reducirt  sich  daa  System  ge- 
gen den  allgemeinem  Fall  um  eine  Ordnung,  da  die  z entsprechende  Gleichung 
zunAchst  nicht  au  berücksichtigen  ist.  Nach  Vollendung  der  Integration  ergibt 
sich  dann  s durch  Quadratur  vermöge  der  Gleichung: 


äz~  £ p dx  = £ p T — dl 

.=1  * * .=t 


also: 


/*  = » d« 


et  kommt  z also  nur  als  Index  vor.  Die  Formel  6)  des  vorigen  Abschnittes 
nimmt  die  Qestalt  an : 


\d«,/  ~ , Vf,  ^P,  / 


(die  Constante  A ist  nlmlich  immer  gleich  1 , wenn  man  statt  ft  den  Ansdrnck 
Ir  ^ einfhhrt).  In  diesem  Falle,  auf  den  sich,  wie  wir  sahen,  jede  partielle 
Differenzialgleichang  znrttcklQhren  lässt,  kommt  also  der  Index  A nicht  vor.  — 
I«t  also  weder  einer  Zahl  gleich,  noch  auch  eine  Folge  der  Qleichnngen: 


“1=«-,.  “l=Cl. 

>0  ist  dieser  Ausdruck  ein  drittes  Integral  der  partiellen  Differcnziolgleichnng,  und 
man  bat  weder  die  Kenntniss  des  Index  A uOthig,  noch  brancht  man  denselben 
nach  Klcbsch's  Methode  zu  climiniren. 


11)  Behandlung  der  mechanischen  Qleichungen.  — Anwen- 
dung der  Variation  der  Constanten  auf  dieselben. 

Wir  wollen  noch  den  bereits  erwähnten  Zusammenhang  der  im  letzten  Ab- 
■chnitto  behandelten  Glckhang : 


1) 


'/  {*1,. 


dz  dz 
dz,’  dz. 


dz 

dT)=0 


<nit  den  mechanischen  und  den  in  der  Variationsrechnung  vorkommenden  berDh- 
ren.  Dieser  Zusammenhang  besteht  darin,  dass  die  letzterwähnten  Oleicbnngen 
•ich  immer  an!  das  System  2)  und  2a)  des  vorigen  Abschnittes  bringen  lassen. 
Ihre  Integrale,  an  Anzahl  2n— 1,  sind  also  auch  Integrale  der  Gleichung: 

2)  dl-p^dx^-p^dx^  . . -p^dx^-Q, 

xo  durch  Gleichung  1)  gegeben  ist. 

OCTenbar  lassen  sich,  wenn  man  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichnng  1) 
lut,  anch  die  letzteren  2n— t Integrale  finden.  Sei  nämlich; 

3)  t = z,  . . . z^,  «„  a,  . . . a^_^)  = F 

vollständige  Integral,  a , , a,  ...  "„die  Integrationsconstanten.  Dass  dasselbe 

die  Form  3)  haben  muss,  folgt  darans,  dass,  wenn  man  den  Werth  von  z um 
eine  Constante  vermehrt  und  diesen  in  1 einsetst,  diese  Gleichnng  unverändert 
Meiht,  so  dass  nothwendig  eine  Constante  cc„  za  der  Function  addirt  sein  muss, 
ferner  ist  offenbar: 


83 
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3.) 


_ 

Pn-äT' 

n 


da  V,,  V.  . . . die  Werthe  von  . lind.  Die  lettle  Oleichong  nmu 

^z^  ox, 

wegen  1)  identisch  errüllt  werden.  Denkt  man  sich  n,,  . «u  ans  3)  und 

den  «—1  ersten  Qleichnngen  3a)  bestimmt,  so  werden  selbstrerstlndlich  diese  Glei- 
cbnngen  identisch.  Nun  ist  ebenfalls  identisch : 


dF=^d..+  ^^tf,.+  . 


df  dt  df 


a-l 


WO  für  die  a die  aas  3)  and  3a)  genommeneii  Fonctioaeo  der  x and  p an  tetsea 
aiads  Also  wegen  der  obigen  Bemerkung: 


4)  dt-p,  «fxi-;»,  tfx,- 


df  df 

-Pn  = + 


+5:7 


if 


Die  Gleichung  2)  wird,  wie  selbstTerstkadlich , erfüllt,  wenn  man  für  die  « Con- 
stantc  nimmt.  Was  nun  die  Integration  unters  STstcmt  2)  und  2a)  des  rorigen 
Abschnittes  anbetriffl,  so  ist  bei  Behandlung  der  totalen  Diffcrenxialgleichnng,  roa 
der  die  Gleichung  2)  dieses  Abschnittes  ein  besonderer  Fall  ist,  gexsigt  worden, 
dass  die  Coefficienten  von  d«,  , <fa,  ...  die  unabhängige  Variable  des  Systems 
nur  als  gemeinschaftlichen  Factor  enthalten  können.  Da  aber  einer  dieser  Coeffi- 
cienten gleich  1 ist,  also  einen  solchen  nicht  haben  kann,  so  sind  die  Coefficien- 
ten alle  Constanten  gleich  und  folglich  Integrale  des  Systems. 

Die  mechanischen  Gleichungen  werden  also  gelöst  durch  das  System  ron  In- 
tegralen : 


^ d/-  Af 

n'  doj’  äo,  ' " ' 


wo  die  Gleichungen  3)  und  3 a)  die  « ergeben. 

In  der  Theorie  der  totalen  Differensialgleichnngen  (vergleiche  den  vorigen 
Abschnitt)  erwähnten  wir,  dass  bei  den  mechanischen  Gleichungen  die  Variation 
der  Constanten  einfachere  Hesultate  als  im  allgemeinen  Falle  geben. 

Auch  dieses  wollen  wir  hier  ansriihren.  Die  Gleichung  1)  mOge  die  Gestalt 
haben : 

6)  7 (»,.  X,  ■ . • Pt,  Pt  ■ ■ P„)+*V’(x„  JT,  . . . p„  p,  ■ . ■ pj=  0 

wo  s eins  sehr  kleine  Constante  ist.  Man  kann  dann  in  erster  Näherung  «=0 
setzen,  und  unter  dieser  Voraussetxnng  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung 
finden.  Sei: 

6)  i = tt^=F, 

solches,  wo  x,  . . . x^,  n,  . . . a^)  gesetzt  ist,  man  also  anch  hat: 


6 a) 


dx,’ 


Pt  = 


dx. 


Nehmen  wir  jetzt  an,  die  vollständige  Gleichung  6)  wfirds  integrirt  durch  Glei- 
chung : 


*^)  * — X j 


x^.  ir, 


wo  A,  . . . SU  bestimmende  Functionen  der  x sind;  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen : 
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7.) 


’ Ax, 


df 


wo  f die  Fanction  in  7),  welche  1,,  . . . enthalt,  hedenten  soll,  wahrend  f, 

dieselbe  Fnnction  in  6)  anzeigt,  wo  i,,  . . . sömmtlich  verschwinden.  Die 

df  df 

Zeichen  t — . . . drücken  hier  ans,  dass  nnr  nach  dem  entwickelten  x diffe- 

ox,  ox, 

renziirt  ist.  Soll  anch  noch  dem  in  den  ü enthaltenen  x differcnziirt  werden , so 
schreiben  wir:  ferner  den  ans  der  Oleichnng  5)  ge- 

sogenen Werth  von  mit  bezeichnen , wahrend  für  den  aus  der  Oleichnng 
^=0  genommenen  die  Beseichnnng  bleiben  soll. 


Offenbar  ist  dann : 


wo  dos  zweite  Glied  mit  s verschwindet  nnd  f eine  ans  5)  zn  bestimmende 
Grosse  ist. 

Dass  übrigens  das  System  7)  nnd  7 a)  die  Oleichnng  5)  integriren  kann , ist  ' 
leicht  zn  zeigen.  Man  kann  nämlich  die  l (n  an  Anzahl)  so  bestimmen,  dass  sie 
die  st  Gleichungen: 

dt  _ if  dt  df  dt  _ df 

dx,  ~ dx^  dx,  ' 


' dx_ 


öx_ 


”“ii— 1 -ii— 1 

erfüllen,  wo  für  t der  Ansdmck  7)  zn  setzen,  also: 


— -P 
dx^~  »' 


dx^  \dxj 


+ « 


dx. 


ist,  nnd  diese  n Oleichnngen  sind  mit  5)  völlig  identisch.  Der  Factor  s vor  den 
a deutet  nnr  an,  dass,  wie  selbstverständlich  ist,  der  Zuwachs  der  a mit  i von 
gleicher  Ordnung  ist.  Nun  ist : 


'dT  “dH " 

fl 


Of 


Ansserdem  war  identisch: 

Jt-p,Jx,-p,Jx.-  . . . -p^Jx^=JF,-^  Jx,-^Jx,-  ... 

wenn  man  die  in  F,  nnd  f,  enthaltenen  Werthe  von  a,,  <t,  . . . ans  den 

Gleichnngen  6)  nnd  6 a)  (mit  Ansnahme  der  letzten,  welche  identisch  ist)  nimmt. 
Diese  Gleichungen  stimmen  aber  genau  mit  7)  nnd  7 a)  Oberein,  wenn  man  die  a 
mit  n-f-«a  vertonscht;  es  sind  also  noch  Elimination  der  o+sa  ebenfalls 
identisch : 

*-p,<fx,-y»,dx. -p^dx„=dF-g-<fx,-^<fx,-  ...  -^  dx^. 

Sonach  nimmt  die  Oleichnng  8)  die  Form  an; 


*»''**-  aa,**^'  da 


Man  bat  aber; 


36* 
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OA. 

nnd  aaaBerdeiD,  wenn  man  die  hohem  Potenzen  von  > vemarhliusigt : 


dfi 


do  ’ 


also  wenn  man  diese  hier  jedenfalls  gestattete  Vernachlässigung  anwendet: 

V. 


9) 


’ n dit,  ‘ dn,  * 


dff 


■ di  -dl  =0. 
n—  t n 


Diese  Gleichnng  ist  zn  intcgriren.  Um  f zu  bestimmen,  hat  man : 

V (-^i-  + ' *1  • ••  V >’•’  f*«  ••• 

WO  im  letzten  Gliede  geschrieben  ist  was  bei  Vernachl&ssigiing 

iler  höbern  Potenzen  von  9 offenbar  gestattet  ist.  Hieraas  ergibt  sich,  wenn  man 
die  Gleichung: 

y (x„  . x^,  />„  Pt  . . . p„)=0 

herflcksichtigt : 

10) 

Die  Grossen  Pi  • • * 9)  10)  »nvolute  enthalten  sind,  werden 

mittels  der  Gleichungen  6a)  und  climinirt.  Ebenso  wird  g aus  10)  in  9) 

eingesetzt,  und  letztere  Gleichung  hat  dann  die  Gestalt: 

11)  d^„+i.,  dl,  + »,  <fl.+  . . . +“„<<1„=0,  • 


»=i^  „ 

< «<  da  * n dp  ü/ 

ns  ^ n ^ 

zn  setzen  ist. 

Die  Gleichung  11)  enthalt  nun  die  Variablen  2:^^  t,  . . . r^,  JLi  - . - 1^, 

von  welchen  letztem  aber  nur  Differenziale  Vorkommen. 

Wenden  wir  die  Gleichungen  11)  (Abschnitt  33)  des  vorigen  Artikels)  an, 

also: 

p = 2n  /dx_  dX 

X dA=  * 


0 = zn  /V  V ^ \ 

dA  = A 1 1— ? t\dx 

• p=t  Va*,  äx  ) p 


so  zerfallen  diese  wieder  in  3 Gruppen,  wo  die  x ersetzt  sind  bezQglieh  durch : 

*1.  li.  1.  • . • !„■ 


die  zugehörigen  X sind  dann: 


Das  System  ist  also: 
12)  dA  = A 


In  der  zweiten  Gmppe  hat  s alle  Werthe  von  1 bis  n— 1,  in  der  dritten  von  1 
bis  n.  Die  erste  Gruppe  enthält  nur  eine  Gleichnng.  Offenbar  aber  nehmen  die 
Gleichungen  der  dritten  Gruppe  die  Gestalt  an : 
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u^JA+A 

and  geben  n Integrale: 

Au,  = c^. 

Diofe  Oleichongen  reichen  hin,  am  A und  alle  u aU  Functionen  einer  dieser 
Grössen  ausendrücken,  und  ewar  in  der  Form: 

13)  u^=ß^u=A  = .L^ 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lassen  sich  alle  x und  A als  Functionen  von  x 

tl 

sudrltcken.  Seist  man  diese  Werthe  in  die  beiden  ersten  Gruppen,  so  kommt 
nur  in  der  ersten  A,  und  xwar  nur  der  Ausdruck  — =— dlgu  vor.  Diese  GIci- 

N 

rbnngen  sind  also  von  der  Constante  c frei  und  enthalten  ausser  den  di  nur  die 
Variable  x und  die  Constanten  ßi,  ß,  . . . Durch  Auflösung  nach  den 

<U  erhalt  man  Gleichungen  von  der  Form ; 

dl.=e,dx„, 

wo  die  nur  x^  enthalten.  Durch  blosse  Quadratur  erhält  man  also  die  übri* 
gen  Integrale  unter  der  Form : 


Die  Functionen  enthalten  die  Constanten  ß,  . . . ß^_^,  die  man  mittels  der 
Gleichungen  13)  eliminirt,  so  dass  man  hat: 

K)  *.  • • • V+J'j- 


Diese  Werthe  sind  nun  in  das  vollständige  Integral  7)  einsnsetzen.  Die  y küii' 
nen  weggelassen  werden,  da  sie  sich  mit  den  Constanten  a vereinigen,  so  dass 
diese  auch  hier  als  Integrationsconstanten  zn  betrachten  sind.  Die  Integrale  des 
mechanischen  Systems  sind  also  die  Ausdrücke : 

df  df 

*»  • • • V d«,’  d«,  • • • 


d.  h.  es  sind  die  nämlichen  wie  die  des  Nähemngssvstems,  wo  s=0  gesetzt  wurden 
wenn  man  darin  die  a um  die  ans  14)  genommenen  Ausdrücke  s/,(s:,iX,  ...^i^) 

rermebrt.  Dies  geschieht,  wenn  man  ans  den  Gleichungen  6)  und  6 a)  die  Werthe 

«1,0...  . « , — berechnet  und  dann  die  eben  bezeiebnete 

" Oct,  Öß, 

Snbstitntion  vornimmt.  Die  Variation  der  Constanten  macht  hier  also  nur  n 
Quadraturen  nOtbig. 

Cebrigens  kann  man  den  Gleichungen  12)  noch  eine  einfachere  Form  geben. 

Za  dem  Ende  bemerke  man,  dass  q = ist,  also  die  Gleichung  10)  die 

**« 

Form  annimint: 

15)  x = 0.  wo  x = 

gesetzt  ist.  Denkt  man  nnn  ti|,  u,  ...  als  unabhängige  Variablen,  so 

lassen  sich  die  x,,  x,  . . . x^_|  durch  diese  und  x^  ansdrfleken,  und  Gleichung 
15)  enthält  nur  die  u und  x^.  Gleichung  11)  ist  dann  durch  ein  System  2)  nnd 
2a)  des  vorigen  Abschnittes  zu  integriren,  welches  die  Gestalt  annimmt: 
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16)  d«,=0.  = 

womit  zu  Tcrbinden  ist: 

p = n dx 

17) 

Die  ersten  Gleichungen  16)  zeigen,  dass  slmmtliche  « constant  zn  setzen  sind, 


die  letzten  in  Verbindung  mit  17)  geben 


wo  die  rechte  Seite  nur  die  Variable  x 

enth&lt.  Nach  der  Integration  kann  man 
statt  der  u wieder  ihre  in  x,,  x,  . . . 
x^  ansgedrfickten  Werthe  nehmen. 

12)  Historisches  über  die  par* 
tiellen  Differenzialgleichungen 
erster  Ordnung. 

Lagrange  hat  zuerst  den  Zusammen- 
hang zwischen  partiellen  Differenzialglei- 
chungen  und  Systemen  gleichzeitiger 
Differenzialgleichungen  gezeigt,  zunächst 
für  die  linearen  durch  cinVerfahren,  welches 
ihm  aber  später  die  nCthigen  Httlfsmittel 
gab , das  allgemeine  Integeal  einer  par- 
tiellen Differenzialgleichung  mit  2 unab- 
hängigen Variablen  zn  ermitteln.  Auch 
fand  Lagrange  den  Zusammenhang  zwi- 
schen dem  allgemeinen  und  dem  toU- 
ständigen  Integral.  (Siehe  Theoria  de 
foneUont  analyi'ujues). 

Die  ZurflekfUhmng  einer  Gleichung 
mit  beliebig  viel  unabhängigen  Varia- 
blen auf  totale  Differenzialgleichungen 
machte  lange  Zeit  die  grßssten  Schwie- 
rigkeiten, bis  dieselbe  Pfaff  vollf&hrte 
(Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
für  das  Jahr  1814).  Er  ging  von  einer 
totalen  Differenzialgleichung  mit  mehr 
als  2 Variablen  ans,  eine  Methode,  an 
die  wir  auch  hier  angeknüpft  haben,  da 
sie  uns  die  natürlichste  und  einfachste 
zn  sein  scheint. 

Jedoch  war  PfaCTs  Methode  nicht 
eigentlich  die  Erweiterung  der  von  La- 
grange, obgleich  eine  ihr  nahe  verwandte, 
und  es  liess  sich  nicht  leugnen,  dass  für 
den  speciellcn  Fall  von  2 unabhängigen 
Variablen  die  Lagrangc’sche  Methode 
wesentliche  Vortheile  hatte.  Jakobi  batte 
schon  früher  versucht,  die  Lagrangc'schc 
Methode  zn  erweitern , ohne  von  den 
totalen  Differenzialgloichnngen  auszn- 
gehen  (Grelle,  Bd.  2).  Endlich  gelang 
es  ihm  (Grelle,  Bd.  17),  zu  zeigen,  dass 
der  besondere  Fall  der  partiellen  Diffe- 


renzialgleichungen gegen  die  allgemeine 
von  Pfaff  gestellte  Aufgabe  wesentliche 
Vortheile  habe,  dass  nämlich  in  diesem 
Falle  von  allen  von  Pfaff  verlangten 
Systemen  von  Differenzialgleichungen 
die  Integration  des  ersten  Systems  zur 
LOsnng  der  Aufgabe  hinreicht.  (Hinge- 
wiesen wnrde  der  grosse  Mathematiker 
hierauf  durch  eine  Arbeit  von  Hamilton, 
welcher  die  mechanischen  Aufgaben  anf 
die  LOsnng  der  partiellen  Differenzial- 
gleichungen znrückgelührt  hat.  In  Hamil- 
ton’s  Formeln  ist  allerdings  dies  Resnitat 
zum  Theil  enthalten , ohne  dass  jedoch 
derselbe  hiervon  irgendwie  Kenntniss 
genommen.) 

Die  Theorie  des  successiven  Integri- 
rena  nnd  der  darana  zn  schöpfenden 
Vottheile  ist  in  ihren  Besnltaten  in 
einem  Briefe  an  den  Secretär  der  Ber- 
liner Academie  (abgedruckt  in  Bd.  17 
des  Grellc'schcn  Journals)  angegeben. 
Diese  Bcsnltate  enthalten  znglei^  die 
wirkliche  Erweiterung  der  Methode  von 
Lagrange. 

Die  eigentliche  Arbeit  Jakobi's  hier- 
über Ist  aber  erst  lange  nach  seinem 
Tode  (Grelle,  Bd.  59)  veröffentlicht. 
Schon  vor  dieser  Veröffentlichung  hat 
der  Verfasser  dieses  WOrterbnehs  die 
ursprünglich  PfaETsche  Methode  zur  Er- 
langung der  Jakobi’schen  Reinllate  und 
zu  ihrer  Erweiterung  auf  die  totalen  Dif- 
ferenzialgleichungen eingeschlagen  (Grelle, 
Bd.  58).  Diesem  Wege  ist  man  auch 
hier  gefolgt,  da  er  eine  grossere  Kürze 
gestattet,  als  die  andern  Methoden. 

Was  die  Theorien  anbetrifii,  die  sich 
ans  dem  gleichzeitigen  Bekanntsein  zweier 
Integrale  ergeben,  so  schOpft  Jakobi  di« 
hier  gegebenen  picsultate  ans  einer  von 
Poisson  zu  ganz  andern  Zwecken  ver- 
wandten Formel , welche  der  Formel  3) 
des  vorigen  Abschnittes  entspricht.  — 
Koch  ist  eine  Methode  znr  AnflOsung 
der  allgemeinen  partiellen  Differenzial- 
gleichungen erster  Ordnung  von  Canchy 
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gegeben  worden.  Dieselbe  entbUt  jo- 
doch  dnrchsns  nicht  die  so  rcichbakigen 
Besnltate  der  Jakobi’scben.  (Camptet  renr- 
dui  de  l’aeademie  des  Sciences  de  Parit.) 

Anf  ihrem  jetsigen  Standpunkte  bildet 
die  Theorie  der  partiellen  Differenzial- 
gleichnngen  erster  Ordnung  einen  der 
schönsten,  voUstAndigsten  und  abge- 
schlossensten Tbeile  der  Analysis.  Vie- 
les fehlt , dass  man  Gleiches  anch  von 
den  partiellen  Differenzialgleichungen  hö- 
herer Ordnung  sagen  könnte. 

13)  Allgemeines  über  die  par- 
tiellen Differenzialgleichungen 
höherer  Ordnung. 

Aach  die  partiellen  Differenzialglei- 
chnngen  köberer  Ordnung  können  Inte- 
grale von  ganz  verschiedener  Art  haben, 
uaA  namentlich  sind  hierbei  vollständige 
und  allgemeine  Integrale  sn  unterschei- 
den. Betrachten  wir  s.  B,  eine  Function 
von  der  Gestalt: 

/■(Xj,  X,  . . . *)  = 0, 


willkflrlicbcn  Constanten.“ 

Z.  B.  bei  einer  Oleichnng  zweiter  Ord- 
nung ist  die  Anzahl  dieser  Constanten; 
n(a-t-l)  n (n  + 3) 

»+  2 2~  ' 

Was  die  allgemeinen  Integrale  anbe- 
trifft, so  kann  man  sich  von  ihrem  Vor- 
handensein anf  ganz  Ähnliche  Weise  wie 
bei  den  Gleichungen  erster  Ordnung 
Oberzengen.  Zu  dem  Ende  wollen  wir 
jedoch  zuhOchst  die  allgemeine  Form  der 
partiellen  Differenzialgleichungen  einer 
Transformation  unterziehen. 

Bezeichnen  wir  zunkchst  durch  das 
Symbol : 

['/(*.  *«.*,)] 

eine  Fnuction  von  x,  x,,  x,  . . . x^, 
z, , z,  . . . s^,  and  den  Diffwensial- 
quotienten  von  z,,  t,  . . . s^  nach 
x^,  X,  ...  x^,  aber  nicht  nach  x,  ohne 


welche  eine  Anzahl  Constanten  enthalten  f®“  ***>«''  Onänung  dieser  Diffcren- 
soll.  Diese  Gleichung  bat  n Differen-  qnotienUn  etwas  vorgcschneben  sein 

soll,  und  betrachten  wir  die  simultanen 
zialgleicbnngen  erster  Ordnung,  ' Gleichungen : 

•.  r.  j " ("+1)  ("+2)  , ...  fl 

zweiter  Ordnung,  dntter  1) 

Ordnungn.  s.  w.,  also  (»-f-p— l)pi>ter  Ord- 
nung, wenn  is^  der  pte  Binomialcoefficient 

ist.  — Bildet  man  alle  diese  Gleichungen, 
so  hat  man,  die  gegebene  mit  inbegriffen, 
deren : , 


V *s)]- 


dx 


=['fi(*.  *,)j 


l-fw,-K»+l),-t-("-t-2),-f-  . . . 


+ ("+P~l)^' 


ans  denen  sieh  also: 
"i+("+l)i+  ■ • 


+ ("+P~l), 


P 


-^  = [V^(X,  x^,  *^)]. 

Seien  nun: 

zW. (').*(*) ..  . . w 

p ’ p p p 

condnairllcb  auf  einander  folgende  Werthe 


Constanten  derart  eliminiren  lassen,  dass  einer  der  mit  s bezeichneten  Grössen  s , 

rüg"  pmrt^lnC -0  “Ä  ““7  7 r 

gral  die  gegebene  Gleichung  ist.  Es  von  Werthen  der  Grösse  »: 


>),(')  .(») 


,(*) 


folgt  hieraus  der  Satz:  ^ jjv 

Jline  partielle  Differenzialgleichung  „jhen,’  so  üt  man,  während  x„ 
pur  Ortung  mit  «unabhängigen  Va-  , ^ willkürlich  bleiben: 

nablen  hat  cm rollst&ndiges  Integral  mit  ” n 


■) 
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Da  jede  dieser  Gleichungen  t andere  vor-  nun  gegeben  sind,  so  sind  sic  aber  die 
stellt,  welche  den  Werthen  p = lt  P = 2 einiigcn  Willkttrlichkeiten  in  den  allge- 


meinen Integralen  der  Gleichungen  1). 
Man  hat  somit  folgenden  Sats : 

„Jedes  System  simultaner  partieller 
Differenzialgleichungen  von  der  Form  1), 
und  ihre  Differenainlquotieotcn  nach  welches  also  s abhängige  und  n-f-1  nn- 
sind  nämlich  durch  die  Glei-  abhängige  Variable  enthält,  in  Bezug 
" auf  die  erste  unabhängige  Variable  cr- 

chungen  a)  und  ihre  Differenzialqnotienten  jtcr,  in  Bezug  auf  die  andern  von  belie- 
nach  den  nämlichen  Grössen  bestimmt,  i,iger  Ordnung  ist,  hat  soviel  allgemeine 
welche  sich  bilden  lassen,  wenn  man  als  integrale,  als  Gleichungen  gegeben  sind, 


p = s entsprechen,  so  stellt  dies 
System  eine  Reihe  recurrenter  Gleichun- 
gen vor.  Die  in  den  s Gleichungen  b)  ent- 
haltenen Werthe  . . . z 


bekannt  voraus  setzt  die  Grössen  s/'’\ 
..  . und  ihre  Differenzial- 

quotienten  nach  x,  . . . Indem 
man  so  fortfährt,  gelangt  man  auf  die- 
selbe Weise  zu  mittels  der  Glei" 


mit  so  viel  willkürlichen  Functionen,  als 
abhängige  Variable  vorhanden  sind,  und 
wo  jede  dieser  Functionen  eine  Variable 
weniger  hat,  als  in  den  vorgclegten  Glei- 
chungen unabhängige  Variable  vorhan- 
den sind.“ 

Auf  die  Form  des  Systems  1)  lässt 


ehnng  n),  ohne  dass  ausser  den  Grössen  sich  aber  eine  partielle  Diffcrcnzialglei- 

» (®),  s (“>.  . . z <■)  eine  neue  Will-  Ordnung  stet,  bringen. 

‘ * I Wjr  wollen  dies  nur  mit  der  Gleicnang 

kürlichkeit  cintritt.  Was  diese  letztem  zweiter  Ordnung  mit  S unabhängigen 
Grossen  noch  anbetrifft,  so  sind  sie  ofifcnw  Variablen  dartbun.  DieErweHerung  anf 
bar  Functionen  von  . x und,  beliebig  hoho  Ordnungen  und  beliebig 

da  nicht.  Wehere,  über  sie  bestimmt  ist,  Variablen  ist  nämlich  nichd  mit 

willkürliche  Functionen.  Da  ihre  Diffe-  e^nngs  en  Schwierigkeit  verbunden, 
renzialquotienten  nach  ...  ^ Gedachte  Gleichung  nimmt  nämlich  die 

ds  dz 


Wir  setzen  nun : 


dz 


Form  an : 

d^z  d*i 


du 


du 


_ _ du 

*’  dl’  dl,’  d*,’  dzrdr,’  didzr,’  dx, ’’  dx,dx,’ 


dx"*' 


und  erhalten; 


dz,  dz  dz  dz,  dz,  d'z  dU^ 

V’  *’  d^;’  dl^’ 

Dies  ist  eine  Gleichung  von  der  Form  enthaltenen  Ordnung  nicht  nach  einer 
der  in  System  1)  cnthalteneo , ebenso  einzigen  Variablen  genommen  sind. 


dz 

wie  die  Glciohnng  ^ = s, , und  diese 
dx 

beiden  verbunden  gehen  eben  das  ver- 
langte System. 

Man  hat  ein  Integral  mit  2 willkür- 
lichen Functionen  von  2 Variablen.  All- 
gemein : 

„Das  Integral  einer  partiellen  GIci' 


Dies  ist  z.  B der  Fall  bei  der  Gleichung 
zweiter  Ordnung  : 

d’z  dz  dz 

did7,"^^*’**’  di’ 

Man  sicht,  dass  die  dircetc  Anwendung 
der  eben  gegebenen  Methode  hier  miss- 
lingt. Indess  kann  man  durch  eine  leichte 


chung  pter  Ordnung  mit  n unabhängigen  Transformation  unsere  Gleichung  wieder 
Variablen  enthält  p willkürliche  Functio- 
nen von  n— 1 Variahlcn.“ 


auf  die  obige  Form  bringen, 
man  z.  B. : 


Setze 


Diese  Rcduction  der  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen höherer  Ordnung  auf 
simultane  erleidet  jedoch  eine  bemerkens- 
werthe  Ausnahme  in  dem  Falle,  wo  die 
Diffcrenzialquoticntcn  der  höchsten  darin 


X,  = xy, 


so  hat  man : 


/ds\  _ dl 
\dx/  ~ dx 


Digilized  by  Google 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  553  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


Di«  ciDgeklAimncrtcn  DifTcrcnzialquoticntcn  deuten  hier  das  Differensiiren  nach 
dem  durch  die  Gleichung  cingoführten  Gesetze  an.  Es  ist  ferner: 


/ j o't 

clx,»’ 


>Uo: 


Hz 1 /Hz\ 

Hx,  X \Hy/’ 

— 

Hx  \Hx/  X \Hy/' 

HH  _ Jl_ 

HiHx,  X \HxHg/  X*  \Hy'/  x’  v'y/’ 


Wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  obige 
Gleichung  cinsetzt,  so  enthält  dieselbe 
t»'i\ 

I I,  ist  also  nach  der  oben  gegebenen 
Methode  zn  behandeln,  — Indessen  kann 


man  sich  einer  directen  Betrachtung  der 
Differenzialgleichungen  dieser  Art  doch 
nicht  ganz  cntschlogcn. 

Durch  eine  Translormation  der  unab- 
hängigen Variablen  wird  nämlich  die 
b'stur  der  bcliandeltcn  GIcjchung  oft  der- 
art behandelt , dass  das  Integral  als  ein 
ganz  anderes  erscheint,  wie  cs  denn  eine 
höchst  schwierige  Aufgabe  ist,  die  will- 
kürlichen Functionen,  welche  der  einen 
Wahl  der  Variablen  entsprechen,  auf 
diejenigen  zurückzuführen,  welche  bei 
einer  andern  'Wahl  eich  ergeben.  Fast 
immer  ist  es  in  solchen  Fällen  gerathe- 
ncr,  die  Integration  in  beiden  Fällen  von 
einander  unabhängig  zn  bewerkstelligen. 


In  den  Anwendungen  auf  Geometrie 
und  Physik  kommen  dergleichen  Fälle 
oft  vor.  Die  willkürlichen  Functionen 
stehen  nämlich  mit  den  Anfangsznstän- 
den  oder  Grenzbedingnngen  des  behan- 
delten Problems  in  Verbindung,  und  diese 
bestimmen  wieder  die  Wahl  der  unab- 
hängigen Variablen,  so  dass  deren  Aus- 
wahl eine  gebotene  ist,  je  nachdem  dos 
Problem  sich  modificirt.  Man  erhält  auf 
diese  Weise  allgemeine  Integrale  von  der 
verschiedensten  Form , und  ihre  Bezie- 
hung zu  einander  wird  eben  nnr  dnreh 
die  partielle  Differenzialgleichung,  wel- 
cher sie  alle  genügen,  vermittelt. 

Einiges  über  den  Gegenstand  enthält 
dieser  Artikel,  ein  Mehreres  sollen  na- 
mentlich die  Artikel : Akustik  und  Wärme 
bringen. 

Unterziehen  wir  also  die  Gleichung; 


H»t 

HxHx, 


= /■(*, 


Hz  Ht 
Hx'  Hx,' 


noch  einer  directen  Behandlung.  Es  seien : 


eine  Reibe  von  Werkten  der  Variablen  x,,  welche  continnirlich  auf  einander 
folgen, 

»('),  zW  ...  .(0 

die  XQgchOrigcn  cbcDfalls  contiDairlicbcn  Werthe  tod  s,  die  Bomit  flftmmUicb  Fanc* 
tionen  von  x allein  bIdU.  Man  hat  nnn: 


dsC)  d.(") 


iix 


dz(“) 

öx  ’ 


*(')_. (0) 
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dx  dx 


« (*)-x  (')■ 

*l  *1 


— I) 


dz 

.(0. 


.(‘-0 


(0_^  («-')■ 


)• 


(•^.  y. 


rar  » ' - ^ 

>0  enthält  da«  Integral  zwei  willkürliche 
Functionen.  Setzt  man  dagegen: 

— I dz  d*  z, 

dx’  dx* 


Bestimmt  man  in  der  ersten  Oleichnng 

z^^^  als  willkürliche  Function  von  x,  so 
bildet  diese  Gleichung  eine  totale  Uiffe- 
rcnzialgleichnng  erster  Ordnung , deren 

veränderliche  x und  z^*^  sind.  Setzt 
man  den  durch  sie  bestimmten  Werth 

von  z^*^  in  die  zweite  Oleichnng  ein,  so 

(j) 

bestimmt  diese  in  gleicher  Weise  z'  ' 
und  so  fort.  Man  hat  also  ein  System 
von  I totalen  Differcnzialgleicbnngcn 
erster  Ordnung,  deren  Integrale  jedes 
eine  Constante  enthalten.  Es  ist  aber  girh  in  eine  zusammenlieben,  soll  hier 
t unendlich  gross,  und  folglich  enthält  nicht  erörtert  werden. 


- = .p(x,  y,  z, 


so  ist  die  Oleichnng  nach  y erster  Ord- 
nung nnd  enthält  also  nur  eine  willkür- 
liche Fnnetion. 

Ob  nnd  wann  die  beiden  im  ersten 
Falle  gegebenen  willkürlichen  Functionen 


das  Integral  unserer  partiellen  Differen. 
zialgleichung  zweiter  Ordnung  ansser 

einer  willkürlichen  Fnnetion  z,^"^  mit 
einer  Variablen  noch  unendlich  viel  Con- 
stanten. 

Aehnlichen  Betrachtnngen  unterliegen 
die  Differenzialgleichungen  von  beliebig 
hohem  Orsde. 

Es  bleibt  übrigens  aneh  bei  den  all 


14)  Ersteintegrationsmethode. 

Am  leichtesten  zu  integriren  sind  die- 
jenigen partiellen  Differenzialgleichnngen, 
welche  nnr  Differenzialqnotienten  nach 
einer  Variable  x genommen,  enthalten. 
Offenbar  sind  dann  bei  der  Integration 
die  übrigen  unabhängigen  Variablen  x,, 
X,  . . . als  Constanten  zu  betraobten. 
Die  Bechnnng  beschränkt  sich  also  auf 


gemeinen  partiellen  Differeniialgleichnn-  die  Integration  einer  totalen  Differen- 

gen  «ter  Ordnung  der  Fall  nicht  ansge-  — z— v 

schlossen,  dass  von  den  darin  vorkom- 


zialgleichung.  Die  eingebenden  Integra- 
tionsconstanten  aber  sind  willkürliche 


menden  n willkürlichen  Functionen  sich  Functionen  der  Variablen- z, , x. 


einige  vermöge  ihrer  Form  in  eine  zn- 
sammenziehen  lassen,  so  dass  sich  das 
Integral  auf  ein  anderes  mit  weniger  als 
n willkürlichen  Functionen  ergibt.  Auch 
kann  man  einer  Gleichung,  je  nach  der 
Art  des  Integrirens,  mehr  oder  weniger 
willkürliche  Functionen  geben. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Gleichung : 
dt  dz  d*z, 

/(*.  ». 


da  diese  als  constant  betrachtet  wurden. 
Beispiele.  Sei  gegeben: 

.fl 


ü s 


= y). 


dx" 

so  erhält  man : 

t=  V+U,x  + U,x'  + 


_r  LZ  —1=0 

dx’  dy’  dx'’  ’ 


n—  1 


'’+y  (Jr,y). 


nnd  bringen  wir  diese  auf  die  Form: 
d*s  ^ d*  dx^ 

jji  = »(*’y. 

oder  auf  die  des  Systems : 


*’  »X  dP’ 


. . . fT[xy)<lx" 


nnd; 


dt 

dx“*' 


V,  l/„  t/. 


V. 


iz— t 


willkürliche  Functionen  von  y sind. 
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Sei  ferner  gegeben: 

wo  P nnd  Q Functionen  ron  x nnd  y allein  sind. 
Setzt  man: 


■0  hat  man : 


^+Pe  = <?, 

dy 


eine  Gleichung,  die  eich  leicht  integriren  Hut,  da  sie  linear  ist.  Jfan  erhUt: 
Für  C ist  eine  willkttrliche  Function  Ton  x,  >/  (x)  zu  nehmen.  Man  hat  also  : 

0-/^“'»  [J Qdy-^  y (X)]. 

ftUo  indem  man  abermaU  integrirt,  and  alf  Integrationaconstante  eine  beliebige 
Fnaction  von  y nimmt: 

^=J’dxe-f‘’‘‘y  [J ef^‘‘yQds+,(z)j+^(,\ 

Im  Falle  die  Gleichung  nicht  von  der  angegebenen  Art  ist , so  lässt  sie  sich  zu- 
weilen durch  Trausformation  auf  dieselbe  bringen.  Sei  z.  B.  gegeben: 

3*  z ö*s  _ 2 dz 

dx*  dy*  X dx' 


Wir  setzen  zunächst: 


und  erhalten: 


w=x+yi 


ds  ds  ds 

dx  ~ d»  ^ de’ 

dz  _ ds  dz 

dy  du  dt)’ 

d*z  _ ^ , g ^ 

dx*  ” d«*  dtide  dvK 

d*z  _ d’z  „ d*z  d*s 

dy*  ” dl**  diide  do** 

also  wenn  man  diese  Werthe  in  die  gegebene  Gleichung  einsetzt,  wrird  diese : 

d*z  ds  dz 

^“+"^düdi;  = di  + di- 

Differenziiren  wir  diese  Gleichung  nochmals  nach  w,  so  kommt: 

, , . d»z  d*s 
(“+•')  di**dr~  du*’ 

and  wenn  man  diese  Gleichnng  nach  t differenzürt: 

, . . ®*s  „ , , ^*t  n 


(-+-)diJdi^=0’  «>• '*•=  diTd;i=°’ 


Setzen  wir  zunächst: 
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bIbo  ; 


d’w 


dw 


woy"(u)  = — eine  beliebige  Function  von  u i$t,  und: 


Man  hat  also: 


“’  = '/'(“)  + '/(*')• 
dudv' 


woraus  eich  durch  Integration  nach  « ergibt: 

ä“  = ® (“)  + +/(“). 

und  durch  Integration  nach  w: 

Die  Functionen  y , i//,  jf,  ^ sind  aber  nicht  völlig  willkürlich,  da  sie  der  vorge- 
legten  Gleichung  genügen  müssen: 

, d>»  d*  d» 

(“+•')  dÄ  ^.Tu  + di’ 
welche  sich  jeut  verwandelt  in: 

(“+ 1’)  ['/'(")  + V''  (■’)]  = »(“)  H-yf  («)+ f (e) + V'  (•')+*■■</'(«)+ U (r), 

oder: 

“ '/■'  (“)  4-  u V''  (e)  = y (u)  +/(«)  + » (r) + )(,  (tt). 

Diese  Gleichung  kann  ofitenbar  nur  crfhllt  werden,  wenn  man  setat: 

X(u)=utf  '(u)-,f  (u)  + tt, 

9 (v)  = v I/,' 

wo  a eine  willkürliche  Constante  ist.  Man  hat  also: 
dt 

g;; tt' W + o, 

dt 

^ = («+r)  i/j  (r)-^(,(r)  + .;  (u)-«. 

Die  Integration  der  ersten  Gleichung  gibt: 

» = /'  uf  ’(u)du+vif  (u)—  r y.(u)du-f-utt'(v)  + uu4-il, 

•/  0 -f  a 

oder  wenn  man  das  Hauptintcgral  x,  bestimmt,  indem  man  u = 0 setzt: 

io  = t«/(0)+>l. 


d.  h.: 


, = o-f(0)—  f [u7'(M)-f/ (u)]d«— t7(«)-u[f<  + tt;(e))  + s, 

J 0 


und  wenn  man  in  dem  Werthe  von  ^ setzt:  w = 0: 

de 

dj 


= r 7.' (r) - 7,  (e)  + // (0)  - 


also  durch  Integration : 
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z^  = f (®  (»)]  f/i/+r  C7  (0|-«)+^. 

^ 0 

Dies  in  daa  erste  Integral  eineetzcnd,  erhält  man; 

t = f [v  (v)  ~tp(v)]dv-\-  r [m7'(ii)— 7(11)]  rftf-f-(w-»)«4-ij;7(«)+ii 

/ 0 ' 0 

Es  ist  dies  das  vollständige  Integral  und  enthalt  in  der  That  2 willkürliche 
Fonctionen. 

Man  kann  dies  jedoch  unter  eine  einfachere  Form  bringen.  Man  hat 
nämlich : 

yv  (e)  dv  — v {^)  — j*  0 (®) 

pU  pU 

/ {u)duzzuif  (u)-~  i 7(u)(/tf, 

•/  0 **0 


also  wenn  man  setzt: 


/,f.{u)du=lf^{u),  r v'W*=v'i w. 

0 0 


!r  da  man  ß achon  in  einer  der  willkürlichen  Functionen  7,  oder  0,  entk: 
1 denken  kann : 

* = (»<+«’)['/'  1'  (•’)+ V 1 ' (“)]  [r  I (“) + V<  i (»)]  -(“-»)  «• 


Da  aber: 


uz=x+y. 


t = j:  [Ü-'  (r)  + V ' («)]  - >/  («)  + V-  (t)  - J«. 

«0  die  Indices  wieder  weggelauen,  und  für  2tf’i(r).  äy  , (h)  geschrieben  ist  be- 
räglich:  y,(v),  a(u). 

Es  kann  aber  der  Ausdruck  — oy  unbeschadet  der  Allgemeinheit  nach  weg- 
gtlissen  werden. 

(g 

Denn  schreibt  man  für  y(a):  yC«)— «-5-) 

(t 

und  fUr  y>(»):  V’(*’)+»'2‘> 


>0  rerwandelt  sich; 


V'(»)  in 


y.'(r)  in  V-'(r)+-^. 

El  tritt  dann  dem  Werthe  von  s hinan  der  Ansdmek: 

der  lieb  mit  — ya  hebt,  so  dass  man  hat: 

s = * [y/  (* + y)  + y,'  (i  -y)]  - y (*  +y ) - 1«'  (*  - y). 

15)  Zweite  Integrationsmcthodc.  (Theorie  der  linearen  Glei- 
Change  n). 

Monge  in  seiner  „ Application  de  Vanalyse  d la  geotneirie“  gibt  eine  Me- 
thode zur  Anflfiinng  der  linearen  partiellen  Differenzialgleichungen  zweiter  Ord- 
nang  mit  2 unabhängigen  Variablen,  von  der  Gestalt : 
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1) 


d*t 


dt  dz 


wo  A,  B,  C,  I Fnnctionen  von  x,  y,  t,  t-,  — lind.  — Wir  entwickeln  die  Re- 

' dx  dy 

snitate  aeiner  Betrachtnngen  in  einer  Weite,  die  aich  den  für  die  partiellen  Diffe- 
renaialgleirhnngen  erater  Ordnnng  hier  gebrauchten  Betrachtnngen  inaofem  an- 
achlietat,  ala  wir  auch  die  partiellen  DiffeTenzialgleichnngen  höherer  Ordnnng  un- 
ter die  Form  der  totalen  bringen. 

Zunächat  aetzen  wir  der  Kürze  wegen: 
dz  da 


di~P'  d,-’- 


d*s 


d** 


d*z 


dx’  dxdy  *’  dy'*"*’ 


dann  iat: 


2)  dz=pdx+qig, 

3)  dpz:räx+$dy,  dg=tdx+tdy, 

4)  Ar+Bi+Cl  = i. 

Daa  Syatem  2),  3),  4)  iat  der  Gleichung  1)  vollaUindig  identiacb.  Hittela  4) 
llaat  aich  ( ana  der  zweiten  Gleichung  3)  eliminiren.  Die  drei  Gleichungen  2) 
und  3)  enthalten  dann  nur  noch  die  Variablen  x,  y.  z,  p,  y,  r,  a. 

Dia  zweite  Gleichung  3)  mnitipliciren  wir  mit  ein»  unhekaanten  GrOaae  l 
nnd  addiren  aie  zur  eraten.  Wir  »halten: 

6)  dp  — rdx—idj/+ldq  — l$dx  — lld\/  = Q. 

Die  Relation  2)  beachränkt  ab»  die  in  üieaer  Gleichung  enthaltenen  Grötaen. 
Wir  wollen  dieae  Relation,  aowie  die  Gleichung  4)  ala  heatehend  annehmen , Tor 
der  Hand  aber  davon  abaehen,  daaa  die  Relation  5)  atattfinde,  und  den  linkt  in 
dieaer  letzten  Gleichung  enthaltenen  Auadmck  einer  identiachen  Tranafonnation 
nnterziehcn.  Um  anzudeuten,  daaa  wir  von  der  Relation  5)  ahtehen,  eraetzen  wir 
wieder  die  Differenziale  dp , dq,  dx,  dp  dnrcb  dp,  dp,  dx,  dp.  Ea  iat  nun  we- 
gen 4): 

dp—rdx~$dp+ldq—3jdx—ltdp-=dp—rdx—tdy+kdq—k$dx—^dg(^l—Ar—Bi). 

Wenn  man  hierin  die  mit  r nnd  t mnltiplicirten  Glieder  b»ondert  aehreibt,  er- 
hält man : 


6)  dp—rdx—zdp  + l(dq—tdx—t  dp)  = dp+ldq—^dy+  -^l—Cdx  + AlSy) 


+ ^{-Cdy-Ckdx  + BlSp), 

wo  die  hierin  enthaltenen  Gröaten  noch  verbunden  aind  durch  die  Gleichung : 

7)  dz=pdx  + qdp. 

Wir  aetzen  nun: 

— Cdx+A  ldy=  A(a), 

— Cdp—Ckdx-i-Bldy—  A(e), 

wo  A(«),  A(i>)  eben  nur  Abkürzungen  aind  nnd  keinetwega  vollatändige  Diffe- 
renziale andenten  tollen. 

Hnltiplicirt  man  die  erate  Gleichung  mit  ä und  zieht  die  zweite  von  ihr  ah, 
ao  erhält  man: 

(Al«-BZ-l-C)ery=  A(c)-1  A(n). 

Die  QrÜtte  X war  bither  willkürlich.  Wir  b»thnmen  aie  jetzt,  indem  wir  aetzen . 

8)  AD—BA -1-0=0. 

Ea  gibt  alto  im  Allgemeinen  2 Werthe  ä,  nnd  welche  diuer  Gleichung  genü- 
gen, nnd  welche  bewirken,  daaa: 
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wird.  El  iat  dann  alio  nach  6); 

9)  ip—f  ifx— »itx  — ltfy)  = d'/>4  Jy— C<fr), 

eiae  Olaichnng,  welclie  in  2 andere  tertftllt,  wenn  man  fUr  i sowohl  l,  als  l, 
uat, 

Seuen  wir  znntchst  vorans,  dass  nicht  =il|  sei,  so  ist  offenbar,  damit 
die  Gleichungen  3)  erfQllt  werden,  d.  b.  damit  man  nabe : 

Jp—rdx—i  (ty=0, 

and; 

dy— s iTx— ( ffy  = 0, 

nothweadig  nnd  ausreichend,  dass  ancfa  die  rechte  Seite  der  Qleichnng  9}  f&ril  = t, 
and  t = Nnll  gebe.  Et  fragt  sich,  wann  nnd  in  welcher  Weite  dies  in  so  all- 
gtmeincr  Weise  sich  erreichen  lasst,  dass  man  das  allgemeine  Integral  erhUt. 

Dis  Gleicbnag  9)  schreiben  wir  mit  BerOcksichtignng  von: 


aaeh  fulgendecmaaasen.  Je  nachdem  wir  1 = 1,,  oder  1 = 1,  setzen: 

10)  tfp— rrfx— sdy+l,(<fy— sdx— tify)=«f/)  + l,  <fy— ^,‘<fy 

*‘9 

lOa)  Jp—rifx—t  efy  + l,(<fy— sifx— t (fj/)  = itp+l, 

«f*). 

* I 

Nehmen  wir  nnn  an,  et  Hesse  sich  ans  den  beiden  Oleichnngen : 
di>  + A,cfy— ^i^dyrO,  <fy— l,<fx  = 0, 

iftihigenfalls  in  Verbindung  mit  Gleichung  2),  wo  die  linken  Seiten  r nnd  s nicht 
esthaiten,  zwei  Integrale  gewinnen  Ton  der  Getult; 


« = c,  c = e, 

>0  ist  offenbak: 

<^9—^  tfy  = iB(fu+»(fc,  rfy— it  <fxa^if«+Kifw, 

and  man  bat : 

11)  ttp—r^fx—t<tp+^^  (<fy— s <fx—l  ify)  = Af  ifii+JVtfe, 

wo  die  Grössen  M nnd  iV  noch  r nnd  t enthalten. 

Es  ist  aber  das  Vorhandensein  dieser  beiden  Integrale  an  eine  lategrabili* 
tiubedingnng  gekndpft,  da  die  drei  Gleichungen: 

dz=^ifx'-f  ydy,  dp+l^dq  = 0,  df—l^dx  = 0 

sicht  4 Variable,  wie  dies  der  Eall  sein  muss,  wenn  immer  3 Integrale  möglich 
•ein  sollen,  sondern  deren  5,  x,  y,  z,  p,  q enthalten. 

Diese  Bemerkung  beschrlnkt  die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Methode. 

Finde  nun  Aehnlichet  auch  bei  der  Gleichung  10a)  statt,  nnd  seien  , e, 
die  entsprechenden  Integrale,  so  dass  man  hat: 

11a)  <fp— rtfx— S(fy-|-l,(df — sdx  — <(fy)  = M,  du, 

I«  werden  die  rechten  Seiten  gleich  Nnll,  wenn  man  u,  «,  u,,  v,  gleich  Constan* 
ten  setzt.  Indett  führt  diese  Bestimmnng  nicht  zu  dem  allgemeinen  Integrale, 
dadurch  diese  Gleichung  y.  s,  p,  y als  Fnnctionea  ron  x gegeben  sein  würden, 
eihrend  doch  z,  p,  y als  Functionen  von  x und  y sieh  ergeben  müssen.  Nimmt 
smn  aber  an: 
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12)  «>  = ';(“).  «’.=tS'(«i). 

wo  if  mid  x}/  willkürliche  Functionen  be- 
deuten, und  setzt: 

Af+A'y'(ii)  = 0,, 

BO  verschwinden  ebenfalls  die  rechten 
Seiten.  Die  zuletzt  geschriebenen  bei- 
den Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung 
von  r und  « kommen  also  nicht  weiter 
in  Betracht,  die  Gleichungen  12)  lösen 
das  Problem  völlig.  Man  entwickelt  aus 

ihnen  ~ — p und  -^=q,  und  erhält 
ox  Oy  ' 

eine  Gleichung  von  der  Form: 

dt:zpdx+q  dy, 

wo  p und  q Functionen  von  z,  y,  t 
sind,  die  zwei  willkürliche  Functionen 
(/■  und  xp  enthalten , und  natürlich  der 
Integrationsbedingung  genügen  müssen. 
Nach  Auflösung  dieser  totalen  Differen- 
zialgleichung hat  man  den  Werth  von  z 
mit  zwei  willkürlichen  Functionen,  also 
das  allgemeine  Integral. 

Auch  reicht  eine  der  Gleichungen  12) 
zur  völligen  Integration  hin.  Da  die- 
selbe nämlich  z,  y,  z,  p,q  enthält,  so 
ist  sic  eine  partielle  Differenzialgleichung 
erster  Ordnung,  deren  vollständiges  In- 
tegral man  auf  dem,  Abschnitt  8)  vor- 
gcschriebcnen  Wege  vermitteln,  und  ans 
diesem  das  allgemeine  ableiten  kann. 

Die  dritte  und  im  Allgemeinen  ein- 
fachste Methode  ist  jedoch  die,  dass  man 
verbindet  die  Gleichungen: 

13)  r = 7(«),  u,  = c, 

wo  c eine  Constantc  ist.  Damit  die  Aus- 
drücke rechts  in  Gleichung  11)  und  11a) 
verschwinden,  ist  zu  setzen: 

Jtf+iVy'(«)  = 0,  N^=0, 

welche  Gleichungen  r und  s bestimmen, 
und  daher  nicht  weiter  in  Betracht  kom- 
men. Es  ist  aber  zu  beachten,  ob  auch  IH,  iV 
und  A',  wirklich  rund  s enthalten,  oder  ob 
durch  die  Bcstirnrnnng  dieser  Grössen 
nicht  die  Allgemeinheit  der  Gleichungen 
13)  beschränkt  wird;  in  letzterem  Falle 
wäre  dieses  Verfahren  nicht  anzuwenden. 
Ans  den  Gleichungen  13)  erhält  man 

wieder  also: 

dx  dy 

di=pdx  + qdy, 

mit  einer’  willkürlichen  Function  nnd 
einer  Constantc.  Die  Integration  gibt 
eine  zweite  Constantc,  so  dass  man  ein 
vollständiges  Integral  hat,  ans  dem  sich 
das  allgemeine  ableiten  lässt.  Uebrigeus 
ist  diese  Methode  noch  anzuwenden,  wenn 


eine  der  beiden  Gleichungen  10)  oder 
10  a),  z.  B.  die  letztere,  nicht  sich  auf 
die  Form  11  n)  bringen  lässt,  sondern 
sich  aus  den  Gleichungen  dp+l,dq  = 0, 
dy—k^dx  = 0 nur  einlntegral  ergibt. 
Immer  nämlich  ist  dann  der  Ausdruck 
rechts  in  11a)  von  der  Form: 

A(e,), 

wo  A(e,)  jedoch  kein  vollständiges  Dif- 
ferenzial ist.  Dies  hindert  indessen  nicht 
die  oben  gemachte  Annahme: 

«,=c,  A,=0, 

wenn  nur  die  Gleichung  11)  die  vorge- 
Bchricbene  Form  hat. 

Was  schliesslich  den  Fall  anbetrifft, 
wo  1,=1,  ist,  so  bleibt  nur  die  zweite 
Methode  der  Integration  übrig,  da  die 
Gleichung  11a)  wcgfällt,  und  ist  demge- 
mäss zu  verfahren. 

In  jedem  Falle  wird  also  die  Integra- 
tion unserer  Gleichung: 

Ar-^-Bs  + Ci  = i 
rcducirt  auf  die  Systeme: 

I)  dp  + >.,dq—^dy  = 0, 

dy—l,  dz=0. 

II)  dp  + k,  dq-th  dy  = 0, 

dy — 1 , dz  =:  0, 

verbunden  mit:  dz—pdx—qdy=0,  wo 
1,  nnd  k,  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

UI)  Ak'-Bk+C  = 0 

vorstellcn.  — Der  Fall,  wo  1,  = A,  ist, 
entspricht  offenbar  der  Annahme; 

ß.=4AC.  1 = A, 

und  fällt  dann  das  eine  der  Systeme 
ganz  weg,  während  das  andere  die  Ge- 
stalt hat: 

B'  dq  -\-2AB  dp—^tAdyzzO, 

Ady  + B dx  = 0. 

Die  erste  Gleichung  nimmt  auch  mit 
Hülfe  der  zweiten  die  Form  an : 
Bdq+2Adp—itdx=0. 

I)  Sind  A,  B,  C nnd  s constant , so 
werden  auch  1,  nnd  1,  Constanten  sein. 
Das  System  I)  gibt  dann: 

, *li 
y-k,x=ß, 

also  : 
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Setit  mm; 


dt  dt 

''“di’ 


•0  terfillt  (liege  lineare  Gleicbang  ereter  Ordnung  in  das  System; 

^-k 
dx~  " 

deren  ento  zum  Integrale  hat; 

y-i,ar  = a, 

«ihrend  die  zweite,  a'enn  man  y aus  ihr  mittels  dieses  Integrales  elimiuirt,  die 
Gestalt  annimmt; 


Setzt  man: 


10  hat  man; 


(«+Ii  ®)  + 7 t«+(ii— i»)*]' 

J' 7 («+(i i -ii)  *]  <<■*  = •>  [“+(^1  - ii)  *]. 


• i,  OI  sl,"  X*  , ,,  , , , , 

* jp -v-[at-(i,-i,)x]  = &, 


oder,  wenn  man  IDr  a wieder  setzt:  y— I,x: 

tl.yx  , li.’x*  , , , . 

* + -aV  - (y-^;  *) = »• 

Also  atu  beiden  Integralen  ergibt  sich  das  allgemeine : . 

tk.ax  •/,*  x'  , . , , , . 

* — ^ + ~2'c 

Man  kann  indess  setzen; 

_^x  + X--2I. yx)  =^k,x-yy  - 

und  den  Ansdruck  ^ ^k^  x— y)*  mit  der  Function  y/^  vereinigt  denken,  dann  ist: 
2=-^+'/'(y-^i  »)  + 7't(y-^i*)- 

II)  Dasselbe  Verfahren  ist  einzuscblagen,  wenn  A,  B,  C Constanten,  t aber 
eine  beliebige  Fnnction  von  x und  y ist.  Das  eine  Integral  bleibt  fortwährend : 

y-k,x  = ß, 

während  das  ändere  die  Gestalt  annimmt: 

C(p+k,q)-X^/ifly+u,  ^ • 

' y-ß 

wo  vor  der  Integration  fiir  x in  » sein  Werth : — zu  setzen , nach  der  Inte- 

gration  aber  ß,  mittels  der  Gleichung  y — k,x  = ß zu  eliminiren  ist. 

Es  ist  nun  zu  integriren  die  Gleichung: 

Dies  fährt  zu  den  Gleichungen: 
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d.  h.: 


y— 1,  * = fl, 


WO : 

U f dtf 

eine  Function  von  x uml  y ist. 

In  V und  »/  ist  y = + vor  der  Integration  zu  setzen,  und  man  erh  &U 
z = k,fVdx+/>f[a  + (X,-l,)r]dx, 
z = l,  y‘Udx+if>[n  + {X,—l,)x]  + b, 

wo  0 eine  willkürliche  Function  und  gleich y^/ [a  + (t,  — i,) *]  rfx  ist. 

Nach  der  Integration  wird  ö wieder  eliminirt.  Es  ergibt  sich,  wegen  a4-I|  x = y: 
s = I,  K-Fy.(y— + 

r=  fudx 

ist  eine  gegebene  Function  von  x und  y.  Diese  Gleichung  im  Verein  mit 
y — Iji  = rt  gibt  das  allgemeine  Integral; 

t = i,  r+y.(y— + Cv-l,w). 

Ist  z.  B: 


s = 0, 


bat  man  also  die  Gleichung: 


^^"  + ß^  + C^  = 0, 
dx*  dxdy  «y* 

so  wird  das  allgemeine  Integral: 

z=V.(y-I,  i)  + tfr,(y-I,  *). 


Ist  auch : 

BO  ergibt  sich: 


ß = 0,^=-*, 


^-h—-Q 
dx'  rfy>“  ’ 

I«-Ä=0,  I = ±v*, 


also : 


i=V’(y+*  VM+V"!  (y-*V  *)• 

Diese  Gleichung  ist  die  der  sohwingenden  Seite,  der  hier 
i ist  von  d'Alembert  bereite  gefunden. 

Ist: 


gegebene  Ausdruck  Tür 


so  erhält  man : 

Um  diesem  Ausdruck  reelle  Form  zu  geben,  kann  man  folgendermaassen  ver- 
fahren. Es  sei : 

t^Ly + xy(-A)]=«/  [y+xy(-A)]+'/i  [y  + xV(— A)], 

V-,ry-xy(-A)]  = y [y-x,V(-A)]  +^,  [y-xV(-A)]. 
wo  (f  und  •/ , willkürliche  Functionen  sind. 

Sei  nun  : 

y [y+*V(— *)]  = C+A'i, 

y i (y+*(V-*)]=s+**’ 

wo  G,  K,  y,  k Functionen  von  x und  y sind.  Man  hat  dann: 
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t = 2 0 + 2^, 

ein  Ansdrnck,  der  ebenfalls  zwei  willkürliche  Functionen  enthält, 

III)  Dies  Verfahren  aber  gibt  zunächst  nicht  das  allgemeine  Integral,  wenn; 

B'=iAC 

ul.  Es  wird  dann  X,  = i,,  nnd  der  Ansdrack : 

» = K l-V'(y-i.r) +i/-,(.v-i,») 

enthält  nnr  eine  trillkürliche  Function.  Um  dies  zn  vermeiden,  setzen  wir  zu- 
nächst : 


wo  $ eine  abnehmende  Constante  sein  toll.  Man  hat  dann,  wenn  sehr  klein 
wird: 


t = i,  K + ./.(3/-A,x)+^^.,  *). 

Setzt  man  nun; 


Letzteres  erleidet  nämlich  darum  kein' Bedenken , weil  man  von  beliebiger 
Grütze,  also  9y>,'  immer  endlich  denken  kann.  Man  hat: 


z = ä,  K+y  (y-I^*)  + rr, 

ein  Ansdrnck,  der  zwei  willkürliche  Functionen  enthält,  and  also  das  allgemeine 
Integral  ist. 

IV)  Sei  gegeben: 

q*r-ipq$+p'  lz=0. 

Die  Gleichung  3)  wird : 


d.  h.: 


q‘i’—2pqi+p’=0, 


nnd  das  System  1)  wird; 


^ qdy+pdx^O, 


p = <tq. 

di=pdx+qtl]f. 


Die  erste  hat  znm  Integral: 

Dt  nan  gegeben  ist: 

■0  ist: 

(te=0.  t=zß. 

All  den  beiden  Integralen  also  ergibt  eich: 

— = v(*).  oder:  p = qf(,z). 

9 


Diese  Gleichung  zerfällt  in  das  System 
tlio  1 = ß: 


£y__ 


dx 


= -'/C9)> 


y + xif(ß)  = a, 

oder  wenn  man  z für  /9  einselzt : 

y-h*y  (s)  = a, 

eine  Gleichnng,  aus  der  man  in  Oemeinschaft  mit  t=ß  das  allgemeine  Integral 
zbleitel ; 

36* 
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V)  Sei  gegeben! 
Es  ist; 
alio : 


j/  + ^7  W = V'W- 

*'f+2^y»+y’<=0. 
j-’Ä*— Sjyjl+y*  JL*=0, 


xdp-\~\fdqziO, 
xdy  — ydr. 

Die  zweite  Gleichuog  hat  zum  Integral: 


y = «•*■. 

Substitairt  man  dies  in  die  erste,  so  kommt: 

dp-\-adq  — {)^ 

p-\-aq  = ß. 


U 

also  wenn  man  ß = -^,  ^=:y{fit)  setzt: 


j:  • y 

Dai  noch  zu  integrirende  System  ist: 


dx  dx  \ X /' 


wenn: 

Ki)  = 7''© 

gesetzt  wird.  Als  Integral  crhltlt  man  wieder: 

• y = nx,  i = xf(a)+ß  = xf(^^^+ß, 
also  das  allgemeine  Integral. 

VI)  Schliesslich  nehmen  wir  noch  die  Gleichung: 

(1  + 9*)r— 2p9»  + (l  +;*»)  t = Ü. 

Ihr  Integral  gibt  den  Ausdrack  für  diejenigen  Fl&chen,  deren  beide  Krümmungen 
in  jedem  Punkte  gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  oder  diejenigen 
Flächen,  welche  innerhalb  eines  gegebenen  Umrings  den  kleinsten  Inhalt  ergeben. 
Man  hat:  « 

f 2/*9A+l-fp>=0,  ‘ 

oder: 

A)  l + 

Die  Systeme  1)  und  2),  die  wir  hier  beide  brauchen,  da  wir  die  zweite  Integra* 
tionsmethode  aowendcu  wollen,  lauten: 

<fv  = 0,  dgxX^dx, 

dp-\-X^dqTzO,  dy=.X^dx. 

Die  erste  dieser  Glcichnngeu  wird  crfdllt,  w’enn  man  constant  annimmt,  hat 
also  das  Integral: 

In  der  Thtt,  setzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  A)  ein,  wo  man  I = 
denkt,  so  ergibt  sich: 
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B)  l+A^'+^,’  = 0. 

EbcD!o  gibt  die  erste  Gleichung  des  zweiten  Systems : 

P+i,  ? = «.., 

ood: 

C)  l + 

Mittel!  der  Gleichungen  B)  nnd  C),  welche  A)  ersetzen,  sind  also  X^  und  jl,  als 
willkürliche  Constanten,  fi^  und  aber  als  durch  diese  Gleichungen  bestimmt 
zo  betrachten. 

Wendet  man  jetzt  die  zweite  Integrationsrocthode  an,  so  ist  in  dem  Integral, 
welches  dem  zweiten  System  entnommen  ist,  und  welches  man  auch  unter  die 
Form  F(p,  q')  — bringen  kann,  A,  in  der  That  auch  für  die  fernere  Inte- 
{mition  als  constant  zu  betrachten,  und  nntcr  dieser  Voraussetzung  bat  die  zweite 
Giciebang  des  ersten  Systems  ein  Integral  von  der  Gestalt : 

y — AjXrrpf. 

Aas  diesem  und  dem  ersten  Integral  p4‘A|y=,z4|  erhält  man,  wenn  man  die 
Constaote  und  lolglich  auch  wie  dies  geschehen  mnss,  als  Function  von  tt 
betrachtet: 


»)  p + 97(y-i,  z:)  = ./-(y-i,  jr). 

Von  diesen  Functionen  !/■  nnd  i/>  ist  aber  nur  die  erste  willkflrlicb,  die  zweite  ist 
bestimmt  mittels  der  Gleichung  B),  welche  Jetzt  die  Gestalt  hat: 

E)  l + [/(y-A,.r)]’  + [-A(y-it*)]>=0. 

Die  Gleichung : 


lerfUIt  in  das  System; 


p + l,  q = fA, 


Dies  hat  die  Integrale : 


y—l,x  = n, 


Z — ft,X  = ß, 

ilio  das  allgemeine  Integral: 

F)  ■ t = ftjX  + F(y~l,x). 

Die  Fnnction  F ist  aber  nicht  willkQrlich,  da  z noch  die  Gleichung  D)  erfüllen 
tnuss.  In  der  That  erhalt  man  aus  F: 

P —Ft  ^ ' 

q = V, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  D)  einsetzt  : 

0)  fjy  — l,F'+if  • F'  = ifr, 

»odurch  F",  also  der  Differenzialqnotient  von  F,  bestimmt,  nnd  F also  bis  anf 
fine  trillkürlichc  Constante  bekannt  ist.  Uemgemitss  setzen  wir,  wenn  -y  diese 
Constante  ist,  statt  der  Gleichung  E) : 


H)  I=^,x+F(y-I,x)+)'. 

Dies  ist  das  vollständige  Integral.  Es  enthält  nämlich  die  zwei  willkürlichen  Con- 
ftanetn  I,  and  y,  da  ^u,  durch  Gleichung  C)  bestimmt  ist.  F(y—i,x)  ist  durch 
Gleichung  G)  bedingt,  und  die  darin  vorkommenden  Functionen  y und  y.  müssen 
»ieder  die  Relation  E)  erfüllen.  Es  bleibt  also  in  H)  noch  eine  willkürliche 
Function  übrig. 

Wir  haben  jetzt  ans  H)  das  allgemeine  Integral  hcrzuleiten.  Dies  geschieht 
in  gewöhnlicher  Weise,  indem  man  setzt; 

Qnd  aosserdem  den  DifTercUzialquotienten  der  Gleichung  H)  nach  y genommen 
der  Null  gleich  zeUtb  — Um  diesen  zu  bilden,  bemerke  man  erst,  dass  die  Fnnc> 
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tion  F und  die  Constantc  von  abhängig  sind.  Uio  Gleichung  C)  gibt  fllr 
die  letztere: 

Was  die  I'anction  F anbetrifft,  so  ist  sie  durch  Gleichung  G)  gegeben,  und  ent- 
halt A,  sowohl  involutc  in  den  Fnhetionen  if  und  y>,  als  auch  evolute  in  den 
Grössen  fj,  und  i, , die  in  G)  Vorkommen.  Man  hat  aber  wegen  der  Glci- 
chtHig  G) : 


g-l, 

wo  die  Functionen  V’>  '/  ^ dt®  Variable  y—l,x  enthalten,  die  wir  mit  a 

bereichnen  wollen;  dann  hat  man: 


K) 


7 


<iu. 


Die  untere  Grenze  kann  beliebig  genommen  werden , also  gleich  Null  sein,  da  in 
Gleichung  H)  schon  die  entsprechende  Integrationsconstante  enthalten  ist.  Nun 
hat  man: 


LI 

> dT, 


'/  (“) 


-F,  , r 1 iu  / 

-■*.  T./  ['/(**)- t,]’  ^ FtJ 


Differenziirt  man  nun  die  Gleichung  H)  in  der  That  nach  y,  so  hat  man: 


M) 


(-^  + 37;)''«+'='’ 


Das  allgemeine  Integral  ist  also  enthalten  in  der  Gleichung  //,  wenn  man  u, 
nnd  l,  vermöge  der  Gleichungen  C)  und  J)  eliminirt  denkt,  und  F durch  die 
Gleichung  K)  bestimmt,  in  welcher  7 und  tf>  wieder  durch  Gleichung  E)  verbun- 
den sind.  Es  ist  dann  aus  H)  nur  noch  y zu  eliminiren,  was  mittels  der  Glei- 
dF 

chung  M)  geschieht,  wo  -—  durch  Gleichung  L)  gegeben  ist.  und  y sind  die 
dk^ 

beiden  willkartichen  Functionen. 


16)  Erweiterung  der  M on  ge’s  che  n Me  t ho  d e auf  eine  gewisse 
Klasse  nicht  linearer  Gleichungen  von  Ampere. 

^ Die  Monge'sche  Methode  gibt  noch  Bcsultatc  Tür  eine  Klasse  nicht  linearer 
Gleichungen.  Dies  sind  die  Gleichungen  von  der  Form: 

Ar  + Bi  + Cl  + D(rl—s')  = t, 

wo  A,  B,  C,  D,  s Functionen  von  r,  v,  p,  g sind. 

Diese  Erweiterung  rihrt  von  Ampere  her,  und  ist  mitgetheilt  im  Journal  de 
l'ecole  polytechnigutf  cahier  18. 

Gehen  wir  zunächst  von  den  Gleichungen  ans,  welche  die  Functionen  p, 
q,  r,  s,  I debniren: 

1)  dz  = pdx-\-q  dy, 

2)  dp  = rdx+tdy, 

3)  dq  = tdx  + ldy, 

mnltipliciren  die  zweite  mit  I,  die  dritte  mit  s nnd  snbtrahiren,  so  erhalten  wir: 
Idp  — t dq  = (rl  — s')dz, 

oder : 

4)  tdp  — sdq  — todz, 

wenn  wir  setzen: 


5)  rt— j*  =ir, 

wahrend  die  gegebene  Gleichung  die  Gestalt  annimmt: 

5 a)  Ar+ßs-l- C(-|-Dir  = f. 

Die  Gleichungen  5)  nnd  5 a)  sind  der  gegebenen  vollständig  gleichbedeutend.  Von 
den  Gleichungen  2),  3)  und  4)  ist  jede  eine  noihwendige  Folge  der  beiden  andern. 
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Man  kann  also  die  Aufgabe  auch  lo  anffasacn , als  wenn  die  Integration  der 
gleicbieitigen  linearen  und  totalen  Oteichnngen  1),  2),  3),  4)  verlangt  w&re,  wo 
die  Variablen  durch  die  Bedingung  5)  und  5a)  verbunden  sind.  Untersuchen  wir 
jetzt  die  Ausdrücke: 

ip-~rjx—tjy,  ifg—sifx—hfy,  t <fp—i  <fq—K  ^x, 
und  bemerken,  dass,  wenn  dieselben  alle  drei  gleich  Xull  werden,  und  ausserdem: 
(fz— (fi— y (fy  = 0 

diese  Glcichnngen  mit  dem  gegebenen  System  Ubereinstimmen , man  also  jede 
Verbindung  unter  den  Variablen,  vermittelst  deren  man  dies  erreicht,  als  ein  In- 
tegral nnsers  Systems  betrachten  kann.  Es  sind  mithin  auch  5)  nnd  5 a)  als  In- 
tegrale anznsehen. 

Wir  mnltipliciren  die  ersten  beiden  unserer  Ausdrücke  bezüglich  mit  den  un- 
bekannten I und  fi,  nnd  addiron  sic  zur  dritten.  Dies  gibt,  wenn  man  tt  ans 
Gleichung  5a)  bestimmt,  folgende  identische  Relation: 

/ 

6)  lifp  — sdy—ieifx+X(dp—rdx—stfy)-{-fi(ify—iJx—l(fy)  = —~  tfjr-fltfp 

"1  B C 

p <fx  — ldxj  + •[  — ifq  + -jj  iJx—l(fg—/x^x]+  l[dp+-^dx—/idj/^. 


Der  mit  r njultiplicirte  Tfaeil  der  rechten  Seite  wird  gleich  Null , wenn  man  X 
mittels  der  Gleichung  bestimmt : 


Die  mit  s nnd  l mnitiplicirten  Ausdrücke  Werden  nun : 

, , . B—uD  . A , 

A(r>)=-<fv+ — ^ 

A(/>)=  <^P  + ■§  <fx-pify. 


A(a)  und  aOS)  sind  blosse  Symbole,  nnd  bedeuten  nicht  etwa  vollsttndige  Diffe- 
renziale. Eliminirt  man  dy,  so  kommt ; 

H A(«)-^A(/»)=  -juefy-^ 

Sei  ferner : 

A(y)=  - -g  + «f? 

gleich  dem  von  r,  s,  ( freien  Theilc  der  rechten  Seite  unserer  Relation.  Man  er- 
hält dann  dnreh  Addition  der  2 letzten  Gleichungen: 

A(r)+/^A(«)-gA(/J)  = tfx[^(ß-/zD)-^  - g], 


oder,  wenn  man  das  noch  unbestimmte  fi  durch  die  Gleichung  definirt ; 


D 


(B-pD)- 


CA 

D‘ 


IO  ist: 

7)  A(y)+/iA(«)-gA(^)=0. 


Die  Bedingnngsgleichung  aber  verwandeln  wir  in  die  folgende : 
8)  t*-Bl-{-AC+D(=0, 

wo  l — pD  gesetzt  wurde. 

Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  ergibt  sich ; 

-Ddq  + (B-l)dx-Ady 
A («)  = g . 
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wlhrend  A(y)  aus  der  Gleichung  7)  lu  entnehmen  ist.  Die  Gleichung  6)  wird 
dann,  wenn  man  erst  die  erste  Wurzel  /,  der  Gleichung  8),  und  dann  die  zweite 
I,  nimmt ; 

9)  — — (cT/jT-rirx— sdy)4-^  (Sq  — tjx  — lfy) 

— — (—  DJq  + l^  (fx—  AJy)  + — ^ — (Difp-j-C  (f*  — 

9a)  t(fp-$dq  — irJx-t-'^  {dp  — rJx  — ttSy)-\-^{iq  — iJx  — ti}q) 

= ~X)t  * + ^ + (.DJp  \-  C<fx  — I,dq) 

Setzt  man  also  die  AusdrSeke  rechts  in  9)  und  9a)  der  Null  gleich,  so  werden  auch 
die  Ausdrücke  links  der  Noll  gleich  werden,  d.  h.  man  wird  haben: 

10)  iiq  — sdx  — lHy  = 0, 
und : 

tdp—iiq  — \cdx  + ^ {dp—rdx—$dj/)  = 0. 

Wenn  man  aber  aus  beiden  Gleichung  dq  eliminirt,  erhält  man : 
tdp—t'  dx-lidy—ie  dx  + ^ (dp-rdx—sdy)  = 0, 
und  wenn  man  u-  mittels  der  Gleichung  5)  wegschafft: 

0+^)  dp-r  (<  + J)  dx-.(l+^)  dy  = 0, 

d.  h. 

dp—r  dx—t  dy-xO, 

und  es  ist  dann  wegen  der  zweiten  Gloicbung  10)  auch : 
ldp  — idq  — ttdx=0. 

Das  System  10)  ist  also  mit  den  Gleichungen  2),  3),  4)  völlig  identisch.  Setz* 
man  noch  voraus,  dass: 

dz  —p  dz  r qdy 

sei,  wie  wir  dies  jn  von  vorn  herein  angenommen  haben,  so  kommt  also  die  völlige 
Integration  der  Gleichungen  1),  2),  3).  4)  darauf  heraus,  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  9)  nnd  9 a)  der  Null  gleich  zu  machen.  Dies  geschieht  nun  ganz 
in  der  Weise,  die  wir  bei  Integration  der  Monge'schen  Oleichnng  kennen  gelernt 
haben,  d.  h.  aus  den  Systemen: 

1)  —Ddq  + l,dx  — Ady  = 0, 

Ihipd-Cdx  — l^dy  — Q, 

nnd  : 

11)  —Ddq  + l,dx—Ady  — 0, 

Ddp+C  dx~tjdy~0, 

wo  /,  und  /,  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

l'-BI+AC+Dt  = 0 > 

sind.  Leitet  man  ab  je  2 Integrale  «,  r und  r,,  und  setzt:  A)  r = iy(n), 

ans  welchen  man  P = ^.  ? = bestimmt,  und  den  allgemeinen  Ans- 

drnck  für  z findet,  oder  B),  man  bedient  sich  nur  der  partiellen  Differenzialglei- 
Mung  erster  Ordnung  r = </(«),  durch  deren  Integration  man  das  vollständige  and 
hieraus  das  allgemeine  Integral  ermittelt,  auch  kann  man  C)  die  Gleichungen 
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rrr^(u),  r^rrcoost. , xu  diesem  Bchufe 
gebnocheo,  aas  denen  man  wieder  p 
und  9 ermittelt,  das  vollständige  Integral 
mit  einer  willkürlichen  Fnnction  und 
2 ConstantCD,  und  ans  diesem  das  allgc* 
meine  mit  2 willkürliehen  Funktionen 
findet. 

Für  den  Ausnabmcfall , wo 
also: 

ß>=:4(AC  + /;0, 

and ; 


ist.  kann  man  wie  bei  der  Mongo’schcn 
Gleichung  noch  immer  die  Methode  B) 
anwenden,  indess  kann  man  hierbei  sich 
auch  eines  Verfahrens  bedienen,  welches 
grade  im  speciellen  Falle  der  Monge- 
schen  Gleichung  illusorisch  sein  würde. 

Setst  man  nÜmlieh  die  beiden  Inte- 
grale: 

« = (I,  (rt), 

eine  Annahme,  die  oftenbar  die  rechte 
Seite  unserer  Gleichung  der  Null  gleich 
macht,  wenn  a eine  willkürliche  Con> 
Staate  ist,  so  bat  man  ebenfalls  Aus- 
drucke für  ^ und  t*,  welche  eine  Con- 
dx  vy 

slante  a und  eine  willkürliche  Function 

rfp+Arfy— ^ = 


^ enthalten.  / Durch  Integration  dieser 
Gleichungen,  die  einer  totalen  mit  3 Va- 
riablen entsprechen,  welche  der  Integra- 
bilitüts-Bcdingung  genügt,  erhält  man 
also  ein  neues  Integral  mit  2 Constanten 
und  einer  willkürlichen  Function : 

f[x,  y,  Z,  »,  v(n).  i]=0, 

aus  der  man  das  allgemeine  Integral 
in  der  gewöhnlichen  Weise  ahleitet,  in- 
dem man: 

4 = •/'(«), 

and  : 


setzt. 

Illusorisch  wird  diese  Methode  bei  der 
Moiicc'seheu  Glcichun)'  ans  folgendem 
- Grunde ; 

Von  den  beiden  Gleichungen  des  Sy- 
stems I)  oder  II),  aus  denen  2 Integrale 
abgeleitet  wurden,  war  die  eine  ganz 
von  p und  q frei , während  im  allgemei- 
nen Kalle,  wie  er  hier  betrachtet  wird, 
die  eine  p,  die  andere  q enthält.  Im 
ersteren  Kalle  misslingt  es  daher,  für  p 
o»  dz 

and  q oder  t-  und  -r-  wirklich  Werthe 
äx  ()y 

abzulciten.  Es  waren  nämlich  die  Glei- 
chungen des  Systems  I)  oder  II)  in  Ab- 
schnitt 14)  für  den  Fall,  woK,  =A,  ist; 

:0,  dy—).dx=Q, 


tito,  falls  K nnd  r 2 Integrale  dieser  Oleichnngen  sind; 


lip+l  (fy  = .tf  Ju-I-.Y <fr, 


<fy-ltfj;  = Ä'<fu-fV'(fr, 
wo  M,  N,  M',  fi'  zu  bestimmende  CoefHHenten  sind. 

Da  diese  Gleichungen  identisch,  d.  h.  uiiabliüngig  von  den  Relationen  zwischen 
r,  y,  i,  p und  q stattiindcii,  so  hat  man ; 

„du  dr  . „du  „du 

jtf  ^ — 1.  df -f- iV  “ — 1, 

op  dp  aq  nq 

du  dr  du  dr 

'’''3-+^V=0.  d/v-i-AV=o. 

dp  dp  oq  oq 

Denkt  man  tkh  zunächst  x,  y,  z constant,  so  erhält  man ; 

du  A'  du  li\' 

d^  ~ i\’ia-NH"  d^  ~ N'M- ÜT«'' 

dr  M'  dr  i.M' 

d^  ~ ~iv¥^^ÄrS'’  d^~ 


Setzt 


■0  ist  also : 


A' 


YM-NM' 


= 0, 


_J  A'_  _ 

YJU-NM’' 


du=adp-i-bdq, 


+ 
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Erhält  man  also  durch  Integration  der  ersten  Gleichung : 

«=/■(;'»  7)+«» 

wo  sowohl  die  Function  f als  die  Constante  a noch  von  x,  y,  z abhängig  ist, 
so  wird  auch  sein: 

ä,=-^d(f), 

eine  Gleichung,  die  nur  imcgrabcl  ist,  wenn  — — einer  Function  von  f gleich 

ist,  die  wir  mit  </'(/^)  bezeichnen. 

Mithin  hat  man : 

•'  = ’/  (/')  + /*• 

In  die.scr  Gleichung  enthält  nur  f die  Grössen  p und  j,  also  ist  es  unmöglich, 
aus  den  Werthen  von  w und  e , die  man  Constanten  gleichsetzt,  p und  9 abzu* 
leiten.  Selbstverständlich  ist  diese  Beschränkung  bei  der  Ampärc 'sehen  Gleichung 
aber  nicht  vorhanden. 

Beispiele. 

I)  Sei  gegeben: 

(l+y»)r-2f  7. + + = -(!+;>»  4-9-)  j. 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  l ist  hier: 

/•+2p9?+(l  + 9’)(l+P*)-(l+P'+9>)  = 0, 

oder: 

1’ 4- 2p9  I+p*  9’ =0, 

woraus  sich  ergibt: 

l = ~pq. 

Da  beide  Wurzeln  gleich  sind,  so  findet  die  zuletzt  gegebene  Methode  statL 
Das  Sjstem  I)  oder  II)  ist  nun : 

+ + = 


V(l+P’  + 9*) 


dp 


V(H-P>  + 9’) 

Wir  climiniren  dy  und  erhalten: 


+ (1  +i>’)'^*+F7'^y  = 0 


d.  h. 


_pqdq-(l-\-q')dp 


V(l+P>  + 9*)* 

Diese  Gleichung  crfOllt  die  IntcgrabiliUlts-Bedingnng.  Es  ist  nämlich: 

^ ^V(l  +P*+9’)^ —(1+9^) 

“V'a  + P'T  9*)*  ’ 


V (1  + P*  +9’)* 


also : 


X + f 


V (1+p’  +9’) 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  dx  climinirt,  in  ganz  derselben  Weise : 

9 


y+ 


V(l+p’  + 9*) 


=i. 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind  p und  7 *u  entwickeln.  Man  erhalt: 

(o-a:)>(l+p>  + 7*)  = p’, 

- (4-y)*(l+p»+9’)  = 9>. 

mithin: 

(4-y)’+[(4-y)>-l]  9’  = -/>’  (&-y)’. 

ftlso: 

. *-y 

' Vl— (*— a)'+(y-4)* 

ond  ebenso : 

rt— X 

^ VI- (*-«)’+ (»-*)* 

d.  h.: 

_ (n-x)d»-(4-y)dy 

also  durch  Integration: 

(x-«)«+(y-i)’+(i-e)*=l. 

Hierant  wird  das  allgemeine  Integral  gewonnen,  wenn  man:  i = »/(o\  cx^V'C®)’ 
und  das  Differenzial  der  obigen  Gleichung  gleich  Null  setzt,  also: 

(x — o)  + [y — </  (a)]  •/ ' (o)  + [l  — '/<  (a)]  <)>'  (a)  = 0. 
n)  Es  seien  ferner  in  der  allgemeinen  Gleichung: 
i4r-f-  ß$  .4-  C(  -f-  Die  xz  t 

die  Grössen  A,  B,  C,  D,  t sammtlich  constant.  Nach  Auflösung  der  Gleichung: 
/’-ß/  + AC+Ds=0, 

wo  also  /,  und  f,  Constanten  sind,  hat  man  als  Integrale  des  Systems  I): 

— Dtj+l^x—Ay=.<t,  Dp+Cx  — l^y  = ß, 

aus  welchen  man  bildet: 

— üq  + l,x—Aij=i/{Dp+Cz-l,y). 

Dem  System  II)  entnehmen  wir  gemäss  der  mit  C)  bezeichncten  Methode  nur 
das  Integral; 

flp-V  Cx— /,  yz=B, 

und  ans  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 

_a  — Cx+/,y 
^ ~ fl  ’ 

_ ;,x-Ay— 9 [g  f (f,  — <1  )j^ 


Die  erste  Gleichung  integrirt  gibt,  indem  man  nur  x veränderlich  denkt : 
a /,  1 ^•**1  , 

* = fl  + 

alio  wenn  man  x=0  setzt»  das  Hauptintegral: 

, a , Cx*  L XU 
:=i-^x+i— 

und  der  Werth  von  9 = ^ gibt,  wenn  man  darin  x = 0,  s = z'  setzt: 

'’y 


y[a+('.-^)y]  , t 

- * fl  ^ ’ 


d.  h.  wenn  man: 
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setzt  ; 


ui"l:  A=-y-(«) 

■ F Ü ß I)  ^ ü +V'(a;-Ü. 


wo  noch  zur  Bestimmung  von  a dos  DifTcrenzial  nach  a gleich  Null  zu  setzen 
ist,  also: 


X 

u 


. /"[a+(<.-/.)y3 
D 


+ «i'(n)  = 0. 


Sowohl  die  Mongc’scho  als  die  Amperc'schc  Methode  beziehen  sich  nicht  auf 
alle  Gleichungen  von  der  angegebenen  Form,  da  immer  eine  Integrabilitätsbedin- 
gung  zu  erfüllen  Ist.  Vielmehr  verlangt  die  Anwendbarkeit  dieser  Methoden,  dass 
die  in  Rede  stehende  DiiTercnzialgIcichung  ein  Integral  erster  Ordnung  besitze, 
d.  h.  eine  Beziehung  zwischen  ar,  y,  i,  p und  y,  in  welcher  eine  willkürliche 
Function  enthalten  ist.  Eine  solche  ist  nicht  bei  jeder  partiellen  Differenzialglei- 
chung zweiter  Ordnung  vorhanden.  So  z.  B.  kann  die  in  Abschnitt  13)  behan- 
delte, sehr  einfache  Gleichung: 


X 


P 


nicht  auf  diese  Weise  behandelt  werden,  obgleich  sic  ein  Integral  von  einfacher 
Form  mit  2 willkürlichen  Functionen  besitzt.  In  der  That  lässt  sich,  wenn  man 
das  Integral  dieser  Gleichung: 

(»-+y)  + V''(*-y)]-'/  (•*+y)-'/'(*-y). 

nach  X und  y differenziirt.  aus  den  beiden  so  erhaltenen  und  der  Integral-Glei- 
chung keine  der  w’illkOrlichcn  Functionen  y oder  climiniron. 


17)  Erweiterung  der  Monge'schen  Methode  auf  Gleichungen 
von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung. 

Die  Erweiterung  der  Mongc’schcn  und  selbst  der  Ampcrc'schen  Methode  auf 
Gleichungen  höherer  als  zweiter  Ordnung,,  und  auf  solche  von  der  zweiten  Ord- 
nung, die  mehr  als  zwei  unabhängige  Variablen  haben,  hat  bei  der  hier  ange- 
wandten Entwickclungsweisc  keine  Schwierigkeit.  Indess  werden  die  Grenzen 
ihrer  Anwendbarkeit  immer  enger,  da  sich  die  Bedingungen  der  Brauchbarkeit  ver- 
mehren. Jedoch  scheint  es  der  Vollständigkeit  wegen  angemessen,  auch  auf  diese 
Erweiterungen  cinzugehen. 

Hierbei  beschränken  wir  uns  jedoch  auf  den  Fall  einer  Gleichung  ntcr  Ord- 
nung mit  2 unabhängigen  Variablen  und  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  mit 
deren  beliebig  vielen,  da  jeder  andere  Fall,  obgleich  in  der  Aasfflhrung  nicht 
schwierig,  doch  einer  allgemeinen  algorithmischen  Darstellung  nur  schwer  zugäng- 
lich ist. 

Sei  also  zunächst  gegeben  die  Gleichung: 

1)  -^1  + + l y, 

7i*  9i  • • • 9.  1 I Differenzialquoticnien  einer  Function  z von  x. 

I -f-  i 

und  x^,  also  die  Grossen  : 


f)*  z d*  t ()*  z d*  - 

(Vj*  dx/~  'dx,  dx,* 

vorstellen,  A..  A.  . . » A , A aber  Functionen  von  s,  .r»,  x,  und  allen  Diffe- 
i’  a s + 1 ’ i»  a 

renzialqnoticnten  sein  sollen,  welche  von  einer  niedrigem  als  von  der  » ten  Ord- 
nung sind.  Von  diesen  bezeichnen  wir  im  Besondern  noch  die  der  s — Iten  Ord- 
nung, also : 


I sZ—  I 

. o « o i 

dx|*  * dxj*  *dx. 


d*- 


dx. 


z—  \ 
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betfiglich  durch : 


f „ V,  • ■ ■ f,. 

»0  haben  wir  zu  der  Gleichung  folgendes  System : 


2)  i/p,  = y,  </ar„ 

<f;<,  = y,c/j;i  + y,  dx,. 
dpj=<i,  dx„ 


dp^joq^dx^+g^^  ^dx,. 

Wir  multipliciren  diese  Gleichungen  2)  bezfiglich  mit  den  unbestimmten  Faetoren 
i„  i,  . . . und  addiren  sie.  Es  kommt: 

( = f 

umi  nach  unserem  fröheren  Verfahren  sehen  wir  von  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  zDO&ehst  ganz  ab , und  unterwerfen  die  linke  einer  identischen  Umfor- 
mung, indem  wir  • > - 9^  als  Faetoren  betrachten  und  Qieichung  1)  be- 

rücksichtigen. Wir  erhalten: 
t = s 


1 = 1 


• + l 


(fri  + i,  dx,) 


-t,(l,dx,-i-l,Jz,-X^  ifx,) 

« + 1 


— q (i  dx.-^k  . cfx,  — A 

‘ «—  I * s 


dx,). 


*+l 


Der  Ausdruck  rechts  besteht  ans  s + 1 Thcils&tzen.  Nehmen  wir  an,  dass  diesel- 
ben alle  der  Null  gleich  seien,  so  lasst  sich  aus  der  Gleichung: 


, dx, 

* d-  t 

das  Verhaltniss  llx,:dx^  bestimmen,  und  indem  man  dieses  in  die  mit  5,,  ,, 
■ • ■ mnltiplicirten  AnsdrUcke  setzt,,  erhalt  man  ehdiiehe  Oleichnngen  zur  Be- 


stimmnng  der  Verhältnisse: 


nämlich; 
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Eine  der  Unbekannten  i,  *,  B.  >1^,  kann  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden.  Dies 
gibt; 

4)  i, 


I *1— 2 •^5+  ■^»  — I ~®’ 

■^i+li  '^,  = 0. 

Wir  muUipIicircn  diese  GleicliungcQ  bezüglich  mit: 


A ^ ““2  t - »#  ““  «t  ] t ~~~  3 m 
» (—1)  ^1  ^ 


S+  I 


**  J 

l» 


s — \ 


»+  1 


nnd  addiren  sic  säromtlich ; cs  ergibt  sich  dann: 


i4s  4"  t 


» — * 


-A^  + A, 


s-2  . , s *-1=0. 


Dies  ist  eine  Qieichung  vom  Orndc  s,  welche  zur  Bestimmung  von  dient. 
Wir  schreiben  sie  jedoch  lieber  unter  der  Form  ; 


6) 


i.’  — 


"s+l 


i. 


(_  ( A^  A,  ,1—2  I ’ 1 * — 3 


s+1 


*+i 


+(-!)* 


A.—  ^A 


*+i 


A/~  * // 


"»+• 

-11*  _1l !_  =0. 


+(-iy 


S+  1 


Ist  1,  bestimmt,  so  ergeben  sich  mittels  der  Gleichungen  4)  die  GrCssen  1„ 

. . . 1^  _ I als  eindeutig.  Die  erste  Gleichung  bestimmt  nämlicb  1,,  die  folgende 

dann  i,  u.  s.  f.  durch  rationale  Functionen  von  1,.  Sonach  stellt  die  Gleichung 
3)  ein  System  von  s Gleichungen  vor,  nnd  hieraus  folgt,  dass  die  mit  1,,  1,  . . . 

mnltiplicirten  Theilc  der  linken  Seite  einzeln  vcrschninden,  d.  h.  dass  die  Glei- 
chungen 2)  erfüllt  sind , wenn  in  allen  i Gleichungen  des  Systems  die  rechten 
Seiten  verschwinden.  Dies  aber  findet  statt,  wenn  man  setzt: 


6) 


( = 1 ^ 

^ (1(  <P,  )—Ä dxj  = 0, 

t = l $+ I 
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i.  rfx, — -j — - — dr,  = 0. 

‘■f ' 

F»Jls  Di»n  nun  für  jede  der  t Wcrthe  von  A,  , welche  die  Gleichung  5)  erfüllen, 
Ul  einem  Systeme  6)  entweder  allein  oder  in  Verbindung  mit  denjenigen  Glei- 
ebangen,  welche  die  Grossen  p (die  s — 1 ten  Differenzialquolienten  von  i)  dcHni* 
ren,  2 Integ^rale  u und  v ableiten  kann,  was  natürlich  die  Krfüllung  von  Integrabilit&ts- 
bedingnngen  erfordert,  so  sctit  man  wie  in  den  vorigen  Abschnitten  wieder  c=-y(i<) 
nnd  hat  ein  erstes  Integral,  welches  allerdings  noch  die  DiO'erenzialqootientcn  von 
t bis  zu  der  s 1 ten  Ordnung  enthalt;  mit  diesem  Integrale  aber  kann  man 
weiter  die  Integration  fortsetzen,  wenn  es  die  Form  1)  hat. 

Leitet  man  aber  ans  jedem  der  s Systeme  2 Integrale  nnd  und  dem- 

gsm&ss  eins  von  der  Form  so  kann  man  mittels  dieser  $ Glei- 

rhnngen  die  s— 1 teiv  Differenzialquotlentcn  entwickeln.  Sind  nun  deren  2: 


ax.’-'ax/-*- 

>0  erhält  man  durch  Integration  dieser  Gleichungen,  welche  auf  2 totale  Differen- 

o*~  ■ 

tiilgleiehungen  mit  2 Variablen  führen: , also  in  derselben 

Weise  alle  i— 2ten  Differenzialquoticnten.  Mit  diesen  setzt  man  das  Verfahren 
fort,  bia  man  t selbst  erhält,  nnd  man  hat  dann  das  allgemeine  Integral,  da  s 
srillkürliehe  Fnnctionen  y,,  darin  enthalten  sind. 

Dass  die  Fälle,  wo  dies  Verfahren  angewandt  erscheint,  nicht  so  häufig  sein 
kennen,  wie  bei  der  Mouge'schen  Gleichung  liegt  an  der  Allgemeinheit  der  Glei- 
chungen 6),  welche  mit  steigender  Ordnung  der  Gleichung  auch  immer  mehr  Va- 
riable enthalten.  Der  Gleichung  5)  kann  man  übrigens  auch  eine  einfachere  Form 
geben.  Setzen  wir  nämlich; 


10  wird  Gleichong  5): 


während  ans  den  Gleichungen  4)  erhalten  wird : 


•+ 

wo  I alle  Wertho  von  1 bis  i annimmt,  nnd  ist,  I,  aber  =0  ist. 

Ans  dieser  Oleichnng  folgt  aber: 

A,l 


8) 


s-l-  1 


_ A,l*+A,  f 

A,_ 2 . 

^i  + l 


A.  = - 


A,f+A,f«  + A,l 


i,=- 


Aj‘+A^l‘  \+...+A,l 


* + i 
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und  die  Gleiehnngen  6)  nehmen  die  Form  on: 

/ </-r , (f  j 0, 


A l dx.  - 


Setzt  man  für  die  s Werthe  von  / entsprechend  und  ebenso 

für  die  durch  die  Gleichungen  8)  gegebenen  Werthe  vpn  . 

80  hat  man  statt  der  eben  gefundenen  Gleichungen  deren  2s  von  der  Form: 
9)  » +dar,  =0, 

»+ 1 

Um  das  letztere  System  noch  etwas  zu  vereinfachen,  wollen  wir  setzen: 


w»i 

#»1  = >4 1 

m,  = /*  ~\-A^  ^ + -^3 


.m^  — A^^l  ^4*  • • • 


imkm  wir  wieder  je  nach  der  Wahl  der  Wurzel  /,  auf  welche  sich  die  Grossen 
beziehen,  dieselben  mit : 

m/'), 

bezeichnen.  Man  hat  dann  das  System; 

l = » , , 

10)  Z )it  =Adx^, 

1=1 

und  jede  Gleichung  des  Systems  9)  ist  mit  der  entsprechenden  des  Systems  10) 
zu  verbinden  und  daraus,  wenn  dies  m&glich  ist,  S Integrale  abznieiten. 

Beispiel. 

Seien  A,  . . . .|I(  Constanten,  A aber  eine  Fnnction  von  x,  und  x,, 

so  gibt  jede  der  Gleichungen  9)  und  10)  ein  Integral.  Nämlich; 

l^’'^x,  +x,=n. 

Die  Grosse  wird  folgcndermaassen  gefunden.  Man  setzt  in  A statt  x,  den 

ans  dem  ersten  Integrale  gewonnenen  Werth  dann  ist; 

B^=l' Adx^. 
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Nach  Anffindong  dieses  Integrals  ist  {Br  a wieder  *<t  setzen. 

Jede  Gleichung  des  Systems  gibt  also  ein  anderes  da  die  Grössen 
rerschieden  sind. 

Aas  je  2 Integralen  eines  Systems  erlangen  wir  nun  eins,  welches  eine  will- 
ktrlicbe  Function  enthält,  nämlich: 

,f,  = ®r+'^r 

Die  Coeffidenten  sind  der  Art,  dass  man  leicht  die  Grössen  entwickeln 

kann.  Setzt  man  nämlich  Tor  der  Hand; 

®r+»r=“r- 

K>  hat  man  i Gleichungen  von  der  Form; 

l=s 

m =_  , 
r’ 


»fl 


ao  r alle  Werthe  von  1 bis  s annimmt. 

Setzen  wir  jetzt ; 

9 = » «, 

wo  die  Grössen  zu  bestimmen  sind,  so  hat  man,  wenn  man  in  das  System  11- 
oearer  Gleiclinngen  einsetzt ; 

o = 2 ‘ * -I-  2 ‘ * r + + 2 + . . . 

»=l  »=l  »=1  ,(?)«-! 


'=*  »I 

+ 2 * * ‘ 


(r) 


<=l  j(9)»-' 

Non  ist,  da  r und  a innerhalb  jeder  Snmme  nnrerändert  bleiben; 

9 9 

'=1  <(9)'->  j(9)  j(9)’^‘"  »(9)»-ty  »(9)\  i(9)"^‘" 

/ ,(r)v 

/(9)*-V  '^/(9)»-'M  ’^j(9)/ ’*’j(9)*-i‘ 

Sind  r nnd  q von  einander  verschieden,  so  ergibt  sich  bierans; 

l = » mW  , . 

<=ij(9)‘-'  /(9)*-' (/(9)_/('-)) 

-t-  . . ^.,l^(/(9)_/('■))], 

and  da  nnd  {W  Warzeinder  Gleichnng  7)  sind,  so  ergibt  sich  hierffir  der 
Werth.*,^j-A,^,=0. 

Es  Terscbwinden  also  aul  der  Unken  Seite  unserer  Gleichnng  alle  GUeder,  wo 
; Ton  r rerschieden  ist.  Für  y = r findet  man  direct  ; 

87 
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w 


1=  I /(O*— ' 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  7)  mit  F(/),  »o  ist  also: 

£ ‘ -=F(/W), 

(=1  ,(>•)»-' 


mithin: 


und: 


also : 


Nun  ist; 


nnd  : 


“r-  ’ 


iW»-' 


>(/«)’ 


_?-*  y 

,=i 


d—'t 


Vereinigen  wir  beide  Ausdrücke,  und  bilden; 

f • 


so  kommt  dafür : 


dx 


^ 5 = 2 [A 

dx,'-'  9='-'' 


f»  (/(»)) 


Dieser  Ausdruck  muss  intcgrabel  sein,  wie  dies  das  ganze  Verfahren  in  jedem 
Falle  verlangt.  Nun  war : 

Setzt  man,  wie  dies  doch  immer  geschehen  kann; 

wo  » ebenfalls  eine  willkürliche  Function  von  x,+ ijt,  so  erhalt  man : 

j(9)»-'-  I 


dx 


» — I— I 


dx.'“'  9='  9 F'(JW)) 
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wo  geieUt  lat: 


Den  Bedingungen  der  Aufgabe  gem&as  ist  die  Function  unter  dem  Summenxeicben 
iotegrabel. 

Fahrt  man  in  derselben  Weise  fort,  so  erhält  inan  durch  snccessives  In> 
tegriren: 


J"  ’t  = 7 


ferner : 
ichlieislich : 

j = l » 

Die  Fanctionen  7,^*  7,^*  *^  . . . 7^^*~'^  »ind  willkürlich,  folglich  ist 

der  Ausdruck  für  t das  vollständige  Integral  und  nur  ist  auf  dem  an- 

gegebenen  successiven  Wege  zu  ermitteln. 

Werden  2 Wurzeln  der  Gleichung  7)  und  gleich,  so  enthält  dieser 
Ausdruck  swar  eine  willkürliche  Function  weniger,  indess  kann  man  in  diesem 
Falle  genau  wie  in  Beispiel  III)  des  Abschnitt  15)  verfahren. 

Ist  A einer  Constantc  gleich,  so  verschwindet  die  Grösse  ganz,  und 

man  bat: 

s = ’z  7 

7=1  1 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  leicht  direct  verificiren. 

18)  Erweiterung  der  Ampbre^schen  Methode. 

Auch  die  Ampbre'scbc  Methode  lässt  sich  einer  ähnlichen  Erweiterung  anf 
Gleichungen  von  höherer  Ordnung  unterziehen. 

Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass  sich  ans  den  Gleichungen  2)  des  vorigen 
Abschnittes,  welche  die  Form  haben; 

durch  Eliinination  von  rfx,  lineare  Hclationen  von  der  Form: 
bilden  lassen.  Setzt  man  non: 

37» 
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BO  kann  man  statt  der  Qleichnng  1)  sich  die  allgemeinere: 


B) 


,w  ,=A 

' n,  fi  ft,  ß 


bilden,  wo  die  Grössen  . wie  die  A von  z,  *„  x,  nnd  den  Differenzialquo- 


tienten von  z bis  inclusive  zu  denen  von  ders— Iten  Ordnung  abhängen,  a,  ß 
beliebige  Zahlen  zwischen  1 und  s sein  können.  Die  Gleichungen  A)  sind  dann 
als  Integrale  zu  betrachten,  nnd  zu  dem  System  2)  kommen  dann  Gleichungen 
von  der  Form: 


C)  1ß+,'‘Pa-’l,.+  &ß  = \,ß’^^' 

hinza.  Diese  Aasdrücko  sind  in  die  Form  3)  mit  anfzanehmco,  indem  man  (f  für 
d schreibt,  nnd  die  mit  den  q und  u multipUcirten  AusdrQcke,  nachdem  einer  die* 
ser  Factoren  durch  Gleichung  B climinirt  ist,  einzeln  gleich  Null  zu  setzen.  * 

Es  ergeben  sich  dann  die  zu  integrirenden  totalen  DifTercnzialgleichungen 
ganz  wie  oben.  In  jedem  speciellcn  Falle  sind  diese  Betrachtungen  leicht  auszu* 
führen,  und  thut  man  besser,  dies  bei  jeder  zur  Integration  rorliegenden  Gleichung 
wirklich  za  thnn  , als  von  der  jedenfalls  schwer  zu  bildenden  allgemeinen  algo- 
rithmischen Form  auszugehen. 


19)  Lineare  Gleichungen  zweiter  Ordnung  mit  mehr  als  2 un- 
abhängigen Variablen. 

Wir  betrachten  als  zweites  Beispiel  einer  Erweiterung  der  Monge*achen  Me- 
thode jetzt  eine  Gleichung  von  der  Form: 

1)  ^.£5+^.?^+ +^. 


ndx^(>x 


* d*,*  « oXfOx 


(S)j^ 


(8) 

*1«  'dxgdz^ 


H dx  * 


Die  Grössen  A,,  B sind  Functionen  von  z,  x*, 

X,  . . , und  de 
Abkürzungen  ein: 


X,  , . . x^^  und  den  ersten  Diffcrenzialquotienten  von  z.  Wir  führen  folgende 


d*  ^ d*s  

äT"'’»’  dx  'dx,  ~ 

s t l 

Offenbar  ist  dann: 

und  die  Gleichung  1)  ist  zu  schreiben: 

2)  ><i9, _,  + ■<, 9,^2+  • ■ • + '<„9,,, 

(')„ 


+A 


= B. 


Digitized  by  Google 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  581  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 

mit  welcher  zu  verbinden  ist  das  System: 

3)  = + z<^.+  • ■ • +».,  »«'V 

wo  t alle  Werthe  von  1 bis  n annimmt. 

Statt  dessen  ontersnehen  wir  wieder  den  Ansdmck: 


wo  1,,  i,  . . . zn  bestimmende  Functionen  sind,  und  wo  I ist,  und 

denken  uns  ^ durch  Gleicbnng  2j  eliminirt.  Ordnen  wir  dann  diejenigen  Aiis- 
drackc  zusammen,  welche  mit  gleichen  q moltiplicirt  sind,  so  erhalten  wir: 

5) 


+ t < [-^s  -^1  ,) 


wo  in  der  letzten  Summe  s und  ( alle  Werthe  zwischen  1 and  n annehmen,  die 
von  einander  verschieden  sind. 

Damit  jedes  Glied  der  Gleichung  5)  der  Nnll  gleich  sei,  ist  zn  setzen: 

IJp-Bdx  =0, 


Ans  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  eliminiren  wir  dx^  und  erhalten: 

- A = 0. 

Jedenfalls  ist  aber,  wenn  man  in  der  zweiten  Gleichung  6)  t für  $ schreibt: 

und  ans  dieser  und  der  vorletzten  Gleichung  ergibt  sich: 

7)  ’ ” ■^s^‘~  * = °’ 

wo  die  Zahlen  s und  < von  einander  verschieden  sein  mflssen. 

Setzt  mui  zunftchst  s = n,  also  =1,  so  kann  t alle  Werthe  von  1 bis  n— 1 
snnehmen,  nnd  man  hat  (n— 1)  quadratische  Gleichungen  von  der  Form: 

welche  für  jeden  der  Coefficienten  A zwei  Werthe  geben. 

Was  die  übrigen  Gleichungen  7)  anbetrifft,  so  kann  nach  dem  Bildungsgesetz 
lier  A nie  I grosser  als  s sein,  nnd  da  der  Fall,  wo  s = l ist,  ausgeschlossen 
wurde,  so  ist  stets  <<s;  deshalb  wird  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  sein: 

1+2+3+  . . . +w-2= 

Da  1^  und  aber  vermöge  der  Gleichungen  8)  bekannt  sind,  bat  man  es  hier 
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mit  Bedingungsgleichangen  zwischen  den  A zu  thnn,  deren  Anzahl 
also: 

),Soll  nnserc  Methode  anwendbar  sein,  to  können  nur: 
n(n+l)  (n-l)(a-2)_g  , 

1-2  1-2  ^ 

Coefßcicnten  willkürlich  gewählt  werden,  während  die  andern  durch  die  Gleichun- 
gen 7)  bcstimmmt  sind/* 

Dieselben  schreiben  wir  mit  Hülfe  tler  Kelationen  8)  auch: 


9) 


= 2A 


(i-i)  . ((-i) 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass^wenn  eine  der  Grossen  gegeben  ist,  sich  die 

Übrigen  eindeutig  durch  dieselbe  und  die  Coefficienten  A ansdrücken  lassen. 

Man  hat  also  nur  Systeme  von  Gleichungen  6),  welche  den  beiden  Werthen 
eines  der  X entsprechen. 

Was  nun  diese  Gleichungen  6)  anbetrifift,  so  werden  vermöge  der  Relationen 
7)  und  8)  davon: 

(n-2)  _n(n-l) 

n-l  + 2" - “2“ 


identisch.  — Die  zweite  Gleichung 
6)  umfasst,  da  * nicht  gleich  n sein 
kann,  n— 1 Gleichungen;  die  dritte,  wo 
t kleiner  als  t sein  muss  , und  s auch 

. 1 1.  «(«  — 1) 

gleich  H sein  kann,  hat  ^ — 


Glci- 


ebnngen,  was  mit  llinzunahme  der  ersten 
Gleichung  6)  — ^^+n  = — Glei- 


chungen gibt,  von  denen 


(«-D 

2 


ans- 


fallen,  so  dass  das  System  6)  aus  n Glei- 
chungen besteht,  in  welchen  jedenfalls 
aber  die  erste  enthalten  ist. 

Jetzt  sind  ganz  die  früheren  Schlüsse 
zu  wiederholen.  Lassen  sich  für  ein 
System  der  Werthe  X der  Gleichungen 
8)  aus  diesen  n Gleichungen  6)  auch 
n Integrale  von  der  Form  Up  . 

u ablcitcn,  so  setzt  man 
n ’ 


u = V (Ui?  w,  . . . w 
n ' i’.  * »— 1^’ 


und  hat  eine  partielle  DiflFercnzialglei- 
chung  erster  Ordnung,  die  man  entwe- 
der direct  integrirt,  oder  mit  einem  In- 
tegrale des  zw'citen  Systems  verbindet. 
Da  man  aber  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen nicht  sämmtlichc  ersten  Diffe- 
rcDzialquoticntCD  von  z hcrleiteii  kann, 
80  sind  diese  beiden  Integrale  eben  nur 
als  simultane  unserer  Gleichung  zu  be- 
trachten, und  aus  ihnen  die  übrigen  nach 
einer  der  bei  den  partiellen  Differenzial- 
gleichungen erster  Ordnung  gegebenen 
Methoden  abzoleitcn. 

In  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen 
Abschnitte  könnte  man  auch  die  Am- 


pbre^Bche  Gleichung  auf  mehr  Variablen 
erweitern.  Wir  unterlassen  dies  jedoch, 
da  hierbei  sich  die  Anzahl  der  Bedin- 
gungen noch  vermehren  würde  und  selbst 
das  hier  gegebene  Verfahren  nur  in  we- 
nigen Fällen  Anwendung  findet.  Den- 
noch haben  wir  geglaubt,  da  die  Fälle, 
wo  partielle  Diffcrenzialgleichnngcn  in- 
tegrirt werden  können,  überhaupt  nur 
selten  sind,  diese  Erweiterung  nicht  über- 
gehen zu  dürfen. 

20)  Integration  der  partiellen 
Differenzialgleichungen  durch 
Reihen  u n d d u rc  b b e sti  mm  te  In- 
tegrale. 

Da  die  Irrtegration  selbst  linearer  par- 
tieller Differenzialgleichungen,  wie  wir 
gesehen  haben,  durch  die  vorhin  gcjre- 
benen  Methoden  nur  in  seltenen  Fallen 
gelingt,  so  bleiben  eben  nur  Reihenent- 
wicklungen und  bestimmte  Integrale  übrig, 
die  wir  als  nahe  verwandt  hier  gemein- 
schaftlich betrachten.  Auch  selbst  wenn 
eine  der  Methoden,  die  wir  vorhin  an- 
gegeben haben,  ausführbar  wäre,  zieht 
man  bei  der  Behandlung  bestimmter  Pro- 
bleme die  Reihenentwicklung  oft  vor,  di 
sic  es  möglich  macht,  die  willkürlichen 
Functionen  von  Anfang  an  den  gegebe- 
nen Grenzbedingungen  gemäss  zu  wäh- 
len, weil,  wie  bereits  an  einer  früheren 
Stelle  gezeigt,  im  Allgemeinen  die  Spe* 
cialisirung  derselben  eine  der  schwierig- 
sten Aufgaben  bildet. 

Zunächst  geben  wir  folgenden  allge- 
meinen Satz,  w'clcher  oft  gestattet,  aus 


Digitized  by  Coogle 


Quadraturen  — Zurückf.  auf.  583  Quadraturen  — Zurückf.  auf. 


particuliren  Integralen  allgemeine  abzn- 
leiten. 

Sei; 

-4iPi+-^«Pi+  • • • +®*  = o 
eine  gegebene  Diffcrcnzialgleichnng,  wo 
t die  abhängige  Variable,  p,,  p,  . . . 
deren  Differcnzialquoticnten  nach  den 
nnabhangigen  Variablen  z;,,  . x ^ 

genommen  voretellen,  ohne  dass  über  die 
Ordnung  derselben  etwas  festgesetzt 
aird,  auch  das  nicht,  dass  sie  etwa  alle 
von  gleicher  Ordnung  sein  sollen ; seien 
ferner  die  Cocflicienten  z4,,  . . . B 

nur  von  den  unabhängigen  Variablem,, 
X,  . . . abhängig.  Sind  dann  z', . . 
Werthe  von  i,  welche  diese  Gleichung 
erfüllen , also  particnläre  Integrale , so 
ist  auch  s = m,  »'+>",»"  ...  ein  Inte- 
gral, wo  m,,  m,  l^liebige  Constanten 
sind,  denn  offenbar  macht  das  Einsetzen 
dieses  Werthes  von  z in  unsere  Glei- 
chung dieselbe  identisch.  Enthalt  das 
particnläre  Integral  s^  eine  willkürliche 

Constante  a,  so  kann  man  also  auch 

z = >a  B 
u a a 

setzen,  wo  sich  « in  den  einzelnen  Glie- 
dern nach  einem  beliebigen  Gesetze  än- 
dert, und  die  Coefficienten  beliebige 

Constanten  sind.  Ferner  sind  wie  leicht 
zu  sehen,  Integrale  die  Ausdrücke: 

3z 


l=ß„da, 


das  letztere  in  beliebigen  Grenzen  nnd 
auf  beliebigem  Wege  genommen,  vorans- 
geseut,  dass  s^  auf  letzterem  nicht  dis- 

continuirlich  wird,  welcher  Fall  eine  be- 
sondere Untersuchung  erfordern  würde. 

Was  die  Entwickelung  in  Reihen  an- 
betrifft,  so  bedient  man  sich  in  der  Re- 
gel der  unbestimmten  Coefficienten,  einer 
Methode,  welche  jedoch  zunächst  nur 
particnläre  Integrale  liefert,  auf  welche 
dann  der  vorhergehende  Satz  anzuwen- 
den ist,  um  sic  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  gemäss  zu  verallgemeinern. 
Zuweilen  gibt  der  Maclaurin’sche  oder 
Taylor’sche  Satz  das  allgemeine  Integral 
unmittelbar. 

I)  Sei  z.  B.  gegeben  die  Gleichung; 


Ordnung  ist,  und  die  daher  ein  allge- 
meines Integral  mit  einer  willkürlichen 
Function  hat.  Sei  für: 

* = 0,  «='/(*), 

SO  ist  nach  dem  Maclaarin^Bchcn  Satx: 

“ = 7 W+*“s'+J72 ■ ■ ■ 

wo  M,',  u,"  ...  die  Werthe  von : 
. . .,  für  M = 0,  andeuten. 

dl  ’ oT* 

Vermöge  unserer  Gleichung  aber  ist: 
u/  = o>7"(x), 

«."  = «•  v'-'W 

U.  8.  W. 

Es  ist  nämlich: 


fix*  • • ■ 


O*  t»  !f'  ‘ (x)  , 

1-2-3  + * • • 

Diese  Reihenentwicklung  gilt  natürlich 
nur  so  lange,  als  der  gewählte  Werth 
von  7 (x)  bewirkt,  dass  dieselbe  conver- 
girt,  wobei  die  allgomcinen  Frincipien 
der  Convergenz  der  Fotenzreihen  maass- 
gebend sind. 

Würde  man  aber  dem  Ausdruck  u 
einen  Anfangswerth  für  x = 0 geben, 
so  müsste  das  Integral  zwei  willkürliche 
Functionen  enthalten,  da  die  Gleichung 
nach  X von  der  zweiten  Ordnung  ist. 
Kehmen  wir  an,  es  sei  gleichzeitig: 

x = 0,  u = 

und : 

du 

5i=F(0. 


so  hat  man: 

u = f(0-fxF(0+j^«,"  + 


4.  --  - u '"-I- 

wo  Ug",  Ug^'^  . . .•  die  DifTercnzialquO' 
tienten  von  u nach  x genommen  bcdcu- 
ten»  wenn  man  x = 0 setzt.  Nun  ist: 

d>w 1 du 

dj:’  fl*  dl  ’ 


eine  Gleichung,  die  nach  I bin  erster 
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alio: 


al>o: 

“=^«+xF(0  + jf2r(0  + i^3f^'W+iT^^  • • • 

Um  die  IdeDtität  beider  Beibeneotwicklongen  za  zeigen,  entwickelt  Poisson  die 
Function  f{t)  und  F(t)  nach  ganzen  Potenzen  von  f,  und  seut: 

f(o=>*.+4^‘+^«*+  • . • 

F(0  = Ä.+^«+ . . . 

Mas  hat  dann: 

M=ii,  + B.g  + y*i  + 1.-2.3+  •••  +'('^i  + ®i*  + -4, 

+ • • .)  + t’(^.+«,*+  . . . ), 

nnd  setit  man  die  willkürliche  Fnncdon: 

A.+B,x+a,  ^+ß.  i7^+A,  172*3.4+  • • • =»W- 

§0  erhalt  man  wieder  die  znerst  gegebene  Beihenentwicklnng  für  u. 

Wir  wollen  jetzt  die  znerat  gegebene  Entwicklnng  tos  h in  ein  beztimmtei 
Integral  verwandeln. 

Man  hat: 

+00 


f e““’d«  = Vn, 

•'  QD 


nnd: 


+00 


re-«*.“+‘da  = 0, 

J — QO 


+ 00 


= l-3-5-.(2i-l) 

./  -00  2‘ 

Mit  BerQckzichtignng  dieser  Gleichungen  kann  man  dem  Werthe  von  u die  Form 
geben : 

« = ^y't*r)+2oaV«  + /»(x) 


d.  b.  mit  Berückziebtignng  des  Taylor’schen  Satzes : 

1 /»+®  « 

/ y (*+2cf«y<)e  ® da. 

T^J  _cO 


+ .,.]«  **  da. 
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Eben  so  gat  bitte  man  den  mit  nngraden  Potenzen  von  \l  mnltiplicirten  Glie- 
dern, welche  verschwinden,  das  negative  Vorzeichen  geben  können,  und  somit 
erhalten : 


1 /'+*®  „1 

* = YnJ 


Et  ist  also  aneb; 


= 2^y  C»  (*  + 2<»oV0+v(*-2ooV0]  « 


Dies«  Form  ist  für  nof^atWes  i die  angemessenste,  da  die  beiden  suerst  gegebe* 
Den  Ausdrücke  einen  imaginären  Theil  enthalten,  welcher  in  dem  letzten  Werthe 
Ton  u aber  sich  weghebt. 

Betrachten  wir  jeut  die  Gleichung : 


n) 


d>u 


Sei  fttr  1 = 0,  v = 


(z),  so  hat  man: 


iht 

dt 

d*u 

dl» 


= fudx. 


also: 

u = v(x)+tf  ^(x)dx+:^^ff.,{x)dx^+r^J'ff,,\x)dx*+..  . 

In  dieser  Form  ist  allerdings  zunächst  nur  eine  wiilkürliche  Fnnction  vorhanden, 
indest  wird  dnreh  jedes  Integral  eine  nene  willkürliche  Constante,  also  deren  an- 
endlich viel,  eingefilhrt.  Seien  bezüglich: 

7.(*).  Vi(*).  Vz  W.  Vs(*)  • • • 

die  Werthe  von: 

» w.  /v W (z)  <4r», 

wenn  man  Knll  als  untere  Grenze  simmtlicher  Integrale  nimmt,  and  in  der 
Gleichnng : 

'/ W = » + V.  (*) 

a so  bestimmt,  dass  <f,  (0)  = 0 wird.  Et  ist  dann  allgemein: 

'/(*)  = « + ?.(*). 

y*»/.  (z)  iz= o, -I- oz -f  V , (z), 

JJ'<f{x)dx*  =o,-l-o,*-l-^-i-'/,(x), 

fff>  =*’•  + “» rV.  3+''  • 


Uan  bat  nnn : 


„ zl.  z»  I»  z*  I’ 

“ = “(1+1.  + (i.2)>  + (1.2-3)»’^ 


•). 
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+ '/.W  + <'/iW  + jV2''*^'*^‘*Tr2T3f»W+  • • • 

+ «.<  + <1.  j^+a,  j^3+  . . . 

(>  (•  t*  . 

+x  (a,  j72+ “>  1 .2 • 3^’^  ' ’ ‘ 

ar>  t»  »•  f» 

1^  2^“*  172.3^4 ■^“*1T2.CT-5'*'  ’ ' ^ 


Setzen  wir  nan : 


rir3+ ■ • • 

172'^“’  1 •2-3-4’'’  ■ ■ ■ -f 

r V,(')*=v'.(o. 

' ' 0 


so  kommt : 

xt  X*  i’  x‘  l‘ 

« = <»  [1+fT  + ^2r>  aT2T3r*+  • • 

• I * 

+ 7i  W + *V«W+JT2 '/«  W+  ■ • 

’ 

+ 7'i(0  + -r'/'.  (0  + J— 2 '*'•  ■ ■ ■’ 

ein  Aasdruck,  worin  swci  willkürliche  Functionen  <f  ,{x)  und  y’,(0  enthalten. 
Für; 

x = 0 und  1 = 0 wird  ii  = a, 
für 

x = 0 ist  « = o + Vi(0> 
für 

<=0,  u = a + fl^^x). 

Nach  diesen  Bedingungen  lassen  sich  die  Functionen  y , und  mittels  der  An- 
fangszuständc  bestimmen. 

Um  diesen  Werth  von  u in  ein  bestimmtes  Integral  zu  verwandeln,  bemerke 
man,  dass  man  hat: 

‘v.' 

•>.-  . « = ir2T3~l/l 

wo  I/','  die  Diffcrensialquotienten  von  7,  und  sind.  Offenbar  gibt  näm- 
lich die  s mal  wiederholte  theilweise  Integration: 

J’ (x  — n)*~  ' 'f  (n)dn  = {x—tt)*  * 7, {•)-!-(»  — 1)(*~“)+  ••  • 

-f(,-l)(s-2)  . . . 3-2  - ,(») 

An  der  Grense  n=  0 aber  verschrvindon  alle  Functionen  7 ^ (n),  und  an  der  Grenze 
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n=x  alle  Glieder,  welche  mit  x—a  nmltipHcirt  sind,  d.  h.  alle  bis  anfs  leUte. — 
Dies  in  den  Werth  von  H einsetzend,  erhält  man: 

X I X*  t*  X*  t*  , . 

“-“(1+P + (17^.  + (y;273yr+  • • •) 

•Xu  ^ 


+ 

Es  ist  aber,  wie  leicht  zn  verificiren: 

.2 


(1-2) 


d.  h.: 


r"  . SS  , 1-3-5...  (2s-l) 

"'*'  = -Tr2.3“;  :2.-  • 2’ 

71 

n 2^‘  + ' ... 

— f Bin  a 

e . . J)*  1 . 2 • 3 ...  2*/  0 


dn. 


(1  • 2 • 3 

Eb  kann  also  der  erste  Thcil  von  u auf  die  Form  gebracht  werden: 


+«->V(xO«i'*  «]*,. 

Für  die  beiden  andern  Theile  von  u,  die  ganz  'ähnliche  Werüie  annehmen,  kann 
man  die  Exponcntalgrössen  in  trigonometrische  verwandeln,  und  erhält  schliesslich: 
n 

[e’  ’"+e~  ‘ 

71  J Q 

n 

n TI  ^ 

r cos2  VT(;i— x)  sin  * « 7,' (;J)  d« 


Die  Gleichnog: 
III) 


7t 

-1-—  r r coh*2}/ u {ß^t)  ^\n*  n {ß)  du  dß. 

^ ü a/  u 


druckt  den  Schwingungszustand  eines  luftfArmigen  homogenen  Körpers  aus.  — 
Um  für  M einen  möglichst  bequemen  Aasdruck  abzulcitcn . ist  es  jedoch  zuvor 
nöthig,  das  Doppel  integral: 


f%7i  g*in 

f f 

•/  ü*^  ü 


cos  sin  ^ cos  *p-^n  sin  sin  i/'|  sio  ^ d!>dt/i 


in  ein  einfaches  zu  verwandeln. 

/,  IIS,  N sind  hier  beliebige  Constanten,  F eine  ganz  willkürliche  Function. 
Wir  setzen: 
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/=ico8#',  m=k>in9'co;  n = /t sin 9' sin 

also : 

* = V(l’+m»+n’), 
so  hat  unser  Integral  den  Werth: 
r>n 


/ff  71 

/ F[it  cos  i]  sin  9 d9difi, 

qJ  0 


wo : 

cos  Jl  = cos  9 cos  9'+ sin  9 sin  9'  cos  (>fr— </'')■ 

Es  ist  nnn  bekanntlich : sin  9 d9  dif>  das  Element  der  Oberfläche  einer  Kugel, 
welche  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  mit  Radius  1 beschrieben  ist,  il  der 
Winkel,  welchen  2 durch  9 g/,  9'ip'  bestimmte  grade  Linien  mit  einander  machen, 
vorausgesetzt,  dass  man  unter  1,  9,  i/>  die  Polarcoordinatcn  der  Kngelfläche 
versteht. 

Da  sich  vermöge  der  Grenzbedingungen  unser  Integral  über  die  ganze  Kugel 
erstreckt,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  sein  Werth  von  der  Wahl  der  Axen  ganz 
unabhängig  ist,  denn  weder  das  Element  der  Kngclfläche,  noch  der  Winkel  1 
wird  durch  diese  berflhrt.  Man  kann  also  als  Axe  der  x die  durch  die  Winkel 
9',  bestimmte,  dnreh  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehende  Richtung  neh- 
men, so  dass  man  bat: 

9'=0,  i=9, 

also  : 

^71  g*%1% 

j I F(kcos9)  sin9d9d^, 

7 0*7  0 


ein  Ansdmek,  der  leicht  nach  ^ integrirt  werden  kann.  Man  erhält: 


F (k  cos  9)  sin  9 </9, 

0 


oder  wenn  man : 


setzt: 


cos  9 = ft 


2n  J'^F{kft)dfi=2n  F(jt^  l*  m*  +n*)dft. 


Kommen  wir  jetzt  auf  unsere  Gleichung  znrück.  Dieselbe  ist  nach  jeder  der 
Variablen  zweiter  Ordnung  nnd  enthält  also  auch  zwei  willkürliche  Functionen. 
Um  dieselben  zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  dass  für : 

< = 0,  u = f(x,  y,  i), 

und: 

du 

y-  *) 


werden  mögen. 

Setzen  wir  voraus,  dass: 


ein  particnläres  Integral  sei,  und  fuhren  diesen  Werth  in  die  Differenzialgleichung 
ein,  so  verscliwindcn  alle  Variablen,  und  man  erhält  die  Bediiignngsgleichung 
zwischen  den  Constanten: 

welche  mithin  ausreichend  ist,  damit  die  gegebene  ExponentialgrAsse  wirklich  ein 
particnläres  Integral  gebe. 

Da  diese  Gleichung  quadratisch  ist,  so  gibt  es  also  zwei  Werthe  von  h,  nnd 
ihre  Differenz,  mit  einer  Constanten  multiplicirt : 
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a I 

ist  ebenfalls  ein  Integral,  wcichea  sich  auch  sshreiben  lasst : 

*f  y »+ «fiy*  ‘ 

Wenn  wir  e"*^  statt  der  Function  F[u +m*  + n*]  betrachten,  so  kann 

man  das  in  den  Grenacn  J genommene  Integral  nach  dem  oben  gegebenen 

Satie  in  ein  Doppelintegral  von  den  Grenzen  0 und  rt,  0 nnd  2rr  rcrwandoln,  so 
dass  man  hat: 

a= üf  I e r’  r \<‘ßlco»!>  + ayl  sin.»  co6.;+o<n  sinS  sinv'. 

J oJ  0 


a=  r"  r*’’ju,g/I(*+a»co8»)+j(y+otsin9co8V.)  + J(‘+«*8>n»  8'”'/')8in,»rf.'»</v.. 

e 0 e 0 

Eine  Somme  von  solchen  Ausdrücken,  in  welchen  ß,  y,  <t,  M sich  nach  irgend 
einem  Gesetze  ändern,  muss  ebenfalls  der  partiellen  Differenzialgleichung  genügen. 
Da  man  aber  jede  Function  von  drei  Variablen  «,  v,  le  in  eine  Reihe : 

nach  dem  Fonrrier'schen  Satze  verwandeln  kann,; so  kann  man  setzen: 

^ß  (x-\-at cos  9)  + y(y+o  / sin  5 cos  9)  + (f  (a+a  I sin  »sin^) 

= F a tcos  9,  y + at  sin9  cos  a+af  sin9sint<>], 

and  man  hat  mithin: 

j /sin9«(9  <^^^<F[x-l-o/cos  .9,  y+Bl  sin  ,9  cos  a+a/sin  9sün(/]. 

X 

Der  Factor  ^ hat  den  Zweck,  zu  bewirken,  dass  für  l'=0,  ^ = F (x, y, t)  werde, 

/n  p2n 

I sin  9 rf»  dif,  gleich 
0 o 

der  Oberüäcbe  einer  Kugel  mit  Radios  1,  also  gleich  ist.  Der  gefundene 
Werth  von  u erfüllt  also  die  zweite  der  Grenzbedingungen,  während  für  / = 0, 
»=0  wird. 

Kann  man  nun  ein  zweites  Integral  finden,  welches  für  1=0,  u = f(z,  y,  z) 

dti 

gibt,  während  ^ für  t = 0 verschwindet,  so  wird  die  Summe  beider  Integrale  offen- 
bar beiden  Bedingungen  genügen,  und  also  das  allgemeine  Integral  sein. 

Diese  Bemerkung,  welche  sich  überhaapt  anf  lineare  Differenzialgleichungen 
leicht  anwenden  lässt,  gestattet  gewisserraaassen,  die  Grenzbedingungen  zu  tbeilen 
and  so  das  allgemeine  Integral  aus  einer  Anzahl  particulärer  zusammenznsetzen. 
Ein  solches  zweites  Integral  ist  hier  leicht  zu  finden.  Denn  wenn  irgend  ein 
Ausdruck  unserer  Differenzialgleichung  genügt,  so  muss  seine  Ableitung  nach  I 
derselben  anch  genügen,  wie  man  ersieht,  wenn  man  diese  Gleichung  nach  t 
differenziirt,  nnd 

Du 

di“'’ 

setzt,  wodnrch  man  die  ganz  gleiche  Form  : 
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dl*  **  \dx*  dy’  dt*/ 
erhält.  Es  ist  also  ein  Integral : 

1 d /»2^ 

Yi  I / <sin  rf</Y(z-f-al  cos  y + a I sin  cos  t + a I sin  sin  «/<), 

4n  otj  i)J  Q 

wo  die  Function  F durch  f ersetst  wurde.  Man  sicht  aber  sogleich,  dass  dieser 
Ausdruck  Tür  1 = 0,  w = /*(x,  y,  &)  gibt,  während  sein  Dififerenzialquoticnt  in  Besag 
auf  I für  diesen  Werth  verschwindet.  Unsre  Gleichung  hat  also  das  allgemeine 
Integral: 

u=^  — I I Hip  atco^  y 4*  aI  sin,^cos  )/«,  s + a I sin  9 sin 

qJ  i| 


1 d 

/ / Isin  9<f9(fi/'/'(x4'U(co8«^,  y+A^sin9cos»/;,  s+a  f sin^sinyr). 

4t  oij  (,./  y 

Dieser  Werth  von  w erlüllt  die  vorgeschriebenen  Bedingungen,  dass  f&r  1=0 
wird: 

« = f(x,  J(,  I).  ^ = y,  »)• 

Dieses  Resultat  ist  von  Poisson;  es  ist  mltgetheilt  in  den  Tiouttanx  Memoirff 
dt  Vacademie  des  Sciences,  lome  ///. 

IV)  Eine  Methode,  welche  in  vielen  Fällen  anwendbar  ist,  geben  folgende 
Betrachtungen. 

Gehen  wir  von  der  Gleichung; 

d*u  - d*ii 

— 

dl»  dx» 

ans,  welche  ein  besonderer  Fall  der  vorigen  ist,  und  aus' dieser  entsteht,  wenn 
man  y und  s constant  annimmt,  also  vorausgesetzt,  dass  die  gesuchte  Wellenbe' 
wegung  nur  parallel  der  Axe  der  x stattfmde.  Es  sei  für; 

1 = 0,  « = f(x),  '^=F{x). 


Es  kommt  snnächst  darauf  an,  ein  particnläres  Integral  zu  gewinnen,  und 
dieses  ist  offenbar: 

u ~ cos  amt  cos  m (x  — d), 
wo  m,  b willkürliche  Constanten  sind. 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  einer  willkürlichen,  nur  von  den  Con- 
BtantCD  abhängigen  Grösse,  z.  B.  f/(d).  so  hat  man  ebenfalls  ein  Integral,  and 
auch  das  Integral  dieser  Grösse  nach  Constanten  ist  ein  solches , was  auch  die 
Integrationsgrcnzen  seien. 

Man  kann  also  setzen: 


-rr^  {b)  cos  amt  cos  m(x—b)  dm  db. 


FOr  < = 0 bat  man; 


=//•  (6)  cos  m (x  — d)  dm  db. 


es  soll  aber  •ir/‘(x)  für  diesen  Werth  sein. 

Nach  der  bekannten  FourricPschcn  Formel  (vergleiche  den  Artikel:  „Quadra- 
turen**, Abschnitt  48)  hat  man: 


m 


] «t-QO  /.i-oo 

^ I / f(b)cosm(x  — b)dmdb. 

— QD  J -.00 


» + Q0 


Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  gofnndencn  Werthe  von  w,  so  sind  also  — oo, 
4~  00  als  Grenzen  beider  Integrationen  zu  nehmen,  und  ausserdem  tu  setsen: 
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2^’ 


10  daiB  mau  hat: 


I I /*(6)  cos  a ml  cos  m(x  — ft)  r/mrf6, 

^aß./  — QQ 


d« 


womit  der  ersten  Bedingung  genügt  ist.  wird  =0  für  uzrO. 

Nach  der  im  vorhin  behandelten  allgemeinem  Falle  angewandten  Methode  ist 
non  ein  ähnlicher  Ausdruck  tu  finden,  der  für  1 = 0 verschwindet,  und  ^=F(x) 
für  diesen  Fall  gibt. 

Ist  «I  ein  Integral  nnserer  Gleicbnng,  so  ist,  wie  sich  unmittelbar  verificireu 


liiit,  auch 


udt 

^ 0 


ein  solches.  Wir  könnten  daher  in  der  vorigen  Formel , in 


welcher  wir  f mit  F vertauschen,  das  Integral  nach  I nehmen,  und  selbstverständ- 
lich wird  dann  den  obigen  Bedingungen  genügt  sein.  Es  ergibt  sich : 

\ ^+cc  ginam(  .X  . « 

— I I cos  m(x— ft)dmdft, 

_on*/  —00 


-00*^  —00 
and  der  allgemeine  Werth  von  w ist  also : 


I ^+00  «-I-CO 

= — I I /‘(ft).cos  am I cos  m(x— ft)  dm dft 
2-’I,/  — CO«'  —CD 


-X) 
>4-00 


-00 

+- — # / f(J>)  cot  m {x—b)  dm  db. 

it<tj  _oo*'  —00  "* 

Da  wir  bereit,  früher  eia  Integral  dieacr  Gleichung  ohne  Quadraturen  gefunden 
haben,  so  muss  diea  hier  gegebene  damit  übercinstimroen . was  leicht  za  veri- 
ficiren  ist. 

V)  Die  schon  betrachtete  Gleichnng: 

d»  , d»ii 
dt  dx' 

welche  ein  vOIlig  bestimmtes  Integral  hat,  wenn  man  für : 

1 = 0,  « = F(x) 

letzt,  wollen  wir  nach  derselben  Methode  behandeln. 

Ein  particnlftrcs  Integral  ist: 

M=  e~“*cosm(ar— 6), 

and  dnreb  Verification  findet  man,  dass  die  Constanten  der  Bedingung  genügen 
müssen : 

a = n*m* ; 

ein  allgemeines  Integral  alao  ist : 

1 /»+®  /»+® 


— m*a*l 


cos  m (x — ft)  dm  dft, 


QBd  dies  gibt  für  ( = 0: 

1 /»4*qo  /*4*® 

I I F(ft)cosm(x— ft)dmdft=  F(x), 

— OD»'  -00 

nsch  dem  Fourner'scben  Satte,  womit  die  Aufgabe  gelüst  ist.  Es  fragt  sich  noch, 
ia  wiefern  dieser  Ausdruck  sich  vereinfachen  lässt. 

Es  ist: 
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und  somit: 


also: 


+00 


cos  'ipudu  — 


v« 


/ 


+ 00 

e C08  m (x  — 6)  rfm  = e 

“00 


«Fl 


4a*  I j 


+ 00 


1 

""2aV(n() 


c 

00 


F(6)  di. 


Früher  hatten  wir  gefunden: 

« = ^y  [F(x  + 2«aV0+F(x-2«aV0]do. 

Auf  diesen  Ausdruck  Usst  sich  das  ohige  Resultat  leicht  zurückführen , wenn 
man  setzt: 


also: 

i = x + 2ao  V<. 

Nimmt  man  das  obere  oder  untere  Zeichen,  so  erhält  man ; 

1 /»+0O  , 

uzz~  I e F(x  + 2anlVl)  dn, 

V’fJ  _(30 

und  die  halbe  Summe  beider  Werthe  kann  also  für  u gesetzt  werden,  was  mit 
der  angeführten  Formel  Ubereinstimmt. 

VI)  In  gleicher  Weise  lässt  sich  auch  die  Gleichung : 
äu  /ä'u  d*u  d*«\ 

dl  **  \dx*  dy*  dz’/ 

behandeln,  sie  drückt  die  Fortpflanzung  der  Wärme  in  einem  homogenen  KOrper 
aus.  Die  vorhin  behandelte  Gleichung  entspricht  dem  Falle,  wo  der  KOrper  in 
allen  der  (y  t)  Ebene  parallelen  Richtnngen  gleichmässig  erwärmt  ist. 

Sei  für: 

1 = 0,  w = F(x,  y,  z). 

Nehmen  wir  zunächst  das  particuläre  Integral: 

u=e  **  * cos  «(x— {)  cos/S  (y  — cos  y (z  — (), 
so  erhält  man  durch  Einsetzen  in  die  Differenzialgleichung: 
m’  = o’  («*  + /}’  + y’). 

Es  ist  nun  nach  dem  Fonrrier’schen  Satze: 

1 X-+0O 

f(*.  y>  *)  = ^ J ^(f.  1i  C)cosn(x— |)co8jS(y— y cosy  (z— C)dnd/idyd{dyd{, 

wo  das  Integralzeichen  eine  sechsfache  Integration,  jede  in  den  Grenzen  — oo  und 
+ 00  anzeigt.  Man  erhält  diese  Formel,  wenn  man  erst  y,  z constant  denkt  und 
F(x,  y,  i)  durch  ein  doppeltes  Integral  nach  dem  Fourrier’schen  Satze  aasdrückt, 
in  diesem  Resultate  y variabel  denkt,  das  Verfahren  wiederholt,  und  endlich  mit 
s ebenso  verfahrt. 

Somit  wird  der  Ausdruck; 


w=g^  y*  f(f,  y,  0«  (‘'’'*‘^’'^y’)“**coen(x-{)coB^(y-y) 

COS  y (*  — C)  da  dß  dy  dij 
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der  Grentbediognug  genfigen  and  das  allgemeine  Resnllat  sein.  — Durch  dieselben 
Betrachmngen , welche  wir  in  dem  vorigen  speciellcn  Kalle  angewendet  haben, 
fCdnciren  wir  dies  sechsfache  Integral  auf  ein  dreifaches.  Es  ergibt  sich : 

s=p?-,  + y + 2a^V»,  z + ^ay\l)dUf,dy. 

ru  J _Qo 


VU)  Die  Gleichung; 


d*M  . . Ä*ii  „ 


druckt  die  Fortpflanzung  des  Tones  in  einem  elastischen  Stabe  ans. 
Sei  für : 


* = 0,  « = /•(*),  ^=F(z). 

Ein  psrticulares  Integral  ist: 

« = cos  o’  a<  cos  B (*—{), 

und  durch  ganz  dieselben  Betrachtungen,  wie  bei  der  schwingenden  Seite,  erhält  man ; 
1 /»+®  /■+«> 

« = =— / / cos  rc’ at  cos  « (x—{) /■({)<!{</«, 

dnj  _^J  ^ 

einen  Ausdruck,  welcher  der  ersten  Bedingung  genQgt,  und  dessen  Differenzial  für 
1=0  verschwindet.  Das  Integral  dieses  Ansdmekes  nach  i in  den  Grenzen  0 nnd 
I,  in  welchean  man  F statt  f schreibt,  wird  für  f = 0 verschwinden,  und  derDiffe- 
reniialquotient  davon  den  Werth  F(j;)  geben.  Man  hat  also  das  allgemeine  In- 
tegral: 

1 /*+«•  /•+“> 

a=—  / / cos«’ atcos  o(j;— {)/'({)dJ(fa 

dizj  — 00*^  — 00 


sin  a’  a I , . 

^ costt{x—{)  F(()dida. 


Nnn  hat  man  bekanntlich: 


/ 


+ 00 

cos  tt*at  cos  a (*— {)  <fa 
— 00 


Setzt  man  also; 


{=x+2IV(aO, 

•0  nimmt  der  erste  Theil  unseres  Integrals  die  Form  an; 


^y'[li"(I«)+cos(I«)]/-(*+2IV'a  I)  dl. 

Es  ist  dies  der  Ausdruck  für  u in  dem  Falle,  wo  die  Anfangsgeschwindigkeit 

du 

^ der  Null  gleich  ist. 

VIII)  Einem  ganz  ähnlichen  Verfahren  können  wir  auch  die  Gleichung  unter- 
werfen : 


d*«  . /d*u  „ d*«  d*»\ 

dTs"*"“  dj’dyS  ’ 

deren  Qrenibedingnngen  seien: 

1 = 0,  v=f{x,  y). 


Es  kommt  also  hier  nnr  auf  ein  particnläres  Integral  mit  einer  willkürlichen 
Function  an. 

Man  erhält  als  particnläres  Integral  zunächst: 
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ond  durch  Einsetr.cn : 
also : 


u:rcosin'  at  coso(x— |)  coi^(y— »;), 


1 

ti  = j— j / co5(«*+;J’)iitcosu(x— f)c08/»(y-i;)/‘(f,  ij)  d(  dii  da  dß. 

4 't  ./  — CO  • 


Es  ist  aber: 
,+co 


/cos(n*  + ß')at  cos  «{x-i)  cos ß(y—Ti)dndß 
— 00 

/“f"  QO  ^ 

[cosn’  nl  cos ß*  ut— sino*  al  sin/J*  «(],  cosn(x— {)cos^  (y— ij) 

— 00 

Integrirt  man  lun&chst  nach  (t,  was  mittels  der  Ausdrücke  für  diejenigen  in  den 
Grenzen  — oo  und  -f-oo  genommenen  bestimmten  Integrale,  nelcbe  den  Cosinns 
oder  Sinus  eines  Quadrates  der  Variablen  enthalten,  leicht  geschehen  kann,  so 
erhält  man : 

^*4"  00 

/ (cosn’olcosjS’  dt  — sinB'<it8in^>al)coso(x— |)<I« 

•'  —00  

— y — i’^  — srn/J’  ol sin  ^*)T 

wo  man  wie  in  der  vorigen  Anfgabe  setzt: 

f = x + 2iV(<'0- 

Das  Uoppelintegral  erhält  also  den  Werth: 

*i“('J+^’)  J'^cosß'alcosß(y-i,)dß 

sin  J'  i‘inß'‘alcosß(s->i)dß. 

Man  verrichtet  die  Integrationen  in  Bezng  auf  ß ganz  in  der  obigen  Weise ; setit 
man  also: 

y = y + 2juV(«0. 

so  hat  man  den  Werth: 

^ [sin  (j  + A*)  sin  + -i»  (j-i') 

— Ti 

und  also  für  den  Werth  von  h : 

« = i /'^in(I’+/i')/-[x  + 2ilV(aO,  y+2/zV(o<)]rfItfu. 

. a i/  — 00*f  —00 


Ist; 


du 


j~^=F(x,y)  für  « = 0. 


so  kann  maa  ähnlich  wie  im  vorigen  Beispiele  verfahren.  Es  findet  aber  eine 
Beduction  des  zu  « binzukommenden  Theiles  nicht  in  der  Weise  wie  die  des  ersten 
Theiles  statt.  >. 

IX)  Sei  noch  gegeben  die  Gleichung: 

d«  d*u  , 
dt  ’ 
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nd  fdr: 
Setzt  man: 


< = 0,  . a = r(x). 


bt 

« = « • e, 


t^v __  ^ 

dj~“ 


M nhmnt  diese  Gleichung  die  Gestalt  an: 
and  die  Grenzbcdingnng  wird: 

/ = 0,  » = f’(x). 

Man  hat  aiso  ganz  ein  bereits  angestelltes  Verfahren  zu  wiederholen , und  ist  das 
Resnitat: 

v=-^f'^'^~^’[F{T\-2aßYi)+F(j-2aßYl)]  dß, 

mit  za  multipliciren,  wodurch  u gegeben  ist. 

X)  Sei  zu  integriren  die  Oleichong: 

j /d*tt  mii\ 

d ^ \dx*  JC*  / 

Wir  setzen  als  pzrticnlares  Integral: 

D aa^t 
u=Fe  , 

wo  P nicht  Yon  t abhängig  sein  soll,  sonst  indess  unbestimmt  ist.  Durch  £in> 
•eues  ergibt  sich; 


\dx'  *•/■ 


Dies  ist  eine  totale  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Integral  also 
zwei  Cdnstanten  enthält,  lässt  man  diese  nach  irgend  einem  Gesetze  rariiren, 
so  ist: 

u = ZPe“’“’‘ 

such  ein  Integral  der  partiellen  Differenzialgleichung. 

Man  sieht,  dass  diese  Methode  der  Znrückfflhrung  partieller  Differenzialglei- 
chnngen  mit  zwei  unabhängigen  Variablen  anf  totale,  ebenfalls  von  grosser  All- 
gemeinheit ist.  Es  fragt  sich  aber,  in  wiefern  man  hierdurch  zu  dem  allgemeinen 
Islegrale  gelangen  kann. 

Die  Gleichung: 


d'P  m(m-  1)  p_.  „ 


dx 

»eiche  mit  unserer  übereinstimmt,  lasst  sich  leicht  anf  die  Biccatische  bringen, 
denn  setzt  man  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

</•«  im  du 

O I 


Q ' 

»eiche  dnreh  die  Substitution  < =x  gibt: 

(f*U 

dl* 


d'u  n 

- = abul  , 


»enn  man  setzt : 


2«  = 


n+2’ 


* = 


ab 
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Die  lotste  Differensialgleichnng  ist  aber  diejenige,  anf  welche  man  gewöhnlich  die 
Riccatische  zurOckführt.  Wendet  man  die  Integrationsmethode  der  letzteren  durch 
bestimmte  Integrale  an  (rergleiche  den  Artikel : ZurOckruhraog  der  totalen  Diffe- 
renzialgleichungen auf  Quadraturen,  Abschnitt  30),  so  ergibt  sich: 


i>  . m ftreosA  . 2m— ! , , n 1 — m « 

?-=.Ax  I e sin  # e 

J Q •/  0 


xeos  l 1 — *m  , ,j 
sm  X dk. 


Es  ist  nun  zu  nehmen : 
Man  hat  aber  bekanntlich : 


zlPe 


•J  — QT 


also : 


y^J  —00 

und  diesen  Werth  in  den  von  u cinseuend,  erhalten  wir: 

« = ^ x”  y'  " y"’  ^ ^ “ voj , - .in*«  - ' i di 

yn  J 0 

Setzt  man: 


...  ZA  e"^ 

wo  wegen  der  willkürlichen  Coefticienten  A und  B,  auch  q und  tp  willkürliche 
Functionen  sind,  so  bat  man: 


r 

*/  _oo  0 


y (x  cos  X -j-  2<aaY0  «” 
+ 00 


sin ' 


Xduj  di 


1 tM  /•'l®'  /»« 

+ x‘  / / y<(r  cosl+2cüa  yi)e 

‘ •/  —00  0 


— w*  t—  2m  , • ,, 

sm  idtadX. 


Dieses  Integral  entb&lt  zwei  willkürliche 
Functionen.  In  der  Tbat  ist  die  par- 
tielle Differenzialgleichung  in  Bezug  auf 
X von  zweiter  Ordnung.  Da  sie  aber 
in  Bezug  auf  f von  der  ersten  ist,  muss 
es  auch  möglich  sein,  ein  allgemeines 
Integral  mit  einer  einzigen  willkürlichen 
Function  zu  bestimmen.  Wir  unterlassen 
dies,  und  die  Anpassung  der  willkür- 
lichen Functionen  an  die  Anfangszust&nde. 
Es  mag  dies  der  Wärmetheorie,  worin 
unsere  Olcichung  vorkommt,  überlassen 
bleiben. 

21)  Behandlung  der  partiellen 
Differenzialgleichungen,  wel- 
che der  Beschränkung  unterlie- 
gen, nur  so  lange  zu  gelten,  als 
ein  Tbeil  der  Variablen  oder 
gewisse  Functionen  derselben 


gegebene  Grenzen  nicht  über- 
üb crsch  rc  i ten 

Wir  haben  in  Abschnitt  12)  gezeigt, 
dass  jede  partielle  Differenziulgleichang 
l^ter  Ordnung  auch  ein  allgemeines  Inte- 
gral mitp  willkürlichen  Functionen  habe, 
deren  jede  eine  Variable  weniger  ent- 
hält, als  unabhängige  Variablen  rorhan- 
den  sind. 

Es  hindert  nicht,  dass  ejnc  Gleichung 
in  Bezug  auf  die  Variablen  verschiede- 
ner Ordnung  sein  kann,  ihr  Integral  ent- 
hält dann  eben  mehr  oder  weniger  w ill- 
kürliche Functionen,  je  nach  Auswahl 
derjenigen  Variablen,  nach  welcher  man 
die  Anfangsznstände  bestimmt. 

Die  Gleichung: 
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du  d*u 


>.  B.  bestimmt  die  Bewegung  der  Warme 
in  einem  Stabe,  den  wir  uns  unendlich 
lang  denken  wollen.  ( ist  die  Zeit,  x 
die  Entfernung  einet  Punktet  des  Sta- 
bes Tom  Anfangspunkte. 

Bestimmt  man  den  Anfangtxustand  so, 
dtsB  der  Wärmeznstand  zu  einer  gewissen 
Zeit,  für  die  man  doch  immer  I = 0 neh- 
men kann,  in  jedem  Funkte  des  Stabet 
gegeben  sei,  also  dass  dann  si  = '/  (x)  sei, 
so  reicht  diese  Bedingung  vollständig 
SOS,  um  den  Wanneznstand  zu  jeder 
Zeit  zu  hestimmen,  da  die  Gleichung 
in  Bezug  auf  t erster  Ordnung  ist  lu- 
dest kann  man  die  Sache  auch  so  be- 
tnebten,  dsmt  der  Würmezustand  in  einem 
beliebigen  Punkte  des  Stabes , also  wo 
etwa  x = 0 ist,  zu  jeder  Zeit  gegeben 
sei,  also  dass  in  diesem  Funkte  u = 
sei.  Diese  Bedingung  reicht  nicht  hin, 
nm  die  Aufgabe  vollständig  zu  bestim- 
men, da  die  Gleichung  in  Bezug  auf  x 
2ter  Ordnung  ist.  Es  wird  noch  nOthig, 
eine  zweite  willkürliche  Function  cinzu- 
führen,  z.  B.  diejenige  F ((),  welche  den 

du 

Werth  von  im  Punkte  x = 0 angibt. 

Aber  selbst  dies  ist  nur  so  lange  der 
Fsll,  als  man  sich  x bis  ins  Unendliche 
gehend  denkt,  also  diese  Variable  belie- 
bige reelle  Werthe  — denn  um  solche 
bandelt  es  sich  doch  nur  bei  dergleichen 
Anfgaben  — geben  kann.  In  der  An- 
vendung  aber  ist  es  nicht  der  Fall.  Un- 
tersneht  man  z.  B.  die  Bewegung  der 
Wirme  in  einem  Stabe  von  einer  belie- 
bigen Linge,  also  von  x = 0 bis  x = n, 
so  reicht  die  Grenzbedingung , dass  für 
1=0,  u = tf  (x)  sei,  nicht  mehr  aus.  Es 
wird  nämlich  die  Gleichung  dann  nur 
für  die  Punkte  des  Stabes  gelten.  In 
der  That  haben  wir  in  Abschnitt  12) 
dergleichen  Betrachtungen  nicht  angeitellt. 
Gehen  wir  also  von  den  recurrenten 
Gleichungen,  in  welche  sich  eine  partielle 
Differenzialgleichung  zerlegen  lässt,  in 
Bezug  auf  unser  Beispiel  wieder  ans, 
nehmen  aber  an,  dass  unsere  Gleichung 
nur  so  lange  gelte,  alt  x zwischen  den 
Orcazwerthen  x=a  und  x=ß  liegt,  wo 
•<ß  sei. 

Seien  wieder : 

«o,  M,,  M,  . , . 14^ 

continuirliche  Werthe  von  st,  welche  den 
continnirlicben  Werthen: 

1 = 0,  / = «„  l = t„  1=1,  . . . t=l^ 

entsprechen.  Dann  ist; 


di» 


U =11  +((  - 

fl 


/ )a* 

n— r 


Kennt  man  alle  Werthe  von  ii« 
5*11- 

• . . welche  hierin  enthalten 


sind,  für  jedes  x,  so  bleibt  allerdings  nur 
willkürlich,  tind  ist  also  dafür  eine 
willkürliche  Function  von  x an  setxen. 
Nehmen  wir  indess  an,  x sei  gleich  ir, 
so  ist : 


5*w 

s 


- **■(*»  ff + **)  ^“(«1 «)  -7  y) 


wo  man  sich  y ins  Unendliche  abneh« 
mend  denkt,  aber  den  Werth  von 

für  x = a vorstellt.  Von  den  drd 
hier  vorkommenden  Werthen  von  lie- 
gen aber  nnr  die  zwei  ersten,  u,  , 

Vf  X in  demjenigen  Kanme,  für  welchen 
die  Differenzialgleichung  gilt,  nicht  aber 
*•(,  a—t^y  ist  also  völlig 

unbestimmt.  Ebenso  ist,  wenn  man  x=^ 
setzt : 


dx*  * y* 

und  «1/  ^ , X ausserhalb  des  gegebenen 

Baumes  also  onbestimmt.  — Soll  also 
die  Function  u völlig  deünirt  sein,  so 
müssen  noch  für  beliebiges  t die  Werthe 

*’• 

da  » uneudlich  klein  ist,  es  mUssen  zu 
der  Bedingung : 

/ = 0,  M = y (x) 

noch  hinzutreten  die  beiden  folgenden: 
x = rr,  u=f(<),  x = ß,  m = F(0. 
Die  Function  muss  an  beiden  Endpunk- 
ten besUmmt  sein. 

Offenbar  sind  diese  Schlüsse  nicht  von 
der  besondern  QestaU  unserer  Differen- 
zialgleichung abhftngig,  sondern  nur  von 
der  Ordnung,  die  sie  in  Bezug  auf  x 
bat.  Wäre  sie  in  Bezug  auf  diese  Va- 
riable erster  Ordnung,  so  würde  der 
Werth  j nicht  Vorkommen,  also 
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diejenige  willkürliche  Function  von  t 
ansreichen,  welche  x = a cnUpricht  Wäre 
sie  von  dritter  Ordnung,  so  reichten  selbst 
diese  beiden  Grenswerthe  nicht  hin,  es 
müsste  noch  etwa  der  Werth  von 
dti 

^ = ^(/)  für  z = cr  oder  x=ß  hinzu- 
treten. 

Nehmen  wir  an,  dass  es  sich  statt 
einer  Stange,  die  wir  uns  unendlich  dünn 
dachten,  um  einen  sich  nach  allen  Bich* 
tungen  gleichmässig  ausdehnenden  ho* 
mogenen  KOrper  handelte,  und  etwa  die 
Glcichnng: 

du_  j /d^M  d*u  ö*«\ 

dl""**  \dz*  dy*  ^ di*)' 
gegeben  sei.  welche  ebenfalls  den  Warme* 
instand  gibt. 

Da  man  sich  den  Körper,  wie  auch 
seine  Gestalt  sei , in  unendlich  dünne 
Prismen  getheilt  denken  kann,  welche 
von  einem  beliebigen  Punkte  der  Be* 
greniung  bis  zu  einem  andern  gehen, 
von  denen  der  erste  dem  Werthe  von  n 
im  vorigen  Beispiel,  der  zweite  dem 
Werthe  ß entspricht,  so  muss  u für  alle 
diese  <t  und  /?,  d.  h.  für  die  ganze  Be* 
grenznng  gegeben  sein,  und  wir  haben 
also  einen  Satz , den  wjr  gleich  in  sei* 
ner  AUgemeinbeit  hinstellten,  da  nur  die 
Ordnung  der  Gleichung  in  Bezug  auf  z, 

y,  s eine  Rolle  spielt: 

„Ist  eine  partielle  Differenzialgleichnng 
von  vier  unabhängigen  Variablen  abhin* 
gig,  die  wir  mit  f,  z,  y,  t bezeichnen, 
und  denken  wir  uns  der  Vcranschau* 
lichnng  wegen  unter  z,  y,  z rechtwinklige 
oder  andere  Coordinaten , nehmen  wir 
ferner  an , die  Gleichung  sei  nur  inner* 
halb  eines  völlig  oder  theilweise  begrenz* 
ten  Raumes  gültig,  so  ist  die  Function 
II,  welche  durch  die  Differenzialgleichang 
ansgedrflekt  wird,  nur  dann  völlig  defi* 
nirt,  wenn  man: 

1)  die  Function  u von  z,  y,  z kennt, 
welche  dem  Anfangswerthe  von  also 

z.  B.  1 = 0 entspricht; 

2)  die  Function  u von  z,  y,  s und  t 
kennt,  welche  auf  der  ganzen  Begren* 
sung  statthndet,  falls  die  Gleichung  in 
Bezug  auf  z,  y,  s zweiter  Ordnung  ist. 
Ist  sic  nur  erster  Ordnung  in  Bezug  auf 
diese  Variablen,  so  reicht  ein  Thcil  der 
Begrenzung  hin,  ist  sic  von  höherer  Ord* 
nung,  so  sind  noch  mehr  Bedingungen 
nöthlg.  Diese  Function  u enthält  übri- 
gens nur  drei  Variablen,  da  zwischen 
z,  y,  s eine  Gleichung,  die  der  Oberfläche, 
Btattflndet. 

Selbstverständlich  ist,  wenn  die  Glei- 


chung sich  Aber  einen  begrenzten  Flächen* 
thcil  erstreckt,  die  Linie,  welche  diese 
Grenze  bildet,  an  die  Stelle  der  eben 
betrachteten  Oberfläche  zu  setzen. 

Aber  die  Schwierigkeiten,  welche  die 
Anwendung  der  partiellen  Differenzial- 
gleichungen auf  Physik  und  Mechanik 
darbieton,  sind  hiermit  noch  nicht  ganz 
erschöpft.  Es  kommt  nämlich  oft,  z.  B. 
in  der  Wärmelehre,  wenn  man  die  Aus- 
strahlung der  Körper  borfleksichtigt,  vor, 
dass  die  der  Gleichung  genügende  Fnnc* 
tion,  welche  auf  der  Oberfläche  gegeben 
sein  muss,  nicht  direct  cingefdhrt  ist, 
sondern  durch  eine  andere  totale  oder 
partielle  Di  ffercnzialgleichung  bestimmt 
ist,  die  nnr  eben  auf  dieser  Oberfläche 
statefindet. 

Diese  der  eigentlichen  Theorie  der 
partiellen  Differenzialgleichungen  aller- 
dings nicht  direct  angchörigen  Bedin- 
gungen machen  die  Aufgabe,  selbst  wenn 
es  sich  um  lineare  und  einfache  Glei- 
chungen handelt,  zu  einer  der  complicir- 
testen  der  Analysis.  Dennoch  ist  es 
Mathematikern  wie  Fourricr , Poisson, 
Lamd  und  Andern  gelungen,  selbst  in 
allgemeinen  Fällen  Lösungen  zu  finden. 

Wir  verweisen  hierbei  namentlich  anf 
die  Artikel:  Akustik,  Schwingungen  und 
Wärme.  Dennoch  wollen  wir,  ohne  uns 
bei  Specicllcm  zu  verweilen,  eine  allge* 
meine,  von  Poisson  herrührende  Betrach- 
tung geben , welche  das  Verfahren  ent- 
wickelt , dessen  man  sich  namentlich  in 
allen  Fällen,  welche  der  VTärmelehre  an- 
gehören,  ausserdem  aber  in  vielen  an- 
dern mit  Glück  bedient  hat,  da  cs  an- 
gemessen scheint,  diese  rein  analytische 
Betrachtung  diesem  Artikel , welcher  die 
Theorie  der  partiellen  Differenzialglei- 
chungen bis  zu  einem  gewissen  Grade 
vollständig  geben  soll,  einzurerleiben. 

Zum  Schlosse  dieses  Abschnitts  be- 
merken wir  noch , dass  die  hier  ange- 
stellten  Untersuchungen  recht  geeignet 
sind , zu  zeigen , welche  wichtige  Rolle 
die  Begrenzungen  und  Anfangszustände 
in  der  Theorie  der  partiellen  Differen- 
zialgleichungen spielen.  Es  wird  na- 
mentlich die  Natur  der  Fnnction,  welche 
eine  solche  definirt,  ganz  verändert,  wenn 
man  den  Raum,  über  den  sic  sich  er- 
streckt, sich  in  seiner  Begrenzung  än- 
dern lässt,  — Diese  Betrachtungen  er- 
strecken sich  übrigens  nicht  bloss  anf 
lineare  Differenzialgleicfaattgen , jedoch 
sind  die  übrigen  sehr  schwierig  selbst  io 
besondern  Fällen  zu  lösen,  wenn  sie  von 
höherer  Ordnung  sind.  Die  Behandlnng 
eines  besondern  Falles  der  bydrodyna- 
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Bischen  Gleichungen,  welche  Ton  Di-  Allgemeinen  { eine  Function  von  x,  *, 
richJel  gefunden,  und  aus  seinen  hinter-  z und  <,  wo  die  Coordinaten  wieder  dnreh 
lassenen  Papieren  von  Dedekind  milge-  die  Gleichung  4)  verbunden  sind. 

(heilt  ist  (Crclle.  Band  58),  gehört  daher  Es  lässt  sich  aber  in  den  Anwendun- 
lu  den  schönsten  und  wichtigsten  Resul-  gen  die  allgemeine  Lösung  auf  den  Fall 
taten  dieser  Art.  zuriickriihren,  wo 


22)  Verfahren  bei  der  AiillO- 
snng  einer  partiellen  Differen- 
zialgleichung, die  den  im  vori- 
gen Abschnitt  nntersuchten  Be- 
ichrinknngen  unterliegt,  in 
einem  besondern  Falle. 

Die  von  Foisson  behandelte  Aufgabe 
ist  rein  analytisch  dorgestellt  die  fol-, 
gende : 

Es  sei  gegeben  die  partielle  Differen- 
zislgleicbong: 

•>  •f7=-5-+--ä:-+— s;— ■ 

c,  k„  k,,  k,  sind  Functionen  von  x,  y, 
1.  Die  Gleichung  ist  sehr  allgemeiner 
Art.  Sic  drückt  die  Bewegung  der  Wärme 
in  einem  nicht  homogenen  Körper  ans. 
Wenn  k,,  k„  k,  nicht  gleich  sind,  so 
ist  anznnehmen,  dass  der  Körper  nach 
den  verschiedenen  Richtungen  sich  nn- 


{=0 

ist,  was  wir  hier  annehmen.  <r,  ^sind 
die  Winkel,  welche  die  Normale  an  die 
Oberfläche  mit  den  Axen  macht. 

Das  hier  zu  gebende  Verfahren  ist 
übrigens  nicht  von  dem  Umstande  ab- 
hängig, dass  die  Gleichung  in  Bezug 
auf  < erster  Ordnung  ist,  und  schliesst 
sich,  wie  man  leicht  sehen  wird,  auch 
dem  Falle  an,  wo  statt  der  linken  Seite 
der  Gleichung  1)  gesetzt  wird : 
s = n vs 

^ ®s ’ 

S = 0 *5,» 

wo  die  Grössen  nur  von  x,  y,  z ab- 
hängig sein  sollen. 

Der  Charakter  der  Gleichung  ist  eben 
hauptsächlich  der,  dass  sie  in  Bezug  auf 
I linear , und  in  Bezug  auf  x,  y,  s von 
der  zweiten  Ordnung  ist. 

Um  zunächst  ein  particnläres  Integral 
der  Gleichung  1)  zu  haben,  setzen  wir ; 


gleich  ge^en  die  Erwärmung  verhalte, 
wie  dies  m den  Crystallen  der  Fall  ist, 
welche  nicht  dem  gleichaxigen  System 
SDgehören.  x,  y,  s sind  rechtwinklige 
Coordinaten. 

Der  Anfangsznstand  ist  gegeben  durch 
die  Gleichung: 

2)  ( = 0,  w = F(x,  y,  z), 


5)  u=Pe~^’*, 

wo  I eine  willkürliche  Constante,  P eine 
Function  von  x , y , z ist.  Durch  Ein- 
setzen in  unsere  Gleichung  1)  erhalten 
wir  dann : 


wo  F eine  willkürliche  Function  ist.  — 
Es  müsste  jetzt  noch  der  Wärmeznstand 
des  Körpers  auf  der  ganzen  Oberfläche 
gegeben  sein,  um  die  Function  u für  den 
Körper  völlig  zu  deflniren.  In  der  Na- 
tur aber  tritt  in  der  Regel  statt  dieser 
Bedingung  die  ein,  dass  von  dem  Körper 
aus  Ausstrahlung  in  eine  Gasart,  also 
s.  B.  in  die  Atmosphäre,  deren  Tempe- 
ramr  man  sich  gegeben  denkt,  stattfln- 
det.  Diese  Ausstrahlung  ist  bestimmt 
durch  die  Differenzialgleichung: 


. Bll  , I Bll  . . . B« 
o)  r,  cosn-(-*,  g- coe/J-(-kj  j^oos y 


+p(“-0=o. 


Diese  Gleichnng,  welche  nur  drei  nnab- 
hängige  Variable  enthält,  ist  zunächst 
aufznlöscn.  Wenn  diese  Gleichung  in 
Bezug  auf  x linear  ist,  so  kann  man 
das  eben  angcstellte  Verfahren  wieder- 
holen, d.  b.  setzen : 

wo  Q nur  von  y und  z abhängt.  Die 
resultirende  Gleichung  würde  also  nur 
noch  zwei  nnabhängige  Variable  enthal- 
ten. Ist  diese  auch  in  Bezug  auf  y li- 
near, so  ist  das  Verfahren  abermals  zu 


eine  Gleichung,  die  sich  nur  auf  die  wiederholen  und  man  hat  eine  nnr  von 
Oberfläche  crtreckt,  deren  Gleichnng:  » abhängige  Function,  die  einer  totalen 

,,  \_n  Differenzialgleichung  genügt,  welche 

' tf  (*i  3t>  *)  — 0 schliesslich  anfzulösen  ist.  DiesVerfah- 


xi.  ln  den  Anwendungen  ist  sogar  ren  findet  immer  Anwendung,  wenn  k^, 
^i~k^=k,,  ( ist  die  Temperatur  der  A,,  k,  Constante  sind,  ansserdem  aber 
Punkte,  welebe  mit  der  Oberfläche  in  in  vielen  Fällen,  wo  man  durch  Trans- 
Wärmewechsel  stehen.  Es  ist  also  im  formation  der  Coordinaten  x,  y,  z zn  li- 
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nearen  Gleichungen  gelangt.  Wie  dem  aber  auch  sei,  denken  wir  uns  die  GrOsse 
P durch  diese  Gleichung  bestimmt,  und  es  wird  dann  P eine  Function  der  will- 
kürlichen Constante  l sein,  also  Damit  der  Werth  von  u aber  auch  der 

Gleichung  3)  genüge,  erhalten  wir  durch  Einsetzen,  und  indem  wir  ( = 0 nehmen; 

dp  dp  dp 

7)  t,  ^cosn+l:,^cos^-H:,^cosy-t-pP  = 0. 

Ein  Integral  unserer  Gleichung  ist  offenbar  auch  der  Ausdruck: 

-I*  t 


8) 


“ = f 


wo  di«  Grossen  beliebige  CocilHcienten  sind,  nnd  diese,  sowie  l selbst,  den 


Grenzbedingungcn  2)  und  7)  gemäss  zu  bestimmen  sind, 
rer  Werth  von  P,  welcher  also  die  Gleichung: 


Sei  jetzt  P ein  ande- 


9) 


erfüllt. 


-u'P  c: 
P 


,41  4*^) 

dx  dz 


Wir  multiplicircn  diese  Glcichnng  mit  P^,  und  integriren  beide  Seiten  dersel- 
ben, indem  wir  das  Integral  über  den  ganzen  Körper  ansdehnen,  für  welchen  die 
Gleichung  1)  gilt.  Es  ergibt  sich  : 


10) 


dxdydt 


dP 

dt 


dx  djf  di. 


Es  ist  nun: 


‘Wi) 


dp 


dP 


dp..  dP, 


Die  Klammem  ^ ^ sollen  anzeigen,  dass  in  dem  darin  enthaltenen  Ausdruck 
diejenigen  Werthe  zu  setzen  sind,  die  der  obern  Grenze  von  z entsprechen,  die 
Klammern  []  gehen  auf  die  untere  Grenze. 

Der  geometrischen  Veransebaulichnng  wegen  nehmen  wir  an,  dass  die  Axe 
der  X vertical  und  der  Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  sei;  denken  wir  uns  einen 
vcrticalcn  Cylinder,  welcher  die  Oberfläche  unseres  Körpers  berührt,  so  thcilt 
derselbe  den  Körper  in  zwei  Theile,  von  denen  wir  den  obera  mit  A,  den  untern 

mit  B bezeichnen  wollen.  Alle  Punkte,  die  den  Klammem  ^ ^ angeboren,  lie- 
gen dann  in  A,  und  alle  den  Klammern  []  angehOrigen  in  B. 

Es  ist  nun  ferner: 


dP  dP 


dp. 


/«PW#,  / w#  .«  r t-i  ^ 

*■  T7  4 ( *■  ^ a - ^ a-/'’, 


•(>.a 


dx. 


fi  Ox  / L ' fi  Ox  J J ft  dx 
Diese  Ausdrücke  sind  noch  nach  den  Variablen  dy  und  dt  zu  integriren.  Stellen  wir 
ans  aber  unter  dw  das  Element  der  Oberfläche  vor,  so  ist  dy  dl  die  Projeetion 
desselben  auf  die  Ebene  der  yz,  und  mithin : 

dydtx:  j_ die  cos  a, 
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wo  du  obere  Zeichen  auf  alle  dem  Theile  A des  Körpers  angehörigen  Elemente, 
du  untere  auf  die  dem  Theile  B angehörigen  geht,  und  v,  wie  schon  angenommen 
wurde,  der  Winkel  der  Normale  in  dw  mit  der  Axe  der  x ist.  Diese  Werthe  in 
die  eben  gefundenen  Formeln  einsetzend,  und  nach  dy  di  integrirend,  erhält  man 
also: 

dP 

I r r 

-dxdgdz=J  k,P^-^coBndtD—J  k^P  ■j—cotadie 


fff'. 


dx 


4.5) 


Die  beiden  ersten  Integrale  rechts  Tom  Gleichheitszeichen  erstreekeS  sich  über 
die  ganze  Oberfläche. 

Ganz  ähnliche  Formeln  erhalten  wir  für: 

dp  dp 

fff  ^ ^d~y^  ‘'3'  fff^X  ~dfi  ^ •‘y 

und  durch  Addition  dieser  Ansdrfleke  in  Verbindung  mit  Gleichung  10): 

rrr  r 

r ^^A  ^^A 

frr-  4*. 5)1 

Wegen  der  Gleichung  7),  welche  für  und  P gilt,  Terschwinden  beide  über 

die  Oberfläche  erstreckten  Integrale,  und  wegen  Gleichung  6}  nimmt  das  letzte 
Integral  rechts  die  Gestalt  an; 

-X^fffPj^P^cdxdydt,' 

so  dass  man  bat: 

'•fff  Pj^P^edx  dy  --fff  ^A  '’/s  ' '^3(  *• 

Diese  Gleichung  kann  nur  erfüllt  werden,  wenn  man  hat : 

. ^ = 
oder : 

11)  fff  P^  P^  cdx  dy  dz  ~0, 

und  die  letztere  Gleichung  findet  für  alle  Werthe  Tön  A und  /s  statt,  die  nicht 
unter  einander  gleich  sind. 

Ana  diesem  höchst  wichtigen  Bcsultat  ziehen  wir  Ibigende  Schlüsse : 

Wir  dachten  uns  die  Grössen  P durch  Gleichung  6)  bestimmt  bis  auf  die 
Constante  A , die  Gleichung  7)  ist  dann  eine  ira  Allgemeinen  transcendente  Glei- 
chung, welche  zur  Bestimmung  von  A dient.  Sie  wird  unendlich  viel  Wurzeln 
haben. 

Setzen  wir  nun  gemäss  der  Gleichung; 

% = SA,  P.e~^'‘, 

A * * 


wo  wir  unter  A alle  reellen  Wurzeln  der  transcendenten  Glcichuhg  7)  verstehen, 
10  ist  noch  Gleidinng  2)  zu  erfüllen.  Es  muss  also  sein ; 
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».  0- 

In  der  Tbat  lassen  sich  die  Cocfficicmcn  Aj^  immer  so  bestimmen,  dass  dieser 
Gleichung  genügt  wird. 

Multiplicircn  wir  nämlich  beide  Seiten  derselben  mit  ^ integriren  über 

den  ganzen  Körper,  so  kommt: 

ffp  y<  »)  dy  di  zzS 


Auf  der  rechten  Seite  aber  fallen  gemäss  der  Qlcichnng  11)  alle  Glieder  ans,  wo 
X und  fx  ungleich  sind.  Man  hat  daher: 

j'J'J' y>  t)dxdydt  = £A^  XT/''V 

also: 


12) 


F (x,  y,  »)  rfx  dy  di 

^ SS.f ^ ^‘^**^*  * 


Es  ist  somit  di«  Glaichung  1)  derart  gelöst,  dass  zugleich  den  Bedingungen  2)  nnd 
3)  genügt  wird. 

Gleichung  6)  gibt  nämlich  die  Werthe  von  P als  Functionen  von  1,  Gleichung 

7)  die  1 selbst,  Gleichung  12)  die  Coefiieienten  A^,  nnd  8)  enthält  dann  den  all- 
gemeinen Werth  von  u. 

Wir  sagten  vorhin,  dass  nur  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  7)  zu  neh- 
men sind,  ln  der  That  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Gleichung  entweder  keine 
imaginären  Wurzeln  enthält,  oder  dass  dieselben  doch  in  der  Bcihencntwickelnng 

8)  nicht  Vorkommen. 

Denn  da  diese  Gleichnng  7)  nur  reelle  Grössen  enthält,  so  muss  Jedem  ima- 
ginären Werthe: 

l = a-f-/9i,  ' 

ein  zweiter: 


1,  = o— 

entsprechen.  Mögen  hierzu  gehören  die  Werthe: 

P^  = Q+Ri,  Pjj  =C»-Äii 

setzt  man  dieselben  in  die  Gleichnng  11)  ein,  so  kommt: 
fff  c(0*4-Ä*)  dxdydzzzO. 


Da  aber  alle  Elbmcnte  positiv 

lind,  und  dasselbe  von  c gilt,  welcher 
Ausdruck  die  Dichtigkeit  des  betrachte* 
ten  Körpers  vorstcllt,  und  daher  nicht 
negativ  wird,  so  kann  diese  Gleichung 
nicht  erföllt  werden,  wenn  nicht  Q = H = 0 
wird.  Es  ,sind  also  imaginäre  Werthe 
von  X von  vom  herein  auszuschllesaen. 

Eine  Schwierigkeit  bei  diesen  Betrach> 
tungen  macht  eben  nur  der  Umstand, 
dass  die  Convergenz  der  Keihenentwick* 
lang  8)  im  Allgemeinen  fraglich  ist. 
Wenn  der  Beweis  dieser  Convergenz 
auch  in  einzelnen  sehr  wichtigen  Fällen 
gelungen  ist,  so  ist  dies  doch  im  All- 
gemeinen bis  jetzt  nicht  der  Fall,  eine 
Lücke,  welche  den  so  reichen  Resultaten 


dieser  Theorie  allerdings  noch  den  Stem- 
pel der  Unfertigkeit  aufdrückt. 

23)  Beschränkung  der  Grenz- 
bestimmungen  durch  Einfüh- 
rung von  S t e ti g k eit  8 b edi n - 
g nngc  n. 

Durch  Beschränkung  des  Umfanges, 
über  den  sich  eine  gegebene  partielle 
DifTcreozialglcichung  erstreckt,  wird  die 
Anzahl  der  Grenzbestimmungen  oder  der 
willkürlichen  Functionen  vermehrt. 

Es  kann  dieselbe  aber  anch  vermindert 
werden,  wenn  man  gewisse  Voransectzun- 
gen,  z.  B.  Über  die  Stetigkeit  der  ge- 
suchten Function  madit  — Wir  geben 
von  diesem  Falle  ein  Beispiel,  welches 
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einen  nicht  allein  in  den  Anwendungen 
der  Mathematik  auf  Physik  höchst  wich* 
tigen  Sats  enth&lt}  sondern  auch  in  der 
neuesten  Zeit  für  die  Analysis  eine  Bc- 
' deutung  erhalten  bat,  welche  es  zu  einem 
Fundamentalsatzc  für  die  Theorie  der 
Functionen  macht. 

Es  bezieht  sich  dies  Beispiel  auf  die 
partielle  Differenzialgleichung  zweiter 
Ordnung : 

d*ii  d*ii 

dx*  dy*  ds*  ’ 

wo  wir  uns  der  Anschaulichkeit  wegen 
unter  x,  y,  s rechtwinklige  Coordinaten 
denken.  Es  möge  sich  die  Gleichung 
über  einen  geschlossenen  körperlichen 
Kaum  erstrecken.  Es  drückt  dieselbe 
z.  B.  den  Wftrmezustand  eines  homogenen 
Körpers  aaSt  welcher  sich  in  Warme* 
gleicbgewicht  befindet,  wo  also  kein 
Punkt  dem  andern  Wärme  abgibt;  ansser* 
dem  aber  ist  durch  sie  die  Anziehung 
bestimmt,  welche  ein  Körper  anf  einen 
nicht  in  ihm  liegenden  Punkt  nach  dem 
Newton'schen  Gesetze  ausübt.  Endlich, 
wenn  wir  z constant  annehmen , eine 
Annahme,  wodurch  sich  nnsere  Glei- 
chung in: 

d*tt  d*M_ 


rerwandelt,  so  gibt  dieselbe  die  Bedin- 
gung dafür,  dass  u der  reelle  Theil  einer 
Function  ^ der  complexcn  Grösse  x + yi 
sei,  so  dass: 

/■(*+y0=“  + *‘ . 

gesetzt  werden  kann,  während  der  mit  i 
tmiltiplicirte  Theil  durch  die  Gleichungen 
bestimmt  ist : 

dv  dt« 


dx" 

de 


dy‘ 

dti 


dy  ■■  dx' 

In  allen  diesen  Bestimmangen  ist  also 
nothwendig,  daas  h,  x,  y,  z reell  acien. 
Die  in  Rede  stehende  partielle  Diffcrcn- 
lialgleichung  ist  in  Bezog  anf  alle  drei 
nnabh&ngigen  Variablen  zweiter  Ordnung; 
also  zur  völligen  Definition  von  u sind 
zwei  willkürliche  Fnnctionen  nOthig. 
Dieselben  können  z.  B,  durch  die  Be- 
dingangen  bestinunt  sein,  dass  auf  der 
ganzen  Oberfläche 

« = y.  *) 

sei , wo  / völlig  willkürlich  ist , und 
ausserdem : 

^ = 7(z,  y,  I) 


ebenfalls  auf  der  Oberfläche,  wo  ly  eben- 
falls eine  willkürlieho  Function,  nnd 
du  ^ 

der  Diffcrenzialquüticnt  von  u ist, 

genommen  in  der  Richtung  der  an  irgend 
einen  Funkt  der  Oberfläche  gezogenen 
Normale. 

Nimmt  man  aber  zn  der  Differenzial- 
gleichung die  Bedingung  hinzu,  dass  u 
in  dem  ganzen  Körperraume  continuir- 
lich  sei,  so  fällt  dio  zweite  Grenzbedin- 
gung  weg,  und  es  bleibt  nur  die  erste 
übrig,  d.  h.  es  findet  folgender  wichtige 
Satz  statt: 

„Eine  Fnnction  u ist  Töllig  detinirt 
für  einen  gegebenen  begrensten  Baum« 
wenn  sie:  1)  auf  der  ganzen  Begrenzung 
einen  gegebenen  continnirlichen  Werth 
w=/‘(x,  y,  z)  bat,  2)  innerhalb  des  gan- 
zen Raumes  continuirlich  ist,  und  3)  da- 
selbst der  Differenzialgleicbung: 
d*w 
dT? 

genügt.“ 

Wir  geben  den  Beweis  dieses  Satzes 
nach  seinem  Erfinder  Dirichlet. 

Es  ist  nachzQweisen.  dass  es  für  Jede 
beliebige  Fnnction  /*(x,  y,  s),  die  auf 
der  Begrenzung  gegeben  ist.  eine  allge- 
meine u gebe , welche  den  Bedingungen 
2)  und  3)  genügt,  und  ausserdem,  dass 
nur  eine  solche  Function  existirc. 

ZnTÖrderst  ist  klar,  dass  man  die 
Function  f(x,  y,  t)  anf  der  Grenze  be- 
liebig annehmen  kann,  ^ann,  indem  man 
die  Grössen  x,  y,  z derart  continuirlich 
ändert,  dass  die  entsprechenden  Punkte 
in  den  Körper  hineinfallen,  dass  man  die 
Fnnction  u anch  nach  einem  beliebigen 
Gesetze  continnirlich  ändern  kann,  so 
dass  sie  im  ganzen  Ranme  continnirlich 
bleibt  Man  erhält  auf  diese  Weise  also 
unendlich  viele  Fnüctionen,  welche  con- 
tinnirlich aus  einander  entstehen  und  den 
Bedingungen  1)  und  2)  genügen.  Es 
fragt  sich , welche  von  denselben  auch 
die  Bedingung  3)  erfüllen.  Zu  dem 
Ende  betrachten  wir  das  dreifache  In- 
tegral : 

welches  ^cb  über  den  ganzen  Körper 
erstrecken  soll.  Jeder  der  unendlich  vie- 
len Functionen  u entspricht  ein  K,  alle 
diese  P entstehen  continuirlich  ans  ein- 
ander. Da  aber  das  jedenfalls  reelle  and 

continnirlichc  Argument  von  V,  O’ 
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(du\  * / du\  * 

wesentlich  positiv  ist,  so  kann  die  GrOsse  V nicht  unter  ein 

gewisses  Minimum  sinken.  Es  ist  hierbei  indess  zun&cbst  der  Fall  nicht  ausge- 
schlossen, dass  mehr  nnd  selbst  unendlich  viele  aus  einander  entstehende  Fnnetio- 
nen  von  « dem  entsprechenden  V diesen  kleinsten  Werth  geben  Suchen  wir 
jetzt  die  Bedingung,  der  ein  solcher  dem  kleinsten  V entsprechende  Werth  von  « 
genügt. 

Zn  dem  Ende  mSgen  sich  V nnd  u au/  das  Minimum,  nnd  u-t-aic  auf 
einen  beliebigen  anderen  Werth  dieser  Grossen  beziehen,  a ist  hier  eine  belie- 
bige Constante,  te  eine  Function  von  x,  y,  z.  Man  hat  dann  offenbar: 

Es  ist  nun  aber: 

r /3*u  d*w  d»«\  . , 

"7  + 

In  das  erste  Integral  kann  man  einsotzen: 

dy  dz  = cos  a da>,  dx  dz~cos  ß du),  dy  dx=i:os  y du), 
wo  du)  das  Element  der  Oberfläche,  o,  ß,  y die  Winkel  der  Normale  an  dieselbe 
mit  den  Axen  vorstellcn ; das  erste  Integral  nimmt  dann  die  Gestalt  an : 


/ /d«  du  du  \ 

“<^“'Wcos«+^cos^-|.^co,yj 


und  erstreckt  sich  über  |dio  ganze  Oberfläche.  Der  Definition  von  u und  sc  wegen 
ist  aber  auf  derselben: 

“ = /■(*■  y*  *)  ““d  «-f  ow  = f(jr,  y,  s), 
also  w = 0.  Es  verschwindet  somit  dieses  Obcrflächenintcgral,  und  man  hat: 


F,  = y-aa/.e  (g  + -p  rfz  dy  * 


Da  V ein  Minimumswerth  war,  so  müssen  wenigstens  für  die  u benachbarten 
Functionen  u-j-uic  das  zweite  und  dritte  Glied  rechts  nicht  negativ  sein.  Indess 
kann  man  a beliebig  klein  machen,  und  es  fällt  somit  das  letzte  Glied  ausser  Be- 
tracht. Es  müsste  also  das  zweite  Glied  für  sehr  kleine  a positiv  sein.  Es  kann 

dS||  d^u 

indess  a stets  positiv  gedacht  nnd  ic  so  genommen  werden,  dass,  falls  -r h -r-i 

dx*  au* 

d*u 

dz*  f negativ,  im  entgegengesetzten  Falle  ic  positiv  ist. 

Dann  ist  dieses  Glied  aber  stets  negativ,  wenn  nicht: 


d>i4  d>M 
dx*  dyS 


d>«  „ 


ist.  Da  es  nun  immer  ein  dom  kleinsten  V entsprechendes  u gibt,  so  muss  we- 
nigstens eine  der  Functionen  n der  Bedingung  3)  genügen.  Es  w'ürdc  dies  auch 
selbst  dann  stattfinden , wenn  unendlich  viele  auf  einander  cantinnirlich  folgende 
Werthe  von  u dem  kleinsten  F entsprächen.  Es  würde  dann  beim  Uebergang 
von  u zu  einem  solchen  nächsten  Werthe  der  Zuwachs  von  F verschwinden,  und 
somit  auch  die  Bedingung  3)  erfüllt  sein.  Wir  beweisen  aber  Jetzt,  dass  es  nur 
ein  Minimum  von  F gebe , und  mithin  nur  eine  Function  u den  Bedingungen  1), 
2)  und  3)  genügt.  In  der  That  seien  jetzt  h nnd  H-|-aio  dergleichen  Hinimums- 
werthe,  so  ist: 
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da  daa  erste  Integral  verschwinüet.  Es  kann  nun  entweder  y=V,  sein,  oder 
einer  dieser  beiden  Minimumswerthe  E oder  I',  ist  grOsaer  als  der  andere.  Ware 
letzteres  der  Fall,  und  hatte  man  K|>K,  so  mOsste,  da  auch  u,  = u + aic  einem 
Minimum  entspricht,  und : 

geseut  werden  kann,  in  unserer  Formel  sich  rertanschen  lassen; 

a mit  — o,  y mit  F,, 


also ; 


was  unmöglich  ist,  wenn  nicht  das  Inte- 
gral verschwindet,  also  V\  ist.  Fin- 
det letzteres  aber  statt,  so  ist; 

dsc  die 

d7  ~ 57  ~ d7“”’ 

denn  unter  andern  Umständen  kann  das 
wesentlich  positive  Integral  nicht  ver- 
schwinden. Es  wäre  also  w eine  Con- 
stante.  «>  aber  war,  wie  wir  gesehen 
haben,  anf  der  Oberfläche  gleich  Null, 
BO  dass  tu  äberhanpt  verschwindet,  und 
et  mithin  nur  einen  Werth  von  h gibt, 
welcher  nnsern  drei  Bedingungen  genOgt. 
Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen.  Um 
demselben  eine  physikalische  Ueutnng 
in  geben , so  enthält  er  z.  B.  das  Bb- 
tnltat,  dass  ein  Körper,  welcher  sich  im 
Wärmegleichgewicht  befindet,  seinem 
Wärmeznstande  nach  völlig  gegeben  ist, 
wenn  derselbe  anf  der  Oberfläche  be- 
kannt ist. 

Allgemein  bemerken  wir  noch,  dass 
diese  Betraebtnogen  nicht  voraussetzen, 
dass  der  Körper  nur  eine  einfache  Be- 
grenzung habe.  Es  könnte  derselbe  s.  B. 
anch  eine  Hohlkugcl  sein,  oder  sonst 
sich  beliebig  begrenzen.  Diese  Bemer- 
kang  gibt  eine  höchst  wichtige  Erwei- 
terung unseres  Satzes,  die  von  Biemann 
herrührt  (Ornndlagen  für  eine  allgemeine 
Theorie  der  Functionen,  Qöttingen,  1851), 
und  welche  sich  anf  die  Fälle  erstreckt, 
wo  die  Functionen  « in  gewissen  Punk- 
ten oder  selbst  Strecken  oder  Fläcben- 
stäcken  innerhalb  des  gegebenen  Bau- 
mes unstetig  wird.  Man  kann  dann 
nämlich  diese  Unstetigkeitsstellen  sich 
von  beliebig  wenig  von  ihnen  entfern- 
ten, aber  völlig  geschlossenen  Oberflächen 
umgeben,  und  so  ans  dem  Körper  her- 
ausgenommen denken.  Sind  die  Unste- 
tigkeitastellen Punkte,  so  werden  diese 
Cmgebungen  kleine  Kugelschalen  sein 
können,  sind  es  Strecken,  so  kann  man 
dieselben  mit  geschlossenen  Böhren  oder 
Kanälen  amgeben  denken,  and  sind  es 


Flächenstücke , so  ist  ihnen  von  beiden 
Seiten  eine  flache  Bedeckung  zu  geben. 
Diese  Begrenzungen  kommen  dann  znr 
Oberfläche  hinzu , und  die  Function  u 
ist  also  nach  dem  Obigen  völlig  gege- 
ben , wenn  man  ausser  den  drei  Bedin- 
gungen noch  die  vierte  hinznffigt,  dass 
sie  auch  an  diesen  neuen  Grenzstfleken 
bekannt  sei,  d.  h.  dass  man  weise , wel- 
chen Werthen  sich  die  Function  bmm 
Uebergange  an  die  Unstetigkeitsstellen 
von  allen  Seiten  nähern  soll.  An  allen 
übrigen  Stellen  ist  die  Function  nämlich 
nun  stetig.  Unser  Sau  heisst  also  in 
seiner  ganzen  Allgemeinheit: 

„Eine  Function  ist  innerhalb  eines 
begrenzten  Baumes  bestimmt,  wenn  sie 
innerhalb  desselben  unserer  partiellen 
Differenaialgleicbung  genügt , auf  der 
ganzen  Begrenzung  gegeben  ist,  npd 
wenn  man  die  Weithe  kennt,  denen  sie 
sich  in  denjenigen  Stellen  nähert,  wo 
sie  snfhört  stetig  zu  sein.“ 

Dieser  SaU  gilt  natürlich  unverändert 
für  die  Gleichung: 


d>H 


nur  sind  unter  den  Begrenzungen  ge- 
schlossene Einicn  zu  verstehen.  Geht 
man  nun  von  der  analytischen  Bedeu- 
tung dieser  Gleichung  ans,  wie  wir  sie 
oben  hingestellt  haben,  dtms  sie  itlso  den 
reellen  Theil  einer  Function  von  einer 
complezen  Variablen  darstclle,  und  ver- 
binden wir  damit  die  Gleichungen: 


de  _ dii 

dl  ~ 5y’ 

du  _ d»B 

djf  ~ dx’ 

welche  den  imaginären  Theil  deflnirt, 
indem  wir  die  Bemerkung  machen,  dass 
somit ; 
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Ist,  und  V durch  Quadratur  gefunden 
werden  kann,  wenn  u bekannt  ist,  also 
nur  eine  willkürliche  Constante  enthalt, 
welche  bestimmt  wird , wenn  man  v in 
irgend  einem  Funkte  des  begrenzten 
Ebnentheils  kennt,  wo  Discontinnitaten 
jedoch  ausgeschlossen  sind,  so  kommen 
wir  auf  den  von  Riemann  in  der  ange- 
führten Abhandlnng  gegebenen  Satz,  wel- 
cher in  der  Functionentheoric  von  der 
grössten  Wichtigkeit  geworden  ist : 

„Stellt  man  sich  unter  x und  y recht- 
winklige Coordinaten  vor,  und  will  m^n 
eine  beliebige  Fnnction  f{x+yi)  für 
ein  gewisses  Gebiet  untersuchen,  welches 
wir  uns  als  völlig  (einfach  oder  mehr- 
fach) begrenzt  denken,  so  braucht  des- 
halb nicht  die  Function  f für  dies  ganze 
Gebiet  in  jedem  Funkte  gegeben  zu 
sein,  vielmehr  sind  folgende  Bedingun- 
gen zu  ihrer  Bestimmung  ausreichend 
und  nothwendig : 

1)  Der  reelle  Theil  der  Function  muss 
i&r  jeden  Funkt  der  ganzen  Begrenzung 
gegeben  sein,  und  es  kann  dies  auf  eine 
ganz  willkürliche,  jedoch  continuirliche 
Weise  geschehen, 

2)  der  imaginäre  Theil  muss  für  ir- 
gend einen  Funkt  des  betrachteten  Rau- 
mes oder  seiner  Begrenzung  gegeben 
sein,  und  kann  hier  einen  willkürlichen 
Werth  haben. 

3)  Es  muss  angezeigt  sein,  in  welchen 
Funkten  die  Fnnction  anfhOre  stetig  zu 
sein,  und  welchen  Werthen  sie  sieh  in 
diesen  Funkten  annahere.“ 

Eine  Schwierigkeit  in  der  Anwendnng 
dieses  Satzes  konnte  entstehen  aus  der 
Betrachtung,  dass  ja  Functionen  auch 
mehrdeutig  sein  können ; fraglich 
werden  dann  die  Werthe  sein,  welche 
man  in  jedem  Funkte  zn  nehmen  hat. 
Diese  Schwierigkeit  vermeidet  Riemann, 
indem  er  sich  bei  mehrdeutigen  Functio- 
nen statt  einer  Ebene  deren  eben  so 
viel  Ubercinandcrgelegte  denkt,  als  die 
Fnnction  Mehrdeutigkeiten  hat.  Diese 
Ebenen  oder  Blätter  werden  als  von 
einander  getrennt  gedacht  in  allen  Funk- 
ten , wo  die  entsprechenden  Werthe  der 
Function  ungleich  sind,  da  wo  dieselben 
gleich  sind,  aber  als  zusammenhängend. 
Ein  solcher  Zusammenhang  fände  also 
n 

bei  der  ndentigen  Function  VC^'f y>)  fttf 
den  Werth  x = y = 0,  also  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  statt.  Die  mehr- 
deutige Function  ist  bei  dieser  Betrach- 
tungsweise gewissermaassen  zu  einer  ein- 
deutigen geworden,  da  jedem  W^erthe 
derselben  für  gegebenes  x und  y ein 
anderes  Blatt  entspricht  Znr  Bestim- 


mung derselben  müssen  die  Grenz-  und 
Cnsteligkeitsbedingungen  also  auch  für 
alle  2 Blätter,  die  hier  betrachtet  wer- 
den, gegeben  sein.  (Vergleiche  auch: 
Theorie  der  Abel’scben  Functionen,  von 
B.  Riemann , besonders  abgedruckt  ans 
Crelle's  Journal,  Berlin  1857;  sowie  hier 
den  Artikel : Quantität.) 

24)  Geschichtliche  Bemerkun- 
gen Ober  die  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen hebererOrd- 
nung. 

Wir  haben  oben  einige  Worte  über 
die  Geschichte  der  partiellen  Differen- 
zisüglcichungen  gesagt.  Es  soll  dies  hier 
noch  in  Bezog  auf  die  höherer  Ordnung 
ergänzt  werden. 

Dass  die  Integrale  der  partiellen  Diffe- 
renzialgleichungen überhaupt  willkürliche 
Functionen  enthalten,  hat  znerst  d'Alem- 
bert  bei  Behandlung  der  Gleichung  der 
schwingenden  Saite: 

d*u  d*ii 

ä7»~“  dT* 

gezeigt,  deren  Integral  wir  oben  fanden; 

Früher  kannte  man  nur  specielle  Anf- 
lOsnngen  dieser  Gleichnng.  So  einfach 
dies  Resnltat  auch  ist,  so  machte  dessen 
Behandlung  doch  wegen  der  Grenzbe- 
Stimmungen  grosse  Schwierigkeiten.  Da 
die  Saite  nämlich  begrenzt  ist,  sogeben 
die  Anfangszustände  derselben  nur  ge- 
wisse Theile  der  Functionen  f und 
als  willkOrlich,  im  Debrigcn  sind  diese 
Fnnctionen  bestimmt,  und  man  kann 
daher  nicht  in  Bezug  auf  diese  Aufgabe 
annebmen,  dass  f und  >/  für  jeden  Werth 
der  Variable  irgend  einem  vorgeschrie- 
benen Gesetze  folgen  sollen.  Bisher 
hatte  man  angenommen,  dass  zwei  Func- 
tionen, welche  in  einem  gewissen  Raume 
Obereinstimmen,  überhaupt  identisch  sein 
müssten.  Spater  hat  man  bewiesen,  dass 
sich  durch  bestimmte  Integrale,  Reihen- 
entwicklungen n.  s.  w.  leicht  2 Fnnctio- 
nen herstellen  lassen,  die  in  gewissen 
Räumen  übereinstimmen,  sonst  aber  ver- 
schieden sind.  So  z.  B.  ist  der  Aus- 
drnck : 

_L 

iaiJ  l—z  ’ 

wo  das  Integral  sich  auf  eine  beliebige 
geschlossene  Linie  erstreckt,  I = si-l-es, 
s=xd-yi,  unter  siv,  zy  rechtwinklige  Co- 
ordinaten verstanden  werden , innerhalb 
des  ganzen  von  dieser  Linie  begrenzten 
Raumes  = f (z),  ansserhalb  desselben  aber 
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gleich  Nnll.  d'Alamherti  Löiong  iat 
enthalten  in  der  Schrift;  Rreherchet  tur 
let  eordet  vibraniti.  (1748.) 

Diese  Schwierigkeiten  scheinen  Lt- 
grange  veranlasst  zu  haben,  eine  zweite 
Löaung  durdi  Reihenentwickelung  zu 
suchen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  eine 
allgemeine  Form  von  u fDr  jeden  Werth 
der  Variablen  zu  geben.  Es  ist  indcss 
zweifelhaft,  ob  Lagrange  diese  Eigen- 
schaft seiner  Keihenentwickelung  bereits 
völlig  gekannt  habe.  Die  Frincipien,  auf 
welche  sie  sich  stützt , sind  die  in  Ab- 
schnitt 22)  gegebenen.  Es  war  Fourricr 
Vorbehalten,  in  seinem  Werke:  Tkeorie 
■M/ytifae  de  ekalenr  die  Eigenschaften 
and  die  nngeraein  weit  reichende  An- 
wendbarkeit dieser  und  ähnlicher  Ent- 
zricklnngen  zu  zeigen.  Es  werden  da- 
her die  von  Lagrange  benutzten  Reihen, 
die  übrigens  schon  Euler  bei  anderer 
Gelegenheit  anwandto,  gewöhnlich  nach 
Fonrrier  genannt.  Die  Resultate  Four- 
rier's  in  Bezug  auf  die  Gleichungen, 
welche  die  Verbreitung  der  Wärme  an- 
zeigen,  sind  noch  vermehrt  worden  durch 
Poisson  {Theorie  maihrinatu/ue  de  Cha- 
leur),  Lamd  und  wenige  Andere. 

Allgemeinere  Betrachtungen  über  li- 
neare partielle  Gleichungen,  namentlich 
von  der  zweiten  Ordnung  mit  s Varia- 
blen, bat  Monge  ans  geometrischen  Be- 
trachtungen geschöpft  {ApplieaHon  de 
Fttnetlgte  d Ja  geomelrie).  Wir  haben 
seine  Methode , die  Erweiterung  dersel- 
ben durch  Ampbre  nnd  die  Anwendung 
derselben  auf  Gleichungen  mit  mehr  Va- 
riablen nnd  von  höherer  Ordnung  hier 
aus  einer  Theorie  abgeleitet,  die  an  die 
Behandlung  der  partiellen  Differenzial- 
gleichungen erster  Ordnung  sich  an- 
schliesst.  Auf  die  Lücken  der  Theorie 
der  partiellen  Differenzialgleichungen 
haben  wir  bereits  hingewiesen.  Für 
nicht  lineare  Gleichungen  von  höherer 
als  der  ersten  Ordnung  ist  fast  noch 
gar  nichts  gethan.  Eben  so  erliegt  der 
Uebergang  vom  vollständigen  zum  all- 
gemeinen Integral,  den  allerdings  La- 
grange  angedentet  hat,  nnd  welcher  bei 
den  Gleichungen  erster  Ordnung  so  wich- 
tig ist,  hier  den  grössten  Schwierigkei- 
ten. Einen  Tbeil  derselben  iür  specielle 
Fälle  zu  Überwinden,  ist  nach  einem 
Berichte  der  fnnzösischen  Akademie 
Edmond  Bour  in  einer  Freisschrift  ge- 
lungen. Jedoch  ist  gerade  dieser  Thcil 
der  Bonr’schen  Abhandlnng  hoch  nicht 
veröffentlicht. 

Wir  schliesSen  diesen  Artikel  mit  der 
Bemerkung,  dass  hierher  Gehöriges  in 
den  Artikeln : „Schwingung“  und  „Wärme“ 


zu  finden  sein  wird,  wo  namentlich  die- 
jenigen Betrachtungen,  zu  welchen  die 
Anwendung  der  partiellen  Differenzial- 
gleichungen auf  bestimmte  Probleme  der 
Physik  führt,  ihre  Erledigung  linden 
werden. 

OtaadratnreD  (istronomie). 

Ein  Himmelskörper  befindet  sich  in 
den  Quadraturen,  wenn  die  von  der  Erde 
nach  ihm  gezogene  Linie  mit  der  Ver- 
bindungslinie von  Erde  und  Sonne  einen 
rechten  Winkel  macht.  — Da  die  Him- 
melskörper vermöge  der  Drehung  der 
Erde  um  ihre  Axe  im  Laufe  eines  Ster- 
nentages  den  ganzen  Himmclskreis  zn- 
rücklegen,  so  wird  der  bezeichncte  Stern, 
der  sich  in  den  Quadraturen  befindet, 
j Tag  oder  6 Stunden  vor  oder  nach 
der  Sonne  sich  im  Zenith  befinden.  Be- 
ziehen wir  dies  nur  auf  die  Planeten, 
welche  sich  alle  fast  in  derselben  Ebene 
der  Ekliptik  bewegen , so  heisst  in  er- 
sterem  Falle,  d.  h.  wenn  der  Planet  der 
Sonne  vorangebt,  die  Quadratur  west- 
lich, nnd  wenn  er  ihr  naehfolgt,  östlich, 
da  dis  scheinbare  Bewegung  des  Him- 
melsgewölbes von  Osten  nach  Westen 
gerichtet  ist.  Da  sich  aber  in  der  nörd- 
lichen gemässigten  Zone  die  Sonne  im- 
mer auf  der  südlichen  Hälfte  des  Hinv- 
mels  befindet,  und  für  den  nach  Süden 
Blickenden  die  östliche  Seite  die  linke 
ist,  so  befindet  sich  im  Falle  der  west- 
lichen Quadratur  der  Planet  rechts,  im 
Falle  der  östlichen  links  von  der  Sonne. 

Die  Erde  beschreibt  nm  die  Sonne 
bekanntlich  eine  Ellipse,  die  fast  einem 
Kreise  gleich  kommt,  in  dessen  Mittel- 
punkt die  Sonne  steht.  Die  Linie,  wel- 
che Erde  und  Planet  verbindet,  muss 
also  im  Falle  der  Quadratur  eine  Tan- 
gente an  die  Erdbahn  bilden,  nnd  so- 
mit können  ausser  dem  Monde  nur  die 
obern  Planeten  sich  in  den  Quadratnren 
befinden,  denn  von  den  untern , welche 
sich  innerhalb  der  Erdbahn  bewegen, 
lässt  sich  offenbar  keine  Tangente  an 
dieselbe  ziehen. 

Um  die  Zeit  der  Quadraturen  ist  bei 
den  obem  Planeten  der  sichtbare  Theil 
kleiner  als  zn  jeder  andern  Zelt,  bei 
dem  Monde  findet  dann  das  erste  oder 
das  letzte  Viertel  statt. 

Denn  möge  sich  zu  irgend  einer  Zeit 
die  Sonne  in  S (Fig.  58),  die  Erde  in 
£,  der  Planet  in  P befinden.  Dann  kann 
man  wegen  der  grossen  Entfcmnng  die- 
ser Weltkörper  von  einander  bekanntlich 
annehmen,  dass  die  an  den  als  kugel- 
förmig an  denkenden  Körper  P von  S 
nnd  £ ans  gezogene  Tangenten  alle  un- 


Quadratwurzel. 
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ter  sieb  parallel  sind.  Die  BerUhmngs- 
punkte  der  von  gesogenen  bilden  dann 
eine  auf  SP  senkrecble,  die  von  E ge- 
logene eine  auf  KP  senkrechte  Ebene. 
ab  und  cd  seien  besOglich  die  Durch- 
schnitte dieser  Ebenen  mit  SEP.  ab  aber 
schneidet  diejenige  Hälfte  von  P ab, 
welche  von  der  Sonne  erleuchtet  wird, 
cd  diejenige , welche  von  der  Erde  ans 
gesehen  werden  kann,  ab  nnd  cd  aber 
machen  denselben  Winkel  EPS= fj,  den 
ihre  Normalen  machen.  Sei  nochSEP=ä, 
SE  — f,  SP^r.  Ist  Winkel  ^ = 0,  so 
ist  die  volle  Scheibe  von  der  Erde  an 
sehen , ist  = 180 , so  ist  P unsichtbar, 
und  ist  /i  = 90,  so  sieht  man  die  halbe 
Scheibe,  und  allgemein  sieht  man  desto 
weniger,  je  grösser  fi  ist.  OfTenbar 
aber  ist: 

r p . sin  1 
sin  1 sin^u  r 

Betrachten  wir  zunächst  den  Mond,  so 
kann  man  g = r setaen,  da  die  Sonne 
fast  gleich  weit  von  Mond  und  Erde 
entfernt  ist,  dann  ist  ft  = l.  Zur  Zeit 
der  Conjnnetion  ist  nun  1 = 0,  zur  Zeit 
der  Opposition  1=180,  znr  Zeit  der 
Quadratur  1 = 90;  es  ist  also  in  der 
That  die  halbe  Scheibe  zu  sehen,  cs 
findet  also  das  erste  oder  letzte  Vier- 
tel statt. 

Bei  den  obem  Planeten  dagegen  kann 
1 nie  ein  spitzer  Winkel  sein,  da  sonst 
der  Planet  sich  innerhalb  der  Erdbahn 
befände,  ft  ist  also  nie  stumpf  und  am 

grössten , wenn  1 = 90*  also  sin  /r  = -^ 

ist.  Dies  findet  znr  Zeit  der  Quadra- 
turen offenbar  statt. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Winkel  /j 
fUr  Mars  nnd  Jupiter  berechnen.  Um 
den  grössten  Werth  von  ft  zu  haben. 


müssen  wir  für  r die  kleinste  Entfenmng 
des  Sterns  von  der  Sonne  setzen , diese 
ist  für  Mars  gleich  1,38  Erdhalbmesser, 

also  sin  ^ = j-^  = 0,73,  ^ = 47*.  Dies 

ist  der  Theil  der  vollen  Scheibe  (180*), 
welcher  unsichtbar  ist,  und  es  sind  da- 
her beim  Mars  immer  | der  vollen  Scheibe 
sichtbar,  d.  h.  die  Phasen  desselben  sind 
nur  gering.  JnpHer  beschreibt  fast  einen 
Kreis  um  die  Sonne,  dessen  Halbmesser 
fünfmal  so  gross  als  der  der  Erdbahn 
Ist.  Es  ist  also  : 

sin  ^ = 0,2  /i  = 12°, 

so  dass  }|  der  vollen  Scheibe  stets 
sichtbar  sind.  Jupiter  hat  also  nnmerk- 
licbe  Phasen.  In  höherem  Maasse  ist 
dies  noch  bei  den  Planeten  der  Fall, 
welche  sich  hinter  Jupiter  befinden. 

OlDädratwiinel  (Aritlua»tik  und  Al- 
gebra). 

1)  Allgemeine  Sätze. 
Quadratwurzel  aus  a,  geschrieben  \a, 
heisst  diejenige  Zahl,  welche  mit  sich 
selbst  multiplicirt  a gibt.  Die  Qlcichnng; 
\a  = b 

ist  also  identisch  mit: 

o=  4*, 

nnd  aus  der  Vereinigung  beider  folgt: 

’ 4 = V6». 

Satz  A.  Ist  4 eine  Quadratwurzel 
ans  a,  so  ist  auch  —4  eine  solche. 
Denn  es  ist: 

a = 4»  = (-4)>, 

also: 

-4  = Va. 

D.  h.: 

Hat  eine  Zahl  wirklich  eine  Qnadrat- 
wnrzel,  so  hat  sie  auch  eine  zweite,  die 
mit  der  ersten  gleichen  absoluten  Werth, 
aber  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
hat.  Es  ist  also  auch : 

V4’  = + 4. 

Satz  B.  Keine  Zahl  kann  mehr  als 
2 Quadratwurzeln  haben. 

Denn  sei  4 eine  Quadratwurzel  ans 
a,  so  muss  der  Ausdruck  - — ^ eine 

X o 

ganze  Function  sein.  Gftbe  n&mlich  die 
Division  den  Quotienten  x-f-c  und  den 
Rest  r,  so  w&re: 

*«-a  = (x-4)(*-fc-f-^) 

(*- 4)  (i-l- c)+r. 
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Setit  man  nun  x = b,  also  nach  der  An- 
nahme x'  = a,  so  kommt  r = 0. 

Hieraus  folgt,  dass  x—b  ein  Factor 
von  x>— a ist.  Es  kann  aber  dieser 
letztere  Ausdruck  nur  zwei  Factoren 
von  der  Form  x~b  haben,  es  sind  also 
such  nur  zwei  Quadratwurzeln  mOglich. 
Also: 

Jede  Zahl  hat  entweder  keine  oder 
2 Quadratwurzeln , die  sich  nur  durchs 
Vorzeichen  unterscheiden. 

2)  Q na dra t wnrze  1 n der  ganzen 
Zahlen. 

Denkt  man  sich  die  ganzen  Zahlen  in 
ihrer  natürlichen  Reihenfolge  in  einer 
Keihe,  und  darunter  in  einer  zweiten 
ihre  Quadrate  geschrieben,  also: 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 . . . . 
1,  i 9,  16,  25,  36,  49,  64,  81  ...  . 
so  enthält  die  obere  Reihe  die  positiven 
Quadratwurzeln  der  bezüglichen  Zahlen 
der  unteren  Reihe. 

Die  letzteren  werden  Quadratzahlen 
genannt. 

„Die  Quadratzahlen  haben  die  Eigen- 
schaft, dass  ihre  Quadratwurzeln  ganze 
Zahlen  sind.“ 

Keine  andere  ganze  Zahl  hat  eine 
ganze  Quadratwurzel.  — Betrachten  wir 
z.  B.  die  Zahl  7,  die  zwischen  den  Qua- 
dratzablen  4 und  9 liegt,  so  müsste  ihre 
Quadratwurzel  auch  zwischen  deren  Wur- 
zeln 2 und  3 liegen , und  kann  daher 
keine  ganze  Zahl  sein. 

„Eine  Niebtquadratzahl  kann  aber  auch 
keinen  Bruch  zur  Wurzel  haben.“ 

Denn  sei  etwa: 


wo  a und  b ganze  Zahlen  sind,  und 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben. 
Ks  lässt  sich  derselbe  nämlich,  wenn  ein 
solcher  vorhanden  sein  sollte , immer 
durch  Heben  entfernen.  Nach  der  De- 
finition der  Quadratwurzeln  wäre  dann 
auch: 


a nnd  b hatten  keinen  gemeinschaftlichen 
Factor,  also  eben  so  wenig : 

az  = a*a  und  b'  = b-b. 

Es  kann  also  ^ unmöglich  gleich  einer 

ganzen  Zahl  7 sein , was  zu  beweisen 
wu.  Obgleich  aber  die  Wurzeln  der 
Kichtquadratzahlen  weder  ganze  Zahlen 
noch  Brüche  sind,  darf  man  nicht  sagen, 


dass  dieselben  keine  Quadratwurzeln 
hätten.  Vielmehr  wird  durch  dieselben 
ein  neues  Element,  „die  Irrationalzahl“, 
in  die  Arithmetik  cingefuhrt. 

3)  Von  den  Irrationalzahlen. 

Satz  I.  „Es  lässt  sich  immer  ein  Bruch 
a finden  , dessen  Quadrat  sich  nur  um 
eine  beliebig  kleine  Grösse  von  einer  ge- 
gebenen Nichtquadratzahl  unterscheidet.“ 

Beweis.  Sei  z.  B.  7 die  gegebene 
Zahl,  die  zwischen  den  Quadratzahlen  4 
und  9 liegt. 

Es  ist  also; 

2’<7,  3»>7. 

Fügt  man  also  zur  2 irgend  eine  Anzahl 
Zehntel  hinzu,  so  kann  das  Quadrat  der 
entstehenden  Zahl  entweder  kleiner  oder 
grösser  als  7 sein.  Jedenfhlls  aber  muss 
es  2 auf  einander  folgende  Zahlen,  etwa 
6 und  7 geben,  derart,  dass: 

(2,  6)><7,  (2,  7)>>7 
ist. 

In  der  That  ist: 

2,6’ =6,76,  2,7’ = 7,29. 

Fügt  man  also  zu  2,6  noch  Hundertel 
hinzu,  so  wird  es  wieder  zwei  auf  ein- 
ander folgende  Zahlen  geben,  hier  4 
and  5,  die  bewirken,  dass; 

2,64’ <7,  2,65’>7 
ist,  und  es  ist  klar,  dass  man  auf  diese 
Weise  fortfahrend  und  immer  mehr  Zif- 
fern nehmend,  sich  auch  immer  mehr  an 
die  Zahl  7 annähem  muss.  Schreite 
man  z.  B.  bis  zur  7.  Bruchstelle  vor, 
so  ist: 

2,6457513’ <7. 

Will  man  den  Unterschied  dieses  Qua- 
drates^ von  7 wiesen,  so  merke  man,  dass 
eine  Einheit  der  7ten  Stelle  hinzugefUgt, 
dasselbe  schon  grösser  als  7 macht,  es 
ist  also: 

(2,6457513  + 0,0000001)  ’ > 7, 
d.  h.: 

2,6457513’  -1-2  • 0,0000001  • 2.6457513 

+ 0,0000001’ >7. 
Die  beiden  letzten  Glieder  links  werden 
immer  kleiner,  nnd  können  unter  jede 
Grenze  sinken,  je  mehr  Stellen  man  dem 
ersten  Gliede  gibt,  und  somit  lässt  sich 
immer  eine  Zahl  a finden,  derart,  dass 
der  Unterschied  r=7  — o’  unter  eine  ge- 
gebene noch  so  kleine  Grenze  sinkt,  was 
zu  beweisen  war. 

Satz  II.  „Die  Quadratwurzeln  der 
Nichtquadratzahlen  können  nicht  voll- 
ständig bestimmt  werden.  Man  kann 
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sich  aber  an  dieselben  derart  annähern, 
duüs  der  Unterschied  kleiner  als  jede 
goj;ebenc  noch  so  kleine  Zahl  ist.“ 
Beweis.  Wenn  h eine  Nichtquailrat- 
znbl  ist,  so  lässt  sich  also  immer  eine 
Zahl  a rmden,  derart,  dass : 


Bmehes  Qnadralxahlen , so  erhält  man 
als  Quadratwurzeln  wieder  einen  Bruch, 
7..  B i 


6 — ff*  = K, 

nnd  y beliebig  klein  ist.  Daher  hat 
man  mich : 

fr*  zzh—y^ 

nnd: 

Der  Ausdruck  } — r)  aber  geht  in  h 

über,  wenn  *•  immer  mehr  sinkt.  Ganz 
stiViige  erfolgt  dieser  ücbergnng  aller- 
dings erst  dann,  wenn  v gleich  Null  ist. 
Dies  kann  hier  allerdings  nicht  statlfin- 
den,  jedoch  mit  zunehmender  Anzahl 
der  Bnu'hzifTern  von  « nähert  sich  y 
der  Null  immer  mehr  und  also  n dem 
Ausdrucke  \'l.  Man  kann  sich  also 
die  Wurzeln  der  Nichtquadratzahlcn  als 
Dccimal-  oder  gemeine  Brüche  denken, 
deren  Zähler  nnd  Neuner  unendlich  viel 
Stellen  haben. 

„Grossen,  die  man  nicht  vollständig 
genau,  aber  bis  zu  einer  beliebig  kleinen 
Grenze  nngeben  kann , heissen  IiTalio- 
nalzablen.** 

Die  Wurzeln  der  Nichtquadratzahlcn 
sind  dergleichen. 


Ist  einer  von  beiden  oder  beide  eine 
Niebtquadratzahl , so  wird  die  Wurzel 
eine  Irmtionalaahl.  Jedoch  lässt  sich 
ans  jedem  Bruche  die  Wurzel  derart 
auszichen,  dass  der  Nenner  eine  ganze 
Zahl  ist.  Denn  sei  z.  B.  gegeben  der 

Bnich  ",  so  lässt  sich  der  Neuner 

84=2*' 3*7  durch  Ilinzufflgcn  derFae- 
toren  3 • 7 in  eine  Qiiodratzahl  iimwan- 
deln.  Man  liat  also,  wenn  man  den 
Bruch  mit  3*7  erweitert : 


11  _ 11*3*7  _ 11_.  3 • 7 _ ^ 
Ü “ 2*  *3»-  7*  “ (2*  3 - 7j*  " 42»^ 
nnd  daher: 

/TT_ 

|84“  42  • 

Sonach  liis.,t  sich  die  Ausziehiing  der 
Qundrntwurzcl  aus  Brüchen  immer  auf 
die  aus  ganzen  Zahlen  ond  eine  Divi- 
sion zurDckführen. 


5)  Anszichnng  der  Quadrat- 
wurzeln ans  ganzen  Zahlen  nnd 
De  ei  mal  b rü  eh  en. 


4)  Quadratwurzeln  aus  Brü- 
chen. 

Satz.  „Die  Quadratwurzel  eines 
Bmehes  ist  gleich  der  Quadratwurzel 
des  Zählers  dividirt  durch  die  des  Nen- 
ners,“ d.  h. : 

i/Zzrl? 

\ b \’b- 

In  der  That,  sei: 
so  ist: 

fizrrt*,  A = 

T \^/  ’ 

woraus  dann  folgt: 

JL  - i!l. 

fi  - ] b' 

oder ; 

Ya  - i/f. 

V6-  I 6’ 

womit  unser  Salz  bewiesen  ist. 

Sind  also  Zähler  und'  Nenner  des 


Obgleich  die  Ansziclmng  der  Wurzeln 
aus  Dcciraalbrücbcn  auf  die  aus  ganzen 
Zahlen  noch  dem  vorigen  Abschnitt  zu* 
rückgcnihrt  werden  kann,  so  ist  das  di- 
rectc  Verfahren  wegen  seiner  Einfach- 
heit doch  vorznziehen.  — Wir  betrach- 
ten jedoch  znnächst  den  Fall,  wodiege- 
gebene  Zahl  eine  ganze  und  zwar  eine 
Quadratzabl  sei,  wo  sich  also  die  War- 
ze! völlig  bestimmen  lässt. 

Fall  A).  Sei  eine  ganze  und  zwar  eine 
Qn&dratzohl  gegeben. 

Sei  z.  B.  diese  Zahl  =7241481' 

Das  Verfahren  ist  folgendes: 


I 7124  14181  = 2691 
4 


4| 

.'■>21  ■ 
538| 


324 
276 
4814 
4761 
^ KJ81 
f).381 


24 

36 


Man  thcilt  zunächst  die  Zahl  von  der 
ersten  Ziffer  rechts,  also  vou  der  nic- 
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drigsten  an  m Klassen  Ton  je  2 Ziffern. 
Ist  die  Ziffcrnansalil  ungrade,  so  wird 
also  die  leiste  oder  höchste  KIussc  aus 
nur  einer  Ziffer  bestehen.  Die  Klassen 
sind  also  hier  von  der  linken  zur  rech« 
ten  gesäblt  7,  24,  14.  ^1.  Man  sucht 
non  diejenige  ganze  Zahl,  deren  Quadrat 
der  ersten  Klasse  7 am  nächsten  kommt, 
jedoch  kleiner  als  dieselbe  ist.  Diese 
Zahl  2 (da  3’  schon  gleich  9,  also  grösser 
als  7 ist),  bildet  die  höchste  Stelle  der 
Wurzel.  Ihr  Quadrat  4 wird  von  der 
eDtaprechenden  Klasse  7 abgezogen,  und 
an  den  Rest  3 schreibt  man  rechts,  die 
n&chstc  Klasse  24,  so  dass  man  324 
hat.  Der  doppelte  Werth  des  bis  jetzt 
Torhnndenen  Thcils  der  \Vurzcl,  also 
2*2  = 4 dividirt  in  diese  Zahl,  jedoch 
mit  Ausschluss  der  letzten  Ziffer  4.  4 
in  32  ist  8 mal  enthalten.  Jedoch  kann 
man  aus  einem  gleich  anznrührenden 
Qroode  nicht  8,  sondern  nur  6 als  Quo- 
tient nehmen  ; derselbe  bildet  die  zweite 
Ziffer  der  Wurzel.  Man  bildet  nun  das 
Quadrat  von  6.  also  und  multiplicirt 
den  Divisor  4 mit  6,  was  24  gibt.  Beide 
Zahlen  werden  so  unter  einander  ge- 
schrieben , wie  dies  in  unserm  Beispiele 
rechts  geschehen  ist,  die  erstere  3G  also 
mit  ihrer  letzten  Ziffer  eine  Stelle  naeh 
rechts  gegen  die  24  ansgerückt,  und  so 
die  Summe  gebildet.  Dieselbe  276  wird 
von  324  abgezogen.  Hatte  man  statt 
der  Wurzehiffer  G etwa  7 genommen, 
so  wären  28  und  49  die  zu  addirenden  Zah- 
len gewesen,  und  der  Subtraheudus,  also 
die  Summe  beider,  329,  w elche  grösser  als 
der  Minucndiis  324;  cs  w*nr  also  die  nächst 
kleinere  Zahl  zu  nehmen.  Zum  Rest 
48  kommt  die  nächste  Klasse  14,  und 
das  ganze  Verfahren  wiederholt  sich. 
Das  Doppelte  des  bis  jetzt  vorhandenen 
Wurzeltheils  26,  also  52,  dividirt  in  481. 
Der  Quotient  9 ist  die  nächste  Wurzel- 
siffer.  Man  bildet:  9*52  = 408 
9*=  81. 

Die  Sarame  4761 , die  man  offenbar 
auch  leicht  ohne  Weiteres  hinschreiben 
kann,  wird  von  4819  obgezogen.  Dem 
Reste  53  noch  die  Ziffern  der  letzten 
Klasse  81  hinzugefflgt.  Divisor  ist  nun : 
2 * 269  = 538.  Derselbe  in  538  dividirt 
gibt  1 und  man  bildet:  1*538  = 538 

1*=  1. 

Die  Summe  5381  von  5381  abgezogen, 
gibt  Kuli  als  Rest.  Die  Rechnung  ist 
beendet,  und  >^7241481  = 5381. 

Die  Gründe  diese,  Vcrfnhrcns  sind  die 
foli^enden. 

Bezeichnen  wir  die  Ziffern  der  Wur- 
zel naeh  der  Reihe  mit  n,  ß,  y,  if,  so 
■iad  dieselben  ihrem  wahren  Werthe  nach, 


der  sich  ans  der  Stellung  ergibt;  1000« 
+ 100/?-)  lOy  + cf.  Die  Zahl  7211481, 
deren  Wurzel  wir  au;;r.ieheu,  sei  gleich 
A]  cs  wurde  nun  von  der  ersten 
Klasse  von  A abgezogen.  Da  diese 
Klasse  aber  Millionen  enthiilt,  so  ist 
die  abzuziehende  Zald  in  der  Timt 
n>  . 1000000=(1000rr)>.  Der  Rest  war : 
.4-(10tX)«)*  = 3241481. 

Dividirt  wurde  mit  2«  oder  vielmehr 
mit  2 • 1000  • rr,  und  es  ergab  sieh  KXt;? 
als  Quotient;  wir  bildeten  dann  das 
Product  i 2 ■ 1000  • « • 100/?  und  (100^)’, 
und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dies 
Einrüeken  des  Quadrats  um  eine  Stelle 
rechts  eben  dem  Werthe  derselben  (Zehn- 
tausendo)  gegen  die  des  Products,  wel- 
ches Ilunderttauseiidc  enthält,  entsprach. 
Nun  wurde  von  der  noch  übrigen  Zahl 
A — (1000  «)’  abgezogen : 

2 • lOOOrc  100,?+(100fl% 
und  der  Rest  war: 

^-(1000o)’-2  • lOOOn  • 100/?-(100/?)* 
= 481-481. 

Divisor  ist  nun: 

2(1000«+1Ö0/?), 

Qnotient  10/;  abgezogen  wird: 

2 (1000 « ■)  100  /?)  10  / -(-  (10  /)  ’ ; 

man  erhielt : 

i4-(1000«)’-2. 1000«  ■ 100 /?-(100/?)* 
-2(1000« -f  100^)10/- (10/)>  =.'■>381. 
Divisor  ist  jetzt: 

2(1000«-f-100/?  + 10/), 

Quotient  <f,  Subtrahendns : 

2 (1000  « + 100 /? + 10 /)  tf  + <f  ^ 
der  Rest: 

vl-(1000n)’-2- 1000«  . 100/S 

- (100 /?; > - 2 (1000  « -(- 100 /?)  10  y 

- (10  /)» - 2 (1000«+  lOO/l+lO  y)  <T 

• -J'=0, 

also: 

A = (1000«)’ +2  • 1000«  • 100^ 

-)-(100/?)»  + 2(1000«-|  100/!)10y 
(+  lOy)’  + 2 (1000a  + 100  /?  + lOy)  (1  + (f  > . 
Nach  der  Formel: 

(z:+y)>  = *’  + 2xy  + y' 
geben  die  drei  ersten  Glieder  rechts: 
(lOOOn-f- 100^)>; 

dies  verbunden  mit  dem  4 ten  und  5 ten 
Gliedc  naeh  derselben  Formel : 

(1000«-)-100/?  + 10y)*. 
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Verbindet  man  hiermit  endlich  die  bei- 
den letr.ten  Glieder,  so  kommt: 

^ = (1000  o + 100/J  4- lOy  + d)», 
also : 

y ^ = 1000  « + 100  ^ 4- 10  y 4- d, 
was  zu  beweisen  war. 

Fall  B).  Sei  ein  Decimalbmch  gege- 
ben, dessen  Quadratwurzel  sich  jedoch 
vollständig  auszichen  lässt. 

Wir  geben  der  Einfachheit  wegen  dem 
Dccimalbruch  dieselben  Ziffern,  welche 
in  unserm  vorigen  Beispiele  die  Quadrat- 
zahl hatte,  und  suchen  daher  V 724,1461 
zu  bestimmen.  Offenbar  ist  aber: 


724,1481  = 


7241481 
10000  * 


Fall  C).  Sei  eine  Nicbtqnadratzahl  oder 
ein  beliebiger  Dccimalbruch  gegeben. 

Das  Verfahren  ist  ganz  das  obige,  nur 
wird  beim  Abziehen  niemals  Null  erhal- 
ten. Man  bricht  dann  die  Bcchnang  bei 
irgend  einer  Stelle  ab,  und  es  wird  dann 
der  Fehler  nie  so  gross  sein,  als  eine 
Einheit  der  letzten  Stelle  der  Wurzel,  die 
man  erhalten  hat.  Ist  die  Zahl  eine 
ganze,  so  wird,  nachdem  die  Ziffern  er- 
schöpft sind,  ln  der  Wurzel  ein  Komma 
geschrieben,  und  weiter  fortgcrcchnet, 
indem  man  statt  der  2 Ziffern  jeder 
Klasse  dem  Reste  2 Nullen  hinznffigt. 
Bei  Decimalbrüchen  hodet  Gleiches  statt, 
wenn  die  Ziffern  des  Bruches  erschöpft 
sind. 

Beispiel  I. 


also : 

Viiimi  2691 

„Die  Wurzel  aus  dem  Dccimalbrnche 
wkd  also  aus'  der  seines  Zählers  gefun- 
den, w’enn  man  das  Komma  um  halb 
so  viel  Stellen  von  rechts  an  ciorückt, 
als  der  Bruch  hinter  dem  Komma  hat, 
also  hier  um  2 Stellen.*^ 

Vorausgesetzt  ist  hierbei,  dass  die 
Anzahl  der  Bruchstellen  grade  ist.  Dies 
ist  bei  Qnadratznblen  immer  der  Fall, 
und  kann  im  Uebrigen  stets  erreicht 
werden,  wenn  man  links  eine  Null  bin- 
zufügt,  wodurch  sich  der  Dccimalbruch 
nicht  ändert. 

'Gleiches  wird  offenbar  erreicht,  wenn 
man  folgendermaasscn , und  dies  ist  die 
gewöhnliche  Methode,  verfährt.  Man 
iheilt  den  Bruch  724,1481  ebenfalls  in 
Klassen  von  je  zwei  Ziffern,  aber  nicht 
von  rechts  an  nach  links,  sondern  vom 
Komma  an  nach  beiden  Seiten.  Es  ste- 
hen dann  halb  so  viel  Klassen  hinter 
dem  Komma,  als  der  Bruch  Stellen  hin- 
ter demselben  hat.  Das  Komma  der 
Wnrzcl  kommt  dann,  wenn  man  bei  der 
Zahl,  deren  Wurzel  gesucht  wird,  bis  da- 
hin gelangt  ist.  Auf  diese  Weise  er- 
reicht man  in  der  That,  dass  die  Wur- 
zel halb  so  viel  Stellen  hinter  dem 
Komma  als  das  Quadrat  hat,  da  in  er- 
sterer  jeder  Klasse  eine  Stelle  entspricht. 
Das  Schema  ist  also  folgendes: 

V'7  24,114  «1  = 26,91 

4 


/7|31  = 27,037  . . . 
4 

41  331 
329 


54|-  200 
5401  20000 

16209 

54061  379100 

378469 
631. 

Beiipiel  II. 

^7131,154160  = 27,047  . . . 
4 

4i~M 

229 

54|  254 

5401  25460 
21616 


54081  384400 
378609 


5791. 


4|  324 
276 

521  4814 
4761 

538|  5381 


Im  letzten  Beispiel  ist  der  6 rechts  eine 
Null  hinzngeffigt,  da  sich  sonst  keine 
vollständige  Klasse,  die  aus  2 Ziffern 
besteht,  ergäbe. 

Die  Gründe  des  Verfahrens  sind  fol- 
gende. 

Wenn  im  letzten  Beispiel  A die  Zahl 
ist,  deren  Wurzel  man  auszieht,  so  be- 
merkt man,  dass  wenn  r der  Best  (5791) 
ist,  offenbar:  (27,047)’ = -4  — r ist,  also 
genau:  27,047  =V(jl  — r). 

Offenbar  nämlich  gelten  die  oben  in 
Fall  A)  gemachten  Schlüsse  auch  für 
die  Zahl  A—r,  da,  wenn  dieselbe  an  der 
Stelle  von  A stände , die  Subtraction 
Non  geben  würde.  Die  OrOsse  r ist 
aber  ihrem  wahren  Werthe  nach : 0,005791, 
denn  man  ist  in  der  Rechnung  bis  zur 
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wehsten  Stelle  nach  dem  Komma  vor- 
gerückt, nnd  allgemein,  wenn  man  n 
Klüsen  nach  dem  Komma  noch  berück- 
sichtigt, oder  wie  hier  durch  Nullen  er- 
ghnst  hat,  wird  der  Nenner  von  r sein 

lO’*.  Man  kann  al>er  auch  laicht  eine 
Grcnie  für  den  wahren  Werth  von  r 
fiaden.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  den 
bis  dahin  gewonnenen  Wnrzcltlieil  mit 
R und  die  durch  die  nächste  Division  sich 

a 

eigebende  Zahl  mit  ; — bezeichnen, 

10»+ ‘ 

wo  ß eine  ganze  Zahl  nnd  kleiner  als 
10  ist.  Es  wird  dann: 

10"+'  io'-‘'+* 

von  r abgezogen.  Es  ist  nümlich,  da 
man  bis  znr  nten  Klasse  vorgerückt  ist, 

der  Nenner  der  letzten  Wurzelziffer 
lO" 

and  — — der  der  folgenden.  Man  hat 

10» + ‘ 

aber  ß so  gross  genommen,  als  dies  ge- 
schehen kann,  ohne  dass  der  Rest  ne- 
gativ wird.  Vermehrte  man  ß um  eine 

Einheit,  also  um  — so  würde  also 
10"+' 

letzteres  eintreten,  and  cs  ist  somit: 

, 0»+l)>. 

10  10""^ 

für  ß nehmen  wir  seinen  grössten  Werth 
9,  also  wird  gewiss  sein: 


• 10  . 10* 
10"+'  io'-"+’^’ 

d.  h. : 

r<^  + -V- 

lO“  10  " 

Es  war 

nun  : 

«*  = A—r, 

also : 

a‘■^-r  = A, 

10"  10‘" 

oder  was  dasselbe  ist: 

1 

«+— 1 >A, 

lO”/ 

«+— >V'^. 
lO" 


also  in  der  That,  wenn  man  a nm  eine 
Einheit  seiner  letzten  Stelle  vermehrt, 
so  würde  man  schon  über  \A  hinans- 
gekoromen  sein,  und  mithin  ist  a dieje- 
nige Zahl,  welche  unter  allen  mit  gleich 
viel  Stellen,  welche  kleiner  als  \A  sind, 
dieser  Grösse  am  n&chsten  kommt. 

Selbstverständlich  vermehrt  man  aber 
die  letzte  Ziffer  von  a um  eine  Einheit, 
wenn  die  nächstfolgende  grösser  als  5 
sein  würde,  wie  bei  allen  Rechnungen 
mit  Decimalbrüchcn. 

5)  Abkürzung  des  Verfahrens 
beim  Ausziehen  der  Quadrat- 
wurzeln. 

Die  eben  gegebene  Methode  der  Wur- 
zelausziehung  hat  den  Uebelstand,  dass 
die  Divisionen  und  Subtractionen  mit 
immer  grösseren  Zahlen  geschehen,  und 
daher  desto  weitläufiger  uud  schwieriger 
werden,  je  weiter  man  in  der  Bestimmung 
der  Wnrzclzififern  vorrückt.  Andererseits 
aber  sieht  man  leicht,  dass  wenn  man 
es  mit  inationalcn  Wurzeln  zu  thun  bat, 
nicht  einmal  alle  Ziffern  der  Divisoren 
einen  Einflnss  auf  das  Resultat  ausQben. 
So  z.  B.  würde  im  zweiten  Beispiele  des 
vorigen  Abschnittes  dasselbe  Resultat 
27,047  erhalten  worden  sein,  wenn  man, 
nachdem  .map  bis  zum  Divisor  540 -ge- 
langt, mit  540  in  die  noch  übrigen  Zif- 
fern 2546  in  der  gewöhnlichen  Weise 
dividirt , ohne  den  Divisor  zu  ändern, 
ln  der  That  ist: 

540  I 2546;471  . . . 

_2160^ 

3860 

3780 

800 

und  die  Ziffern  47  des  Quotienten  stim- 
men mit  den  letzten  der  Wurzel  27,047.. . 
überein. 

Es  fragt  sich  nun,  von  welcher  Stelle 
an  man  diese  Division  mit  unveränder- 
tem Divisor  beginnen  kOifue.  Zuvörderst 
wollen  wir  jedoch  untersuchen , welche 
Genauigkeit  überhaupt  bei  einer  Wur- 
zelansziehnng^zu  verlangen  ist. 

Die  Zahlen,  deren  Wurzeln  man  be- 
stimmen w'ill,  sind  bei  irgend  einer  An- 
wendung offenbar  durcK  andere  Rech- 
nungen oder  durch  Messungen  gegeben. 
Ihre  Verlässlichkeit  hat  also  eine  gewisse 
Grenze,  die  man  im  Allgemeinen,  wenn 
es  Decimatbrüche  sind,  eben  durch  die 
Anzahl  Stellen  andentet,  die  man  dem 
Decimalbmche  gibt.  Soll  man  nun  also 
z.  B.  ans  A die  Wurzel  ansziehen,  so 
ist  A eine  Zahl,  die  einen  Fehler  y hat, 
wo  y kleiner  ist  als  eine  Einheit  der 
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niedrit;Bten  Stelle  von  A.  Die  Zahlcn- 
werthe  von  uml  VX/t  + v)  werden  nun 
auf  eine  Anzahl  von  Stellen  übcroinslim- 
men,  dann  aber  von  einander  abweichen, 
und  nur  bis  zu  dieser  Stelle  wird  man 
die  Wnnelansziehung  fortsetzon,  da  die 
folgenden  Stellen  eben  falseh  sind.  Su- 
chen wir  also  diese  Stelle,  d.  b,  beant- 
worten wir  die  Frage:  Wie  viel  richtige 
Stellen  kann  man  für  \A  gewinnen, 
wenn  A ein  abgekürzter  Uecimal- 
bruch  ist? 

Es  sei : 

yA  = tr,  + 

so  ist  die  höchste  Ziffer  von  X diese 
Grenze  der  GeiiauigkeiC.  Man  hat  aber: 


der  Dccimalstollen  von  A oder  höchstens 
um  eine  Einheit  grösser.  Daraus  folgt: 
„Der  Wurzel  einer  abgekürzten  Zahl 
kann  inan  soviel  richtige  Deeimalstellen 
geben  (bezüglich  eine  mehr,  wenn  die 
Ordnung  der  höchsten  Ziffer  der  Zahl 
eine  ungrade  Potenz  von  10  ist),  als  die 
Zahl  selbst  hat.^V 

Wir  wollen  jetzt  schon,  wie  sich  die 
Bestimmung  der  richtigen  Wurzelziffem 
mit  möglichst  weniger  Kcchnuug  errei- 
chen lasse.  Zu  dem  Ende  suchen  wir 
die  Wurzel  von  7D34.6815,  welche  Zahl 
8 Deeimalstellen  hat. 

y79[34j68l5  = 89,070829  . . . 

04 

1521 


also; 


1781  13G8 


»-=2f<l  + D,  2«l<i-,  l<^- 


Möge  A nnn  nach  dem  Komma  ii  Stel- 
len haben  — sind  selbst  die  Einer  oder 
mehr  ganze  Stellen  nicht  mehr  vorhan- 
den, so  ist  « negativ  — während  die 
höchste  Ziffer  von  A 2 s oder  2 s — 1 
Stellen  vor  dem  Komma  stehe.  (Uat 
man  es  mit  einem  echten  Bruch  zu  tliun, 
so  denkt  man  s negativ).  Es  hat  dann 
A im  ganzen  n-f  2s  oder  B-f2s  — 1 rich- 
tige Dccimalstollen,  und  cs  ist  y<- 


17801  136815 
124619 

17814'  121660 
106884 
147760 
142512 


folglich ! 


10” 


1<- 


2o-  lO" 


Was  nun  n anbetrifft,  so  entsprechen  je 
zwei  Stellen,  d.  h.  eine  Klasse  von  A 
einer  Ziffer  von  er,  mit  Ausnahme  der 
höchsten  Klasse,  welche  auch  eine  Ziffer 
haben  kann,  und  die  höchste  Ziffer  von 
a Steht  also  s Stellen  vor  dem  Komma, 
und  cs  ist: 

o<10‘+  ‘. 

Die  Grenze  von  l hat  n nur  im  Nenner; 

setzt  man  also  10*"^*  für  o,  so  wird 
diese  Grenze  vergrössert , and  man  hat: 
1 


1<- 


2-10 


.H-1-S+  t’ 


d.  h.  der  Fehler  l enthält  höchstens 
Ziffern,  die  n-f-s-{-l  Stellen  nach  dem 
Komma  stehen,  n hat  also  B-|-i  rich- 
tige Bruchstellen,  wozu  noch  die  » Stel- 
len vor  dem  Komma  kommen,  so  dass 
die  Anzahl  der  richtigen  Deeimalstellen 
2s  -f » ist.  Diese  Zahl  ist  gleich  der 


524«! 

35628 

168520. 

Das  cingeschlagcne  Verfahren  ist  fol- 
gendes : . 

Es  ist  in  der  gewöhnlichen  Vfatt 
die  Wurzel  ausgezogen  bis  zur  Errei- 
chung der  ersten  4 Ziffern:  89,07,  die 
wir,  ihrem  Wertlie  nach  genommen,  mit 
p bezeichnen.  Dann  ist  aber  mit  2p 
weiter  dividirt,  und  zwar  nach  gewöhn- 
licher Art,  indem  man  immer  nach  jeder 
Thcildivision  eine  Stelle , hier  also  wo 
die  Stellen  erschöpft  sind,  eine  Null  dem 
Beste  zufügt.  Ebensogut  hätte  die  Di- 
vision in  der  gewöhnlichen  abgekürzten 
Weise  stattfinden  können,  was  hier  der 
Ucbcrsichtlichkeit  wegen  nicht  geschehen 
ist.  Es  fragt  sich : Wie  viel  richtige 
Ziffern  erhält  der  Quotient  noch  bei  die- 
ser Division?  Wir  wollen  diese  letzteren 
Ziffern  ihrem  wahren  Werthe  nach  ge- 
nommen durch  g bezeichnen.  Sei  A 
die  Zahl,  deren  Wurzel  man  sucht,  so 
hat  man  zunächst  gefunden: 

A-ft-p\, 

wo  p der  Rest  12166  ist,  welcher  erhal- 
ten wdrd,  wenn  man  die  letzte  Ziffer  von 
p,  also  i gewonnen  hat , und  den  Ab- 
zug nach  der  gewöhnlichen  Art  des 
Wurzelziehens  verrichtet  hat. 

In  fl  wird  dann  mit  2p  dividirt,  und 
q ist  der  Quotient,  so  dass  man  hat: 
2p7  = /i, 

also : 
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i4  = }i*-t-2py  = (p+?)'-?’, 
und  folglich ; 

P+9  = V(-<  + «’)- 

Bei  die  buchste  Ziffer  von  A von  2»  — Iter 
oder  2»tcr  Ordnung,  die  von  9*  von 
ii-lter  Ordnung,  wo  n positiv  oder  ne- 
gativ ist,  je  nachdem  diese  Ziffer  vor 
oder  nach  dem  Komma  steht.  Die  Aus- 
drücke A und  A + g'  stimmen  also  in 
den  ersten  2i  — n bciüglich  2»  — 1 — n 
Ziffern  überein,  und  sonach  werden  dies 
nach  die  beiden  Qnadratwurscln  yA  und 
yf^A-^-g'')  in  den  ersten  2»  — 1»  Ziffern 
übereinstimmen , wie  wir  oben  gezeigt 
haben. 

Die  höchste  Ziffer  von  yA  oder 
V(vl-f9’)  ist  Ster  Ordnung. 

o*  war  <-^,  also  g< > 

10" 

also  die  höchste  Ziffer  von  g von  der 
Ordnung  ^ — 1,  bezüglich  ^^j-,jcnnch- 

Jt  O 

dem  n grade  oder  ungrade  ist.  Man 
batte  also,  als  man  die  abgekürzte  Di- 
visionbegann, bereits  s — ^ oder  s 

Ziffern , und  da  eben  so  viel  genaue 
Ziffern  gewonnen  werden  können,  als 
deren  vorhanden  sind,  in  welchen  yA 
und  y(A-f-9*)  übereinstimmen,  d.  h. , 
2s— n,  „so  kann  man  bei  der  abgekürz- 
ten Division  grade  so  viel  genaue 
Ziffern  der  Wurzeln  erhalten , als  man 
deren  vorher  hatte“.  In  unserem  Bei- 
ipiclc  sind  in  der  That  vier  Ziffern  auf 
die  gewöhnliche  Weise,  vier  durch  Di- 
vision gewonnen. 

„Hat  das  Quadrat  2<  oder  2(  — 1 ge- 
naue Ziffern,  so  muss  man  also  die 
halbe  Anzahl  von  Ziffern  der  Wurzel, 
also  t auf  gewöhnliche  Art  berechnen, 
und  kann  die  andere  Hälfte  durch  das 
abgekürzte  Verfahren  finden,  wenn  man 
diese  Wurzel  so  genau  haben  will, 
als  es  die  Genauigkeit  des  Quadrates 
gestattet.“  , 

Auch  selbst  die  abgekürzte  Methode 
verlangt  sehr  lange  und  zwar  an  Länge 
immer  zunehmende  Divisionen,  wenn  man 
viele  Ziffern  verlangt.  In  letzterm  Falle 
würden  also  andere  Methoden  anzuwen- 
den  sein,  die  aber  besser  beim  allgemei- 
nen Wnrzclausziehen  mitgetheilt  werden. 
(Vergleiche  den  Artikel:  Quantität.) 

Ueber  die  Berechnung  der  Quadrat- 
wurzeln durch  Kettenbrüche  vergleiche 
man  den  Artikel :- Quadratische  Glei- 
chungen. 


(>)  Imaginäre  Zahlen. 

Es  ist  somit  dargethan,  dass  jede  po- 
titive  Zahl  eine  positive  Quadratwurzel 
habe,  welche  sich  entweder  genau  , oder 
bis  zu  einer  beliebigen  Grenze  der  Ge- 
nauigkeit bestimmen  lässt.  Zu  dieser 
Wurzel  kommt  noch  eine  zweite  nega- 
tive von  gleichem  absoluten  Betrage. 

„Was  nun  die  negativen  Zahlen  nn- 
betrifft,  so  können  deren  Quadratwurzeln 
weder  positiv  nöch  negativ  sein.“ 

Denn  seif 

Y(.-a)  = b, 

wo  b eine  positive  Zahl  ist,  so  wäre 
also : 

— a = h' ; 

das  Quadrat  einer  positiven  Zahl  kann 
aber  nicht  negativ  sein.  Auch  wenn  b 
negativ  wäre,  müsste  sein  Quadrat  po- 
sitiv sein,  also  ist  auch  hier  die  Glei- 
chung —a=b^  unmöglich. 

Der  Ausdruck  y~A  bildet  ein  neues 
Element  in  der  Arithmetik,  und  heisst 
imaginäre  Zahl , während  man  die  posi- 
tiven und  negativen  als  reelle  Zahlen 
bezeichnet. 

Da  alle  Zahlen , welche  aus  der  Ein- 
heit durch  Abziehen  und  Zuzählen,  Ver- 
vielfältigen und  Thcilcn  entstehen,  posi- 
tiv oder  negativ  sind , so  gelangt  mau 
durch  keine  dieser  Operationen  mit  reellen 
Zahlen  zu  den  imaginären.  Bei  der  An- 
wendung auf  Raum  oder  Zeitgrössen 
entsprechen  sie  also  nie  einem  wirklichen 
Gegenstände,  da  man  immer  durch  eine 
dieser  Operationen  von  einer  Grösse  zu 
einer  anderen  gleichartigen  gelangt.  Je- 
doch entstehen  alle  imaginären  Zahlen 
durch  dergleichen  Operationen  aus  einer 
einzigen  V— 1,  die  man  auch  mit  i be- 
zeichnet; nur  muss  dieselbe  nöthigen 
Falls  mit  einer  reellen  Zahl  verbunden 
werden.  Der  Ausdruck  a-t-4i,  wo  a und 
b reelle  Zahlen  sind,  ist  also  der  allge- 
meinste in  der  Analysis  vorkommende. 
Was  die  Rechnung  mit  dem  Imaginären 
betrifft,  so  verfährt  man  so,  als  wenn  i 
oder  V— 1 eine  unbestimmte  reelle  Zalil 
wäre,  indem  man  nur  mit  diesem  Ver- 
fahren die  Gleichung  verbindet: 

es  ist  nämlich  nach  der  Definition  : 

So  z.  B.  ist : 

V(-A)=V(iM)  = iM. 

womit  wenigstens  für  die  Quadratwur- 
zeln der  negativen  Zahlen  dargethan  ist, 
dass  sie  Vielfache  von  i oder  1 sind. 
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Ein  Mehrercs  Uber  die  Natur  und  die 
EiirenBchaftcn  der  imapnären  Zahlen 
gehört  nicht  in  diesen  Artikel.  (Man 
vergleiche  den  Artikel : Quantität.) 

Wir  bemerken  noch,  dass  wenn 

V(-l)=i 

gesetzt  wird,  eine  zweite  Wurzel  von 
— 1 auch  — « sein  muss,  da: 

(_i)s-(_l)ii.  = _l 
ist,  und  eben  so  gibt  cs  zwei  Wurzeln 
von  einer  beliebigen  negativen  Zahl  — ^4, 
nämlich  -^iyA  und  — 

„Die  negativen  Zahlen  haben  ebenso 
wie  die  positiven  2 Quadratwurzeln.“ 

Es  entsteht  aber  jetzt  die  Frage,  wie 
man  aus  einer  imaginären  Zahl  die  Qua- 
dratwurzel finde.  Die  Beantwortung 
derselben  gehört  in  die  Theorie  der  all- 
gemeinen W’urzeUuszichung  und  Poienz- 
rechnnng.  Jedoch  kann  einiges  Elemen- 
tare darüber  schon  hier  gegeben  werden. 
Sei ; 

wo  a,  6 gegebene  reelle  Zahlen  sind, 
c und  d dergleichen,  welche  aber  gefun- 
den werden  sollen.  Erhebt  man  beide 
Seiten  dieser  Gleichung  ins  Quadrat,  so 
erhält  man : 


doch  nur  die  obern  Zeichen  der  Wur- 
zeln zu  nehmen,  im  entgegengesetzten 
Falle  würden  nämlich  offenbar  c’  und 
d“*  negativ,  also  c und  d imaginär  sein. 
Man  hat  also : 

c=±|/| 

Dop  neuen  Wurzeln  ist  nntUrlich  dos 
doppelte  Vorzeichen  zu  geben. 

Ks  fragt  sich  noch,  welche  Zoiehen 
von  c man  mit  denen  von  d combiniren 
müsse,  da,  wenn  man  sie  beliebig  ver- 
bände, vierWerthe  von  V^(o-)-di)  sich  er- 
geben würden,  während  dieser  Ausdruck 
doch  deren  nnr  zwei  hat.  Zn  dem  Ende 
gehe  man  wieder  von  der  Formel : 

<i-t-  4i  = c’— </’-f2crfi 
ans.  Ist  b positiv,  so  moss  dies  sonach 
auch  mit  cd  der  Fall  sein , d.  h.  es 
müssen  beide  Wurzeln  gleiche  Zeichen 
haben;  ist  b dagegen  negativ,  so  haben 
sie  immer  ungleiche  Zeichen,  und  es  ist, 
wenn  jetzt  b eine  immer  positive,  a 
eine  positive  oder  negative  Zahl  vor- 
stellt ; 


o-|-4i=(c-l-di)’  = c*-i-2cdi  -f-d’i’, 
oder  da: 

P = -l 
ist: 


a-f4i  = c*— d’-p2cdi. 

Da  nun  der  reelle  Theil  rechts  c'  — d* 
nur  dem  reellen  Thcile  a links  gleich 
sein  kann,  so  zerfällt  diese  Gleichung  in 
die  beiden  andern  : 

(i  = c’  — d’,  b = 2cd, 
welche  znr  Bestimmung  von  c und  d 
dienen.  Nach  Elimination  von  d bat 
man: 


V(a -t- 4 i)  = + 1 ^ ^ 4«) 

V(o-4i)  = + j^y  " + 1 )/(7Mr4^) 

wo  alle  Wurzeln  rechts  mit  dem  positi- 
ven Zeichen  zu  denken  sind. 

Beispiel.  Sei  gesucht: 

V(5_:_12i),  a = 5,  4 = 12,  V(a*-t-4> 


4= 

a = c’— d.  h.  c*— ac* 
woraus  folgt: 

In  ähnlicher  Weise  ergibt  sich: 
4’ 

d‘-i-ad>  = ^, 

also: 


4> 

T’ 


'''  = -|±|V(a*  + 4>). 

Da  c und  d reell  sein  sollen,  sind  je- 


=  V169  = 13, 

also ; 

V(5-f  12i)  = + j^y'-l^-f.  j y 

^ i=±(V9  + i>4), 

V(5-H2i)  = + (3-|-2i), 
V(5-12i)  = + (3-2i). 

7)  Quadratwurzeln  ans  Buch- 
st a b e n a usdr  ü c ken,  namentlich 
ans  Fotenzroihen. 

Irgend  ein  Bnehstabenansdmek  ist  ein 
vollständiges  Qoadrat,  wenn  er  ans  einem 
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ähnlichen  dnrch  Erhebung  ine  Quadrat 
gewonnen  ist;  so  z.  B.  ist  a*-f2a6-|-6* 
ein  vollständiges  Quadrat  und  a + & die 
Wurzel  davon. 

Ist  ein  Bachstabenausdruck  nicht  auf 
diese  Weise  gewonnen«  so  kann  auch 
seine  Wurzel  durch  keine  ähnliche  For> 
inel  dargestellt  werden.  So  z.  BL  ist 
Y{a*  + h^)  nicht  in  solcher  Weise  dar- 
stellbar. Der  Ausdruck  \x  gibt  eben 
den  Werth  der  gesuchten  Wurzel  an, 
und  kann  mit  ihm  in  gewöhnlicher  Weise 
gerechnet  werden.  Es  gibt  aber  auch 
Darstellungen  von  Quadratwurzeln  un- 
vollständiger Quadrate  in  der  Gestalt 
unendlicher  Keihen,  die  jedoch  nur  so 


lange  ihre  Bedeutung  und  überhaupt 
oinen  Sinn  behalten«  als  sie  convergiren, 
d.  h.  einer  bestimmtcu  Grenze  sich  an- 
nähern. 

Wir  geben  zunächst  die  Art,  wie  man 
die  Quadratwurzel  aus  einem  Buchsta- 
bcnausdruckc,  der  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist,  berechnet.  Die  Methode  ist 
genau  die  bei  Zahlcnausdrückcn  ange- 
wandte. — Sei  gesucht  die  Quadratwur- 
zel aus  : 

^ = 16x*  + 4-7i’-24x^-M2x. 
Die  Zahl  ist  zunächst  nach  absteigenden 
oder  aufsteigenden  Potenzen  einer  Grösse 
zu  ordnen,  also: 


^ ^ y 
V16j:‘-24j*-7x*  + 12x+4  = 4*>  -3x-2 

16  x‘ 

8x>|  -24x*-7x>  + 12x+4 
-24x*+9x* 

&x»-6x  -16x*  + 12x  + 4 
-16i>  + 12x  + 4. 


Han  sucht  znnichst  die  Wnnel  des  höchsten  Gliedes  16x‘,  also  4x’z=n,  da 
(x')>  = x*  ist,  zieht  das  Qnadrat  16x‘  von  der  ganzen  zu  nntersnehenden  Qua- 
dratzahl  ab ; in  das  erste  Glied  der  Uifferenz  wird  mit  2n  dividirt  und  der  Quotient 
-3i  sei  /J;  man  bildet  2«^+^’  und  zieht  wieder  ab,  in  das  erste  Glied  der 
Differenz  — 16x*  dividirt  man  mit  2(n+/})  and  der  Quotient  —2  sei  gleich  y;  es 
wird  dann  2(a-t-fl)y+y*  abgezogen.  Die  Differenz  ist  Noll.  In  der  Tbat  hat 
man  also : * 

A—a’—2afl—fl’—2(a+fi)y—y^  x:0. 


d.  h.: 


und: 


.4-(«+/S+y)«=0, 


A =z(n+ß  + yy, 


ri+fi  + y=yA, 

was  zu  beweisen  war. 

Bei  dreigliedrigen  Ausdrücken  kann  man  einfacher  nach  der  Formel: 


o + i = V'(n’ ±2aA  + 4>) 

rerfahren,  d.  h.  die  GrSsse  ist  ein  vollständiges  Quadrat,  wenn  zwei  Glieder  voll- 
iländige  Quadrate  mit  positivem  Zeichen,  das  dritte  aber  das  doppelte  Product 
beider  ist,  die  Summe,  bezüglich  DifTerena  der  Wurzeln  beider  Quadrate  ist  die 
gesuchte  Wurzel  der  Grössen. 

Beispiel. 

V(9x‘  + 12«x*+4a*  x«=3x’+2ax. 

Fa  ist  nämlich  9x<  das  Quadrat  von  3x^,  4a’xs  von  2ax,  12iix'  aber 
das  doppelte  Product  von  2ax  und  3x’. 

Gehen  wir  noch  ein  Beispiel  der  Entwicklung  einer  Quadratwurzel  einer  nicht 
quadratischen  Grösse  in  eine  anendliche  Reihe. 
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_9x> 

6x|  - ly  ' 


■ix  27x» 


4y* 

'243l» 


4y* 


I 


_i^4- 

9x‘  81x 


8y‘  4y* 


729x 


4y« 

Sx 


V|_V_ 

'27xV  81x*  729x*' 

Daa  Verfahren  ist  ganz  das  obige,  nur  daaa  der  Rest  nie  Null  blcibi. 

Das  Gesetz  der  unendlichen  Reihe  rechts  ist  leicht  zu  erkennen.  Offenbar 
ist  dieselbe  gleich: 

Die  Identität  dieses  Ausdruckes  mit  — 4i/*)  findet  aber  nur  so  lange  statt, 

als  diese  Reihe  eonvergirt,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Differenz,  welche  beim  fort- 
gesetzten Divldircn  und  Abziehen  entsteht,  sich  der  Null  nähert.  Es  ist  dies 
beiläufig' gesagt  so  lange  der  Fall,  als  2y<3x  ist.  Siehe  ein  Mchrcrcs  unter  dem 
Artikel:  Reihen. 

8)  Einige  Formeln  und  Satze  über  Quadratwurzeln. 

„Die  Wurzel  atu  einem  Product  ist  gleich  dem  Producte  der  Wurzeln  der 
Factoren.** 

V(a6c  . , .)  = Vfl  V*Vc  • • • 

Offenbar  ist  nämlich: 

(Vfl  V«‘)*  = V«*  V**  yc*  — abt, 
also  indem  man  auf  beiden  Seiten  die  Wurzeln  bildet: 
ya  \b  Vc  = y(rt&  c). 

„Die  Wurzel  eines  Quotienten  ist  gleich  der  Wurzel  des  Dividendus,  dividirt 
durch  die  des  Divisors.“ 


] 


6 “ V»' 


Wir  haben  diesen  Satz  schon  ohen  bewiesen,  indem  wir  — als  Bruch  bczcichneten. 

.,Dic  Wurzel  einer  graden  Potenz  wird  erhalten,  wenn  man  den  Exponenten 
durch  2 dividirt.“ 


Offenbar  ist: 


(o  )'  = <1 


also  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Wurzel  auszicht; 

« y in 
a = ' a . 

Beispiele. 

Es  sei  zu  vereinfachen  der  Ausdruck  : 

>'63  + V7W-vT75-V'28.^ 

Man  zerlegt  die  einzelnen  Zahlen  unter  dem  Wurzelzeichen  wo  möglich  in  pacto- 
ren,  deren  einer  quadratisch  ist;  dies  gibt: 

V7-3«  + vrT()i-/7^_)/7:^-3y7  + 10  V7-5  V7-2  V7  = (.3+10-5-2)  1 7 

= 617. 
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V'(9a^6»  + 18«n*)-2ic  |/(^  + ’g)  +3ai 


Man  erhält  durch  Zerlegung  der  Factoren  und  Vereinigung  der  Nenner: 
4 c’ 


V'9«*4»(«  + 2A)-24c|/'L’(“+2i)^g^^  2») 


- V'("  + 24)-f  V'(«  + 24)  = 3a*  V{a  + 2b) 

ZC  A 

-ab  V'(n+24)  + 6 4 c >'(«> 24)  = (2o4  + 64c)  }\ä+2b)=2b{a+3c)  l^(a  + 24j. 
Schliesslich  geben  wir  noch  die  LOsung  folgender  Aufgabe: 

„Es  soll  V(^:i:Vy)>  C’**  Ausdruck»  der  unter  dem  Wurzelzeichen  noch 

eine  zweite  Wurzel  liat,  in  eine  Summe,  bezüglich  Differenz  von  zw'ci  Wurzeln 
verwandelt  werden.“ 

Auflösung.  Wir  setzen: 

y(i±  Vy)= V*‘±Vc. 

und  erhalten,  wenn  wir  ins  Quadrat  erheben; 

X + Vy  = u + u^)'(«i;). 

Da  H und  e nur  durch  eine  Gleichung  bestimmt  sind , so  können  sie  noch  einer 
zweiten  willkürlichen  Bedingung  unterliegen.  Wir  setzen  daher: 

x=i«+r, 

und  erhalten  dann: 

Vy=:2y(ur),  d.  h:  y=;4ur. 

Diese  beiden  Gleichungen  bestimmen  u und  c völlig.  Es  ist: 
x’ ;ciU’4-2Hti+r’, 
y = 4M», 


also: 

und; 

Diese  Gleicbnng  zu 
addiri,  gibt: 
und  davon  subtrahirt ; 
also : 


x'—y  — u’— 2 uu4-i>’  = (u— c)’, 
u-r  = V'(x»-y). 

«=l[*+V(**-y)]. 

u=*[-»-K^-y)]. 


Beispiel. 

Sei  zn  bestimmen : 


Es  ist  dann: 
also: 


>^8+V'60. 

x=8,  y=60,  V(x*-y)  = V4  = 2, 


l^8-fy'6o=y  V5+V3 
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fl)  Tafel  ilcr  Qua  (trat  wurzeln  dererBten  1000  ganzen  Zahlen. 

0  I 100  j 200  ' 300  I 400  I 500  I 600  700  800  j 900 

1 I 1,0000' lO.aiflfl  14,177l'l7,34fll'2ü,02üO'2‘2,3830  24,51Kj'2G,47G4'28,301fl|30.0167 

2 I 1,4142  10,0995  14,2127  17.3781  20,0499  22,4054  24.53.57  26,4953  28,3196i30, 03X1 

3 . 1,7321  10,1489  14.2178  17,4069  20.0749  22,4277  24,.5.')61  265141  28.337330,0500 

4 I 2.0000  10,1980  14.2829  17,43:'>6  20,0998  22,4499  24  5764  26  ;')330  28.3549  30,0666 

5 I 2.2.'161  10.2470  14.3178  17^4642  204246  22,4722  24  .5967  26„5518  28  3725  30,0832 

6 2 4495  10  2956  14‘;i.527  17,4929  20,1494  22,1944  24,6171  26,5707  28,391)1  :»,0998 

7 2.64;')8,10.:M41|14  .•1875  17..5214  20,1742  22.5167  24  6:!74  26„5895  28,4077130,1164 

8 2.8284'  10  3923  14.4222  17,5499  20.1990-22  .W9  -24,6577  26,6083  28,4253'30,1330 
fl  3,0(MHU0,4403  14,45iai  17,5784  20.2-237  2-2.:5610  -24,6779  26.6-271  28,4429 :10,1496 

10  3.16-23  10,4881 114, 4914  1 7,6lX>8  20,-2485i-2-2„%32  24,6982  26,6458  28,4605  30,1662 

11  3.3166  10,5357  14.52:>8l7,6352  20.2731  2-2.60.53  24,7184  26,6646  28.4781 130, 18-28 

12  3.4641  10..5830  14  5602,17.66;i5  20  2978  22.6274'24,7386|‘26,6833  28,4956 .30,1993 

13  3,(W.56,10,6301;14..5945'17,6918  20,3‘224  22,6495  24,7.588  26.7021  28.5132  .30.21.59 

14  3.7417  10,6771.14.6287  17,7200  -2f)  3470  22,6716  24,779o'26.7208  28..5307 130.2324 

15  3,8730'  10.72:18:14.6629  17,7482  20.:1715  22.6936  24.7992l-2G,7395‘28.5482l3O,2490 

16  I 4,00(X)  10,7703  14,6969  17,7764  -20,3961  ‘22,71,56  24,8193  26.7.582  28.5657|30,2655 

17  4,1‘231|10.8167|14,7309  17,8045  ‘20,4206  22,7376  24.8395  26, 7769, 28..^dl32  30.2820 

18  4.24‘2G|  10,86-28  14.7648  17..S326  20.44.50  22,7596  24.8596  26,7955  28,6007  30.2985 

19  4,8589  10,9087  14.7986  17.8606 ‘20.4695 ‘2‘2,7816  24.8797  26.8142  28,6182,30.31.50 

20  I 4472140.9545  14.8324  17,8885  20,4939 ‘22,8035  24.8998 ‘26,8328 ‘2S.C>356 .30.3315 

21  4)5826  Il,(?l0(ri4:866ri7.9i6.5;2<)  5183  2-2:82.‘>4j24,9r99  ‘268514)78.G5^^ 

22  4.6<H)4;11,04.54  14  8997, 17.9444'20  54-26, -22.8473'‘24,9399  26,8701 '28,6705|30..3645 

23  4, 79')8  11,0905:14  ■j;3,32  17.97-22  20„567ü  ‘22,8692  24.9600  ‘26,8887  28.6880 , 30:3809 

24  4.8990  1 l,1.3f)5|  14.9666  18,0000  20..5913  22.8910  24.9800,26,9072628.7054130,3974 

25  .5.0000  11,1803115,0000  18  0278  20.61.55  22,9129  25.00)X), ‘26,9258128.7228130.4138 

26  5,0f)90  1 l.-2‘25Ö15,0)mri8X)555“2ää59¥^.‘)i^^^  80.430-2 

27  5,196-2  11,2694  15,0)565, 18,0831  20.6640  22,9565  -25,0400  26,9629'28,7576  3)),4467 

28  5.2915  11.3137, 15,(KJ97  18,1108  ‘20,6882  2-2,9783  25,0.599  26,9815  28,7750  30,4631 

‘29  5..3K5-2  ll,a578,15, 1.327  18,1384  ‘20,7123  23,0000  ‘25,0799  27,0000  28, 7924 '30,4795 

.30  5,477-2, 11.4018!15.16:>8  18,16,59  20,7364  ‘23,0217  25.0f)98  27,0187)  ‘28.8097 130,4959 

31  I 5,7)678  ll,44.55;i7).1987  18,1'J34  ‘20.7605  23,0434i25,l  197  ‘27,0:370  28,8271  30.5123 

32  5.6569,11,4891.1.5.2:315  18.-2‘209  -20.7846  ‘23,06.5r‘27),1396  27,O5.55‘28,8444  :30.f)287 
.33  1 5,7446  11.5:3-2)5  15.-2643  18,2483  20,8087,-2:3.0868  25,1595  27,0740 ‘28.8617'305450 

34  , 5,8310  11..57.58  15  2!)71  18.‘27,57:20.K3‘27i-Z3,lO84  25,1794  27,0924,‘28.8791  30.5614 

35  I 5.9161  ll.OltX)  1.5.3297  18,:30.30!‘20, 87)67  23,1301  25,1992 ‘27,1 10!)l28,8964  305778 

36  G,0)))K)  1 1,66Ün5;3623rT8.:3;5)j:3l 20.880)5  ‘23,1517  ‘25.2190  27,1293  28,9137  305941 

,37  6.08-28  ll,7t47  15.3948  1 8..37)76'2f),904.5;2:5,17.33  -25.‘2.389  27,1477  28,931030,6105 

:38  6,16-44  11,7473  15,4272  18,3848  20,!)284  ‘23,1 9-48  25,2.587  ‘27.1)562  28.9482  30,6268 

.39  6.247)0;il,78;)8  15,4,596  18,41‘20  ‘20,9,523  23.2164  ‘25,2784  27.1846  ‘28.9655  .30.6431 

40  6..3246  11 ,8:i2-2  15.4919  18,4391  ‘20,9762  23  2379  25,2982  27.2029i28,9828  30.6594 

41  6)403Ml,874:Vi.5..524‘2  18.4662  21.IKi(Xl  ‘23.‘25'.)4  2,5.3180i27.-2213!2;).)X)00t.30,6757 

42  6.4807  11,9164,15.5.563  18,4932  ‘21.0238,‘23.28)i9  2.5,.3,377i27,2397  ‘29,0172  30.6920 

43  6, .5.574  11,9.581 15..5885  18, 5‘20:5  ‘21,0476  ‘2:5,30‘24,‘25.a574'27,2.580|29,0:l45'30,7083 

44  6.6:!3-2  1‘2.0))00 1.5.))205  18.5472  21.0713  2:i,3‘288  ‘2.5,3772  27.‘2764|29.üf)17  ,30,7-246 

45  6,7082,12.911611.5.6.525  18,5742  21,0f)r)))  23,:34.52l2.5..3969  ‘27.2947l29.0689  30,7409 

46  lir7823T^)830'B)(58M[18r6);Öl'2i)n8  27.313))  ‘29.0861 13)), 7.571 

47  6.85.57  12,1244  15,71)5218,6279  21.1424  ‘23,3880  25,4362  27.3313  29,ia3:3'3ü,7734 

46  I 6.9-282  12,16.55  1.5,748))  18,6,548  21,1)56))  ‘23,4ü<)4' 25,45.58  ‘27.:349)5  ‘29, 12)14  30,7896 

49  I 7,00001  2 2066'15,7797  18,681,5  21,1896,-23,4:307  25.47.5f)  ‘27,3679  ‘2!),1376  3ü,.80;)8 

.50  I 7,0711  Il2,‘2474  15,8114  18,7083  21.2132  23,4521  ‘25,49,51i27,3861  ‘29,1548,30,8221 
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0 

100 

200 

300 

400 

500 

6(»0  1 

700 

800 

yoü 


51 

52 

53 

54 
K 
56' 
58 
58 
59' 

61: 

62, 

63 

64 

65 
66* 
67 
68J 
69] 
70 


7,1414  12,2882  15.8430  18. 
7.21111123288  1.5  8745  18. 
7,2801  i 1 2.3693;  15.9065 1 8. 
7.34K5  12.4097  15.9374  18.1 
7,4162  12,4499  15,9687:18,1 
'7.4833, 12.4900116.0000  18, 
7..5498;12.5300|l'6.0312 18 
761.58  12,5698  16,0624  18 
7.681l!l2.6095;i6.093.5ll8 
7,7460  1 2.649l|l6,124.5'l8 


73.50  21.23f,8  23.4734  2.5.5147  27.4(44  29.1719  30, K'JKl 
7617  21,2603  23.4947  25  5:43  27  4226  29.1890'30.8;'4.5 
7883  21  28;»8  23 .51(«l  25 ,5539'27.4408  29.2062'30.87O7 
8149,21.3073  23,5372  25..573.1  27  4591129.2233  30,8869 
8414|21.:1307  23 .5584  25  Km  27.4773|29.24<4  30.9031 
8680  21.3,512  2375797  25.6125727  4955  29.257,5^:1079192 
8<44  21  3776  2.3.C)008  25,6320  27  5l;l6  29  2746  :t0, 93.54 
9209  21  4009  23.6220  25.(k515  27  .^>318,29  2916  ;W.9'516 
!473  21 ,4243  2;i,64:i2  25.6710  27  5.5IO|29.:1087;;10,9677 
9737  21,4476  2.3,(M43  2.5  6905  27.,Wlll 


7.8102  l‘l688Ö 
7,8740  12.7279 
7,9373,12,7671 
8.0000  12,8062, 
806231 12,8452: 


0(XI021,4709  23.68t>4  2.5,7099  27„5862  29.:428  31,0000 
,0263  21.4942  2:i.7(K2’)  2.5.7294  27.(X543  29.:3r>98  31.0161 
16.2173;i9,0526  21,5174  23.7276  25.7488  27,6225  29,.3769  31.0322 
,0788  21..5407  2.3,7487  25.7682  27,6405  29.:1939  31.048.3 
,105n  21..56.39:23.7697,25.7876|27.6586  29  4109  31.0(44 


16,1.555,19 

16,18(.4'19 


16,2481  19, 
16.2788  19, 


8,1240  12.8841 
81854  12.9228, 
8,2462  12.9615, 
83066  13.0000 
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OtnadratKahl. 

So  wird  eine  Konxe  oder  gehrorhene 
Zahl  genannt,  welche  eine  rationale  Qua- 
dratwurzel hat.  Vergiciehc  die  Artikel: 
Quadrat  und  Quadratwurzel. 

anadriren. 

Ins  Quadrat  erheben. 

anantiUt  (allgemeine). 

Die  Quantität  oder  Grösse  bildet  den 
Gegenstand  der  Mathematik,  sowohl  der 
reinen  als  der  angewandten.  Wie  alle 
Begriffe  ist  auch  der  der  Quantität  von 
den  Dingen  der  Aussenwelt  abslrahirt, 
und  ist  darunter  deren  Eigenschaft  ver- 
standen, dass  andere  gleichartige  Dinge 
mit  ihnen  vereinigt,  oder  von  ihnen  hin- 
weggenommen werden  können,  oder  mit 
andern  Worten: 

„Quantität  ist  die  Eigenschaft  der 
Dinge,  dass  sie  vermehrt  oder  vermin- 
dert werden  können.“ 

Der  Quantität  gegenüber  setzt  man 
die  Qualität,  sic  umfasst  diejenigen  Eigen- 
schaften. durch  die  sich  irgend  ein  Ding 
von  andern  nicht  als  gleichartig  gedach- 
ten nntcrschcidet.  Es  können  also  die 
Qualitäten  unendlich  verschieden  sein, 
während  die  Quantität  nur  ein  Begriff 
ist«  Dabei  ist  tu  merken , dass  die 
Gleichartigkeit  oder  Nichtgleichartigkcit 
der  Dinge  eben  etwas  nur  dem  Denken, 
nichts  der  Ansscnwelt  Entsprechendes 
ist.  Wir  können  Gegenstände  als  gleich- 
artig betrachten,  wenn  wir  gewisse  Qua- 
litäten, welche  sic  von  einander  unter- 
scheiden, unberücksichtigt  lassen,  und 
daun  haben  sic  nur  einen  quantitativen 
Unterschied  von  einander,  sind  also  der 
Mathematik  znganglich.  Wenn  man  z. 
B.  von  der  Bcvölkemngsmenge  eines 
Staates  oder  Landes  spricht,  und  deren 
Berechnung  gewissen  mathematischen 
Betrachtungen  unterwirft,  so  bestehen 
die  gleichartigen  Dinge,  die  man  ver- 
bindet, in  den  einzelnen  Bewohnern. 
Man  sieht  also  von  der  vielfachen  qua- 
litativen Verschiedenheit  derselben,  r.  B. 
ob  sic  männlichen  oder  weiblichen  Ge- 
schlechtes seien  u.  s.  w.,  ganz  ab. 

Strenge  genommen  6ndct  dieser  Ab- 
stractionsprozess  bei  jeder  Anwendung 
der  Mathematik , selbst  bei  Geometrie 
und  Mechanik  statt.  Linien  % B.  sind 
insofern  von  einander  qnalitativ  unter- 
schieden, als  jede  einen  andern  Baum 
einnimmt.  Misst  man  sic  nun,  d.h.  ver- 
gleicht man  eie,  so  sieht  man  von  die- 
sem Raume,  den  sic  gerade  einnebmen. 
ganz  ab. 


Da  die  mathematischen  Wissenschaften 
nur  die  Quantität  betrachten,  die  letztere 
aber  eine  cinbeillichc  ist,  so  fragt  sich, 
wie  noch  ein  ‘Unterschied  in  diesen 
Wissenschaften  selbst,  z.  B.  zwischen 
Zahlenlchre  und  Geometrie  oder  Mecha- 
nik stattlindcn  könne. 

Diese  Frfige  ist  folgcndermaassen  zu 
beantworten. 

Die  Zahlcnlohrc  ist  die  Lehre  von  den 
Grössen  oder  Quantitäten  an  sich.  Sie 
nimmt  keinerlei  qualitative  Bestimraun- 
gen  auf,  alle  andern  mathematischen 
Wissenschaften  aber  thun  dies,  wenn 
auch  nur  in  dem  Sinne , dass  sic  zwei 
oder  mehrere  verschiedene  Begriffe  vor- 
aussetzen, welche  nicht  durch  Vermehren 
oder  Vermindern  aus  einander  entstehen 
können.  So  z.  B.  in  der  Geometrie  be- 
wirken die  drei  Ausdehnungen  des  Rau- 
mes, dass  man  verschiedene  Begriffe  ein- 
fiihrcn  muss,  deren  jede  für  sieh  als 
Quantität  betrachtet  werden  kann,  die 
aber  unter  einander  qualitativ  verschie- 
den sind,  wie  z.  B.  Linien  und  Winkel. 
Kein  Winkel  entsteht  aus  einer  Linie 
durch  Vermehren  mler  Vermindern,  und 
umgekehrt,  obgleich  beides  Haumgrössen 
sind. 

In  der  Mechanik  braucht  man  ausser 
den  Raumgi'össCii,  welche  die  Geometrie 
kennt,  noch  die  Zeitgrösscu,  und  zur 
Bestimmung  der  Bew’cgung  eines  Punk- 
tes R.  B.  sind  immer  drei  qnalitativ  ver- 
schiedene Raumgrössen  nöthig,  welche 
den  drei  Dimensionen  entsprechen.  Seien 
dies  nun  drei  verschieden  gerichtete  Co- 
ordinaten,  welche  eben  wegen  ihrer  ver- 
schiedenen Richtung  von  einander  völlig 
zu  trennen  sind,  und  nicht  durch  Ver- 
mehrung oder  Verminderung  aus  einan- 
der hervorgehen  können , oder  (bei  wel- 
cher Bestimmung  sich  der  qualitative 
Unterschied  noch  schärfer  ausprägt)  eine 
Linie,  ein  Linienwinkel  und  ein  Ebeneo- 
winkcl;  zugleich  aber  muss  eine  Zeitbe- 
stimmung gegeben  sein. 

Wenn  sich  in  der  Astronomie,  in  der 
mathematischen  Physik  n.  s.  w%  Rech- 
nnngen  ergeben,  so  bexielicn  aich  die- 
selben immer  anf  mechanische  Vorsiellon- 
gen.  Von  der  reinen  Mechanik  aber 
unterscheiden  diese  Wissenschaften  sieb 
dadurch,  dass  über  die  qualitative  Natur 
der  bewegten  Funkte  oder  Körper  ge- 
wisse Voraassetzungen  gemacht  werden, 
z.  B.  dass  sic  einander  anziehen  oder 
abstossen,  und  das  Gesetz,  nach  welchem 
dies  geschieht,  dass  sie  in  irgend  einer 
Art  mit  einander  verbunden  seien  u.  s.  w. 

Die  Zahlenlehrc  ist  also  die  reine 
Quantitätslehrc  in  ihrem  w’eitcstcn  Um- 
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fange,  sie  gebt  eben  nnr  von  einem 
TüUig  bestimmungalosen  Dinge,  Kinheit 
gehannt,  aus;  je  mehr  Kigenacbiirton 
oder  Qualitäten  ninn  dagegen  diesem 
als  Einheit  betrachteten  Dinge  gibt,  je 
mehr  entfernt  man  siidt  von  mathema- 
tischen Vorstellungen.  So  ist  die  Me- 
chanik eine  reiner  mathematische  Wissen- 
icfaaft  als  die  Astronomie,  ans  dem  an- 
geführten Grunde,  diese  mehr  als  die 
Statistik,  deren  Kinheit  der  einzelne 
Mensch  ist,  ein  höchst  eomplicirles  Ding, 
Ton  dessen  Eigenschaften  dnbpi  ipeht 
gaulich  abgesehen  werden  kann. 

Die  reine  QuantiUUs-  oder  Zuhlenlchre 
hat  es  mit  allen  möglichen  Operntiunen 
thun,  die  mit  der  Einheit  oder  der  aus  ihr 
cDlstehcndcn  Zahlengrüssc  v'orgenmiimen 
werden  können,  ohne  zu  fragen,  inwieweit 
diese  Operationen  in  der  Anwendung  zur 
wirklichen  Erscheinung  kommen,  also  in 
derUebertragnng  auf  die  Begriffe,  von  wel- 
chen die  Einheit  abstrahirt  ist,  auch  wirk- 
lichen Dingen  entsprechen,  ln  dcrThnt 
kann  die  Qualität  eipes  Dinges  auch  da- 
rin bestehen,  dass  bei  ihm  gewisse  Eigen- 
schaften nicht  real  Averden,  die  der  Zahl 
im  Allgemeineu  anhaften. 

Man  kennt  z.  B.  in  der  Zahlcnlchro 
die  Operation  der  Theilung  der  Einheit. 
Spricht  man  nun  z.  B.  von  Bcvolke- 
ningsroengen , deren  Einheit  dua^  Indi- 
Tidonm  ist,  so  ist  hier  eine  Theilung 
anmöglich,  weil  die  Qnalilät  eines  In- 
diTiduams  oben  zum  Theil  in  der  Un- 
tbeilbarkeit  besteht. 

Andere  Grössen  sind  wieder  der  Ver- 
rielflUtigung  unzugänglich  ; z.  B.  in  der 
Wahrscheiniicbkeitslchre  ist  die  Einheit 
der  Ansdruck  Tür  die  Gewissheit,  und 
jeder  Theil  der  Einheit  entspricht  einer 
bestimmten  Wahrscheinlichkeit  (vergleiche 
den  Artikel:  Wahrscheinlichkeit),  cs  ist 
also  ein  Vervielfältigen  der  Einheit  un- 
mi/glicb,  da  eine  VTahrscbeinlichkeit 
doch  nie  die  Gewissheit  übertreffep  kann. 

Die  Zahlcnlebre  setzt  ferner  der  posi- 
tiven Zahl  die  negative  gegenüber.  Ne- 
gative Grössen  einer  gewissen  Art  kom- 
men oft  zur  wirklichen  Erscheinung,  z. 
B.  bei  Zcitgrössen,  wo  man  von  einer 
bestimmten  Zeit  ausgeht,  z.  B.  von  der 
Gebart  Christi  in  der  Chronologie;  die 
Jahre  nach  Christi  Geburt  sind  positive 
Grössen,  die  vorhergehenden  negative. 
Dies  tritt  überall  ein,. wo  der  Anfangs- 
punkt oder  Nallpnnkt  der  Rechnung  ein 
willkürlicher  ist,  und  die  Grösse  sich 
nach  zwei  Richtungen  von  ihm  ans  ins 
Coendlicbo  erstreckt.  In  der  Geometrie 
bsodelt  es  sich  auch  bekanntlich  in  ge- 
wissem Sinne  am  negative  GrOtsen,  je- 


doch ist  dies  in  aridem  geometrischen 
Betrachtungen  wieder  nicht  der  Fall. 
Die  Untersuchung,  in  wiefern  und  unter 
welchen  Voraussetzungen  Knnmgrösscn 
negativ  werden,  wird  jedoch  erst  später 
gegeben  werden  können. 

Bei  andern  Grössen,  ronn  denke  z.  B. 
an  die  Statistik , kommt  Oberhaupt  das 
Negative  nicht  zum  Erscheincu.  Man 
muss  aber  hierbei  nicht  in  den  Irrthum 
verfallen,  dass,  wenn  z.  B.  die  Mathe- 
matik auf  letztere  Wissenschaft  angewen- 
det wird,  das  Negative  und  der  Bnuh 
gar  nicht  nngcwcndet  werden  dürfe. 
Denn  so  lange  man  in  rein  mathema- 
tischen Betrachtungen  verweilt,  ist  dies 
sehr  wohl  möglich,  nur  das  letzte  Re- 
sultat der  Rechnung,  womit  man  wieder 
in  die  betrachtete  Disciplin  zurücktritt, 
schlicsst  natürlich  sulche  Quantitäten  ans, 
die  derselben  abgehen.  Man  kann  Be- 
völkerungsmengen . wenn  sic  einmal  in 
Rechnung  gebracht  sind,  natürlich  thei- 
Icn,  andere  von  ihnen  abziehen,  i1.  h. 
Negatives  damit  vereinen  und  so  fort, 
aber  das  Resultat  soll  schliesslich  kein 
Bruch,  und  auch  nicht  negativ  sein.  Im 
entgegengesetzten  Falle  würde  es  auf 
etwas  Unmögliches  hindcuten. 

Ein  höchst  wichtiger  Theil  der  reinen 
Zuhleulehrc,  die  Theorie  des  Imaginären, 
kommt  sogar  in  keiner  Anwendung  zur 
wirklichen  Erscheinung.  Diese  Theorie 
vermittelt  aber  nichts  destoweniger  die 
gegebenen  Daten  mit  dem  Resultat. 

Das  Imaginäre  kann  sich  während 
der  Rechnung  cinstcllen,  und  nm  Schluss 
muss  es  wieder  verschwinden,  wenn  nicht 
eben  durch  dessen  Verbleiben  angc- 
deutet  wird,  dass  das  Resultat  cm  un- 
mögliches oder  nicht  vorhandenes  sei. 

Wir  geben  hier  die  Zahlenlefare  oder  die 
Lehre  von  den  reincu  Quantitäten  in  ihren 
einfachsten  Elementen.  Die  Anwendun- 
gen auf  Geometrie  und  Mechanik  sind  in 
den  entsprechenden  Artikeln  zu  suchen. 

anantitAt  (reine  oder  Zahl). 

1)  Einheit,  Null,  ganze  Zahl, 
Addition. 

Die  Zahlcnlchrc  geht  von  dem  Begriffe 
der  Einheit  ans.  Dieselbe  wird  deffnirt, 
als  irgend  ein  Ding,  von  dessen  Eigen- 
schaften man  vollständig  abstrahirt.  Sie 
ist  also  gänzlich  bestimmungslos,  und 
jeder  Begriff  ist  unter  dem  der  Einheit 
enthalten,  mithin  selbstverständlich  anch 
diejenigen,  auf  welche  man  im  Verlauf 
unserer  Betrachtungen  gelangen  wird. 

Die  Einheit  bezeichnen  wir  durch  das 
Zeichen  1,  und  wir  können  von  ihr  zu- 
nächst weiter  nichts  anssagen,  als  dass 
sie  entweder  vorhanden  ist  oder  nicht. 
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Das  Kichtvorhandensein  der  Einheit 
wird  durch  das  Zeichen  0 (Noll)  ange- 
dentet  Auf  irgend  eine  Weise  wird  die 
Einheit  entstehen , oder  aus  der  Null 
hervorgehen;  sie  ist  mithin,  und  dies  ist 
ja  das  Wesen  eines  jeden  Begriffes«  das 
Resultat  einer  Thätigkeit.  Auch  diese 
Thätigkcit  wird  völlig  bestimraungslos 
sein,  da  ja  ihr  Resultat  ein  bestimmungs- 
losos  ist;  wir  bezeichucn  sie  durch  den 
Ausdruck:  addiren«  und  durch  das  Zei- 
chen (plus)  Die  Formel: 

0-fl  = l 

deutet  also  an«  dass  durch  die  Thätig- 
keit  des  Addirens  die  Hins  aus  der  Null 
entsteht. 

Es  kann  nun  aber  diese  Th&tigkeit 
wiederholt  werden,  d.  h.  man  kann  bil- 
den 1 + 1«  einen  Ausdruck«  für  dessen 
Resultat  wir  das  Zeichen  2 nehmen. 
Man  hat  also  1 + 1 = 2,  und  wenn  man 
so  fortfhhrt: 

2+1  = 3«  3 + 1 = 4,  4+1  = 5 . . . 
Hier  sagt  man,  man  habe  1 besQglich 
KU  2«  3,  4 addirt. 

Dieser  Prozess  des  Addirens  in  der 
Gcdankenthfttigkeit  kann  unendlich  oft 
wiederholt  werden.  Er  würde  nur  dann 
eine  Grenze  haben « w'cnn  man  statt  der 
bcstimmnngslosen  Einheit  von  irgend 
einem  näher  detinirten  Begriffe  aosgeht, 
also  in  gewissen  Anwendungen. 

Wir  erhalten  also  unendlich  viel  neue 
Formen«  die  wir  als  ganze  positive  Zah- 
len« oder  kurz  als  Zahlen  bezeichnen. 

1)  ««Ganze  positive  Zahlen  entstehen 
aus  der  Addition  oder  Zusammenrügung 
von  Einheiten.“ 

Die  Addition  wird  nämlich  gewöhnlich 
als  ein  Zusammenrügen  anfgefasst,  und 
man  kann  dies  tbun,  wenn  man  erst  die 
Einheit  entstehen  lässt,  dann  diesen  Pro- 
zess wiederholt  u.  s.  f.;  cs  sind  dann 
die  Einheiten  zosammeDgefügt  oder  zu 
einander  addirt.  Indessen  ist  die  zuerst 
gegebene  Dehnition  der  Addition,  wie 
wir  gleich  sehen  werden , die  allge* 
meinere : 

„Man  kann  jetzt  anch  beliebige  Zah- 
len addiren,  denn  da  nach  dem  Obigen 
jede  Zahl  als  Einheit  aufgefnsst  wird, 
so  kann  man  jede  derselben  auch  aus 
der  Null  entstehen  lassen.“ 

Es  ist  also  z.  B.  5 -t-  3 definirt  durch 
die  Tbätigkciten : 

5+1-6,  6+l  = 5 + l + l = 7, 

7 + l = 5+l  + l + l = 8. 
Ebenso  können  mehrere  Zahlen  addirt 
werden,  indem  man  ent  zwei  zusammen- 


fügt« dann  die  dritte  damit  verblndst 
n.  6.  I. 

„Zahlen,  welche  addirt  werden,  heissen 
Glieder  oder  Posten«  das  Resultat  der 
Addition  bezeichnet  man  als  Summe.“ 

Jedes  ^ der  Glieder  besteht  aus  einer 
ZusammenfUgung  oder  Anzahl  von  Ein- 
heiten, und  die  Qesammtzahl  der  Ein- 
heiten aller  Posten  bestimmt  den  Aas- 
druck der  Summe.  Es  ist  also  z.  B.: 
5+3  = l + l + l + l + l + l + l + l = 8, 
und : 

3+5  = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 14-1-8. 

Es  kommt  «Iso  auf  dio  Ordnung,  in  der 
die  Einheiten  entstanden,  nicht  an,  ODd 
man  hat  den  Hauptsatz  der  Addition: 

I.  „Man  kann  beim  Addiren  die 
Ordnung  der  Glieder  beliebig  ver- 
tauschen.“ 

(j+4-f- c=  o+c+t  = i + c+o  • •• 
Hier  bedeuten  a,  b,  c beliebige  Zahlen. 

Wie  immer  in  der  Zahlenlchre  bedie- 
nen wir  ans  der  Buchstaben,  nm  diese 
WillkOrlicbkeit  aaszndrficken.  Diese 
Ausdmeksweise  ist  sehr  wichtig  iur  diese 
Wissenschaft,  weil  eie  gestattet,  zufällige, 
also  einzelnen  Zahlen  angchorige,  und 
allgemeine  Eigenschaften  aus  einander 
zu  halten,  und  dies  in  aller  Kürze  an- 
zadrnten. 

Es  ist  ausserdem  in  dem  Obigen  noch 
eine  zweite  Bezeichnung  enthalten.  Be- 
trachten wir  den  Ausdruck : 

5 + 3 = 8, 

so  bedeutet  das  Gleichheitszeichen  =, 
dass  die  rechts  und  links  geschriebenen 
Formen  identisch  sind.  Als  wir  nämlich 
die  Bezeichnung  2 für  1 + 1,  3 für  2+1 
cinfohrten,  gelangten  wir  bereits  dsin, 
für  dasselbe  Resultat  zwei  verschiedene 
Formen  zu  haben. 

„Die  Verbindung  von  solchen  Formen 
mit  der  Andeutnng  ihrer  Identität  durch 
dks  Gleichheitszeichen  nennen  wir  Glei- 
chung,“ 

und  wir  haben  für  die  Gleichungen  be- 
reits den  wichtigen  und  selbstverständ- 
lichen Satz: 

II.  „Wenn  man  mit  beiden  (iden- 
tischen) Seiten  einer  Gleichung  dasselbe 
vornimmt,  so  erhalt  man  wieder  Iden- 
tisches anf  beiden  Seilen.“ 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Addition, 
da  sich  anf  diese  allein  jetzt  unsere 
Kenntniss  beschränkt. 

Es  sei: 

o+4  = c, 

so  ist  auch: 
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a+i+*  = c+ir. 

M«n  h»t  nlmlich  Gleiches,  nämlich  *, 
aof  beiden  Seiten  nddirt. 

Koch  ist  ein  Begriff  zu  definiren,  der 
Ton  hoher  Wichtigkeit  Ist,  der  des 
Grossem  und  Kleinem.  Es  kann  dies 
jedoch  nur  in  beschränkter  Weise  fflr 
die  nns  bis  jetzt  bekannten  Zahlen  ge- 
schehen. 

„Eine  ganze  positire  Zahl  a heisst 
grosser  als  eine  andere  h , wenn  zn  h 
eine  Anzahl  Einheiten  addirt  werden 
muss,  nm  a zu  bilden,  dagegen  kleiner 
als  i,  wenn  zu  a Einheiten  zngezählt 
werden  müssen,  nm  b zn  bilden.“ 

Es  folgt  hieraus  unmittelbar  : 

„Null  ist  kleiner  als  jede  ganze  posi- 
tive Zahl.“ 

Denn  nach  der  Definition  des  Addi- 
rens  ist; 

0-l-a=o. 

Es  müssen  also  an  0 noch  Einheiten 
biningefügt  werden. 

2)  M n 1 1 i plici  ren , Fotenziren, 
Bedeutung  der  Klammern. 

,.Die  Wiederholung  irgend  einer  Thä- 
tigkeit  hat  nach  dem  Obigen  ihren  Zsth- 
lenansdrack.“ 

MOgo  irgend  eine  Thätigkcit  nicht  zu 
der  bestimmnngslosen  Einheit , sondern 
zn  irgend  einem  Ausdrucke  a führen, 
so  kann  man  diese  Thätigkcit  wieder- 
holen, d.  h.  a+a  bilden,  und  wir  setzen 
a-l-a  = 2xa  oder  =2*a, 
2xa-flxa  = 3-a 
II.  s.  w.  Es  ist  also  anch  : 

lxa  = a,  0-a=0, 

denn  hier  ist  die  Tbätigkeit  gar  nicht 
rorgenonunen. 

In  nXa  zeigt  also  n an,  dass  wenn 
man  für  a die  Einheit  setzt,  ans  dieser 
Operation  die  Zahl  n hervorgehen  würde, 
oder; 

„Irgend  eine  Thätigkeit  wird  nmal 
wiederholt,  wenn  das  Resultat  dieser 
Wiederholung  dann  zur  Zahl  n führen 
würde,  wenn  die  nrsprfingliche  Thätig- 
keit, wie  man  dies  ja  immer  annchmen 
kann,  diejenige  ist,  welche  zur  Einheit 
führt.“ 

,4<t  namentlich  a eine  ganze  Zahl,  so 
ist  also  nxa  diejenige  Zahl,  welche  ent- 
steht, wenn  man  a nmol  (zur  Null) 
addirt.  Man  nennt  dies  a mit  n multi- 
plidren.“ 

Das  Mnltipliciren  ist  also  eine  Wie- 
derholung der  Thätigkeit  des  Addirens. 
„Es  heisst  hierbei  a Mnltiplicandus, 


n Mnltiplicator,  das  Resultat  der  Mnlti- 
plication  wird  Product  genannt.“ 

Das  Zeichen  der  Multiplication,  ein 
liegendes  Kreuz  oder  ein  Punkt,  kann 
auch  weggelasscn  werden,  wenn  einer 
der  beiden  QrOsson , welche  man  mnlti- 
plicirt,  ein  Buchstabe  ist.  Also:  ah  = c, 
gleichbedeutend  mit  axhrc,  ebenso: 
3xa  = 3a,  aber  3x7  = 21. 

,.Es  ist  ersichtlich , dass  das  Pro- 
duct zweier  ganzen  Zahlen  wieder  eine 
solche  ist.“ 

Z.  B.:  2-3  = 3-f3  = 6. 

Ehe  wir  die  beiden  Hauptsätze  der 
Muitiplication  ableiten,  muss  auf  die 
Bedeutung  der  Klammem  eingegangen 
werden. 

Da  wir  jetzt  zwei  Operationen,  Addi- 
ren  und  Mnltipliciren  kennen,  so  wird 
es  anch  möglich,  die  Resultate  einer 
Operation,  also  der  Form  nach  zusam- 
mengesetzte Ausdrücke,  weiteren  Ope- 
rationen zu  nnterziehen. 

Soll  z.  B.  3+7  oder  a -|-  i mit  5 mnl- 
tiplicirt  werden,  so  ist  es  hierbei  nüthig, 
auf  irgend  eine  Art  anzndeulen,  dass 
3+7  und  a+6  als  eine  Grösse  gefasst 
und  als  solche  der  folgenden  Operation 
unterworfen  wird.  Dies  geschieht,  in- 
dem man  diese  Summen  in  Klammem 
einschlicsst.  Es  heisst  also: 

(3-f7)x5  = 50,  oder  (a  + i)5  = c, 
man  soll  zuerst  die  Summe  3-1-7  = 10 
oder  a+b  bilden  und  mit  dieser  die  Zahl 
5 mnltipliciren,  wodurch  man  60  oder  c 
erhält.  Bliebe  die  Klammer  weg,  so 
hätte  man; 

3-f7x5, 

d.  h.  es  soll  3 zn  7x5  = 35  addirt  wer- 
den, welches  38  gibt. 

Mnltipliciren  wir  jetzt  eine  Summe  mit 
irgend  einer  Zahl; 

4 • (3-l-7-f5). 

Nach  der  Erklärang  der  Muitiplication 
muss  3-1- 7-1-5  viermal  addirt  werden. 
Man  erhält: 

3 -I- 7 + 5 -f  3 -1- 7 -f  5 -1-3 -1- 7 -f  5-f  3 -1- 7 -1- 5, 
oder  da  cs  beim  Addircn  auf  die  Ord- 
nung der  Glieder  nicht  ankommt: 

3 -f  3 -f  3 -f  3 -1- 7 -f  7 -1- 7 -f  7 -f  5 -H  5 -1- 5 -f  5 
= 4-3-f4-7-l-4-5, 

oder  allgemein; 

n (a -j- i -f  c)  = na -1- n h -f  n c. 

I.  „Eine  Summe  wird  mit  einer  Zahl 
mnltipiicirt,  wenn  man  jedes  Glied  ein- 
zeln mit  derselben  mnltipiicirt,  und  alle 
Froducte  addirt.“ 

40 
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Ans  diesem  Satze  folgt  leicht  der  fol- 
gende nicht  weniger  wichtige : 

IL  „Wenn  zwei  Zahlen  mit  einander 
mnltiplicirt  werden,  so  kann  man-  Multi- 
plicator  und  Multiplicandus  vertanschen, 
ohne  dass  sich  das  Frodnet  ändert.** 

Abo : 

n • b-  b*aj  oder  4 * 3 3 * 4 = 12. 

Es  ist  nämlich: 

4.3=4*(1  + 1+1), 

und  indem  man  den  vorigen  Satz  an- 
wcndcl : 

4*3  = 4-f44-4  = 3*4. 

Man  kann  aber  auch  mehr  als  zwei  Zah- 
len mit  einander  mnltiplicircn.  Man  ver- 
steht nämlich  z.  B.  unter  dem  Productc: 
4*3*7  den  Ausdmek  4 mit  3*7  oder 
21  multiplicirt,  also  4*3*7  = 84.  Nach 
dem  vorigen  Satze  ist  hiernach: 

4-3.7  = 4*7*3. 

Es  ist  aber  auch: 

4*3*7=^3*4*7. 

Denn ; 

4-3-7  = 4(7  + 7 + 7)  = 4-7+4-7+4-7 
= 3-4-  7. 

Man  kann  auch  für  beliebig  viel  zu  mul- 
tiplicircmle  Zahlen  leieht  dasselbe  zeigen, 
und  bat  also  den  Satz; 

III.  „Beim  Mnltiplicircn  kommt  es 
auf  die  Ordnung  der  zu  multiplicirenden 
Zahlen  nicht  an.  “ 

Die  letzteren,  welche  sich  also  in  Be- 
zug auf  das  Product  ganz  gleich  verhal- 
ten, werden  mit  dem  gemeinscbaftlicben 
Namen  Factoren  benannt. 

Seien  jetzt  zwei  mehrgliedrige  Aus- 
drücke mit  einander  zu  mnltiplicircn, 
also  : 

(rt-t-6+c)  (d+e+f). 

Durch  Anwendung  des  Satzes  1.  crhiLlt 
man : 

(a  -b  ^ "b  r)  <f  - j-  (a + Ä + c)  a ^ 

+ (a+i“bc)/'  ■!-•••» 

und  wenn  man  Satz  II.  anwendet , also 
beide  Factoren  vertauscht,  ergibt  sich: 

d(a  + A+c)  4-e(a-l-^  + ®)+/^('*  + ^ + 0> 
und  mit  abermaliger  Anwendung  des 
Satzes  I. : 

(o  -f-  A + c)  {d+e+f  ) = da  + db+dc 

+ ea  + eb  + ec+fa+fb+fe, 

d.  h.: 

„ Ein  mehrgliedriger  Ausdruck  wird 
mit  einem  ebensolchen  moltiplicirt , in- 


dem man  jedes  Glied  des  einen  Factors 
mit  jedem  des  andern  multiplicirt,  und 
alle  Tlicil  productc  addirt.“ 

Mit  Bezug  auf  die  Sätze  1)  und  2) 
machen  wir  noch  eine  Tür  die  Methode, 
deren  sich  die  Mathematik  bedient,  wich- 
tige Bemerkung.  — Das  ^lesaltat  dieser 
Sätze  lässt  sich  als  Gleichung  angeben, 
und  da  eine  solche  in  einer  völligen  Iden- 
tität der  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten 
des  Gleichheitszeichens  besteht,  so  lassen 
sich  nicht  allein  solche  Anwendungen 
machen,  wo  die  linke  Seite  in  die  rechte 
verwandelt  wird,  sondern  auch  umge- 
kehrt. Sei  z.  B.  gegeben  der  Ausdruck : 

4«  • A-b2«  • c-b6o  • d, 
so  sind , wenn  man  4a  = 2 • fl  • 2, 
6-a  = 2a-3  schreibt,  sämmtliche  Glieder 
mit  2 a multiplicirt,  und  mit  Anwendung 
des  Satzes  I.  kann  man  dafür  schreiben: 
2a(2A-f  c-{-3d). 

In  der  That  würde  man  durch  Anwen- 
dung dieses  Satzes  von  dem  letzteren 
Ausdrucke  wieder  zu  dem  ursprünglich 
gegebenen  gelangen. 

Man  hat  hier  also  eine  Summe  von 
Theilprodneten  in  das  Product  einerSumme 
und  einer  Zahl  verwandelt,  indem  nun 
crstcrc  innerhalb  einer  Klammer  schreibL 
Man  pflegt  dies  so  ansiudrückcn : „der 
Ausdruck  2 a sei  aus  einer  Klammer 
herausgezogen  worden.“ 

Wie  ans  der  Addition  die  Multipli- 
cation, so  entsteht  ans  dem  Mnltiplicircn 
das  Fotenziren.  Es  sei  nämlich; 
l>a  = a = a‘,  1 • a • a = a*,  1-a- a-ara* 

Die  oben  geschriebene  Zahl  1,  2,  3 
deutet  an,  wie  oft  a mit  sich  selbst,  oder 
genauer  genommen  mit  der  Einheit  mul- 
tiplicirt sei.  Die  Zahlen  a‘,  a*,  a*  . . . 

o"  heissen  1,  2,  3 . . . nto  Potenz  von 
a;  also: 

„Eine  Zahl  a zur  nten  Potenz  erh^ 
ben,  heisst,  sie  nmnl  mit  der  Einheit 
multiplicircn.“ 

Die  Zahl  n,  welche  die  Wiederholung 
der  Thätigkeit  des  Multiplicireni  anzeigt, 
wird  Exponent  genannt,  die  zu  poten- 
lirende  Zahl  a heisst  Basis , das  Resul- 
tat des  Potenzirens,  also  a*,  wird  Po- 
tenz genannt.  Man  sicht  sogleich , dass 
die  Potenz  immer  eine  ganze  Zahl  sein 
wird , wenn  a und  n ganze  Zahlen  sind. 
Anch  ist  die  Bedeutung  des  Zeichens  o* 

klar,  denn  da  a"  anieigt,  dass  1 amal 
mit  a mnltiplicirt  is^  so  wird  a*  ssgen, 
dus  1 gar  nicht  mit  einer  andern  Zahl 
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anitiplicirt  Mi,  also  nnveiündert  bleibt; 
c«  ist  also  a*=:l,  was  auch  a sei. 

Wird  die  Einheit  niaal,  dann  pnial 
a.  s.  w.  mit  a miiltiplicirt,  so  hat  man 
sie  im  Oanzen  n+pmal  muhiplicirt;  d.  h. 
in  einer  Formel; 

. . . =«"+»'+•  •• 
oder  in  Worten : 

V.  „Potenzen  derselben  Basis  werden 
anitiplicirt,  indem  man  die  Exponenten 
addtrt.“  ^ 

Geht  man  von  der  Formel; 

" P 9 

a r r — a 

ans.  nnd  setzt  n = p = f,  so  hat  man  links 
rechts  a"a"-a",  d.  h.  die  dritte 

Potenz  von  a*  oder  («**)*, tvo  die  Klam^ 
aer  ihrer  allgemeinen  Bedentnag  nach 


snzeigt,  dass  erst  r berechnet,  nnd 
dann  hiervon  wieder  die  dritte  Potenz 
gebildet  werden  soll.  Man  hat  also: 

(a  )*  = o , 

oder  da  die  Zahl  3 ^nz  willkürlich  gc- 
v&hlt  war  -und  von  jeder  dasselbe  gilt; 

(«")P=aP", 

d.  h.  in  Worten: 

VI.  „Eine  Potenz  wird  zu  einer  an- 
dern Potenz  erhoben,  indem  man  beide 
Exponenten  mit  einander  mnltiplicirt.“ 

Seien  jetzt  gleiche  Exponenten,  aber 
Sagleiche  Basen  gegeben. 

(aje)*  = abc  abc  abc, 

oder  da  die  Ordnnng  der  Factoren  will- 
kürlich ist : 

(aüc)^  — aaabbb  ece  =za*  &*  c*. 

Die  Anzahl  der  Factoren  abc  nnd  der 
Exponent  3 ist  willkürlich  gegeben,  also : 

(abc  . . .)"  = «’*ä"c“  . . ., 
d.  h.  in  Worten: 

Vn.  „Ein  Product  wird  zu  einer  Po- 
teaz  erhoben,  indem  man  jeden  Factor 
>a  derselben  Potenz  erbebt,  nnd  das 
Prodnet  dieser  Potenzen  bildet. ** 

Addirea,  Mnitipliciren,  Potenziren  nennt 
nan  auch  „direote  Operationen“. 

Man  sieht,  keine  derselben  bringt  an 
sieb  eine  andere  Form  als  die  ganze 
positire  Zahl  hervor.  Auch  künnte  man, 
indem  man  das  Potenziren  wiederholt, 
eine  neue  und  immer  neue  Operationen 
entstehen  lassen.  Wie  leicht  zu  sehen, 
'türdo  dies  jedoch  keinen  sonderlichen 
«atzen  gewähren ; auch  wäre  die  Beden- 


tnng  der  netten  Operationen  nicht  ganz 
die  der  gegebenen. 

Ein  wesentlicher  Unterschied  stellt  sich 
nämlich  beim  Potenziren  gegen  das  Ad- 
diren  und  Multipliciren  heraus.  Wäh- 
rend nämlich  bei  diesen  beiden  Opera- 
tionen mit  Posten  und  Factoren  operirt 
wurde.  Grossen,  welche  sich  nach  gege- 
benen Sätzen  beliebig  mit  einander  ver- 
tauschen lassen , wird  beim  Potenziren 
mit  der  Basis  und  dem  Exponenten  ope- 
rirt , Grössen , die  durchaus  nicht  ver- 
tanscht  werden  kOnnen,  ohne  das  Resul- 
tat zu  ändern.  Diese  Eigenschaft  der 
Potenzen  namentlich  ist  die  Ursache,  dass 
inan  bei  der  Wiederholung  des  Poten- 
zirens  nicht  ettras  ähnliches  wie  n gleiche 
Posten  oder  n gleiche  Factoren  hat. 
Man  begnügt  sich  daher  mit  diesen  drei 
dirccicn  Operationen  und  schliesst  an 
dieselben  die  indirecten  an,  welche  zn 
neuen  Zahlformen  iiihren. 

3)  Bedeutung  der  indirecten 
Operationen.  Vom  Snbtrahiren 
und  von  den  negativen  Zahlen. 

Einer  jeden  Thätigkcit,  die  von  irgend 
einem  Ausgangspunkte  zn  einem  Resul- 
tate führt,  können  wir  entgcgenstcUen 
die  entgegengeseute  oder  „negative“ 
Thätigkeit,  welche  von  diesem  Resultate 
zum  Ausgangspunkt  wieder  zurUckführt. 
D.  h. : Wii^d  eine  Zahl  a irgend  einer 
Thätigkeit  unterworfen,  welche  zn  einer 
andern  Zahl  b führt,  nnd  man  unter- 
wirft diese  der  entsprechenden  negativen 
Thätigkeit,  so  muss  diese  zu  a znrück- 
führen. 

Dem  Addiren  stellen  wir  entgegen  die 
negative  Thätigkeit  des  Snbtrahirens  oder 
Abziehens.  Also  da  4+5  = 9 ist,  so 
muss  4 von  9 abgezogen  wieder  5 geben 
nach  der  Erklärung. 

Das  Zeichen  der  Snbtraction  ist  — 
(gelesen  minus),  nnd  wir  schreiben: 
9-4=5. 

Allgemein : 

„Ist  rt+4  = c,  so  ist  auch  c— 6 = n.“ 

Es  folgt  aber  ans  dem  blossen  Begriffe 
der  negativen  Operation,  „dass  Addiren 
nnd  Snbtrahiren  sich  anfheben“. 

Z.  B.: 

5+4-4=5, 

aber  auch: 

6—4+4=*  5, 

da  in  beiden  Fällen  von  der  5 zu  einer 
andern  Zahl  fibergegangen,  von  dieser 
aber  zur  5 zurUckgegangen  ist. 

Es  ist  also  auch: 

40* 
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<1— a = 0. 

denn  a entsteht  aus  0 durch  Hinzufögen 
von  a Einheiten. 

Die  Zahl,  von  der  abgezogen  wird, 
nennen  wir  Minuendus,  die  abgezogene 
Zahl  den  Subtrahendus,  das  Resultat  der 
Subtractioii  DifTerenz  oder  Rest. 

Das  Subtrahiren  bezeichnen  wir  dem 
Addiren  gegenüber  auch  als  indirectc 
Operation. 

Eine  Zahl,  z.  B.  4,  kann  von  jeder 
andern  abgcw>gen  werden,  vorausgesetzt, 
dass  dieselbe  mehr  als  4 Einheiten  ent- 
halt ; also  kann  man  diese  4 auch  als 
abgezogene  Einheiten  für  sich  betrachten, 
indem  man  mit  dieser  Bezeichnung  Zah- 
len versteht,  die  der  Thätigkeit  des  Sub- 
Irahirens  untcrT\’orfen  werden  sollen. 
Dergleichen  Zahlen  wollen  wir  negative 
nennen. 

Absoluten  Werth  einer  negativen  Zahl, 
z.  B.  “5,  nennen  wir  die  Anzahl  der 
negativen  Einheiten,  also  hier  5,  die  sic 
enthält. 

Wir  erhalten  über  negative  Zahlen 
sogleich  unmittelbar  aus  ihrer  Definition 
mehrere  Sätze. 

Zunächst  kann  eine  negative  Zahl  zu 
einer  andern  addirt  werden,  denn  abge- 
zogene Einheiten  hinzufügen,  heisst  ja 
eben,  sic  abzichen.  Es  ist  also: 

4 + -3  = 4-3  = 1, 
und  allgemein: 

ö-j — 6 — a— 6. 

D.  h. ! 

I.  „Eine  negative  Zahl  wird  zu  einer 
andern  Zahl  addirt,  indem  man  ihren 
absoluten  Werth  abzieht.“ 

Werden  gewisse  Einheiten  abgezogen, 
z.  B.  5 > und  dann  eine  andere  Anzahl 
9,  so  hat  man  im  Ganzen  5+9  Einhei- 
ten abgezogen.  Es  ist  also: 

— 5H — 9 oder  —6— 9= —(5+9)=: —14, 
oder  allgemein: 

— a— A=— (a+i). 

II.  „ Zwei  negative  Zahlen  werden 
addirt,  indem  man  die  Summe  ihrer  ab- 
soluten Werthe  negativ  nimmt.“ 

Man  kann  auch  eine  negative  Zahl  von 
einer  andern  positiven  oder  negativen 
abzichen. 

Zu  dem  Ende  bemerke  man , dass 
—(  — fl)  die  dem  Zusetzen  oder  Addiren 
von  —fl  entgegengesetzte  Thätigkeit, 
welche  nach  dem  Vorigen  also  mit  dem 
Setzen  von  fl  oder  +a  Einheiten  iden- 
tisch ist.  Hieraus  erhält  man: 

-(-“)=+<«• 


ni.  „Zwei  negative  Zeichen  geben  ein 
positives.“ 

Es  folgt  hreraus  leicht: 

U.  8.  W. 

An  diesen  Satz  lässt  sich  folgende 
Betrachtung  knüpfen. 

Wird  z.  B.  5 au  irgend  einer  Zahl 
addirt  und  7 abgezogen,  wo  also  die  ab* 
gezogenen  Einheiten  die  grössere  Zahl 
bilden,  so  ist  dies  somit  dasselbe,  als 
wenn  man  —5  abzöge  und  —7  addirte, 
cs  sind  also  7 negative  Einheiten  hin* 
zugefügt  und  5 negative  Einheiten  ab* 
gezogen,  d.  h: 

5-l7  = _(7_5)=_2, 

oder : 

rt-6=-(A-fl). 

Da  im  üebrigen  7—5  = 2 ist,  so  hat  man 
folgenden  Satz: 

„Ist  irgend  eine  Zahl  von  einer  an- 
dern abzuaichen,  gleichviel  ob  die  letalere 
die  kleinere  sei,  so  zieht  man  den  absoluten 
Werth  der  kleinem  von  dem  der  grössem 
ab,  und  gibt  dem  Rest  das  Zeichen 
oder  — der  grossem.“ 

Dieser  Satz  und  Satz  II.  enthalten  die 
Addition  und  Snbtraction  negativer 
Zahlen. 

Da  das  Subtrahiren  auf  das  Addiren 
negativer  Zahlen  zurflckgef&hrt  ist,  so 
kann  man  von  den  erstem  Operationen 
ganz  abseben,  wenn  man  an  ihrer  Stelle 
das  Addiren  negatiaer  Zahlen  einführt. 
Die  früher  gefundenen,  dnreh  Addition 
aus  der  Null  entstandenen  Zahlen  wollen 
wir  den  negativen  gegenüber  jetzt  immer 
als  positive  bezeichnen  und  ihnen  du 
Zeichen  + geben;  aber  Addiren  und 
Subtrahiren  positiver  und  negativer  Zah- 
len haben  wir  jetzt  folgende  Begclo,  die 
sich  aus  den  Sätzen  I.,  II.,  III.  und  IV. 
ergeben. 

V.  „Jede  2 Zahlen  werden  addirt, 

n)  wenn  ihre  Vorzeichen  gleich  sind, 

durch  Zusammenzäblen , indem  man  der 
Summe  das  gemeinschaftliche  Zeichen 
lässt.  (Dies  ist  für  positive  Zahlen 
selbstverständlich,  und  folgt  für  negs* 
tive  aus  Satz  II.) 

b)  wenn  ihre  Vorzeichen  ongleidi  sind, 
indem  man  die  kleinere  von  der  grösse- 
ren abzicht  und  dem  Rest  das  Zeichen 
der  letzteren  gibt  (es  ist  dies  in  SaU 
IV.  ausgesprochen),“ 

VI.  „Eine  Zahl  wird  von  einer  andern 
abgezogen,  indem  man  ihr  Vorzeichen 
ändert  (minns  in  plus,  plus  in  minns 
verwandelt)  und  dann  addirt , also  nach 
Regel  V.  verfährt.“ 
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Es  folgt  dies  daraus,  dass  Subtrahiren 
asd  Addiren  von  Kegadren  identisch 
ist,  wenn  der  Subtrahondus  positiv  ist; 
ist  derselbe  negativ , also  gegeben : 
a-(— d),  so  ist  dies  nach  Satz  UI.  mit 
e+i  identisch. 

Im  Wesen  der  Snbtraction  liegt  es 
noch  begründet,  dass,  wenn  eine  Zahl 
m einer  andern  addirt  und  eine  andere 
dann  abgezogen  werden  soll,  a.  B. 
5+7—3,  auch  zuerst  3 von  5 abgezogen 
ond  dann  7 addirt  werden  kann.  Denn 
man  hat  Ja ; 

5+7-3  = 5+4  + 3-3  = 54-4, 

und: 

5-3+7  = 5-3  + 3+4=5+4, 

also; 

VIL  „Sind  beliebig  viel  Zahlen  zu 
addiren  nnd  zu  subtrahiren,  so  kommt 
et  nicht  auf  die  Ordnung  an,  in  der  dies 
geschieht.**' 

Wir  haben  in  dem  Früheren  schon 
den  Gebrauch  der  Klammer  dcflnirt.  Es 
ist  sonach  leicht  einzuseben,  was  eine 
Klammer  mit  negativem  Vorzeichen  be- 
deutet. Offenbar  söll  in: 

— (a— i+c— d) 

Jedes  in  der  Klammer  enthaltene  Glied 
von  irgend  einer  Zahl  abgezogen,  also 
mit  negativem  Zeichen  genommen  wer- 
den. Han  hat  also: 

-a-(-4)-(+c)-(-d)=  -a+6-e+<f. 

VIII.  „Bitte  negative  Klammer  wird 
anfgelöst,  indem  man  das  Vorzeichen  Je- 
des Gliedes  derselben  ändert.** 

Und  nmgekehrt: 

„Eine  Snmme  oder  Differenz  wird  in 
eine  negative  Klammer  cingeschlossen, 
wenn  man  innerhalb  derselben  das  Vor- 
teichen Jedes  Gliedes  ändert.** 

Also  z.  B.: 

a—b — c+d=  — (— a+4+c— <f). 

Es  ist  Jetzt  noch  eine  Bemerknng  über 
die  negativen  Zahlen  zn  machen. 

Wir  haben  dieselben  lediglich  als  ab- 
tutiehende  oder  abgezogene  Einheiten 
zafgefasst;  ihre  Realität  besteht  also  le- 
diglich in  einer  Tbätigkeit , die  aller- 
dioga  immer  zu  einein  Besnltale  führen 
muss,  wenn  das  Abziehen  mOglieh  ist. 
Beim  Abziehen  aber  gingen  wir  zunächst 
nur  von  der  Betrachtung  ans,  dass  die 
abgezogene  Zahl  kleiner  sei,  als  die,  von 
welcher  man  sie  abzieht,  weil  dies  allein 
m den  uns  bis  Jetzt  bekannten  positiven 
Zahlen  führt.  So  lange  man  also  das 
Abziehen  an  sich  betrachtet,  kann  man 
mit  negativen  Zahlen  rechnen. 


Verschieden  von  diesen  Betrachtungen 
ist  aber  die  Frage,  ob  negative  Zahlen 
an  sich  zur  Erscheinnng  kommen,  d.  h. : 
Kann  ebenso,  wie  die  positive  Zahl  ans 
der  Wiederholung  einer  Thätigkeit  ent- 
stand, die,  weil  sie  bestimmnngslos  war, 
immer  zu  einem  Begriffe  führte . dem 
man  beliebige  Bestimmnngen  oder  Qua- 
litäten erthcileu  kann,  auch  das  Setzen 
von  negativen  Einheiten  an  sich , ohne 
dass  man  sie  von  grßssern  Zahlen  ab- 
zieht, zu  Resultaten  fuhren?  Die  Bc- 
antwortbng  dieser  Frage  ist  allerdings 
für  die  Zahlenlehre  völlig  iinerlicblich, 
da  es  sich  hierbei  um  Anwendung  auf 
bestimmt  qnalificirte  Begriffe  nicht  han- 
delt. Um  so  wichtiger  aber  ist  diese 
Frage  eben  für  die  Anwendungen,  Me- 
ehanik,  Geometrie  n.  s.  w.  Zn  dem  Ende 
bemerken  wir : Die  negative  Einheit  ist 
offenbar  diejenige,  welche  durch  Addition 
mit  der  positiven  znr  Mull  führt.  Die  ne- 
gative Einheit,  nnd  mithin  die  negative  Zahl 
kommt  also  dann  zur  Erscheinnng,  wenn 
die  Null  aus  irgend  einer  gegebenen 
Grösse  durch  dieselbe  Thätigkeit  (Addi- 
tion) entstehen  kann , wie  die  Eins  ans 
Aer  Null  selbst,  nnd  diese  ersterc  GrCsse 
ist  dann  eben  —1.  Es  ist  dies  also 
dann  der  Fall,  wenn  die  Null  nicht  den 
absoluten  Anfangspunkt  der  Thätigkei- 
ten  bildet,  mit  denen  wir.operiren,  son- 
dern einer  vom  Unendlichen  aus  bis  ins 
Unendliche  sich  erstreckenden  Reihe  an- 
gehört. Es  ist  dies  z.  B.  bei  Bewegun- 
gen der  Falt,  also  wenn  man  für  die 
Einheit  eine  gewisse  Geschwindigkeit 
nimmt.  Der  Null  entspricht  dann  die 
Ruhe.  Jede  Geschwindigkeit  kann  dann 
ans  der  Null  auf  irgend . eine  Art  ent- 
stehen nnd  bis  ins  Unendliche  dem  Be- 
griffe nach  zunehmen.  Eben  so  aber 
kann  die  > Ruhe  aus  einer  Geschwindig- 
keit entstehen,  indem  man  die  entgegen- 
gesetzte, aber  im  Uebrigen  gleiche  Ge- 
schwindigkeit hinzufügt.  Die  Geschwin- 
digkeiten erstrecken  sich  also  nach  zwei 
Richtungen  ins  Unendliche , nnd  haben 
keinen  eigentlichen  Anfangspunkt. 

Setzen  wir  aber  z.  B.  für  die  Einheit 
ein  Individuum,  so  gibt  es  zu  der  Entste- 
hung desselben  zwar  eine  cntgcgcngc- 
setite  Operation,  das  Verschwinden  oder 
Vergehen  desselben.  Diese  letztere  aber 
setzt  eben  das  Individunm  voraus , nnd 
keinenfalls  gibt  es  ein  Verfahren,  wel- 
ches durch  Setzen  von  Individuen  zur 
Null  führt.  Die  Reihe  der  Thätigkciten 
erstreckt  sich  also  nur  in  einer  Rich- 
tang  von  der  Null,  hier  dem  natürlichen 
Anfangspunkte,  ins  Unendliche, 

Da  indess  die  Zahlcnlebre  es  mit  allen 
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mCgUchcn  Operationen  zu  thim  bat,  die  Reichen  gibt,  jo  naebdem  beide  Zahlen 
von  der  besiimmungsloacn  Einheit  ane-  gleiehe  oder  cntgogengcsetxte  Vorzeichen 
gehen,  so  kann  man  in  ibr  immer  ab)  haben.“ 

Scblnssresultat  zu  negativen  Zahlen  ge-  Auch  ergibt  sich,  da  cs,  abgesehen 
langen.  Gleiches  ist  ».  B.  in  der  Me-  vom  Zeichen,  nur  auf  das  Product  der 
chanik  der  Pall,  da  dieselben  hier  wirk-  absoluten  Werthe  nnkommt,  die  Auideh- 
lich  vorhanden  sind.  Dagegen  wird  etwa  nung  des  Satzes  III.  Abschnitt  2)  auf 
bei  einer  statistischen  Rechnung  aller-  negative  Zahlen.  Dasselbe  gilt  von  den 
dings  mit  negativen  Zahlen  gerechnet  Sätzen  I.  und  IV.  des  nämlichen  Ab- 
werden können.  Das  Sohlussresnltat,  Schnittes. 


falls  die  Frage  einer  Antwort  überhaupt 
fähig  ist,  wird  aber  eine  positive  Zahl 
sein,  da  nur  solche  Zahlen  innerhalb  die- 
ser Wissenschaft  überhaupt  eine  Bedeu- 
tung haben. 

Der  Begriff  der  negativen  Zahl  muss 
jetzt  auch  mit  dem  des  Multiplicirons 
verbunden  werden. 

Augenblicklich  ist  ersichtlich,  dass  eine 
negative  Zahl  mit  einer  positiven  multi- 
plicirt  werden  kann. 

Wir  fassten  das  Multiplicircn  nämlich 
als  eine  Wiederholung  des  Addirens  auf. 
Es  ist  ako  z.  B. ; 

3X  (— 0)=  — rt-| — a-l-  — fl=  — (a-fn-fn) 

= -3a. 

„Eine  negative  Zahl  wird  mit  einem 
positiven  Multiplicator  mnltiplicirt,  wenn 
man  das  Product  der  absoluten  Werthe 
negativ  nimmt.“ 

Es  fragt  eich  aber  nach  der  Bedeutung 
des  Multiplicirens  mit  negativem  Multi- 
plicator. 

Es  ist  dieselbe  durch  den  Begriff  der 
negativen  Operation  gegeben. 

Zn  dem  Ende  bemerken  wir,  dass  das 
von  den  Zahlen  Gesagte  allgemein  gül- 
tig auf  die  Tbätigkeit  des  Rechnens 
selbst  übertragen  werden  kann.  Da  also 
z.  B.  5-K— 5)=0  ist,  so  bedeutet  das 
& und  das  —5  mal  Nehmen  einer  2iahl 
soviel  als  das  gar  nicht  Nehmen  dersel- 
ben, und  es  ist  also : 

5.0-f (— B)*u  = 0 oder:  (— 5)’a=— 5«. 
Verbindet  man  diese  Betrachtung  mit 
der  vorigen , so  kann  man  auch  zwei 
negative  Zahlen  multiplicircn.  Es  ist 
nämlich  nach  der  letztem  Betrachtung: 
(-5).  (-0)= -(5  •(-<.)), 
und  da  nach  der  erstem':' 

5-  (— a)=— 5-0 
ist) 

(—5)  • (—<«)=  — (— 5n)  = 5o. 

Ans  diesen  Sätzen  folgt  der  allgemeine: 

IX.  „Zwei  Zahlen,  positive  oder  ne- 
gative, werden  multiplicirt,  indem  man 
ihre  absoluten  Werthe  mnltiplicirt,  und 
dem  Product  das  positive  oder  negative 


Man  hat  nämlich  z.  B. : 
3(a—b+c—<tj=  a—  t-f  c—  d 
-j-o—  4-h  c—  d 
+ a—  b+  c—  d 

3(«-34-i-3c-3d 

und : 

— 3(a—  6-|-c— d)  = — (3a— 34-l-3c— 3<0 
= -3a+34-3c-(-3</, 

d.  h.  Summen  oder  Differenzen  werden 
mit  negativen  oder  positiven  Zahlen  mnl- 
tiplicirt, indem  man  jedes  Glied  mit  Be- 
rücksichtigung seines  Vorzeichens  mit 
dem  Multiplicator  multiplicirt,  und  die 
Tbeilproduc'te  addirL  Satz  IV.  des  Ab- 
schnitts 2)  ist  hiervon  die  unmittelbare 
Folge. 

4)  Vom  Dividiren  und  von  den 
Brüchen. 

Wie  dem  Addiren  als  indirecte  Ope- 
ration das  Subtrahiren,  so  wird  dem 
Multiplicircn  das  Dividiren  entgegen- 
ges  teilt. 

Da  also  z.  B.  von  5 zur  20  durch 
Multiplicatiou  mit  4 übergegangen  wird, 
so  können  wir  von  der  20  zur  ö durch 
Division  mit  4 zurOckgehen,  oder  : 

„20  durch  4 dividiren,  heisst  diejenige 
Zahl  finden,  welche  mit  4 multiplicirt 
20  gibt.“ 

Das  Zeichen  der  Division  ist  ein  Quer- 
strich oder  2 Punkte,  also : 

4.^-5,  oder:  4-(20:4)  = 5, 

4 

allgemein : 

U-— = 4.  Aber  auch:  - — -=:t. 
a a 

Denn  in  welcher  Orduung  man  die  Di- 
vision und  Multiplication  verrichtet,  immer 
kommt  man  zu  4 zurück.  Die  zu  divi- 
dirende  Zahl  4 wird  Dividendus  oder 
Zähler,  die  dividirende  Zahl  Divisor  oder 
Nenner,  endlich  das  Resultat  Quottent 
oder  Bruch  genannt. 

Eine  Zahl,  s.  B.  50,  welche  eine  sn- 
doro  5 als  Factor  enthält,  heisst  Viel- 
faches derselben.  Dividirt  man  das  Viel- 
fache 5 • 10  durch  den  Factor  5 , ■<> 
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crhllt  man  eine  ganze  Zahl  10;  cs  ist 
aber  leicht  zu  sehen , dass  sich  nur  hei 
solchen  Divisionen  ganze  Zahleu  ergeben. 
Dennoch  bat  in  der  Bechnung , worin 


ein  Bruch  vorkommt,  dessen  Z&hler 


also  etwa  1 ist,  immer  einen  Sinn.  Denn 
da  der  Einheit  beliebige  Bestimmungen 
gegeben  werden  können,  so  kann  ihr  in 
irgend  einem  Falle  diejenige  gegeben 
werden , ein'  'Vielfaches  von  b zu  sein. 

An  sich  kommt  dem  Bruche  -r-,  was 

0 


auch  6 sei,  dann  eine  Bealität  zu,  wenn 
die  Grössen,  mit  welchen  man  rechnet, 
einer  neuen  Bestimmnng  der  Theilung 
bis  ins  Unendliche  oder  der  Continnit'at 
Ibeilhaftig  sind.  Ist  nämlich  die  Einheit 
nichts  Bestimmtes,  sich  von  selbst  Dar* 
bietendes,  sondern  lässt  sich  die  Art 
ihrer  Entstehung  als  Wiederholung  eines 
andern  Prozesses  auffassen,  so  dass  man 
eine  andere  Einheit  wählen  kann,  von 
der  sie  ein  Vielfaches  bildet,  so  wird 

diese  neue  Einheit  nat&rlich  mit  4*  he- 

6 


uicbnet  werden,  wenn  die  alte  das  b fache 

davon  ist , und  4*  ist  ein  Theil  der  Ein* 
0 

heiti.-^=l.  Lässt  sich  diese  Thei* 

b w 


lang  int  Unendliche  verfolgen,  so  schrei* 
ben  wir  eben  der  behandelten  Art  der 
Grösse  Contifauität  zu.  Baum*  und  Zeit- 
grössen  sind  continnirlich , Volksmengen 
z.  B.  nicht,  da  hier  die  Einheit  nntbcil* 
bar  ist. 


n 

Der  Ausdruck  *j-  ist  definirt  durch 
die  Gleichung : 

Wie  man  -j-  den  b ten  Theil  von  1 
0 

nannte,  so  kann  man  den  äten  Theil 
b 

von  a nennen.  Dabei  kann  dieser  Ans* 
druck  wieder  eine  ganze  Zahl  geben,  z.B. 

-g-=4,  oder  einen  wirklichen  Bruch, 

als  welchen  wir  jedes  nicht  ganze  Viel* 

fache  von  *^,  wo  b eine  ganze  Zahl 
b 

ist,  verstehen,  a heisst  Zähler,  b Nen* 
ner.  Summen  von  Brüchen  bedärfen 
keiner  Definition,  da  man  die  Grössen 
a c 

. immer  Tercinen  kann.  Der 


Satz,  daze : M(a+A+  . . = . . 

sei,  18  t noch  daan  richtig,  wenn  a,  6 . . . 
Brüche,  n aber  eine  ganze  Zahl  ist,  da 
die  oben  gemachten  Schlüsse  hier  noch 
anwendbar  sind.  Hierans  ergibt  sich 

auch  leicht  der  Werth  von 

b 

Sei  z.  B. : 

a = 3, 

so  ist: 


Dieser  Ausdruck  6 mal  genommen,  gibt; 

b - b • 4-+  6 • 4-  = 3 oder  «, 
b b ö 

es  ist  also: 

und  also  nach  der  Definitioo  a - mit 

0 

a 

-T-  identisch. 
b 

Der  Zähler  eines  Bruches  kann  auch 
negativ  sein,  denn  auch  die  negative 
Einheit  kann  ja  gethcilt  werden.  OCTen* 
bar  aber  ist : 

also  auch: 


da  aber  o**^ — « ■ gleich  Null  Ut, 
0 0 

nach  der  Erklärung  der  Multiplicntion 
mit  negativen  Zahlen,  So  bat  man : 


Ans  diesen  Betracbtnngen  folgt  leicht 
die  Addition  der  Brüche,  welche  gleiche 
Nenner  haben. 

Da  nämlich  —zza-—  und  — = b • — 
c c c c 

ist,  so  kann  man  sich  als  Einheit  von 
c 

a nnd  b denken , wie  dies  die  Multipli* 
cation  erfordert,  nnd  setzen: 


_a  , ^ a + ö 

c — c ' — ' e c ' 


I.  „Brüche  mit  gleichem  Nenner  wer* 
den  addirt  oder  subtrahirt,  indem  man 
ihre  Zähler  addirt,  bezüglich  subtrahirt, 
nnd  dasBesultat  mit  dem  gemeioschaft* 
liehen  Nenner  verbindet.“ 
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Hieraus  ergibt  sieb  auch  leicht  der 
Begriff  des  negativen  Bruches.  Da 
nämlich : 


ist,  und  dasselbe  Resultat  Null  auch 
« , O rt 

durch  die  Subtraction  — r — 6®" 

o 0 


funden  wird, 


a , —a  _ 
so  ist  — - uud  —r-  idon- 
s 0 


tisch. 

Wir  kommen  jetst  auf  die  Multipli- 
cation  und  Division  der  Brüche.  Setzen 
wir  dieselben  zunächst  als  positiv  voraus. 
Wir  haben  aber  folgenden  Satz: 


II.  „Ein  Bruch  bleibt  ungeändert,  wenn 
man  Zahler  und  Nenner  mit  derselben 
Zahl  multiplicirt.“ 

tt 

Offenbar  ist,  wenn  man  -r-x  setzt, 
0 

nach  der  Erklärung  der  Division  azibx, 
also  auch  an  = bnx,  und  folglich; 


an  a 


also: 


a 


xc=yc  und  jr=y,  oder: 


a 


d.  h. : 

IV.  „Ein  Bruch  wird  durch  eine  ganze 
Zahl  dividirt,  indem  man  den  Nenner 
multiplicirt.“ 

Es  kommt  jetzt  auf  die  Bedeutung 
derjenigen  Multiplicationen  an,  deren 
Multiplicator  ein  Bruch  ist.  Wir  erhal- 
ten dieselbe , indem  wir  die  Entstehung 
des  Bruches  ans  der  Einheit  auf  die 
Thatigkeit  der  Multiplication  übertragen. 

Da  & gleich  Eins  ist , so  kann 
man  sagen: 

„Die  Thatigkeit,  eine  Zahl  -^mal  zu 
0 

nehmen,  b mal  wiederholt,  gibt  die  Zahl 
einmal.“ 

Es  ist  also: 

. 1 

4.y.«  = a, 


Dieser  Satz  gilt  natürlich  auch  umge- 
kehrt, d.  h. : 

„Sind  Zähler  und  Nenner  Vielfache 
von  n,  so  kann  man  beide  durch  n di- 
vidiren.“ 

Wie  ein  Bruch  mit  einer  ganzen  Zahl 
multiplicirt  wird,  ergibt  uns  die  Formel: 


cs  ist  sonach  auch: 

b . 1 ab 

fl. — = = — . 

c c c 

III.  „Ein  Bruch  wird  mit  einer  gan- 
zen Zahl  multiplicirt,  indem  man  seinen 
Zahler  multiplicirt  “ 

Sei  jetzt  ein  Bruch  mit  einer- ganzen 
Zahl  zu  dividiren.  Sei; 

a 

T 

c ’ 

so  istr 

a 

-^  = xc. 

Sei  ferner: 

a 

—c=V> 

so  ist: 


a ac  a 


und  da  auch: 


b- 


a 


ist,  so  ist-^-a  mit  — identisch,  und 
b b 

es  heisst  a mit  — multipliciren  nichts 
0 


anderes,  als  a durch  b dividipen. 

’ Sei  jetzt  der  Multiplicator  ein  Bruch 
mit  beliebigem  Zähler.  Es  ist: 


a 


1 

b’ 


also: 


• c = fl  • 


c 


ae 

b' 


und  ebenso : 

a c _ 1 c_  c ab 

T'T~“'  ~b  'H~“  "bä~M' 

V.  „Zwei  Brüche  werden  multiplicirt, 
wenn  mau  die  Zahler  und  di^  Nenner 
multiplicirt. 

Tritt  an  die  Stelle  eines  Bruches  eine 
ganze  Zahl,  so  ist  ihr  der  Nenner  Eins 
zu  geben. 

Die  allgemeine  Regal  des  Dividirens 
mit  Brüchen  folgt  aus  der  Definition  des 
Dividirens  selbst.  Es  ist  nach  derselben : 

(a  c \ c _ o 

T 'T/ü  ~ T' 

Andererseits  aber  auch: 
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ad  c 
hc  ~S 
(Sau  II)  also : 

ad  _ a 
6c  6 

d.  h.; 


ade 

bä 


r •(-*)=-<., 


also: 


c 

ä’ 


— o 
~b' 


b‘ 


VI.  „Soll  ein  Bruch  durch  einen  an- 
dern dividirt  werden,  so  vertauscht  man 
im  Divisor  Z&hler  und  Nenner,  und  ver> 
ftbrt  dann  wie  beim  Multipliciren.“ 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  in  Satz  I. 
gegebene  Regel  der  Addition  und  Sub- 
trsetion  der  Brüche  zu  vervollständigen, 
wenn  dieselben  nicht  gleiche  Nenner 
haben. 

Nach  Satz  IL  kann  man  aber  belie- 
bige Brüche  auf  gleichen  Nenner  bringen, 

also  7,  3,  indem  man  jedem  Nen- 
b d f 

ner  d die  Factoren  der  andern  6 nnd  f 
binznfügt,  welche  er  nicht  enthält,  mit 
diesen  Factoren  aber  auch  den  Zähler 
mnltiplicirt , so  dass  dann  die  Brüche 
ihrem  Wertbe  nach  nngeändert  bleiben; 
da  sie  nun  denselben  Nenner  (General- 
nenaer)  haben,  so  ist  Satz  I.  ohne  Wei- 
lerea  anwendbar. 

Was  das  Multipliciren  der  Brüche  an- 
betriCTt,  von  denen  einer  oder  beide  ne- 
gative Zeichen  haben,  so  ist  natürlich 
die  allgemeine  Regel  hierbei  anznwen- 
den,  dass  gleiche  Zeichen  ein  positives, 
DDgleiche  ein  negatives  Product  geben, 
denn  die  bei  derselben  gemachten  Schlüsse 
behalten  ihre  volle  Gültigkeit.  , 

Wir  haben  aber  noch  die  Divisionen 
in  erwägen,  wo  der  Nenner  negativ  ist. 
Et  iat  nach  der  Definition,  wenn  die 
Zähler  oder  Nenner  ganze  Zahlen  oder 
Brüche  sind: 


Diese  Sätze  vereinigen  sich  in  dem 
einen  folgenden; 

VII.  „Haben  Divisor  nnd  Dividendns 
gleiche  Vorzeichen,  so  ist  der  Quotient 
positiv,  haben  sie  ungleiche  Vorzeichen, 
so  ist  er  negativ.“ 

Wir  fügen  zum  Schlüsse  dieses  Ab- 
schnittes noch  hinzu,  dass  die  Sätze  I. 
und  II.  des  Abschnittes  2)  nnd  die  sich 
unmittelbar  ans  ihnen  ergebenden  Sätze 
III.  nnd  IV."  desselben  Abschnittes  auch 
für  Brüche  gelten. 

Offenbar  ist  nämlich : 

a e c a _ ac 
* b d d b bd 
„Es  können  also  Multiplicator  und  Mul- 
tiplicandtts  mit  einander  vertauscht 
werden.“ 

Es  ist  ferner: 

/(»  c , e\ff  _ (adf  + bef  + g 

l6±d±?^*"V  bdf  Jh 


_^fg  , ^fg  , 
~bdfh-  bdß  - bdß 
_ oj  , «9  , ,£? 

— I ä JL  IL  /■  t* 


-6 


.(-6)  = o,' 


aber  anch: 


also ; 

a a 

~b~~r 

Es  war  ferner: 

— o a 

T~~b' 

und  endlich  ist: 

— a 


-6 


(-6)=-a, 


aber  auch; 


bk-dk  -fk: 

d.  h. : Jedes  Glied  des  Hultiplicandns 
kann  mit  dem  Multiplicator  verbunden 
werden. 

Wir  kommen  jetzt  zum  Schlüsse  die- 
ser flüchtigen  Skizze  der  Grundopera- 
tionen anf  das  Potenziren  und  die  ihm 
entsprechenden  indirecten  Operationen, 
nm  noch  die  Entstehung  der  irrationalen 
nnd  imaginären  Quantitäten  zu  ver- 
folgen. ^ 

5)  Negative  und  gebrochene 
Potenzen.  Wnrzelaus  Ziehung. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  von  solchen 
Potenzen  gesprochen,  deren  Basis  und 
Exponent  ganze  positive  Zahlen  waren* 
Die  Satze,  welche  wir  von  denselben  fan- 
den, waren  die  folgenden : 

I.  „Potenzen  derselben  Basis  werden 
mit  einander  mnltiplicirt,  wenn  man  die 
Exponenten  addirt.“ 

in  Zeichen  : 

II.  „Eine  Potenz  wird  zu  einer  Po- 
tenz erhoben,  wenn  man  die  Exponen- 
ten mnltipiicirt.“ 
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lli.  „Das  Froduct  von  Zahlen  wird 
zu  einer  Potenz  erhoben,  wenn  man  jede 
zn  der  entsprechenden  Potenz  erhebt, 
und  diese  Potenzen  multiplicirt.“ 


dessen  Zähler  die  Einheit,  dessen  Nen- 
ner die  positive  Potenz  bildet.“ 

Dieser  Satz  bildet  die  De&nition  der 
negativen  Potenzen.  Man  siebt  leicht, 
dass  fflr  solche  alle  bisher  entwickelten 
Sätze  gelten.  Denn  es  ist: 


/ 1 M ft 

{abc  , , =a  b c ... 

Es  ist  aber  ersichtlich,  dass  diese  drei 
Sätze  ihre  volle  Gültigkeit  behalten, 
wenn  die  Basis  negativ  oder  ein  Bruch 
werden  sollte.  Denn  da  das  Potenziren 
ein  wiederholtes  Mnltipliciren  ist,  so  be- 
hält dasselbe  seine  volle  Bedeutung,  ab- 
gesehen von  dem  Werthe  der  Basis, 
denn  was  dies  auch  iur  eine  Zahl  sei, 
so  ist  sie  nach  dem  Vorigen  der  Ope- 
ration des  Mnltiplicirens  zugänglich,  und 
die  Schlüsse,  welche  zu  diesen  drei 
Sätzen  rührten,  behalten  ihre  Kraft. 

Dem  ersten  Satze  stellen  wir  nun  eine 
zweite  gegenüber,  welche  sich  auf  die 
Division  der  Potenzen  bezieht. 

Soll  eine  Zahl  zur  (n-p)tcn  Potenz 
erhoben,  also  die  Einheit  (n— /i)mal  mit 
a multiplicirt  werden,  so  kann  dies  zu- 
nächst nmal  geschehen , und  dann  p 
Factoren  a weggesehafft  werden , was 
offenbar  geschieht,  wenn  man  das  Bc- 
sultat  durch  ihr  Product,  d.  b.  durch  die 
ple  Potenz  von  a dividirt.  Man  hat 
also: 


aP  a”+P 


womit  Satz  I.  bewiesen  ist;  ebenso  folgt 
Satz  IV. 

Satz  II.  ist  selbstverständlich,  wenn 
der  erste  Exponent  negativ  ist,  denn: 

(a~Y=  = — 

V/  a-P 

— a 

Ist  der  erste  positiv  und  der  zweite  ne- 
gativ, so  hat  man : 

1 


1 —ftp 
■ = — ~a 


a’V 

aber  auch: 

(n-»)-P=_L_=„V 

(«  Y 

so  dass  Satz  II.  für  alle  Fälle  gilt. 

Satz  III.  erhalten  wir  eben  so  leitdit,  da : 

(ai)"  o"  i" 


d h.t 

IV.  „Eine  Potenz  wird  durch  eine  an- 
dere derselben  Basis  dividirt,  wenn  man 
die  Exponenten  derselben  snbtrahirt.“ 

In  a"^P  ist  nnn  n—p  so  lange  po- 
sitiv, alt  p kleiner  als  n ist.  Indess  .be- 
hält der  Ausdruck  a”  P noch  einen 
Sinn,  wenn  anch  n kleiner  als  älso 
n—p  negativ  ist.  Denn  übertragen  wir 
die  Thätigkeit,  welche  zum  Subtrahiren 
und  somit  zum  Begriff  der  negativen 
Zahl  führte,  auf  den  Begriff  des  Poten- 
airens ,,  immer  steht  der  Thätigkeit  des 
Uinzufügens  von  Factoren  a zur  Ein- 
heit die  des  Wegsebaffens  von  Factoren, 
d.  h.  .des  Dividirens  derselben  entgegen, 

nnd  es  bedeutet  somit  a ” nichts  an- 
deres, alt  dass  die  Einheit  durch  n Fac- 
toren a dividirt  werden  toll.  Somit  ist: 
—n  1 


„Eine  negative  Potenz  ist  ein  Bruch, 


ist.  Wir  verbinden  aber  mit  diesem 
Satte  jetzt  noch  einen  andern,  der  sich 
auf  den  Fall  bezieht,  wo  die  Basis  ein 
Bruch  ist. 

Man  hat  dann  z.  B. ; 

(^\*  _ o • a • a a* 

T/  ~ h~b~b  ~ 6*’ 

nnd: 

1 _ ^ 

b / a • a ■ a~  a*  ~ . — .1 

b-.b  . b ‘ 

V.  „Ein  Bmdi  wird  zu  einer  Potenz 
erhoben , indem  man  die  entsprechende 
Potenz  des  Zählers  durch  die  des  Nen- 
ners dividirt.“ 

Die  negativen  Potenzen  entstehen  ans 
der  Betrachtung,  dass  dem  Hinsnfugen 
von  Factoren  ein  Wegnehmen  entgegen- 
steht. Man  kann  abei  auch  nach  der 
Operation  fragen,  welche  dem  Potenziren 
selbst  so  cntgegcnstcht,  wie  das  Subtra- 
biren  dem  Addircn.  Sei: 
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to  iat  durch  Potcnzircn  mit  n von  a zu 
i ubergcciingea  worden.  Geht  auf 
demselben  Wege  von  h nach  a zurück, 
d.  h.  mittels  der  Operation,  die  von  b 
zu  a führt,  so  nennt  man  dieselbe  Aus- 
ziehen der  n ten  WnrZel.  Es  ist  also  a 
die  Nte  W urzel  ans  b,  und : 

„Ans  einer  Zahl  b die  nte  Wurael 
snsziehen,  heisst  diejenige  a finden,  welehe 
zur  aten  Potenz  erhoben  b gibt.“ 
n 

Es  ist  somit,  wenn  man  mit  \ die  nte 
Wurzel  bezeichnet,  immer  wenn; 


11 

ist,  auch: 

n 

II 

nnd: 

fl 

*=(V*)* 

b heisst  hier  Radicand , n Wurzelexpo- 

n 

nent,  und 

o = yi  Wurzel. 

Wurzeln 

führen  immer  zu  schon  be- 

kannten  Zahlen,  positiven  oder  negativen, 
ganzen  oder  Brüchen,  wenn  b wirklich 
dis  nte  Potenz  einer  gegebenen  a ist. 
Immer  aber  lüsst  sich  zeigen,  dsss  wenn 
b positiv  ist,  ein  Ansdrnck  gefiinden 
werden  kann,  der  sich  mit  beliebig  klei- 

n 

ner  Abweichung  dem  Wertho  von  y6 
annkhert. 

Man  sehe  hierüber  den  Artikel:  Qna- 
dratwurzel,  da  die  dort  angestellten  Be- 
trachtungen sich  auf  gleiche  Weise  auf 
höhere  Wurzeln  erstrecken. 

Continuirlichkeit  der  Grossen,  mit  de- 
nen man  operirt,  voransgesctai , führen 
also  die  Wumeln  der  positiven  Zahlen 
auf  etwas  wirklich  Vorhandenes,  denn 
wenn  das  Gebiet,  mit  dem  man  sich  be- 
schäftigt, die  Eigenschaft  der  Theilbar- 
keit  bis  ins  Unendliche  besitzt,  to  kann 
n 

man  yt,  obgleich  man  den  wahren  Werth 
davon  nie  völlig  erreicht , 'doch  als  in 
diesem  Gebiete  vorbanden  annehmen. 
Dies  führt  an  dem  Begriffe  der  Irratio- 
nalzahlcn,  oder  der  Zahlen,  denen  man 
sich  nur  annkhem  kann,  wo  dies  aber 
mit  beliebiger  Genanigkclt  geschieht. 

Alles,  wes  von  Brüchen  gilt,  gilt  je- 
doch auch  von  Irrationalzahlen.  Man 
setzt  nämlich  lUr  dieselben  die  Brüche, 
welche  ihnen  anf  ein  beliebig  Kleines 
nahe  kommen,  nnd  Alles,  was  sich  ans 


den  Rechnungen  mit  denselben  ergibt, 
kann  als  dem  Rechnen  mit  den  irratio- 
nalen Zahlen  selbst  angehörig  betrachtet 
werden. 

Das  Rechnen  mit  Wnrzeln  führt  aber 
auch  noch  anf  zwei  andere  höchst  wich- 
tige Begriffe;  snnächst  anf  eine  heue 
Zablenart,  die  imaginären  Zahlen,  von 
denen  nachher  die  Rede  sein  soli,  nnd 
die  sich  schon  beim  Anszieben  der  Qnst- 
dratwnrseln  ergeben.  Das  andere  aber 
ist  der  Begriff  der  mebrdentigen  Ope- 
ration. 

Im  Artikel  Quadratwurzel  ist  gezeigt, 
dass  \a  sowohl  positiv  als  negativ  sein 
kann,  also  zwei  Wertho  hat.  Aus  der 
Betrachtung,  dass  jede  Gleichung  »ton 
Grades  n Wurzeln  hat,  also  auch  die 

« " • 

Gleichung  X =a,  d.  h. : z=ya  nWertbe, 

folgt,  dass  jede  »te  Wurzel  n Werthe 
bat,  also  udeutig  ist,  wobei  jedoch  anch 
imaginäre  Werthe  hinznkommen.  Es 
kann  jedoch  bei  diesen  Gegenständen 
hier,  wo  wir  nur  die  Entstehung  der 
Quantitäten  ans  den  Gmndoperationen 
verfolgen,  nicht  verweilt  werden. 

Wir  kehren  also  znm  Begriff  der  Wur- 
zel zurück,  nnd  schliessen  an  denselben 
den  der  Potenz  mit  gebrochenem  Expo- 
nenten an. 

Zunächst  gibt  es  über  die  Wurzeln, 
Sätze,  die  den  mit  II.,  III.  nnd  V.  be- 
zeichneten  dieses  Abschnittes  entspreefaea. 
Es  ist  nach  der  Definition: 


sngleich  aber: 

(n  n \ M n 

YaYbr  “ch  lU-  =yo  yt  =04, 

also: 

tt  » B 

yrf6=yay4, 

oder : 

VI.  „Aus  einem  Prodnete  wrird  eine 
Wurzel  ansgezogen , indem  man  sie  aus 
jedem  Factor  ansziebt,  nnd  diese  Wur- 
zclgrössen  multiplicirt.“ 

, Eben  so  bat  man: 

aber  anch  nach  Satz  V.; 
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also; 


n n 


VII.  „Aua  eioem  Bruche  wird  eine 
Wurzel  aasf^eiogen,  indem  man  die  ent- 
aprcchcndc  Wurzel  de«  Zählers  durch  die 
des  Nenner«  dividirt.“ 

Für  die  Operationen  des  Wurzelaus- 
siehens  und  de«  Fotenziren« , wenn  sie 
nach  einander  mit  derselben  Zahl  vor* 
richtet  werden,  merke  man  noch  den 
Satz : 

VIII,  ,, Fotenziren  und  Wurzelansxie- 
bung  kann  in  beliebiger  Ordnnng  Ter> 
richtet  werden.^ 

In  Zeichen  heisst  dieser  Satz : 

(v«)p=v(A 

Offenbar  ist  nämlich: 
and  auch: 


Offenbar  nämlich  ist  nach  dem  Vo- 
rigen: 


Namentlich  ist  auch: 


mp 


also : yo*. 


yo’"^=oP. 

Es  ist  dies  die  Anwendung  des  leti- 
ten  Satzes  auf  den  Fall,  wo  der  Wnr- 
aelexponent  ein  Factor  des  Potensexpo* 
nenten  ist.  In  gleicher  Weise  hat  man 
aber  auch,  wenn  das  Umgekehrte  statt- 
findet : 


”'P  ^ P 

Schreibt  man  in  der  Formel: 


Va"P. 

so  erhält  man: 


mp  = q, 


9 

V«»  = a . 

Hier  steht  im  Potenzexponenten  ein 
der  jedoch  nur  der  Form  nadi 


somit  also  diese  beiden  Ausdrücke  mit 
n 

nnd  also  einander  gleich. 

Mit  diesem  Satze  verbinden  wir  fol- 
genden, der  auf  wiederholtes  Wurzelaus- 
ziehen geht  nnd  sich  dem  Satze  II.  über 
Potenzen  anschliessL 
Es  ist  offenbar: 


nnd  »Iso: 

Y{vah=^aP  = a, 

es  ist  also  der  Definition  gemäss; 


oder: 

nt.  „Eine  Wurzel  wird  aus  einer 
Wurzel  ausgezogen,  indem  man  die  Wur- 
zelexponenten multiplicirt.“ 

Ergänzt  wird  dieser  Satz  durch  den 
folgenden,  der  sich  wieder  auf  Poten- 
ziren  und  Wurzelausziehen  bezieht. 

X.  „Haben  eine  Wurzel  und  ein  Po- 
tenzexponent derselben  QrOssc  einen 
gemeinschaftlichen  Factor,  so  kann  der- 
selbe weggclassen,  gehoben,  werden.“ 

D.  h.  in  Zeichen; 


ein  solcher  ist,  da  —=p,  also  gleich 

IN 

einer  ganzen  Zahl  ist.  Untersachen  wir, 
ob  Potenzen  mit  einem  wirklichen  Bruch 
als  Exponenten  noch  eine  Bedcutuug 
haben. 

Wir  wollen  demnach  in  der  Erklärung 

des  Bruches  — , wonach  dies  diejenige 

Zahl  ist,  die  mmal  genommen  die  Ein- 
heit gibt,  dem  Begriffe  der  Einheit,  wie 
wir  Achnliches  schon  öfter  getban,  die 
Thätigkeit  des  Potenzirens  snbstHniren. 

Da  nuti  a nichts  anders  ist  als  die  Ein- 
heit wiederholt,  and  zwar  smal  mit  c 

multiplicirt,  so  heisst  die  Potenz  a"*  = a 
bilden  nichts  anders,  als  die  Einheit  mit 
einer  Zahl  multipliciren ,'  welche  so  be- 
schaffen^ ist,  dass  wenn  dies  Verfahren 
mmal  wiederholt  wird,  die  Einheit  ein- 
mal mit  a mnltiplipirt  ist.  Es  ist  also: 

«"  = «,  oder: 

m - 

nnd  da  y(a)"*  ebenfalls  gleich  ist,  so 


ist  o"*  nichts  anders  als  die  mte  Wur- 
zel aus  o. 
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„Eine  Potenz  mit  gebrochenem  Ex- 
ponenten, (Jeeeen  Zahler  1 ist,  beiientet 
nichti  endere  nie  diejenige  Worzel,  welche 
der  Nenner  anzeigu“ 

Sei  jetit  der  Zähler  beliebig,  aleo 

f.  . 

die  gcenchte  Potenz,  Da  man  hat 

— = — , 80  ist  das  Erheben  zur  Po- 

M m 

tenz  — nichts  anders,  als  die  Erhebnng 
m 

zur  Potenz  — ;»mal  wiederholt,  d.  h. : 
m 

p 

— m 

«"  =\aP. 

„Eine  Potenz  mit  beliebigen  gebroche- 
nen Exponenten  gibt  diejenige  Wurzel 
SB,  welche  der  Nenner,  und  diejenige 
Potenz,  welche  der  Zahler  anzcigt.“ 

Dass  sich  in  den  Brachpotenzen  Zäh- 
ler nnd  Nenner  heben  lassen,  folgt  schon 
ans  Satz  X.  Indess  ist  hierbei  noch 
eine  Bemerknng  zn  madben.  Jede  Wur- 
zel hat,  wie  oben  bemerkt,  so  viel  Werthe 
als  ihr  Exponent  anzeigt.  Beim  Heben 
wird  nnn  die  Anzahl  dieser  Werthe  klei- 
ner, und  daher  ist  die  Identität  zwischen 
mp  p 

V(o"")  nnd  Ko"  nur  derart  vorhanden, 
dan  j^er  Werth  der  letztem  Qrösse 
einem  Werthe  der  erstem  gleich  ist, 
nicht  aber  amgekehrt. 

So  ist  z.  B.  die  Gleichung: 

yo‘=o> 

s 

zn  verstehen.  Es  kann  ya*  =a‘‘  und  gleich 
— a*  sein,  während  der  Ansdrack  o* 
rechts  eindeutig  ist. 

Die  Bedeutung  von  Brachpotenzen  mit 
negativem  Exponenten  erliegt  keiner 
Schwierigkeit,  da  hier  nur  beide  Defi- 
nitionen der  negativen  und  der  Bmch- 
potenz  zn  combiniren  sind.  Immer  ist: 


Die  Allgemeingfiltigkeit  der  mit  II.,  III. 
nnd  V.  bezeichneten  Sätze  auch  für 
Bnehpotenzen  folgt  unmittelbar  aus  den 
ihr  Wurzeln  gegebenen  Sätzen  VI.  bis 
E.,  und  ist  nnr  ein  anderer  Ansdrack 
für  dieselben. 

Was  die  Sätze  I.  and  IV.  anbetrift, 
so  haben  wir  Ihr  sie  keine  Analogie  in 
Bezug  auf  Wurzeln  gegeben.  Indess  sind 
diese  Sätze  vollständig  gültig,  wenn  auch 


die  Exponenten  Brüche  sind.  Man  hat 
nämlich  offenbar,  mit  Anwendung  frü- 
herer Sätze : ‘ 

w*  p n 9 Rf  ng 

o"  o’=v'^o’" 

"9 «9 my'  + pa 

= . o«"*  = Vo"?  + »"•  = a 


was  der  SaU  I.  in  B«aag  anf  Bruch- 
potenzen  ist,  nnd  ebenso: 

w*  « nq  nq 

P_  9 "9 

o»  iaP 

nq mq^pn  m p 

= y„«9-P«^„  "9  " 7 

also ; 


was  mit  Satz  IV.  tkbereinstinunt. 

Mit  Hälfe  der  Definitionen  der  nega- 
tiven nnd  Bruch-Potenzen  kann  nnn  der 
Begriff  der  Wurzel  ganz  durch  den  der 
Bmebpotenz  ersetzt  werden,  und  die 
Theorie  derselben  ist  in  den  Sätzen  I. 
bis  V.  völlig  enthalten. 

Dem  Fotensiren  steht  nicht,  wie  dem 
Addiren  und  Multipliciren , nur  eine  in- 
dirccte  Operation,  sondern  deren  zwei, 
nebst  dem  Wnrzelanssiehen  noch  das 
Aalfinden  der  Logarithmen  entgegen. 
Da  diese  Uebersicht  aber  hauptsächlich 
den  Zweck  bat,  die  Zahlformen  aufzn- 
findea , die  sich  bei  den  verschiedenen 
Rechnungen  ergeben , so  übergehen  wir 
diese  Operation  hier,  da  sio  nicht  zn 
neuen  Zahlformen  führt,  indem  wir  das 
anf  die  Logarithmen  Bezügliche  dem  ent- 
sprechenden Artikel  fiberlassen. 

Der  ErOrterang  der  imaginären  Quan- 
titäten aber  wollen  wir  einen  eigenen 
Artikel  widmen,  da  die  genauere  Unter- 
snehnng  dieser  Grössen  weiter  in  das 
Gebiet  der  Analysis  bineinfübrt,  als  wir 
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bei  den  Bctrachtnngen , welche  dieiem 
Artikel  zu  Grunde  liegen,  tu  echreiten 
im  Stande  tind. 

Noch  bemerken  wir,  dass  die  BegrilTe 
der  negativen  und  irrationalen  Zahl  schon 
den  Griechen  bekannt  war,  welche  na- 
mentlich durch  geometrische  Betrachtun- 
gen auf  sie  geffihrt  worden.  Die  Theo- 
rie der  Potenzen,  namentlich  der  ge- 
brochenen und  negativen  gehOrt  dagegen 
in  ihren  AnÜngen  den  Arabern,  in  ihrer 
Vollendung  erst  der  neueren  Zeit,  bis 
hinein  in  das  vorige  Jahrhundert,  an. 
Namentlich  hat  das  Verfolgen  der  Viel- 
deutigkeit der  Wurzeln  und  gebrochenen 
Potenzen  lange  Zeit  die  Mathematiker 
auf  Irrwege  gcliihrt. 

diUBtiUt  (bnaglBire). 

1)  Entstehung  der  imaginären 
Zahlen. 

Indem  wir  an  den  vorigen  Artikel  hier 
zunächst  anknüpfen  wollen,  erinnern  wir 
daran,  dass  wir  von  der  Einheit  in  dem- 
selben ausgehend , und  dieselben  ver- 
schiedenen Rcchnungs- Operationen  un- 
terwerfend , nach  und  nach  zu  allen 
übrigen  reellen  Zahlen  gelangten.  Ein 
Nachweis  ihrer  Realität,  dass  sie  also 
wirklich  zur  Erscheinung  kommen,  ist 
darum  unnOthig,  weil  alle  diese  Zahlen 
sich  dem  gänzlich  bestimmungslosen  Be- 
griffe der  Einheit  selbst  jedenfalls  un- 
terordnen  lassen.  Auf  diesem  Wege 
fortschreitend,  wird  hier  das  Imaginäre 
entwickelt. 

Indess-  ist,  wie  doch  vorläufig  bemerkt 
werden  muss,  noch  ein  zweiter  Weg 
möglich.  Man  kann,  statt  bloss  die 
Einheit  vorauszusetzen , von  continuir- 
lichen  GrOssen  ansgehen.  Dann  sind 
BrUclie  und  Irrationalzahlen  , wenn  man 
die  Continnität  sich  nach  beiden  Rich- 
tungen ins  Unendliche  fortgesetzt  denkt, 
auch  die  negativen  Zahlen  gegeben. 
Wie  durch  Erweiterung  dieser  Betrach- 
tung zu  dem  Imaginären  cbenfalis  ge- 
langt werden  kann,  soll  der  Verfolg  die- 
ses Artikels  zeigen. 

Das  Imaginäre  verdankt  seine  Ein- 
führung in  die  Analysis  zunächst  der 
Auflösung  der  Gicichnngen , und  zwar 
kann  es  auf  die  quadratischen  Gleichun- 
gen allein  zurfickgeführt  werden.  Schon 
die  Auflösung  der  Gleichung: 
z*  -ha*  =0 
fuhrt  auf  die  Form: 

*•=)'(— o*),  oder:  i=oV— 1, 
und  man  sieht  leicht,  wenn  man  einen 
dieser  Ausdrücke  in  die  gegebene  Glei- 


chnng  einführt,  die  darin  voricommenden 
Quadratwurzel  gemäss  der  Definition  so 
behandelt,  dass  ()^— a*)*  =i  — o*,  und 
(V— 1)’  = —1  gesetzt  wird,  die  Glei- 
chung identisch  wird.  Eben  so  fuhrt  die 
Auflösung  der  qnadratischen  Gieichnng: 

x’-f-2ox+4  = 0 
zu  der  Wurzel: 

X = — rtri  V(a*— 4), 

und  es  ist  leicht  ersichtlich,  dass,  wenn 
4 positiv  und  grOaser  als  a',  also  etwa 
«•— 4=— R*  ist,  man  immer  einen  Aus- 
druck erhält: 

z=— 1=  — a + K(— «’), 
welcher  in  die  Gleichung  eingesetzt,  und 
nach  den  gewöhnlichen  Kegeln  des  Rech- 
nens mit  (Ter  Maassgabe  behandelt,  dass 
y(  — rt*)  = a}'— 1 ins  Quadrat  erhoben 
— R*  gibt,  diese  pleichung  identisch 
macht. 

Wir  deiiniren  daher  eine  imaginäre 
Grösse  als  die  Wurzel  einer  negativen 
Zahl.  Eine  solche  lässt  sich  immer  sn- 
rUckführen  auf  den  Ausdruck  aV— 1, 
worin  a positiv  oder  negativ  ist.  Eine 
soichc  Grösse  nennen  wir  jetzt  im  Ge- 
gensatz zu  den  imaginären  reelle  GrOssen. 
Den  Ausdruck  a-f-r<V— 1,  der  sieh  beim 
Auflösen  der  allgemeinco  qnadratischen 
Gleichungen  ergibt,  nennen  wir  oomplexe 
Grösse.  Er  besteht  ans  einer  reellen  und 
imaginären  Grösse,  die  durch  das  Addi- 
tions-  (oder  Subtractions-)  Zeichen  ver- 
bunden sind.  Bezeichnen  wir  noch  den 
Ausdruck  V — 1 durch  i,  so  ist  ni  der 
Ausdruck  för  eine  imaginäre,  a+ßi  für 
eine  complexe  OrOsse,  und  der  Defini- 
tion gemäss  ist  i*  = — 1. 

Die  Nothwendigkeit,  mit  Imaginärem 
zu  rechnen,  und  die  Art,  wie  dies  ge- 
schieht, siebt  man  ohne  Weiteres  ein. 
Ist  z.  B.  eine  quadratische  Gieichnng 
mit  Bnchstabcn-Coefficienten,  über  deren 
nnmerische  Werthe  und  Vorzeichen  man 
mithin  keine  weitere  Kenntniss  hat,  ge- 
geben, so  kann  die  Nothwendigkeit  vor- 
handen sein,  diesdbe  aufzalOsen,  und 
zwar  in  ihrer  Aligemeinheit , während 
die  Werthe  erst  gelegentlich  specialisirt 
werden  sollen.  Man  verfährt  dann  so, 
dass  man  nur  diejenigen  Sätze  anwen- 
det, welche  sowohl  für  positiv  als  nags- 
tiv  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  gleich- 
mässig  gelten;  also  z.  B.  dass  man  die 
Factoren  eines  Products  vertauschen 
kann,  oder  einen  gleichen  Factor  in  Zäh- 
ler und  Nenner  wechselt. 

Alle  diese  Sätze  kann  man  anwendea 
nnd  bat  sie  bereits  angewandt,  wenn 
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eine  Specialiürang  der  Aufgabe  zeigt, 
dais  deren  Auflösung  eine  imagin'iro 
Zahl  gibt  Hieraus  folgt: 

1.  „Das  Rechnen  mit  imaginären  und 
ronplexen  Zahlen  geschieht  derart,  dass 
man  in  dem  Aasdrucke  i behan- 

delt wie  eine  reelle  and  unbestimmte 
Bachstabe DgrOssc,  aber  der  Deflnition 
und  der  Bcchnungsregel  gemäss  : 

setxt,  also  immer,  wo  sich  das  Quadrat 
TOD  i einstellt,  dies  mit  der  negativen 
Einheit  vertauscht.** 

Es  ist  also  sonach  z.  B. , indem  man 
i lieh  als  willkürlich  denkt  und  einen 
Satz  vom  Multipliciren  anwendet: 

(“  + />»)  (y+  tfi)  = oy  + (^j'+  nd)i  + j3(f  »’ 

^ny—ßtt -)-  (ß'y  -t-ad)i. 

Ei  iit  aber  bereit!  in  dem  Artikel  „Qna- 
dralwariel“  gezeigt  worden,  dass  eine 
Degatire  Zahl  weder  eine  positive  noch 
eine  negative  Quadratwurzel  haben  kann. 
Da  non  alle  Zahlen,  welche  durch  Ver- 
mehren oder  Vermindern  aus  der  Ein- 
heit entstehen,  entweder  negativ  oder 
positiv  (ganz  o<ler  gebrochen)  sind,  so 
itehl  der  Ausdruck  V(~l)  oder  )'(  — «’) 
in  keiner  Grösscnbczichung  zur  Einheit ; 
er  kann  nicht  im  eigentlichen  Sinne  als 
Grosse  oder  Quantität  bezeichnet  wer- 
den. Wesentlich  nntcrscheidct  sich  hicr- 
dnreh  das  Imaginäre  von  allen  den  Ans- 
drficken,  negativen  Zahlen,  Brüchen,  Irra- 
tionaizublen,  welche  sich  beim  indireeten 
Operiren  ergeben.  Während  nämlich 
hei  gewissen  Anwendungen  diesen 
Gröisen  möglicherweise  die  Realität  nicht 
inkommt,  so  ist  dies  doch  (siche  den 
vorigen  Artikel)  bei  gewiesen  andern  An- 
wendungen jedesmal  der  Eall,  und  na- 
mentlich in  der  allgemeinen  QrOssen- 
oder  Zablcnlchre  kommt  ihnen  diese 
Realität  zn,  indem  sic  immer  eine  an 
•ick  einen  Sinn  habende  Operation  an- 
uigen,  z.  B.  die  negative  Zahl  die  dei 
Atniehens , der  Bruch  die  des  Theilcns. 
Beim  Imaginären  ist  dies  nie  der  Fall, 
El  kann  keine  Grosse  geben,  welche 
durch  Ansziehen  der  Wurzel  ans  — 1 
entstände.  Sprechen  wir  daher  von  ima- 
ginären Grossen  oder  Quantitäten,  so 
iit  dies  ein  nneigeoilicher  Ausdmek,  den 
wir  eben  nnr  des  Oebranchs  wegen  an- 
nehmen.  Der  Ansdmek  imaginäre  Zahl 
iit  richtiger,  weil  wir  bei  dem  Worte 
Zahl  in  seiner  allgemeinen  Bedeutnng 
eben  nnr  an  die  Resultate  von  Rech- 
nnngsoperationen , gleichviel,  ob  diesel- 
ben auf  reelle  Grossen  führen  oder  nicht, 
>n  denken  veranlasst  sind. 


Es  scheint  sonach , wenn  man  nur 
das  eben  Gesagte  berücksichtigt,  das 
Rechnen  mit  dem  Imaginären  nur  die 
Bedeutung  zu  haben,  dass  wenn  ein 
Resultat  einer  Aufgabe  nnf  solche  oder 
complexe  Zahlen  führt,  damit  angedentet 
ist,  dass  die  Aufgabe  des  Resultates  ent- 
behre, dass  derselben  aber  an  sieh  nichts 
Widersinniges  zn  Grunde  liege,  sondern 
dass  nur  die  gewählten  Grüsscnvorhält- 
nisse  so  getroffen  sind , dass  sie  keino 
Losung  zulassen.  Z.  B.  lollto  man  den 
Flächeninhalt  eines  Dreiecks  berechnen, 
dessen  Seiten  9,  5 and  2 Fuss  sind,  so 
würde  die  Losung  auf  einen  imaginären 
Aiisdmek  führen,  welcher  andcutet,  dass 
zwar  ans  drei  Seiten  eines  Dreieckes 
sieh  der  Flächeninhalt  desselben  ergehe, 
dass  aber  ein  solches  Dreieck  unmöglich 
sei  bei  den  gewählten  Maasivcrhält- 
nissen,  da  in  keinem  Dreiecke  die  Summe 
zweier  Seiten  kleiner  als  die  dritte  sein 
kann. 

Aber  schon  diese  beschränkte  Anf- 
fussung  des  Rcclincns  mit  imaginären 
Grossen  als  blosser  Nachweis,  dass  eine 
Aufgabe  nnmOglich  sei,  zeigt  die  Noth- 
wendigkeit,  sich  mit  diesen  Grossen  zn 
beschäftigen,  und  die  Art,  wie  dies  ge- 
schehen muss,  nämlich  der  gegebenen 
Regel  I.  gemäss.  Namentlich  aber  muss 
man  wissen,  wann  durch  Verbindung 
imaginärer  Ausdrücke  sich  ein  reelles 
Resultat  ergibt,  wie  dies  Ja  geschehen 
kann,  in  welchem  Falle  dann  die  Auf- 
gabe einer  Losung  zugänglich  ist.  £e 
kommt  daher  darauf  an,  mit  Benutzung 
der  Regel  I.  die  Resultate  der  Reeh- 
nnng  mit  romplcxcn  und  imaginären 
Zahlen  anf  ihre  einfachsten  Formen  zn- 
rückzufOhren,  und  ist  dabei  ein  Erwägen 
der  Bedeutung  der  einzelnen  Operationen 
in  Bezog  auf  das  Imaginäre  nOthig. 
Dos  Resultat  dieser  Erwägung  ist  dann 
in  dem  sogleich  zn  begründenden,  hOchst 
wichtigen  Satze  enthalten; 

II.  „ Alles  Rechnen  mit  complexcn 
Zahlen  von  der  Form  a-|-^  führt  immer 
anf  eine  ähnliche  Form  zurück.“ 

Aber  noch  von  einem  andern  Gesichts- 
punkte ans  zeigt  sich  die  Nothwendig- 
keit  des  Operirens  mit  complexen  Zah- 
len, wenngleich  dieser  Gesichtspunkt  sich 
nicht  a priori  ergibt,  sondern  erst  mit 
dem  Fortsclirciten  der  mathematischen 
Wissenschaften  gefunden  werden  konnte. 
Es  finden  nämlich  zwischen  verschiede- 
nen Functionen  nod  GrOssen,  auf  die 
man  von  ganz  verschiedenen  Betrachtun- 
gen ans  gekommen  ist,  Bezichnngen 
statt,  welche  erst  dnreh  den  Gebrauch 
des  Imaginären  vermittelt  und  anfgefon- 
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den  werden  kann.  Als  Beispiel  diene 
die  Bcsichung  zwischen  den  Exponen- 
tial-QrOsscn  und  den  trigonometrischen, 
welche  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung: 
sei 

« = cos«+<  sin  (r. 

Ferner  lassen  sich  gewisse  Shtzc  erst 
bequem  anssprechen,  wenn  man  das  Ima- 
ginäre cinAihrt,  z.  B.  der  Satz,  dass  jede 
Gleichung  wten  Grades  auch  n Wurzeln 
habe,  die  Beziehung  zwischen  quadra- 
tischen Factoren  eines  Polynoms  und 
den  Wurzeln  einer  Gleichung  (siche  den 
Artikel:  quadratischer  Factor)  wQrde  aber 
ganz  Wegfällen,  wenn  das  Imaginäre  nicht 
in  Betracht  käme.  Dass  dieser  Gesichts- 
punkt von  Wichtigkeit  ist,  zeigt  der  Um- 
stand, dass  er  auch  in  anderer  Weise  sich 
bewährt  hat.  Ganz  ähniichenBetrnchton- 
gen,  auf  Congrnenzen  angewendet,  ver- 
danken das  Galois’sche  Imaginäre  in  der 
Zahlenlehre  und  die  Kummer'schen  idea- 
len Zahlen  ihre  Entstehung,  von  denen 
namentlich  die  letzteren  so  wichtig-ge- 
worden  sind.  — Endlich,  und  dieser  Ge- 
sichtspunkt ist  namentlich  in  der  neuesten 
Zeit  eröffnet  worden , sind  gewisse  Ge- 
setze der  Functionen  nur  zu  finden,  wenn 
man  neben  dem  Reellen  auch  das  Ima- 
ginäre berücksichtigt.  Die  Mehrdeutig- 
keit der  Integrale  bat  nur  bei  dessen 
Gebrauch  einen  Sinn.  Die  Grenzen  der 
Convergenz  einer  Fotenzreihe  kann  nur 
gefunden  werden , wenn  man  neben  den 
reellen  Werthen  der  Variablen  auch  die 
eomplcxen  in  Betracht  siebt  u.  s.  f. 

Es  ist  somit  nothwendig,  die  Zahl 
i = V— 1 als  neues  Element  in  die  Rech- 
nung cinzuführen,  ohne  sich  um  die  Be- 
deutung dieses  Ausdruckes  zu  kümmern. 
Der  mit  I.  bezeiehnete  Satz  gewährt  die 
Möglichkeit  des  Rechnens  mit  t. 

Es  bleibt  noch  übrig,  den  Sinn  und 
die  Bedeutung  der  verschiedenen  Ope- 
rationen mit  Bezug  auf  complexe  Zah- 
len zu  prüfen , und  den  mit  II.  bczeich- 
neten  Satz  zu  beweisen. 

2)  Die  Operationen  mit  com- 
pl  ex  en  Zahlen. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Glei- 
chung: 

a -{-/ti— 0 

nur  die  Bedeutung  haben  kann,  dass 
sowohl  a als  ß einzeln  gleieh  Null  sind, 
oder; 

I.  „Eine  complexe  Zahl  kann  nur 
dann  der  Null  gleich  sein,  wenn  dies 
mit  dem  reellen  und  dem  imaginären 
Thelle  einsein  stattfindet.“ 

In  der  That  würde  bei  Anwendung 


der  gewöhnlichen  Rechnnngsgesetic  diese 
Gleichung  die  Form  anncluncn: 
a=—ßi, 

und  wenn  man  auf  beiden  Seiten  ins 
(Quadrat  erhebt: 

a^  = ß'i*=z-ß-‘. 

Es  würde  also,  da  «*  und  ß^  nicht  ne- 
gativ sind,  diese  Gleichung  auf  den  Wi- 
dersinn führen , dass  eine  positive  Zahl 
einer  negativen  identisch  ist,  und  diesem 
ist  nur  zu  entgehen,  wenn  man  a = ß-0 
setzt. 

„Wir  können  also  jede  Gleichung  von 
der  Form  n-l-^i  = 0 lediglich  als  ein 
Symbol  fassen,  welches  unter  einer  ge- 
meinschaftlichen Form  die  beiden  Glei- 
chungen : 

€1  = 0,  ß = 0 

umfasst.“ 

Die  Anwendung  der  Additions-  und 
Subtractionercgel  auf  complexe  Zahlen 
macht  keine  Schwierigkeit.  Denken  wir 
uns  nach  Satz  I.  des  vorigen  Abschnittes 
zunächst  i als  eine  willkürliche  Grösse, 
so  ist : 

" + /*•  ±(y  +<f*)  = <*±y  + (^±'^)'’ 

und  somit  bat  man  immer  folgenden 
Satz,  der  die  Summen  und  Differenzen 
complexcr  Zahlen  so  finden  lehrt , dass 
sich  Satz  II.  des  vorigen  Abschnittes 
dabei  bestätigt. 

IL  „ Zwei  complexe  Zahlen  werden 
addirt  und  subtrabirt,  wenn  man  im 
ersten  Falle  die  Summe,  im  zweiten  Falle 
die  Differenz  des  reellen  und  des  mit  i 
mnitiplicirten  Theils  einzeln  bildet.“ 

Es  folgt  hieraus  auch,  dass  man  die 
Gleichung: 

o-f^=y-|-(fi 
auf  die  Form: 

(o— y)-l-0J— <f)i  = 0 
bringen  kann,  woraus  sich  nach  Satz  I. 
ergibt : 

“=y*  ß='^t 

d.  h.: 

„Zwei  complexe  Zahlen  können  nur 
dann  gleich  sein,  wenn  die  reellen  und 
imaginären  Theile  einzeln  gleich  sind.“ 

Seien  jetzt  die  Ausdrücke  €t+ßi  und 
y+ifi  zu  mnltiplicircn. 

Denkt  man  wieder  zunächst  i allgt- 
gemein,  so  hat  man: 

(<t  + ßi)  • (y  -(-  (fi)  = oy-f-t  (ßy  + nd) 
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(« -f /»»)  (y + <10  = "y — + “<!)• 

Dies  gibt  folgcmlen  Satz,  der  allerdings  besser  durch  die  eben  hingeschriebene 
Fonoel  als  durch  Worte  ansgedriiekt  wird: 

III.  „Das  Product  zweier  complexen  Zahlen  ist  gleich  einer  andern  com- 
plexcn  Zahl , deren  reeller  Theil  ans  der  DifTerenz  der  Producte  der  reellen  nnd 
imaginären  Theile,  nnd  dessen  imaginärer  Theil  aus  der  Summe  der  Producte  der 
imaginären  Theile  jedes  Factors  in  die  reellen  des  andern  Factors  besteht.“ 
Namentlich  ist  hiernach : 

«*  = —«,  i*  = + l,  t‘=i,  ••  = —1  . . . 

Aach  hier  findet  also  Satz  II.  des  Torigen  Abschnittes  statt.  Kbenso  bei  der  Di- 
vision. Denn  es  kann  “ wenn  wir  i allgemein  denken  und  den  Salz  an- 
y+<l< 

wenden,  dass  Zähler  und  Nenner  eines  Bruches  beide  mit  derselben,  aber  ganz 
beliebigen  Zahl  mnltiplieirt  werden  können,  auf  die  Form  gebracht  werden: 

'«+ßi  _ («+^0(y- Ji) 

r+ßi  (y+<l0(y— <10’ 

nnd  dies  gibt  nach  vorigem  Satze: 

{ay  + ßil)  + (ßy-ad)i 

y>  + (l> 

d.  h.: 

IV  « + _ wy+nJ  ßy-ad 

y+di  y‘  + J'  y’-t-<l’  . 

Durch  diese  Formel  ist  das  Dividiren  mit  complexen  Zahlen  völlig  dcBnirt, 

Grossere  Schwierigkeiten  macht  die  Definition  des  Potenzirens,  des  Wurzcl- 
ansziebens  und  des  Bcrcchnens  der  Logarithmen  von  imaginären  Zahlen.  Da- 
gegen führen  aber  auch  diese  Rechnungen  zu  den  wichtigsten  Resnltaten. 

Wir  wenlen  zunächst  mit  Zuhdlfenahme  des  Satzes  I.  des  vorigen  Abschnittes 
diese  Operationen  definiren. 

Es  sind  doxa  Jedoch  einige  Hfilfsbctrachtungen  nOthig. 


2)  lieber  Expon  ent  i n IgrOs  s en  mit  reellen  nnd  imaginären 
Exponent  en. 

Entwickeln  wir  die  Grösse  { Binomialsiitzc , indem  wir 

voranssetzen,  n sei  eine  positive  ganze  Zahl.  Es  ergibt  sich; 

(■4) . ,('4)(-l) 


(■4)-= 


l-h*  + ■ 


1 -2 


*’+■ 


1-2-3 


(■4)  (>4)  ■ ■ • ('-4) . 


1 • 2 . . . s 


X -f  ...  +x  . 


Mit  wachsendem  n wäciist  die  Gliederanzahl  dieser  Reihe.  Es  wird  behauptet, 
dass  sic  sich  trotzdem  einer  gewissen,  von  n unabhängigen  Grenze  nähert,  mit 
andern  Worten,  dass  die  Reihe  convergire,  wenn  n = co  wird. 

Eine  bekannte  Regel  für  die  Convergenz  ist  die,  dass  der  Quotient  eines  Glie- 
des dividirt  durch  das  Vorhergehende  sich  einer  Grenze  nähert,  die  kleiner  als  1 
ist,  wenn  die  Ordnung  dieses  Gliedes  wächst  (siehe  den  Artikel:  Reihen). 

Es  ist  nun,  wenn  wir  mit  A das  ste  Glied  bezeichnen : 


(‘4)('4)  -('-4)(>4)‘-*'‘- 


1-2  •■■‘<-+«('4)('4)-"(*-‘4)' 


d.  h.: 
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A »+1 

s 


In  diesem  Ausdrncke  ist  immer  t klei- 
ner als  (I,  also  1 — — ein  echter  Bruch, 
s-t-1  wächst  iiher  jede  Grenie,  so  dass 

A I 

sich  — j der  Null  nähert,  was  auch 

t 

X sei. 

Man  hat  also: 

(x\fi 

1+-J  =1+,^  _+_g+.. 

1 2 

indem  man  die  Grössen  — , — ...  ver- 

n n 

nachlässigt , da  dieselben  gegen  1 ver- 
schwinden, so  lange  t gegen  n unendlich 
klein  ist,  die  Glieder  aber,  wo  dies  nicht 
der  Fall  ist,  nach  dem  oben  Gesagten 
auf  die  Summe  der  Keibo  keinen  Ein- 
fluss ansUbcn.  Da  der  Werth  von 

lim  + t)"  nnahhängig  ist  von  n,  vor> 

ansgcsetst,  dass  man  diese  Qrössc  posi- 
tiv gans  und  ins  Unendliche  wachsend 
sich  vorstcllt,  so  ist  unter  dieser  Bedin- 
gung ofTonbar: 

lim(l-f.l)"=lim(l+^)"‘. 

Ist  jetat  x = — ein  beliebiger  positi- 

V 

tiver  Bruchf  so  gibt  cs  immer  unendlich 
viel  Zahlen  m,  die  so  beschaffen  sind, 

dass  — = einer  ganzen  Zahl  gleich 

X ti 

ist,  man  braucht  eben  nur  m als  theil- 
bar  durch  u anzonehmen.  Lässt  man 

fl 

nun  in  x=  — Zähler  und  Nenner  wachsen, 
e 

BO  kann  man  sich  diesen  Bruch  immer 
als  bis  auf  eine  beliebige  Grcnae  mit 
einer  gegebenen  Irrationalzahl  zusammen- 
fallend denken,  da  eine  solche  Ja  immer 
die  Form  eines  Bruehes  mit  wachsendem 
Zähler  und  Nenner  annimmt.  Immer 
dann  aber  kann  m so  gewählt  werden, 

dass  der  Ausdruck  sich  nur  um  eine 
u 

beliebig  kleine  Grösse  von  einer  ganzen 
Zahl  unterscheidet,  jedoch  mnss  die 
ganze  Zahl  n,  welche  den  Factor  u ent- 
hält, aus  diesem  Grande  im  Wachsen 
sein.  Wie  dem  auch  sei , es  lässt  sich 
also  setzen : 


wo  X positiv  aber  beliebig  und  s unend- 
lich gross  ist.  Also; 

li„(l  + .i)-  = lim(l-h.i)" 

= [lim  ( l-hl)*]". 

Wir  setzen  nun; 

lim(l-l--^)*=e, 

w’o  e eine  bestimmte  Irrationaliabl  ist, 
deren  Werth  aich  aus  Gleichung  I)  er- 
gibt, wenn  man  daselbst  x = l seut, 
und  man  hat : 

II)  ' = ^ + ^ + 

oder  durch  numerische  Berechnung: 
e = 2,718281828459  . . . 

III)  lim  [ l-(— ^^"  = e*, 

also  mit  Benutzung  von  Formel  I.; 

X XX*  X* 

lila,  e 

Sei  jetzt  x eine  beliebige  negative  Zahl, 
so  ist,  wenn  man  x~— ^ setzt: 

Der  Werth  für  den  Ausdruck  rechts  er- 
gibt sich  aus  Formel  I«,  wenn  man  ia 

derselben  x mit  — vertauscht,  wo- 
n 

durch,  wenn  fi  wichst,  alle  Glieder  bis 
auf  das  erste  verschwinden,  und  man  hat 
daher: 


d.  fa.; 


oder; 


Damit  sind  die  Formeln  III.  und  III  a 
auch  erwiesen,  wenn  x negativ  ist.  Dit- 
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Miben  gelten  alao  Ar  jeden  reellen  Werth 
ron  X.  Ueber  die  Formel  III  a.  ist  aber 
eine  wichtige  Bemerkung  zu  machen, 
Brnchpotenzen  sind,  wie  wir  im  vorigen 
Artikel  gesehen  haben , mebrdentige 
Grossen,  und  Potenzen  mit  irrationnlen 
Exponenten  sogar  unendlich  vieldeutig, 
da  der  Nenner  des  Exponenten  unend- 
lich gross  zu  denken  ist.  Dcfinirt  man 

dagegen  die  QrOsse  e*  immer  durch  For- 
mei ni.,  so  ist  eindeutig,  da  n eine 
ganze  Zahl  ist  und  daher  nur  einen  Werth 

gibt.  Gleiches  folgt,  wenn  man  e'  durch 
Reihe  lila,  dcflnirt. 

„Der  Ausdruck  wird  also  immer 
als  eine  eindeutige  Function  von  a>  anf- 
gelasst,  welchen  reellen  Werth  auch  x 
habe,  und  ist  durch  Formel  111  a.  völlig 

bestimmt.  Dieser  Werth  von  e*  ist  aber 
immer  positiv,  so  lange  z reell  bleibt.“ 

In  der  That  sind:  lim  ^ 1-1- und 

lim^l  — beide  positiv,  wenn  man 

a wachsend  und  positiv  denkt.  Da  non 
jede  Wurzel  nur  höchstens  einen  reellen 
und  positiven  Weith  hat,  so  ist,  falls  z 
ein  Bruch  ist , leicht  aus  der  Reihe  der 

Werthe  von  e* , welche  man  bei  einer 
andern  Dehnitiun  dieser  Grösse  erhalten 
Wörde,  der  zu  bestimmen,  welcher  der 
jetzigen  Definition  entspricht. 

Um  nun  die  Definition  ron  e^  auf 
imaginlres  z aaszudehnen , bemerken 

wir,  dass  zuntchst  der  Ausdruck  (n-|-/t<)' 
immer  eine  Bedeutung  hat,  wenn  s eine 
positire  ganze  Zahl  ist,  denn  in  diesem 
Falle  hat  man  es  ja  mit  einem  wieder- 
holten Mnltipliciren  zu  thun , und  kann 
die  Regel  III.  des  vorigen  Abschnittes 
anwenden.  Auch  kann  s eine  negative 
ganze  Zahl  sein ; man  setzt  dann : 
s 1 

(«-t-AO  = i 

und  die  Sätze  III.  und  IV.  des  vorigen 
Abschnittes  geben  das  NOtbige,  so  dass 
in  diesen  Fällen 

(rt-p^i)*  oder 

sich  immer  wieder  auf  eomplexe  Grössen 
a-f  ü zurfickAhren  lassen. 

Diese  Betrachtungen  machen  es  mög- 
lich, die  Grosse  e'  Ar  complexes  z zu 

definiren,  indem  wir  sagen:  „dass  Ar 
beliebiges  x durch  die  Formel  III.  oder 


III  a.  gegeben  sein  soll.“  Da  die  For- 
mel lila,  nur  Potenzen  von  zenAält,  so 
gibt  sie  nach  dem  Obigen  wieder  eine 
eomplexe  Grösse.  Die  Identität  beider 
Definitionen  ergibt  sich  daraus,  dass  die 

Entwicklung  von  ^l-l--^^"nach  dem  Bi- 
nomischen Satze  richtig  bleibt,  wenn  auch 
z imaginär  ist.  Denn  wenn  man  n als 
ganze  Zahl  denkt,  so  drückt  ja  der  Bi- 
nomische Satz  nur  die  Regel  Ar  ein  wie- 
derholtes Mnltipliciren  von  1-1--^  mit 

sich  selbst  ans,  welche  Regel  ilfre  volle 
Anwendung  auch  Ar  imaginäres  z nach 
dem  Obigen  findet. 

Es  ist  jedoch  noch  zu  zeigen,  dass  die 

Entwicklung  von  e^  in  lila,  noch  einen 
bestimmten  WerA  gebe,  also  convergire, 
wenn  z imaginär  wird.  Dieser  Beweis 
lässt  sich  so  Ähren: 

Setzt  man  in  lila.  Ar  z a-|-bt,  so 
ergibt  sich: 

a-l-Ai_,  o-(-4i  (a-l-ii}* 

* + 1,2- 

1 • 2 • 3 ■*■  ■ ■ ■ 

Haben  n und  t die  absoluten  Werthe 
« und  ß , so  dass  a und  ß positive 
Grössen  sind,  so  ist  offenbar  sowohl  der 
reelle  als  der  imaginäre  Theil  von 

(a-j-6i)',  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

kleiner  als  (»-(-^)*.  Denn  die  einzelnen 
Glieder  des  erstem  Ausdruckes,  wie  sie 
der  Binomische  Satz  ergibt , unterschei- 
den sich  von  den  entsprechenden  des 
letztem  nur  durch  das  Zeichen  oder  durch 
den  Umstand , dass  sie  noch  mit  t mul- 
tiplicirt  sind.  Diese  letzteren  Glieder 
bleiben  im  reellen  Thcilc  ganz  weg. 
Denkt  mau  sic  also,  positiv  genommen 
zu  demselben  hinzugcAgt,  so  wird  der- 
fclbe  vergrüssert,  und  dasselbe  geschieht, 
wenn  man  die  negativen  Glieder  mit 
verändertem  Zeichen  nimmt.  Im  ima- 
ginären Theil  dagegen,  wo  die  nicht  mit 
i mnltiplicirtcn  Glieder  wcgbleiben,  wer- 
den diese  hinzugeAgt  und  ebenfalls  alle 
Glieder  positiv  genommen.  Setzen  wir 
also: 

(a-l-W)’  =p  + ^, 

so  ist: 

p<{tt+ß)’  und  j<(o-(-/J)‘, 
also  wenn  man  setzt : 

e“+*i  = P-|-^, 
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to  iit  auch : 


P<\+u+ß+-Y72  1.2.3^ 


nnd: 


Da  nun  die  Reihen  rechts  convergiren,  so  müssen  auch  die  für  P und  Q conver- 
giren.  Denn  die  Convergenz  einer  Reihe  besteht  ja  darin  (siehe  den  Artikel: 
Reihen),  dass  die  Summe  aller  Glieder  von  einem,  dem  sten,  an  mit  wachsendem 
s verschwindet,  nnd  dies  wird  natürlich  noch  der  Fall  sein,  wenn  der  absolute 

Werth  aller  dieser  Glieder  verringert  wird.  Nachdem  also  der  Ausdruck  e'  für 
complcxes  * vollständig  definirt  ist,  bleibt  es  noch  übrig,  die  Regeln  des  Po- 
tenzirens  für  diesen  Ausdruck  zu  beweisen;  denn  da  die  EnUtchung  desselben  eine 
andere  als  bei  reellen  Zahlen  ist,  fragt  es  sieh,  welche  Sätze  von  Potenzen  für 
solche  Ausdrücke  nocli  gelten.  Während  bei  den  vier  ersten  Operationen  die  Gal- 
tigkeit  der  allgemeinen  Gesetze  für  reelle  Zahlen  auch  für  die  eomplezen  einfach 
ans  der  Definition  folgt.  Die  Gleichungen,  welche  diese  Säue  ansdrOcken,  sind 
immer  richtig,  wenn  man  i als  beliebige  reelle  Zahl  denkt;  es  findet  also  auch 
Gleichheit  zwischen  den  Cocfficienton  der  gleichen  Potenzen  von  i statt,  und  diese 
wird  nicht  aufgehoben,  wenn  man  s’  mit  —1,  also  i*  mit  — i,  «*  mit  +1  u.  s.  w. 

vertauscht.  ..  o 

Für  die  Potenzen  beweisen  wir  zunächst  die  Sätze: 


e^eJ'=e*+!', 


ef. 

y 


für  complexe  x nnd  y.  Man  hat: 


^3  Y 

n(B-f  x+y)/  ' 


Diese  Gleichung  gilt  für  comple-ves  x nnd  y auch.  Man  sieht  aber  leicht , wenn 
man  den  Ausdruck: 


jy 


(,  I »y  = e"+*+y 
V"^«(B+x+y)/ 


■ («+*+»)• 

nach  dem  Satze  lila,  entwickelt,  alle  Glieder,  bis  auf  das  erste,  welches  gleich 
der  Einheit  ist,  für  wachsendes  n verschwinden.  Es  ist  somit : 


e*eJ'=  e*+y. 


X 

Was  den  Ausdruck  — anbetrifft,  so  bemerken  wir,  dass  die  Betrachtungen,  welche 
eV  t 

die  Formel  A — oder  e — ergaben,  auch  für  imaginäres 
y gültig  sind,  nnd  somit  hat  man: 


nach  dem  vorigen  SaUe: 


X 

e I — u 
— =e  e 

,3 


**-»=**-» 


so  dass  beide  Formeln  erwiesen  sind. 
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Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den  Formeln: 

z X 

, Xst  SX  1/^  X $ 

(e  ) = e , y e = e , 

wo  $ zuntrbet  eine  reelle  ganze  Zahl,  x beliebig  sein  soll. 
Es  ist: 


Da  M auch  eine  ganze  Zahl  ist,  so  stellt  die  Formel,  was  auch  x sei,  nur  ein  wie- 
•lerholtes  Multipliciren  vor,  und  da  die  Sätze  fiber  diese  Rechnung  allgemein 
gelten  : 


/ Xw  S /,  x\flS  SX 

(e)  =(.+-)  =e  . 


Was  den  Ausdruck  V anbetrifft,  so  ist  er  definirt  durch  die  Gleichung : 


(l/e')'=e*. 


Offenbar  aber  ist  ' «*  / nach  dem  Obigen  =e*=e*,  also: 


1/  X 1 
V e =e  . 


Es  ist  aber  wohl  zu  bemerken,  dass  e'  eine  eindeutige  Function  ist,  und  daher 
» 

• 

run  den  s Wurzeln,  welche  f e haben  kann,  nnr  eine  ganz  bestimmt  durch 
diese  Gleichung  gegeben  ist. 

Sei  jetzt  s = - ein  positiver  reeller  Brach,  für  den  auch  eine  Irrationalzahl 
? 

gesetzt  werden  kann,  wenn  man  Z&hler  und  Nenner  gleichzeitig  znnehmen  llsst. 

P 

Immer  ist  der  Ausdruck:  (e^)^  zu  definiren  durch  die  Gleichung: 

P 


«nd  da  auch:  = ist,  so  hat  man: 

P 

(.*)’=«», 

also  den  obigen  Satz  auch  Ifir  diesen  Fall  bewiesen. 

Da  wir  den  Begriff  der  Wurzeln  mit  gebrochenen  Exponenten  nicht  einge- 
rührt haben  und  derselbe  mittels  der  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten  immer 

s X 

umgangen  werden  kann,  so  ist  der  Formel:  V e'=(*  keine  Allgemeingflltigkcit 
beizulegen. 

Sei  nun  — s immer  eine  beliebige  negative  Zahl,  so  ist  noch  immer  (**)  ~ * 
zu  detiniren  durch  die  allgemein  gültige  Gleichung; 

, x -t  1 
(e  ) = , 

(«  ) 
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und  da: 

1 _ 1 _ —XI 

, z.t  ~ xi~ 

ist,  BO  ist  nnserc  Formel  iur  jeden  reellen  Werth  von  s bewiesen. 

Sei  jetzt  i imaginiir,  so  verlieren  alle  diese  Definitionen  von  (e^)'  ihre  Be- 
deutnng.  Es  steht  uns  daher  frei,  diesen  Ansdruck  neu  zu  definircn  durch  die 
Gleichung: 

<'')•=  [(><-)■]'= 

Die  völlig  bestimmte,  in  convcrgirender  Reihe  sn  entwickelnde  Grösse  rechts  be* 

Btitigt  dann  die  Gleichung  = auch  für  diesen  Fall. 

Wir  haben  bisher  nur  solche  Potensen  betrachtet,  wo  entweder  der  Exponent 
reell,  oder  der  Exponent  eine  beliebige  comptexe  Zahl,  die  Basis  aber  gleich  der 
gegebenen  Zahl  e ist.  Es  bleibt  Jetzt  noch  übrig,  den  Uebergang  auf  eine  belie< 

bige  Potenz  zu  machen,  wo  a und  x complexe  Zahlen  sind.  Ehe  wir  dies  je- 
doch thun,  sind  die  Potenzen  von  e etwas  genauer  zu  untersuchen.  — Sei  zu- 
nftchst  in: 


e — 


; + 


1 -2  ' 1-2-3 

X reell  und  positiv,  so  sind  alle  Glieder  der  Reihe  rechts  ebenfalls  positiv,  und  neh- 
men mit  wachsendem  x zu.  wird  also  immer  grösser  werden,  wenn  x wächst:. 

für  x=0  ist  e*  = l,  fürx  = ao,  e*  = oo. 

Also: 

„Für  positives  x wächst  der  Ausdruck  e'  gleichzeitig  mit  x,  und  zwar  von 
Noll  bis  unendlich.“ 

Sei  jetzt  x——y  negativ,  so  ist: 

I 


y’ 


^+J'+iT2+i.2.3' 


y* 


Da  der  Nenner  positiv  ist,  wird  auch  e ^ positiv  sein,  für  y = 0 den  Werth  1, 
für  y = oo  den  Werth  Null  haben,  und  je  grösser  der  absolute  Werth  von  g wird, 

desto  kleiner  wird  e ^ werden,  also ; 

„Für  negatives  x fällt  e*  von  1 bis  0,  bleibt  somit  immer  positiv.“ 

Und  allgemein: 

„Durchschreitet  x alle  Werthe  von  —cd  bis  “*>,  so  wird  e*  alle  positiven 
Werthe  von  0 bis  oo  annehmen,  jeden  nur  einmal,  und  immer  im  Wachsen 
bleiben,  wenn  x algebraisch  genommen  zunimmt.“ 


4)  Einführung  der  trigonometrischen  Functionen  in  die 
Analysis. 

Sei  jetzt  x = ai  eine  rein  imaginäre  Zahl,  so  hat  man: 


o»  . <r 

e = 1 -f  m — 


5^* 

1.0.0^ 


1-2  1-2-3  ' 1-2-3-4  1 •2-3-4-Ö 


Die  Reihe  rechts  zerfällt  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil.  Den  erste- 
ren  bezeichnet  man  mit  dem  Ausdrucke  Cosinus  von  « (cosn),  den  letztem  mit 
dem  Ansdracke  Sinus  von  « (sin  it).  Diese  Bezeichnungen  sind  mit  denen,  welche 
in  der  Trigonometrie  Vorkommen,  identisch.  Jedoch  ist  diese  Identität  in  letzterer 
Wissenschaft  zu  beweisen,  nicht  hier,  wo  cs  uns  auf  die  geometrische  Bedeutung 
der  definirten  Functionen  nicht  ankommt.  Es  ist  nun: 


IV. 


e"‘  = cos(T-f  i sin 
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IV», 
IV  4. 


1 . 2'*' 1-2-3-4  1-2-3-4-5.6 


+ . 


1-2-3  ^ I-2-3-4-5 


Die  Aa»drückc  für  cosn  und  sin  a conrergircn  immer.  Sie  selbst  genügen  ver- 
schiedenen Gleichungen.  Zunächst  wird  sich  der  Werth  von  e~'"  nur  von  e”'  da- 
durch unterscheiden,  dass  die  mit  i multiplicirten  Glieder  negativ  sind.  Es  ist 
also: 


V.  e ” * = co8«— »sin  «. 

Maltiplicin  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  in  IV.,  so  kommt: 

t‘ ' e~ ”*  = (005  0+1  sinn) (cos  o — i sino), 

oder : 

VI.  1 = cos  n’ + sin  n’. 

Es  ist  ferner : 

e“  * e ^‘  = e(“ + = cos  (o  -f  /»)  + • sin  (o + (J), 

und  gleichseitig: 

e"'e^  ' = (coso-f  i sin  n)(co»^  + isin /t)  = cosocos/t— sin  a sinß  + i(»inncos  ß 

+cosnsin/t), 

woraus  sich  die  beiden  Grnndformeln  der  Trigonometrie  ergeben ; 

VII.  cos  (« +^)  = cos  « cos  /J  — sin  « sin 

VUa.  sin(o  + /!}  = sinocos^+cosasin /J. 

Da  man  ferner  der  Definition  gcmilas  anch  setsen  kann : 

e~“*  = co»(  — o)+ I sin  (— «), 
so  hat  man  wegen  Formel  V. : 

Vni.  cos  (— n)  = cos  n,  sin  (— o)  = — sin  o. 

Die  Formel  VI.  gibt  uns  snnhebst  das  Resultat,  dass  von  den  Grössen  cosa  und 
sin«,  so  lange  o reell  bleibt,  keine  grösser  als  +1  werden  kann,  und  keine  un- 
ter — 1 sinken  wird.  D.  h.: 

„Cosinus  und  Sinns  reeller  Zahlen  sind  immer  echte  positive  oder  negative 
Bräche.“ 

Kennt  man  von  beiden  Functionen  die  eine,  so  ist  die  andere  bis  auf  das 
Voraeieben  gegeben  durch  die  Formel  VI. 

Was  nun  die  Aendemng  dieser  Functionen,  wenn  n seinen  Werth  ändert,  an- 
betrifft,  so  bemerken  wir  annächst,  dass  nach  den  Formeln  IV  a.  und  IV  b.: 
cos(0)  = l,  sin(0)  = 0 

sieh  ergibt,  nnd  man  für  kleine  Werthe  von  <f=y  seuen  kann: 
cos(»')=l,  »in  (»')  = >', 

indem  man  alle  Potenacn,  die  höher  als  die  erste  sind,  gegen  1,  beaüglicb  y,  ver- 
nachlässigt. 

Bekannt  ist  ferner  der  Satz,  dass  jede  Reihe : 

S = — Aj +i4,  — A j — ...» 

deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  nnd  wo  immer  das  nächste 
Glied  kleiner  ist  als  das  vorhergehende,  den  Bedingungen  genügt : 

S>A,  — A,+  . . . S<Aj— A,*l-  . . . "i" I» 

denn  offenbar  ist  der  ersten  Reihe  rechts  noch  znznzählcn,  nm  S zu  erhalten: 

^■^■Jit+  1 ~ ■^*»+2^'^^^S»+3  ~ ■^*«+  ‘ ■ ■’ 

wovon  alle  OUodor  io  den  Klammern  positiv  sind,  während  von  der  aweitOD  Reihe 
rechts  absusiehen  ist  die  Reihe  mit  ebenfalls  positiven  Gliedern: 
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Diel  angewandt  auf  die  Reihe  IV  b.  *eigt,  dass  deren  Werth  wenigstens  so  lange 
positiv  ist,  als  f«  positiv  und  kleiner  als  2 ist.  Offenbar  nämlich  kann  man  setaen. 


4»i“«  = g- 


©•  Ö)'  (i)’ 

l'laa  l A aa 


i T • T i*  i 'i*! 

Die  Nenner  dieser  Glieder  sind  alle  grösser  als  1,  die  Z&hlcr  bilden  die  Reihe: 


©■  ©■■  6)‘.  6)’. 


wo  - kleiner  als  1 ist;  sie  nehmen  also  ab,  und  somit  ist, 
Orenzwerthen  für  S,  5 = j sinn,  s=  l setzt; 


d.  h.: 


4sinr«g 


und  ^sinr«>-  — 


wenn  man  in  den 


8inn<r(  und'iina>R— ^ 

und  da.  o nach  der  Annahme  positiv  ist,  so  wird  dies  auch  mit  sin«  der  Fall 

<1* 

sein.  Es  ist  nämlich  für  « = 2,  “~f7^  = 2-S  noch  positiv. 

Untersuchen  wir  jetzt  den  Cosinus  von  «,  und  vergleichen  wir  zwei  Werthe 
cos«  und  cos  («  + >>),  wo  a und  y positiv,  also  n4-><>r<,  keiner  dieser  Werthe 
aber  grosser  als  2 ist. 

Man  hat; 


cos  («+ v)  = cos  « cos  K — sin  a sin  V. 

Der  Ausdruck  sin« sin i'  ist  nach  dem  Obigen  immer  positiv,  also; 

cos(«-j->»)<cos  «cos  y. 

cos  K wird  nie  grosser  als  1 sein,  und  sich  übrigens  mit  abnehmendem  y bis  auf 
jede  Grenze  der  Einheit  nähern,  woraus  dann  folgt,  dass  man  hat,  wenn  y eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreitet; 

C08(o  + »)<COS«,  cos(«  + 2v)<cos«-|-»'  . . ., 
ew  wird  also  mit  zunehmendem  « der  Ansdruck  cos « immer  kleiner  im  analy- 
tischen Sinne,  und  dies  wird  wenigstens  so  lange  dauern,  als  « den  Werth  2 
mcht  überschreitet. 

Es  ist  nun,  wie  wir  gesehen  haben; 

cos(0)=:l, 

also  fttr  n = 0 ist  der  Cosinus  positiv.  Dies  findet  für  jeden  Werth  zwischen  Null 
und  Eine  statt,  da  die  Glieder  der  Reihe  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind 
und  abnehmen.  Somit  hat  man: 


cos  «>1— 


was  für  0 = 1 noch  gibt: 


Setzt  man  nun  aber  « = 2,  so  ist; 

, 2>  2‘ 
cos«  = l — ^ + 


1-2’ 
cos  a>\. 


2* 


2 ^l-2-3.4  1-2-3-4-5-6 


-f  . . . 


-—1-1.  ^ /I  ‘ 1 * . \ 

l-2-3-4^  5-6  l-2-3-4'^  ■ ■ 

Die  Reihe  in  der  Klammer  besteht  offenbar  aus  abnehmenden  Gliedern : es  ist 
also : ’ 
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cos  n < — 1 4- 




1-2-3-4' 


Der  Äusdruck  rechts  ist  aber  gleich  — J , also  negatiT.  Ua  nun  cos « zwischen 
H=1  und  a=2  mit  zunehmendem  « immer  abnimmt,  an  der  einen  Grenze  aber 
poiitir,  an  der  andern  negativ  ist,  so  folgt  hieraus : 

„Es  muss  einen  Werth  von  «,  nnd  zwar  nnr  einen  geben,  welcher  zwischen 
1 und  2 liegt,  fOr  den  der  Cosinns  gleich  0 ist.“ 

Wir  bezeichnen  diesen  Werth  von  a dem  einmal  eingefttbrten  Gebranche  ge- 

mlss  mit  j.  Wir  haben  also: 


K. 


cos  2=0. 


Hieraus  folgt  unmittelbar  wogen  Glcichnng  IV. : 


sin(|)*  = l. 


and  da  der  Sinns  von  ^ positiv  sein  muss,  da  - <2  ist : 

IX  a. 
ferner: 


»in  2 = 1, 


IXb.  e^=i. 

In  nun  s eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  hat  man  : 

(ü 

«2  7 =e*"'‘=i  '*  = l, 

(n  .\  4 s + * 

«27  = + 

(n  t»+  I n . 

«2  7 =e«‘''^2*^. 


(n  ^ •V'* 

,»•) 

oder  allgemein : 


9 •('»+“) 

X.  e^  =1,  i,  -1,  -i, 

»0  der  erste,  zweite,  dritte  oder  vierte  Werth  gilt,  je  nachdem  « = 0,  1,  2 oder 
3 ist. 

Onreh  Trennung  des  Beeilen  vom  Imaginären  hat  man  noch : 
coe|(4»+o)=l,  0,  —1,  0, 

sin^(4s+«)  = 0,  1,  0,  -1, 

wo  ebenfalls  « = 0,  1,  2,  3 an  setzen  ist.  Hieraus  folgen  aber  auch  die  höchst 
wichtigen  Formeln,  die  sich  ans  Gleichung: 

ngeben,  wenn  man  für  y ein  Vielfaches  von  ^ setzt  : 

^i  + 2sni_^*  ■*■(*»+')  n* 


Xa 

Xb. 
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« = • e , 


n . 

^*  + (**+3)2 


and  wenn  man  in  diesen  Formel  x mit  xi  vertanscht,  und  das  Reelle  vom  Imt- 
ginfa-en  trennt; 

XII.  cos(x+2an)  = cosx,  cos(x-f(2s  + I)n)=  — coix, 


cos  (*  -f  (^*  + 1)^)  - ~ *■>  '0®  (■*  + (^*  + 3)^)  = sin  X. 


Xlla.  sin  (i+2s  n)  = sinx,  sin  (x  + (2s  + l)n)  = — tinx, 


sin  (x  4-(4s  + I)^)  = cos-®.  ain(x  + (4s+3)^)= -cosx. 

Hl  diesen  Formeln  stecken  wichtig«  wo  x reell  ist,  oder  was  dasselbe  ist  io 
Eigenschaften  der  ExponentialgrÖsscn  Bezug  auf  die  beiden  Functionen  cosx 
und  der  trigonometrischen  Functionen.  und  sinx,  und  zwar  ohne  diejenigen  geo* 
Unter  einer  periodischen  Function /’(x)  metrischen  Betrachtungen,  welche  min 
Torsteht  man  eine  solche,  welche  die  in  der  Trigonometrie  anf&ngt.  Wir 
Eigenschaft  hat,  dass  sie  für  jeden  Werth  wissen  bereits,  dass  beide  Ansdrfleke  im- 
von  X die  Gleichung:  mer  zwischen  —1  und  +1  liegen. 


f{x+a)  = f(x) 

erfhllt,  wo  n eine  gegebene  Constante 
ist.  Ans  dieser  Formel  folgt  leicht,  dass 
jede  periodische  Function  auch  die  Qlei’ 
chung: 

f{x  + ttt)  = f{z) 

verificirt,  wo  s eine  beliebige  ganae  po- 
sitive oder  negative  Zahl  ist.  Die  Zahl 
a heisst  „Periode  der  Function.*'  — Die 
erste  Formel  XI.  aeigt  nnn,  dass  die  Ex- 

ponentialgrOsse  eine  periodische  Fnnc- 
tion  ist  und  die  Periode  2»i  hat.  Die 
letztere  ist  also  imaginär.  Dagegen  zei- 
gen die  ersten  Formeln  XII.  and  XII  a , 
daaa  die  Functionen  cos  x and  sin  x die 
reelle  Periode  2v  haben. 

Fahrt  man  noch  analog  den  trigono- 
metrischen Betrachtnngen  ein  die  Func- 
tion Tangens  von  x (igx)  durch  die 
Gleichnng: 


cos(n)war  =-(-1,  cos^  = 0. 
Zwischen  diesen  beiden  Werthen  0 und 

- war  der  Cosinus  immer  im  Fallen. 

2 

Ist  nun  X grösser  als  g aber  kleiner  als 

n,  also  x = n-y,  wo  y kleiner  als  g 

ist,  so  gibt  die  zweite  Formel  XII , wenn 
man  s = 0 und  »=— y setzt: 

cos(n— y)=  -^coa(— y)=  — cosy, 
da  nach  Formel  VIII.: 

co8(— y)  = cosy 

war.  Es  wird  also,  wenn  x iwischcn 

g und  a liegt,  der  Cosinus  immer  noch 

abnehmen,  also  negativ  werden;  fürx  = a 
also  y = 0,  erhält  man : 


'g(»)  = ; 


so  hat  man,  wenn  man  in  der  zweiten 
Formel  XII.  und  XII  a.  s = 0 setzt: 


tg(x-hn)  = 


sin  (x-i-a) sin  x 

cos(x-f-a)  cosx’ 


also: 


'g('f  + '»)  = ‘8W- 


Die  Function  tg(x)  hat  also  a zur  Pe- 
riode, d.  h.  die  Hälfte  der  Periode  von 
sinx  nnd  cosx. 

Im  vorigen  Abschnitte  hatten  wir  den 

Gang  der  Function  e*  untersucht  für  je- 
den reellen  Werth  von  x.  Diese  Bctrach- 
tUDgen  setzen  uns  in  den  Stand,  Gleiches 

in  Bezug  auf  die  Function  c' ' zu  thun, 


cosa=  —1. 

Liegt  X zwischen  a und  2a , ist  slso 
x = a4-y,  und  y kleiner  als  a,  so  gibt 
die  zweite  Formel  XI.,  wenn  man  i = 0 
letzt : 

cos(a-l-y)=  — cosy. 

Der  Cosinus  durchlänft  also  die  oben 
durcbschriebene  Werthreihe  mit  tmige- 
kehrtem  Vorseichen,  er  wird  also  wachseu 
von  cosa  = — 1 bis  zu  cos2t=-cos  ,v 
= -fl.  Hier  ist  die  Periode  2 a cinge- 
treten,  und  die  Wertbe  des  Cosinus  wer* 
den  sich  also  einfach  wiederholen. 

Ist  X negativ,  so  hat  man  die  Formel : 
cot  (— x)=C08X, 

also ‘die  Cosinns  von  negativen  Varia- 
blen haben  dieselben  Werthe  als  die 
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eiUprechenden  positiven.  Was  den  Si- 
nnt anbetrifft,  so  gibt  s.  B.  die  dritte 
Formel  XU.,  wenn  man  t=0  setzt,  das 
Ndthige;  es  ist:  * 


d.  h. : Der  Sinns  wichst  von  0 bis  ^ 
von  den  Werthen  sin  (0)  = 0,  sin  ^ = 1 , 


linkt  von  g bis  n bis  anf  0,  von  n bis 

3t  ■ . . . , 3n 

y unkt  er  weiter  bis  —1,  von  bis 


2v  steigt  er  bis  Mull,  und  wegen  der 
eingetretenen  Periode  wiederholen  sich 
diete  Werthe,  wenn  * grösser  als  2n 
ist.  F&r  negative  Variablen  gibt  die 
Formel : 


sin(— x)  = — sinx 


1 sein.  Sei  jetst  x = n— y,  und  y klei- 
ner als  g,  also  X kleiner  als  n,  so  hat 
man ; 


tg(n-x)  = 


Bin(n  — x)_  sinx 
cob(x— x)~  cosx’ 


also : 


tg(n-x)=-tgx. 

Die  Tangente  wird  von  ^ bis  —n  ne- 
gativ sein,  und  von  — oo  bis  0 wach- 
sen, wobei : 


wird.  Da  n die  Periode  ist,  wiederholen 
sich  diese  Werthe.  — Es  folgt  hierans 
F olgendes : 

„Jede  reelle  Zahl  kann  einem  Werthe 
nnd  nnr  einem  von  tg(x)  gleichgesetet 
werden,  wo  x swisehen  0 und  n liegt. 
Ist  die  gegebene  Zahl  positiv , so  liegt 

X zwischen  0 nnd  ist  sie  kleiner  als 
£ 


das  MOthige. 

Untersuchen  wir  noch  die  Function 
tgxr^^^  in  derselben  Weise. 

OOBX 

Man  bat; 

tg(0)=0, 

dt  zwischen  0 nnd  ^ der  Zähler  von 
£ 

ig(x)  immer  grösser,  der  Menner  aber 
kleiner  wird,  so  wird  in  diesen  Grenzen 
tg(z)  immer  wachsen,  nnd  wenn  x sich 

der  Grenze  g n&hert,  da  dann  cos(x) 

lieh  der  Mull  nähert , positiv  nnendlich 
werden.  Wir  bemerken  noch,  dass,  wenn 
msn  in  die  dritte  Formel  XU.  setxt, 

r=-j,  s = 0;  man  erhält; 


7f  ft 

1 zwischen  0 nnd  sonst  zwischen  -r 
4 4 

und  Ist  die  gegebene  Zahl  negativ, 
so  liegt  X zwischen  g und  n,  nnd  zwar 

zwischen  g und  ^ oder  zwischen  ^ 

nnd  rr,  je  nachdem  die  Zahl  zwischen  0 
nnd  —1  und  zwischen  —1  und  — oo 
liegt.“ 

Für  die  Grösse  e' ' folgt , dass  die- 
selbe immer  gleich  einem  Ansdmek 
A+Bi  ist,  wo  A nnd  B zwischen  +1 
nnd  —1  liegen,  nnd  die  Gleichung: 
i4*  + fi*  = l 
erfollcn.  Es  ist  nämlich: 

A = cos  R,  fi  = sin  « 


,g-^)=-.in(-l). 


a]io: 


and  daher : 


cos  ^=:sin 


ft  „ 
‘«4=1. 


»Izo  nntcrhalb  j wird  die  Tangente  klei- 
ner, zwischen  2 nnd  g aber  grösser  als 


Leicht  einznsehen  ist  auch,  dass,  wenn 
zwei  Zahlen  A nnd  B diese  beiden  Be- 
dingungen erfüllen,  man  immer  setzen 
kann: 

A + Bi=e*\ 

wo  X einen  ganz  bestimmten , zwischen 
0 nnd  2rt  liegenden  Werth  hat,  nnd  nnr 
einen  solchen  haben  kann. 

5)  Von  d cn  Lo gar i thme n reel- 
ler nnd  complezer  Grössen. 

Sei  gegeben  die  Gleichnng; 

X 

. e =y, 
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80  kann  man  sich  x als  nbh&ngig  von 
, also  als  Function  dieser  GrOsse  den* 
en.  Man  nennt  x den  natürlichen  Lo* 
garithmus  von  y oder  kurz  den  Loga* 
rithmus  dieser  QrOssc.  Es  ist  also: 

:r  = lgy  oder  —y. 

In  der  Analysis  kommen  nämlich  in  der 
Regel  keine  andern  als  die  natürlichen 
Logarithmen  vor,  während  beim  prak* 
tischen  Rechnen  die  künstlichen  Loga- 
rithmen herrschend  sind.  *) 

Ueber  die  Logarithmen  lassen  sieb 
nun  folgende  Betrachtungen  anstellen: 
„Ist  y reell  nnd  positiv,  6ohatx  = )gy 
immer  einen  und  nur  einen  reellen 
Werth,  welcher  positiv  ist,  wenny  gi-össer 
als  1,  negativ,  wenn  y kleiner  als  1 ist. 
Wir  haben  nämlich  zn  Schluss  des  Ab- 
schnittes 3)  gezeigt,  dass  der  Ausdruck 

e^  = y von  0 bis  -f-co  geht,  während 
X von  ^00  bis  -fco  sich  ändert,  und 
jeder  dieser  Werthe  von  y nur  einmal 
berührt  wird.** 

Sei  jetst  x=  a+/9i  eine  beliebige  reelle 
(positive  oder  negative),  imaginäre  oder 
comidexe  Zahl,  Fälle,  welche  alle  in 
diesem  Werthe  enthalten  sind,  wenn  man 
die,  wo  n oder  ß gleich  Null  sind,  mit 
einschliesst.  Man  kann  dann  immer 
setzen : 

r"  •+•**•  = .4 + ßi, 
und  es  ist  dann : 

o+/Ji  = lg(4+«i). 

Wir  behaupten  nnn : „dass  jedem  reellen 
Werthe  von  A und  B ein  Werthpaar, 
nnd  awar  nur  eins  a mtd  ß entspricht, 
welche  beide  reell  sind,  und  wo  ß .wi- 
schen 0 nnd  2.'!.  oder  wenn  man  will 
zwischen  —n  und  -i-n  liegt.“  (Es  ist 


*)  Die  Formeln: 

£ 

e*eJ'=e*+»  -=  e'-y.  ' 

s X 

/ x.x 9.e  \!  X % 

(c  ) =e  , |r  e = e , 

gesultet  man  dann  leicht  in  die  beknnn* 
ten  Formeln  um: 

lg(«r)  = lgH  + lgr,  lg'^=:lgM-lgr, 
wenn  man  e^=  = v setzt. 


nämlich  e und  somit 

entspricht  jedem  negativen  Werthe  de« 
Exponenten,  der  zwischen  0 und  — i 
liegt,  einer  zwischeu  n und  *27.) 

Man  hat  nämlich  s 

/*(cos;S4*i  sinyj), 

es  ist  also,  wenn  man  noch  e^zzr  setzt: 
s4  = rcüs/?, 

wo  r positiv  ist  und  jeden  Werth  von 
0 bis  00  annchmen  kann,  und  ß immer 
als  zwischen  0 und  liegend  betrach- 
tet werden  kann. 

Erhebt  man  beide  Gleichnngen  ins 
Quadrat  und  addirt  sic,  so  erhält  man: 
+ Ä>  = r*. 

Durch  diese  Formel  ist  r völlig  bestimmt, 
und  was  auch  A und  B seien,  immer 
lässt  sich  ein  und  nur  ein  entsprechen- 
der positiver  Werth  von  r finden,  so 

dass  mittels  der  Gleichung  c”==:r,  sich 
ein  reeller  Werth  von  rt,  und  zwar  eben- 
falls nur  ein  einziger,  ergibt.  Was  nun 
ß anbctriCTt,  so  hat  man: 

A H 

smiJ  = — cosi  = — . 

^ r ^ r 

Diese  Ausdrücke  sind  immer  echte  Brüche, 
da  r grösser  als  A und  B ist.  Das  Zei- 
chen der  Ausdrücke  rechts  kann  belie- 
big sein,  da  A und  B positiv  und  ne- 
gativ sein  können,  r immer  positiv  isu 
Ferner  rcalisiren  die  Ausdrücke  rechts 
die  Gleichung: 

/t»-f  ß* 

sin  /9*  'f  C08  /J*  = — = 1. 

Die  Bedingungen,  dass  sich  ein  zwischen 
0 und  *2 71  (oder  zwischen  —7  nnd  ?i) 
liegender  Werth  von  ß ergebe , wie  sie 
am  Schlüsse  des  vorigen  Abschnitte« 
gegeben  wurden,  sind  also  erfüllt. 

„Für  jede  Zahl  y lässt  sich  also  ein 
complcxer  Werth  von: 

lg(y)  = a-f;5t 

linden,  und  zwar  ist  in  demselben: 

A)  ,4  = 0,  wenn  y reell  und  positiv  ist, 

B)  «=0,  wenn  y=rA-l-ßi  ist  und  A 
und  B beide  echte  Brüche  sind,  welche 
die  Gleichung  /l*  |-ß*  = l errullen.  ln 
jedem  Falle  sind  n und  ß völlig  bcstiromt, 
wenn  man  die  Bedingung  hinzufiigt.  ilss« 
ß nicht  kleiner  als  — n und  nicht  grö^scr 
als  -\-7i  sein  soll.“ 

Nur  wenn  — y eine  reelle  und  negs* 
tive  Zahl  ist,  hat  man,  w'egen  der  Formch 
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»Iso  wenn  e*=y  ist: 

,*+(“+ l)'»i__y_ 
kUo  wenn  and»=— 1 gesetzt  wird: 
x — ni 

c = e = — y, 

d.  h.: 

'8(-y)  = -^+  ni, 

und: 

•g(— »)=•*-"• ; 

c*  sind  niso  hier  zwei  Logarithmen  von 
K<^geben,  weiche  an  dem  Kndpnnkte 
des  bezeichncten  Gebietes  liegen.  Um 
diesen  Fall  aber  nicht  auszuschliessen, 
sagen  wir;  C)  a und  ß lind  immer  völlig 
bestimmt,  wenn  luunnnnimmt,  dass  beide 
reell,  und  ß grosser  aU  — n und  nicht 
grösser  als  +;j  sei. 

Nach  diesen  Betrachtungen  können 

wir  jetzt  dem  Ausdruck:  a*,  wo  ö und 
I beliebige  reelle,  imaginäre  oder  com- 
plexc  Zahlen  sind,  immer  einen  ganz  be- 
itimmten  Sinn  unterlegen.  Wir  haben 
nämlich  immer: 


und  Iga  hat  in  jedem  Falle  wenigstens 
einen  genau  zu  bestimmenden  Werth. 
Also: 


8 f IgAvS  zlgn 

Da  nun  der  Ausdruck  ^ immer  einen 

Sinn  hat,  so  hat  auch  einen 

solchen,  und  zwar  ist: 


ii-  , 1.2.3  + -" 


oder: 


ond  somit  sind  die  Fotcuzen  mit  belie- 
biger Basis  and  beliebigem  Exponenten 

immer  auf  die  Grösse  c*  znrückgef&lurt. 
Alle  darüber  ausgesagten  Sätze  gelten 
such  hier.  Namentlich  ist: 

o'a'  =e‘’e"e''8‘‘=e(’+01g« 

«lao; 


• » lg  o 

(f-«)lgo 

' ( »Igo  * ’ 

o t ° 

alio:- 


also : 


und  wenn  man  lür  p — setzt; 

P 

1 > 


{a‘)P  = aP. 

Ferner: 

(ab)’  =(J«"  e'e  *)  * = e*  " + *«  *), 
also : 

(ab)‘=ab‘, 

nnd  ebenso: 


(i)‘=(5D'= 


also : 


slgo-s  lg& 
® » 


Indess  ist  die  Theorie  der  Exponential- 
grOssen  und  der  Logarithmen  hiermit 
ans  dem  Grunde  noch  nicht  erschöpft, 
weil  in  der  Bedingung,  dass  der  imagi- 
näre Thcil  von  lg(^-}-Bi)  innerhalb 
gewisser  Grenzen  liegen  solle,  eine  nicht 
nothwendige  Beschränkung  gegeben  ist. 
In  der  Tbat  hat  der  Logarithmus  einer 
Zahl  unendlich  viel  VVerthe,  und  somit 
wenigstens  im  Allgemeinen  auch  die  Ex- 
ponontialgrÜBSC : 

X xlgo 

0=6», 

Wir  kommen  hierauf  sogleich  zurück, 
bemerken  jedoch  noch  Folgendes. 

Wir  haben  gesehen,  daza  sich  Jade 
complcxc  Grösse  A und  Bi  auf  die  Form 
bringen  licss : 

A-(-ßi  = re'^*, 


wo  r und  7 reell,  r positiv  ist,  7 grösser 
als  —n  nnd  nicht  grösser  als  71  war. 
Diese  Vcrwandlnng  kommt  oft  vor,  man 
nennt  r den  Modul  der  imaginären  Grösse, 
7 das  Argument  derselben. 

r and  7.  sind  gegeben  durch  die  Glei- 
elinngen : 

A ß 

r’  = A*-ffi*,  co»7=-j^,  iin7  = -j^. 

Die  letzteren  beiden  lasten  sich  auch 
ersetsen  durch  die  eine: 
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In  diuer  Formel  ist  aber  nicht  angege- 
ben , ob  q negativ  oder  positiv  sei ; da 
tg <r)=  tg(n  — r)  lat,  also  sich  für  je- 
des negative  Argument,  welches  hier  in 
Betracht  kommt,  ein  positives  finden 
Hast  welches  dieselbe  Tangente  bat. 

• • B 

Indess  weiss  man,  dass  in  sin 
SB  negativem  B auch  negatives  q gehört. 

„Es  wird  sich  also  das  Vorzeichen 
von  q-  immer  nach  dem  von  B richten.“ 
Das  Anfflnden  von  q kann  im  Uebii- 

im  ersten : 
lg  « = 0,7095961 
lg  A = 0,8745535 
lg  tgy  =9.83504^-10 
»=34*22' 16",  68 
cos  7 =9,9176956— 10 
lgr=0,956te79 
r= 9,054363 


gen  mittels  einer  trigonometrischen  Tafel 
geschehen,  nnd  bedient  man  sich  in  die- 
sem Falle  lieber  der  Formeln; 
j _B  B 


Beispiel.  Es  sei  in  der  angegebe- 
nen Weise  darznstellen : 

* = 7,491236-1-15.123847, 

nnd  : 

* = 5,210099-1 3,277161. 

Indem  wir  beide  Rechnnngen  vereinen, 
ist ; 

zweiten  Falle; 

0,5154977 
0J1684Ü0 
9.7986517-10 
-32»  10' 11",  84 
9.9276129-10 
0,7892331 
6,155071, 


Da  die  Werthe  von  >/  in  Winkeln  gegeben  sind,  so  mdssen  sie  auf  Theile  von 
n redneirt  werden.  Man  hat; 


34»  =0,5934119 
22'  =0,0063995 
16"  = 0,0000776 
0",  68  = 0,0000033 
7=0,.^998^23 


32*  =0.5586054 
10'  =0,0029089 
11" =0,0000533 
0",  84  = 0,0000041 
-0,5614717, 


also  im  ersten  Falle; 


nnd  im  zweiten ; 


* = 9.054363  e ®Ö998923 

*=6,155071«“  9'5^14717i 


6)  Mehrdeutigkeit  der  Wurzeln. 

Sei  zunkebst  a eine  reelle  und  positive  Zahl,  so  hat  immer  die  GrOss« 


\a  auch  «inen  positiven  Werth,  den  wir  mit  r bezeichnen  wollen.  Es  ist  dann 
— a.  Da  nun  «'""  = 1 ist,  welchen  ganten  Werth  auch  s habe,  so  ist  anch; 
IsTiivn 


('JSTMl  n 

n I n 3t  nt 

RC  / =R  « =« 


und  mithin  jeder  Ausdruck  ein  Werth  von  Vn,  welcher  die  Form  hat: 

SS  nt 


Obgleich  hierin  s jeden  beliebigen  ganzen  Werth  annehmen  kann,  so  ist  doch 

n 

leicht  ertichtlich,  dass  sich  nur  n verschiedene  Werthe  von  ya  hieraus  ergebeo, 
welche  den  Werthen  von  t = 0,  1 . . . it— 1 enupreeben,  denn  wkre  s>n— 1 
«der  s negativ,  so  konnte  man  immer  setzen;  s = iik+s',  wo  s einen  der  gegebenen 
Werthe  hat  nnd  k eine  negadze  oder  positive  ganze  Zahl  ist.  Es  ist  dann  ; 
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imt 
^ n 


^(nkW) 


AUo  nor  n Wcrth6  von  s ^ben  ein 
venchiedenea  Reanltet. 

Sei  jetzt  a eine  negative,  imaginäre 
oder  eomplexe  Zahl,  ao  kann  man  immer 
Ntien; 


wo  r poaitiv,  if  grosser  als  and 
Hiebt  grosser  als  n ist.  Han  hat  also 
jedenfalls: 

„ 1 ’Li 

V«  = r'*  e". 

WO  r"  immer  als  positir  gedacht  wer- 
den kann , und  das  Argument  ~ stets 

n 

grosser  als  — — und  nicht  grösser  als 

JT  . 

j ist,  Qanz  wie  vorhin  ei^ibt  sich  dann 

fl 

der  allgemeine  Werth  von  Va: 
r-e  " , 

d.  h.: 

„Jede  Zahl  hat  n verschiedene  Wur- 
zeln nter  Ordnung,  welche  die  Form 
s+W  haben.“ 

Et  können  aber  auch  nicht  mehr  als 
a Warxeln  vorhanden  sein.  Denn  sei 
z eine  derselben,  so  realisirt  sic  die 
Gleichung : 

*"-a  = 0. 

Ist  nun  a ein  Werth  von  Xt  so  muss 
a durch  x—a  iheilbar  sein.  — Der 

X**  — 

Quotient  — — — bat  nftmlich  jedenfalls 
die  Form : 

+ . . . 

+ Cx+D+~, 

X — n 

wo  die  Cocfßcienten  anch  complex  sein 
können.  Es  ist  also: 

x*-a  = (x-p)(*"-'-t-.lx"“*+  ... 

®nd  es  muss  für  z — a anch  x"  = o sein, 
»M  nnmOglicb  ist,  wenn  £ nicht  gleich 
Snll  wird. 


Es  kann  aber  ein  Ansdrnck  nten  Gra- 
des wie  x"— o nicht  mehr  als  * einfache 
Factoren  haben.  Es  ist  somit  in  dem 
Gesagten  die  Theorie  der  Wnrzelans- 
ziebung  aus  reellen  und  complexen  Zah- 
len erschöpft. 

Es  wäre  an  dieser  Steile  noch  der 
Beweis  zn  führen,  dass  jede  Gleichnng 
«ten  Grades  auch  a eomplexe  Wurzeln 
habe. 

Wegen  dieses  Beweises  verweisen  wir 
auf  den  Artikel;  .,Quadraiische  Factoren“, 
namentlich  auf  den  ersten  elementaren 
Beweis. 

Was,  um  nochmals  anf  die  Wurzeln 
zurflekzukommen , die  Darstellnng  der- 
selben anbetrifft,  so  ist,  wenn  a = l ist, 

n 

ein  Werth  von  Va  ebenfalls  = 1 , also 

H 

der  allgemeine  Ausdruck  von  wird 
sein : 

•2t  ni 


und  aus  diesem  Ansdmek,  multiplicirt 
mit  einem  Werthe  der  nten  Wurzel  ans 
a,  besteht  der  allgemeine  Werth  dieser 
Wnrael. 

Der  Ausdruck; 

2ini  2tit  »tn 

* " =cos  “ +isin  " 
ist  offenbar  gegeben,  wenn  man  den 
ganzen  Kreis  in  n Theile  theilt,  and  die 
Uarstellang  der  nten  Wurzeln  und  die 
Theilnng  des  Kreises  bilden  daher  das- 
selbe Problem.  Namentlich  wird  die 
nte  Wurzel  der  Einheit  immer  dnreh  Anf- 
lOsnng  von  quadratischen  Gleichnngen 
erfolgen,  wenn  der  Kreis  anf  geometri- 
schem Wege,  d.  h.  mittels  der  graden 
Linie  nnd  des  Kreises  in  n Theile  ge- 
theilt  werden  kann,  nnd  umgekehrt.  Was 
dies  Problem  anbetrifft,  so  vergleiche 
den  Artikel:  Kreistheilnng.  Für  die 
Darstellung  der  nten  Wurzeln  der  Ein- 
heit in  den  einfacheren  Fällen  bedient 
man  sich  derjenigen  Formeln,  welche  ans 
VII.  and  VII  a.  des  Abschnitts  4}  wie 
in  der  Trigonometrie  abgeleitet  werden, 
z.  B. ; 

cos2a  = cos  o’  —sin  n’  = 2 cosn*  — 1 
= 1— 2sin  o*, 
sin2a=2sin  neos  a, 
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. « ,/l— coso 


<-o>2 


/l+coxt 

V~2"  • 


A)  Sei  «=2,  so  ist  cosn=— 1,  sinrr  = 0,  also  «”*=—1,  ‘ 

yi=l  und  =— 1,  Va  = n oder  = — n, 

wo  unter  n diejenige  Wurzel  verstanden  ist,  welche  der  Bedeutung  genügt,  dass 
ihr  imagin&rer  Theil  swischen  -n  und  liegt  (also  auch  Null  sein  kann,  was 
eintritt,  wenn  a positiv  ist). 

B)  Sei  n = 3,  so  ist  nach  Formel  VII,  Abschnitt  4): 

sin 2 T = sin  | n cos  Ja— cos  { n sin  Ja. 


Setxt  man  also  Ja=a,  so  ergibt  sich; 

0 = sin  j:cos2j:  + cos  j;  sin  2x, 


oder; 

sin*  (1—2  sin  a*)  + 2 sin  * cos  **  =0, 

1—2  sin*’  +2(1— sin  *’)  = 0, 

3 = 4sinx’, 

also: 

sin  Ja  = JK3, 
cos  { a = — J, 

(nach  der  Formel  cosx’  + sin  *’ = 1 ist  das  negative  Zeichen  au  nehmen,  weil  Ja 
awischen  ^ und  n liegt). 

eä’'‘=-J(l-iV3), 

,J  ai_  nij,  J (-2-2i  V3)  = - J (I  +•  V3), 

also; 

V«=-|-(i-iV3),  -|-(i  + iy3), 

C)  Sei  »1  = 4. 

co8y=0,  8in-2=l, 

n . . 

— • — I — » 

e =1,  « rr  —1,  e =:  —i. 

« 

Va  = «,  OS,  — o,  —Ol. 

D)  Sei  »1  = 5. 

sin  a = 0=sin  } a cosfn+oosja  sin  J a, 
also  wenn  man  * = Ja  setst : 

0 = sin  2*  cos  3*+ cos  2*  sin  3*, 
sin  3*  = sin  2*  cos  *+ cos  2*  sinz, 

Ü = sin  2*  cos  3*  + sin  2*  cos  2*  cos  * + (I— sin  2*’)  »in  *, 
cos  3*  = cos  2rcos  *— sin2*sinz, 

0 = 2 sin  2*  cos  2 * cos  *— 2 ein  2z’  sin  * + sin  *, 
sin  2*  = 2 sin  X cos  X, 

also  wenn  man  mit  tinx  hebt: 

0 = 4 cos*’  cos 2x— 8 sin*’  cosx’+l, 

oder  da; 

coe2x  = 2co8x’— 1 
ist: 


Digitized  by  Google 


Quantität. 


Quantität. 


4C0»**  (2co«jt-— 1)-8«mx’  (1— f‘05**)+l  = 0, 

IGcojaf* — 12co>x*  +1=0. 

Es  ergibt  sich  hierans ; 

4cosx’  = J J_i  V5. 

Was  das  Zeichen  anbetrifft,  so  merke  man,  dass  cos.^=  Vt,  also  cos— > V4> 

4 0 

4 cos  >2  ist,  mithin  das  obere  Zeichen  genommen  werden  muss.  Es  ist  also; 

‘•o»^=*m+iV5), 

"n  5=^' 

woraus  sich  ergibt: 

ya=s«,  n ^cos  .^+1  am , «^cos  — + 1 sin  — ^ , « ^cos  .^  + 1 sin  , 

«(cos.^+isin|-)‘, 

Aosdrücke,  deren  Berechnung  wir  hier  sparen.  Zugleich  ergibt  sich: 

yo  = a,  n ^cos  ^+ I sin  , 

wo  s die  Werthe  1 bis  9 annimmt. 

E)  Sei  » = 15,  so  hat  man: 

2/1  /n  n\  n n , . n . n 

B = 1 3“  6 r J Ö-+  3 5-’ 


+ cos 


sin  j = V(l-i)=lVJ 

bekannt  sind,  ebenso  wie  cos  ^ und  sin-|!-,  so  sind  auch  die  15ten  Wurzeln  der 
5 5 

Einheit  durch  blosses  Ausziehen  von  Quadratwurzeln  zu  finden.  Wegen  der  For- 


oeln,  welche  cos  und  sin  - 


geben,  wenn  cos  a und  ein  a bekannt  sind,  kann 


man  jede  2ate  Wurzel  auf  diese  Weise  bestimmen,  wenn  die  ntc  bekannt  ist.  Zu 
merken  ist  noch,  dass  auch  die  17 tc  Wurzel  der  Einheit  durch  Ausziehen  von 
Quadratwurzeln  gefunden  werden  kann.  (Siche  den  Artikel:  „Kreistheilung“.) 
Bei  wirklicher  numerischer  Berechnung  von  Wurzeln  bedient  man  sich  Jedoch 
immer  der  trigonometrischen  Tafeln. 

7)  Mehrdeutigkeit  der  Logarithmen. 

Wir  wollen  mit  t(a)  denjenigen  Logarithmus  von  a bezeichnen,  von  dessen 
Vorhandensein  wir  uns  in  jedem  Falle  flberzengt  haben,  und  dessen  imaginärer 
Tbeil  grösser  als  — n und  nicht  grosser  als  rz  ist,  während  Iga  jeden  Ausdruck 

z bezeichnen  soll,  welcher  die  Gleichung  e^=a  verificirt.  Offenbar  ist  dann: 

l(a) 

e ' '=a. 


und  da  e'*’'*  = l ist; 


und  folglich: 


^/(a)+asni_^^ 
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lgn=/((i)+2ini, 

wo  t eine  beliebige  positire  oder  negatire  ganze  Zahl,  Null  inbegrilTen,  vorstellt. 

„Jede  complcxe  Grosse  hat  also  unendlich  viel  Logarithmen,  welche  sich  aus 
einem  derselben  ergeben,  wenn  man  ein  beliebiges  Vielfaches  von  2 ni  hinzuzlhlt. 
Namentlich  ist: 

e*  = l,  /(1)=0, 

also : 

lgl=2ini; 

ferner; 

e"‘=-l,  ni  = /(-l), 

JiUo: 


n 


lgi  = (4s  + l)|-i; 


n . 


lg(-i)  = (4s-l)|-i  = (4.+3)-^i. 

„Alle  positiven  Zahlen  haben  Logarithmen,  deren  imaginärer  Theil  stets  ein 
gradcs  Vielfaches  von  71  i sein  muss“ 

und  wegen  der  Formel  lg(— a)  = lgo  + lg(— 1): 

„Alle  negativen  Zahlen  haben  solche  Logarithmen,  deren  imaginärer  Theil 
ein  nngradcs  Vielfaches  von  n ist.“ 

„Alle  rein  imaginären  Zahlen  haben  solche  Logarithmen,  deren  imaginärer 

Theil  ein  nngrades  Vielfaches  von  — ist,  nnd  zwar  wenn  sie  mit  +i  mnltipli- 

cirt  sind,  ein  Vielfaches  von  der  Form  4s+l,  wenn  sie  mit  — t mnltiplicirt  sind, 
von  der  Form  4s +3.“ 

Aus  der  Mehrdeutigkeit  der  Logarithmen  ergibt  sich  die  der  Exponenlial- 
grössen.  Welchen  Werth  des  Logarithmus  man  auch  nimmt,  immer  ist: 


d.  h.: 


also; 


a^  = /’8“  = lim(l+i^)". 


a’'=H-i(/(a)4-2sni)+ (/(a)+2sni)’+  j-^-^(f(«)  + 2sni)'+  . 


eine  Reihe,  die  im  Allgemeinen  unendlich  viel  Werthe  hat.  Da  jedoch  o ein- 
deutig ist,  wenn  z eine  ganze  Zahl  ist  und  nur  k Werthe  hat,  wenn  x ein  Bruch 
mit  dem  Nenner  k ist,  so  wird  sich  auch  der  Ausdruck  rechts  im  ersten  Falle 
auf  einen,  im  letztem  auf  k Werthe  reduciren,  nnd  diese  Reihe  nur  dann  unend- 
lieh  viel  Werthe  behalten,  wenn  z eine  irrationale  oder  eine  imaginäre  Zahl  ist. 

8)  Bereehnnng  der  Logarithmen  reeller  und  complexer  Zahlen. 

Wir  haben  bisher  nur  die  Möglichkeit  der  Berechnung  der  Logarithmen  be- 
wiesen, nnd  wollen  jetzt  dieselben  wirklich  darstellen. 
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■0  erhallen  wir ; 


lim  [«(*"-!)]  = lg X. 


Wir  lelien  x=l-|-y,  nnd  berechnen  den  Ansdmck  (l+y)"  nach  dem  Binomi- 
icheo  SaUe  fUr  gebrochene  Zahlen.  Da  derselbe  aber  nur  dann  eine  convergente 
Beiheoentwickelang  gibt,  wenn  der  Modul  von  y kleiner  als  1 ist  (vergleiche  den 
Artikel:  ,, Reihen*^),  so  ist  von  vorn  herein  ersichtlich,  dass  unsere  Entwickelung 
höchstens  in  diesem  Umfange  gültig  sein  wird.  Es  ist: 


(l+y)"=l+-^y- 

woraus  sich  ergibt: 

1 


l(t-l)  l(i_l)(2-i) 

n\  «/,,n\  n / \ n / 

T7Ö y’+ ; 


«(x"-l)  = ,-— ^y.+ 


(■4)  (-4) 


Um  die  Grensen  der  Convei^enz  dieser  Reibe  an  bestimmen,  nntersnehen  wir  den 
Qaotienten  des  s + lten  durch  das  ste  Glied: 


(‘4)(-4) 

|...  ( 

[•4) 

|1- 

2 . 3 . . . s y*  + ' 

(■4) 

(>4) 

|...  1 

4) 

1 1-2.3. ..(s-fl)y‘ 

» \ n/  »+1 


J-|-l  »(i+l)’ 

und  es  ist  kiar,  dass  mit  wachsendem  s das  letztere  Glied  verschwindet,  das 
entere  sich  der  Grenze  y nähert.  Diese  Reihe  convergirt  also  in  der  That,  wenn 
y kleiner  als  1 ist,  falls  y reell  ist;  sollte  y imaginär  sein,  so  setzt  mau 

y-re^',  nnd  der  Modal  r wird  dann  kleiner  als  1 sein  müssen.  Denn  da  alle 
Potenzen  von  y,  also  y^  Grössen  von  der  Gestalt  r*e*'^’  ergeben,  nnd  dieae  in 
einen  reellen  und  imaginären  Theil  zerfallen,  cosiy,  ir^  sin  Ay,  die  beide  klei- 
ner als  sind , so  werden  die  entsprechenden  Reihen  convergiren , wenn  die- 
jenige convergirt,  welche  entsteht,  wenn  mau  y=r  setzt,  waz  der  Fall  ist,  wenn 
r kleiner  als  1 ist.  Lässt  man  nun  in  unserer  Entwickelung  n wachsen,  so  ver- 
schwinden die  Ansdrücke  nnd  man  hat; 

n 

')  i«(l+y)=y-iy’  + iy‘ -ljr‘+  • • • 

Man  kann  jedoch  mittels  dieser  Reihe  unmittelbar  nur  die  Logarithmen  derjenigen 
reellen  Zahlen  berechnen,  welche  zwischen  0 nnd  2 liegen,  da  diese  nnr  sich  anf 
eine  Form  1-l-y  bringen  lassen,  wo  y zwischen  —1  und  -(-1  liegt.  Ebenso  er- 
geben sich  daraus  nnr  die  Logarithmen  der  imaginären  Zahlen  von  der  Form 

1-l-re^',  wo  r kleiner  als  1 ist.  Setzt  man: 

l+re^‘  = tt+bi, 

so  mnss  sein: 

fl  = l-frcosy,  & = rsiny,  (<i— 4*  =»•*. 

Es  ist  also  die  Bedingung  zu  erfüllen: 

(a-l)«+4’<l,  oder  (a-l)»<l-4>. 
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welche  Bedingung  man  auch  schreiben  kann: 

o>— 2o<— 6’,  oder  2a— a’>4*- 

Indess  lassen  sich  Reiben  fiir  lg(l+y)  «»«len,  welche  immer  convergiren.  Neh- 
men  wir  zunächst  an,  x wäre  reell  nnd  positiv,  so  dass  x immer  einen  reellen 
Logarithmas  hat,  so  ist: 


Igx 

e ® =a 


— lg» 


* . 1 1/ 

wo  wir  unter  Yx  immer  die  positive  Wurzel  verstehen.  Es  ist  also  — lg  x = lg  yx, 

und  die  Bedeutung  dieser  uns  schon  bekannten  Formeln  ist  hier  so  beschrmnät, 

n ^ 

dass  Igx  nnd  Ig^x  die  reellen  Werthe  l(x)  nnd  1{Y*)  dieser  Grössen  bedenles 
Formel  1)  gibt  dann : 


also : 


2) 


Welche  positive  Zahl  auch  * sei,  immer  lUst  sich  eine  itte  Wnrael  aM  x finden, 
welche  um  ein  beliebig  Kleines  von  der  Einheit  abweicht,  und 
etwa  durch  wiederholtes  Quadratwurselaussiehen  aus  x immer  mn  Werth  vo 
bestimmen,  welcher  der  Reihe  sogar  einen  beliebigen  Grad 

Fftr  wachsendes  n kann  aUo  die  Reihe  auf  ihr  erstes  Glied  teschrankt  werden, 

wo  sie  dann  mit  dem  oben  für  logx  gegebenen  Werth  lim  »(x"  - ») 

fällt.  Dass  übrigens  die  Reihe  keinen  andern  Werth  von  Igx  als  l(x)  gibt,  wenn 

Vx  reell  nnd  positiv  ist,  folgt  daraus,  dass  beide  Ausdrücke  links  u^ 
sind,  und  dies  bei  keinem  andern  Werth  von  lg(x)  sUttßndet.  Wm  die  Logs 
rithmen  der  negativen  oder  rein  imaginüren  Zahlen  anbetrifft,  so  ergeben  dieselben 
sich  aus  der  Reihe  2)  ebenfalls  mittels  der  Formeln : 

/(— x)  = /(x)+Jii, 
l(ix)  = l(x)+^i, 

l(-ix)=  f(x)-yi. 

Wir  wenden  uns  jetit  sur  Berechnung  der  Logarithmen  compleaer  Zahlen 
Es  sei: 


also: 


e«+fi’=a+ii, 

« + /Ji=lg(a+  M), 


so  lässt  sich  Cf  immer  noch  durch  die  Reihcnentwickelnng  2)  bestimmen.  Es  i*> 
nämlich : 

also  indem  man  beide  Formeln  mnltiplicirt ; 

e*“  = a’  + i*,  2n  = /(«*  + 4’). 

„ = }/(«•+*’),  oder  =f(Ko*  + A*), 

also  a ist  der  reelle  Logarithmus  einer  positiven  Zahl.  Es  kommt  a leo  nur 
die  Bestimmung  von  ß an.  Wir  haben: 
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t^zzA+Bi, 

wo: 

Azz—,B  = — und  r = V(o’+A’) 
r r 

iit.  E>  ist  «lao  immer  yt'  + B>  = l. 

D*  die  Entwickelung  nach  Reihe  1)  mOglich  war,  wenn  (A — B* 
war,  IO  ist  hier  (A—1)’<A*  die  Bedingung.  Sie  wird  erfüllt,  wenn  A,  abgeeehen 
rom  Voraeichen,  grösser  als  ^ ist. 

Aus  der  Formel  e^  = A-^-Bi  ergibt  sich: 

it=cos^,  B = sin;9. 

Nun  ist  cos  ^ = 1-  In  Abschnitt  6)  wurde  nämlich  berechnet : cos  } n = — J,  also  ist : 
«5 

cos  ^n=:ros (n— Jn)  = + 1. 

Ferner  nimmt  der  Cosinus  zwischen  0 und  n immer  ab,  also  ist  die  Reihe  1)  zu 

gebrauchen,  so  lange  ßzzl(A-^-  Bi)  kleiner  als  ist.  Da  diese  Entwicklung, 

welche  wegen  des  complexen  Anadrnckes  nach  dessen  Potenzen  geschieht, 
nicht  sehr  bequem  ist,  so  bedient  man  sich  in  der  Regel  einer  anderen.  Sei 
wieder: 

e"’^^=a+6i,  also  e”~^*=a— Ai. 

Die  Dirision  beider  Formeln  gibt: 

. ...  1+— • 
ißt  a4-A»  a 

* “ a-At“  A 

1 1 

a 

also  wenn  — , ein  Ausdruck,  der  jeden  reellen  Werth  annebmen  kann,  gleich  u 
a 

gesetzt  wird: 

also  wenn  man  beide  Logarithmen  nach  Formel  1)  entwickelt,  so  ergibt  sich: 
>g(l+"0  = “*+l"’— + • • I 

lg(l-»ii)  = — t«*— i»*i+  • • 

also: 

3)  = + 

A 

H = — . 

a 

E<  fragt  aich  Konächat,  io  welchen  Qrensen  diese  Reihe  coovergirt.  Die  Bedin* 
gQDgtgletchang  gibt:  n*<lf  also  abgesehen  rom  Vorzeichen.  Da  übrigens: 

41  h 

Azzcoiß  = — nnd  B = ainßzz  — 

r r r 

war,  so  mnss  auch  sin^<cos/I,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  sein.  Da  nun  der 
Sinns  zwischen  0 nnd  ^ wichst,  der’Cosinns  in  dieselben  Grenzen  lUlt,  aber: 


ist,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Entwickelung  so  lange  statt  hat,  als  ß zwischen 
nnd  liegt.  Aendert  ntmlicb  w sein  Vorzeichen,  so  geschieht  dies  offenbar 
auch  mit  ß,  ohne  dass  diese  Grösse  ihren  absoluten  Wertli  ändert,  also  Jedem  ß 
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zwischen  0 und  ^ entspricht  ein  ft  zwischen  0 und  — Der  Gebrauch  dieser 
4 4 

r die  Grenz 


Gleichung  gilt  noch  für  die  Grenzen  ~ und  —-^selbst.  Es  ist  nämlich  düitu  = — 

4 4 a 

n 

Bin  -j- 

=:  =1,  und  « = 

COB-^  COB 

4 

ab,  und  haben  abwechselnde  Zeichen,  und  solche  Reihen  convergiren  immer. 
(Siebe  den  Artikel:  „Reiben.“)  Man  hat  also: 


(-i) 


= — 1.  Die  Glieder  der  Reihe  nehmen  für  w=l 


* • 


» •» 


Die  bekannte  Lcibnitz’scho  Reihe,  welche  zur  Bestimmung  von  n dient.  Da  diese 
Reihe  jedoch  nur  ftusserst  langsam  convergirt,  so  bedient  man  sich  anderer  Ent- 
wickelungen zur  Bestimmung  von  n.  (Siehe  hber  diesen  Gegenstand  den  Artikel: 
„Quadratur  (geometrische)“.) 

Wir  hatten  allgemein : 

e“+^’=a  + W, 

also: 

a-f^i  = lg(a-l-ii). 

Es  ist  aber  noch  zu  zeigen,  welchen  Logarithmns  unsere  Reihenentwickelung  vor- 
stellt.  Es  ist  n&mlich  in  allen  Logarithmen,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  ß ver- 
schieden. — OfTenbar  sind  die  Darstellungen  von  Ig(l-fHi)  und  lg(l  — ui)  conti- 
nuirlicbc  Functionen  von  u,  so  lange  die  Reiben  convergiren,  welche  für  u=:0 
verschwinden.  Für  diesen  Werth  stellen  sie  also  f(l-f-ui)  und  /(l— ui)  vor.  Sic 
können  aber  für  keinen  Werth  von  u einen  andern  Logarithmns  vorstclien.  Denn 
wäre  etwa  die  erste  Reihenentwickelung  von  u = 0 bis  u = a,  gleich  /(l-l-ui)und 
für  u = n-|-r  gleich  f(l-t-ui)-|-2sni.  Da  dies  ja  der  allgemeine  Ausdruck  ist,  so 
könnte  dieser  Ausdruck  nur  aus  dem  erstem  hervorgeben,  wenn  man  eine  endliche 
Zahl  2s ni  zuzählt,  würde  also  nicht  continuirlich  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  die  imaginären  Theile  beider  Reihen  der  eine  zwischen 
0 und  n,  der  andere  zwischen  — n und  0 liegt  (sie  haben  nämlich  ungleiche  Vor- 
zeichen). Es  wird  also: 


2/Ji=  1(1 -|-ui)  — f(l— ui) 

zwischen  2ni  und  -~2ns,  d.  b.  ft  zwischen  — n und  -|-n  liegen.  Es  wird  also 
auf  diese  Weise  immer  l(a-|-6t)  gefunden.  Diese  Betrachtung  ist  bei  Bestimmang 

der  Grenzen  der  Conyergenz  von  ft  und  der  Reihenentwickelung  fUr  bereits 
anticipirt. 

Noch  ist  ft  zu  bestimmen  für  den  Fall,  dass  h>a,  ß>^ 


noch  immer; 
also: 


ifii  o-ft.i 

e = p, 

a—bi 


1B\  a—bi 

* ~ö+Ä“i’ 


also  wenu  mun  Zähler  und  Nenner  rechts  mit  i multiplioirt: 

— ifti  Ä-|-oi 

e - — r :i 

— 5-ffli 

oder  wenn  man  mit  e’^rr— 1 multiplicirt: 


ß)i 


b + tti 
b — ai 
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und  wenn  man  = setet: 
6 


n 1 1 + r i 


Die  Entwickelung  aber  gibt  ganz  wie  oben: 


--/}  = e-lr*  + ie‘-je’+... 


eine  Reihe,  welche  convergirt,  wenn  e’<l,  also  a,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
kleiner  als  b,  oder  wenn  ^—ß  zwischen  — ^ und  also  zwischen  und 
j -I  liegt.  In  diesem  Falle  hat  man  also; 

4)  = + . . . 


Immer  wird  eine  der  Reihen  3)  oder  4)  den  Werth  von  ß geben.  Wir  haben 
nämlich  die  Fälle,  in  welchen  beide  convergiren,  noch  nicht  völlig  erschöpft.  Die 
Reihe  3)  convergirto,  so  lange  sin^<cos/S  war,  abgesehen  vom  Vorzeichen.  Dies 

ist  nicht  allein  in  den  Grenzen  nnd  der  Fall,  sondern  anch  in  den 

4 4 

Grenzen  |»i  nnd  n,  denn  eine  Grösse  in  diesen  Grenzen  ist  gleich  n—a,  wo  a 
zwischen  0 und  } n liegt,  aber ; 

sin (n—n)  = sinn,  und  cos(n— «)=  — COS  n. 

Gleiches  gilt  in  den  Grenzen  — nnd  — n,  denn: 

•in  (— o)=  — sino,  und  cos(— o)  = cos«. 

Der  Umstand,  dass  der  Winkel  positiv  oder  negativ  ist,  hat  also  auf  unsere  Schlösse 
keinen  EinRnss,  Die  Convergenz  der  Reihe  4)  findet  aus  diesem  Grunde  auch  in 
den  Grenzen  — Jn  und  — jn  statt,  wie  sich  auch  von  selbst  ergibt,  da  die  Reihe 

für  ~ — ß in  diesen  Grenzen  nur  ihr  Zeichen  ändert. 

Han  hat  also  allgemein  : 

/(a  + 6i)  = a + |Si, 

wo  e = f()/a*  + i’)  immer  durch  die  Formel  2)  zn  bestimmen  ist,  und  ß sich  durch 
Formel  3)  ergibt,  wenn  b kleiner  als  a,  dagegen  durch  Formel  4),  wenn  a kleiner 
als  b ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  man  wie  in  der  Trigonometrie  setzt  : 
y = arcsinx,  wenn  zssiny, 
y = arccosz,  wenn  x = cosy, 
y=arctgz,  wenn  x = tgy. 


Da  man  nun  hat: 


ß*  . . • ■ „ -ß*  l+*‘g/9 

e*^  =cos^+«sin^,  e 


t arcsin « i,,,  , 

e = y(l— n*)+ni, 

iarccosa  , ,, 

e =o+iy(l-n’), 

ziarctga 1 + i« 

1—1« 
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arc»in«  = 4-Ig  '■']< 

arcco8n  = 4-lg  [n  + f 
1 , l + ii» 

»rctg«=^.lgj^, 

uml  diese  drei  Functionen  sind  also  eben- 
falls Ausdrücke,  denen  unendlich  ricl 
Wcrilic  lukommcn. 

0)  Betrachtungen  überdioNa- 
lur  des  Imnginllrcn. 

Wir  haben  in  den  vorigen  Betrachtun- 
pen  dem  Imaginären  eine  rein  formelle 
Bedeutung  gegeben,  die  eich  etwa  auch 


auf  die  angegebene  Weise 

d d 

mit  d multiplicirt , ea-f-cii=c(a-|-Ai) 
gibt,  so  stellt  obiger  Ausdruck  das  ver- 
langte Product  vor,  auch  kann  der  Mnl- 
tiplicator  eine  Irrationaliahl  sein,  die 
man  sich  als  Orenxe  eines  Bruches  denkt. 
— Dagegen  verlangt  das  Mnltiplieiren 
mit  complexem  Mnltiplicator  eine  neue 
Definition.  Sie  ist  gegeben  durch  die 
Sätxe : 

I.  Ein  Ausdruck  a-|-ii  wird  mit  c-|-<ft 
mglUplicirt , wenn  man  ihn  erst  mit  c 
ned  dann  mit  di  multiplicirt,  und  die  Pro- 
dui'te  addirt.  — Die  Multiplication  mit 
c ist  nach  dem  Obigen  ausführbar;  was 


fassen  lässt,  dass  jede  Gleichung  von  die  mit  di  anbetrifft,  so  geben  wir  die 
der  Form  a+fli  = y + <)•  eben  nur  ein  Kegel: 


anderer  Ausdruck  für  die  Gleichungen 
« = )',  ß = d sei.  Dass  aber  mit  den 


II.  a + 6i  wird  mit  di  multiplicirt, 
wenn  man  erst  mit  d multiplicirt  und 


Die  erste  Multiplication  ist  ausführbar 
und  führt  in  einem  Ausdmeke  von  der- 
selben Form.  Es  bleibt  nur  die  Mnlti- 


Ausdriieken  rechts  und  links  in  dieser  ^«s  Product  abemals  mit  i mnltipUrirt. 
Gleichung  nach  den  gewöhnlichen,  für 
reelle  Zahlen  gültigen  Regeln  gerechnet 
werden  könne,  also  auch  andere  Glei- 
chungen gebildet  werden  dürfen,  wenn  plication  mit  • übrig, 
man  damit  die  Gleichung  i»  = -l  ver-  HI  wird  mit  • multiplinrt,  wenn 

bindet,  also  rein  formell  immer  i'  mit  “ »»<1  dann  Ai  mit  i mnltipli- 

-1  vertanscht.  Das  Resultat  jeder  sol-  «r».  “"<i  <1'«  Theilproducte  addirt.  — 
eben  Rechnung  ist  dann  immer  wieder  Hem  Product  ai  lässt  man  seine  for- 
ein  Ausdruck  von  der  Form  o-fAi,  und  melle  Bedeutung.  Das  Protlnct  An  = Ai» 
cs  ist  dies  die  wichtigste  Eigenschaft  »trJ  dcfinirt,  eben  mittels  der  Gleichung 
imaginärer  Aasdrücko,  dass  man  eben  1. 

XU  keinen  neuen  Formen,  weder  durch  keiner  neuen 

dircrtc,  noch  durch  indirecte  Operationen  Annahme,  denn  der  Quotient: 


geführt  wird. 

Deberlcgt  man,  welche  Annahmen 
nöthig  sind,  nm  sämmtliche  einfachen  Ope- 
rationen mit  imaginären  Grössen  roll- 
führen XU  könuen,  so  kommt  man  auf 
folgende  wenigen  Regeln: 

A)  Beim  Addiren. 


“+**  1 .• 
c-|-o  s 

ist  definirt  durch  die  Gleichung: 
a -(-  Ai  = (n-l-;Ji)(c-|-</i), 
und  da  hieraus  sich  : 

(a + Ai)  (c — di) = (o + /Ji)  (c’ -(- rf*  ) 


Zwei  Ausdrücke  von  der  Form  a + bi  .,  ,,  MulUplications  - Säue  ergibt 

werden  addirt,  wenn  man  die reelleniind  QIC  auch* 


mit  i mnltiplidrtenTheile  für  sich  addirt. 

Dieselbe  Regel  gilt  auch  für  die  Snb> 
traction , die  ja  eine  Addition  von  awei 
Zahlen  ist,  deren  eine  negaUr  genom- 
men wird. 

B)  Bei  der  MultiplicaUon. 

Der  Ausdruck  a + 6i  kann  mit  jeder 


. -.  (a  + hi)(c-di) 
c*-|-d*  " 
ac-l-Ad-|-(cA — «rf)i 
“ ’ 

die  Formel,  welche  wir  oben  fanden. 

C)  Was  das  Potenxiren  anbetriSi,  so 


ganxen  Zahl  m durch  die  Formel  am -f- Ami  ist  bloss  die  Definition  nöthig: 


"+ß 


multiplicirt  werden,  welches  sieb  ans  A 
ergibt,  da  das  Mnltiplieiren  nur  ein  wie- 
derholtes Addiren  ist. 

Das  Mnltiplieiren  mit  reellen  Brüchen  und  nach  der  Definition  der  Logarith- 
maebt  auch  keine  neuen  Betrachtungen  men  und  dem  Nachweise,  dass  alle  Lo- 
nöthig.  Denn  cs  ist  der  Ausdruck  garithmen  complexe  Zahlen  sind: 


-v(o  -)-Ai)  = a-f/J»  definirt  durch  die  Glci- 

o 

chung  e(a-f  Ai)  = (f  (a -|-/9i). 


Da  nun  Wenn  somit  die  Gesctxc  des  Rechnens 


Google 


Quantität. 


665 


Quantität. 


mit  Imaginircm  volUtAmlig  prtcUirt  sind, 
io  Uset  sicii  nicht  lengnen,  dass  dem 
Begriffe  des  Imaginären  selbst  eine  ge- 
wisse Unnkcibeit  anzukleben  scheint,  die 
darin  beruht,  dass  die  Ausdrücke,  welche 
in  diesen  Rechnungen  Vorkommen,  an 
sich  nie  zur  Geltung  in  irgend  einer  An- 
wendung kommen,  sondern  immer  nur 
die  Resultate,  insofern  sie  reelle  Zahlen 
mit  einander  vergleichen.  Man  hat  sich 
daher  wiederholentlich  bemüht,  diesen 
Rechnungen  gewissermaassen  eine  Dar- 
stellung zu  geben,  d.  h.  den  Ausdrücken 
a+H  eine  nicht  bloss  formelle  Bedeu- 
tung zu  verleiben.  Ganss  sagt  unter 
Anderm  über  diesen  Gegenstand  (Göttin- 
ger gelehrte  Anzeigen,  Stück  )^,  Jahr- 
gang 1831) : „Positive  und  negative  Zah- 
len können  nur  da  eine  Anwendung  fin- 
den, wo  das  Gezahlte  ein  Entgegenge- 
setztes bat , was  mit  ihm  vereinigt  ge- 
dacht, der  Vernichtung  gleich  zu  stellen 
ist.  Genau  besehen  findet  diese  Voraus- 
setzung nnr  da  statt,  wo  nicht  Substan- 
zen (filr  sich  denkbare  Gegenstände), 
sondern  Relationen  zwischen  je  zwei  Ge- 
genständen das  Gezählte  sind.  Fostulirt 
wird  dabei,  dass  diese  Gegenstände  auf 
eine  bestimmte  Art  in  eine  Reihe  geord- 
net sind,  z.  B.  A,  B,  C,  D . . .,  und 
dass  die  Relation  des  A und  B als  der 
Relation  des  ß zu  C . . . gleich  be- 
trachtet werden  kann.  Hier  gehört  nun 
zu  dem  Begriff  der  Entgegensetzung 
nichts  weiter,  als  der  Umtausch  der  Glie- 
der der  Relation . so  dass  wenn  die  Re- 
lation, oder  der  Uebergang  von  A tu  B 
all  -I- 1 gilt,  die  Relation  von  B zu  A 
als  —1  dargestellt  werden  muss.  Inso- 
fern also  eine  solche  Reihe  auf  beiden 
Seiten  unbegrenzt  ist,  repräsentirt  Jede 
reelle  ganze  Zahl  die  Relation  eines  be- 
liebig als  Anfang  gewählten  Gliedes  zu 
einem  bestimmten  Gliedc  der  Reihe.  — 
Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher 
Art,  dass  sie  nicht  in  eine,  wenn  gleich 
nnbegrcnzle  Reihe  geordnet  werden  kön- 
nen, sondern  zieh  nur  in  Reihen  von 
Reihen  ordnen  lassen,  oder  was  dasselbe 
ist,  bilden  sie  eine  Mannigfaltigkeit  von 
zwei  Dimensionen,  verhält  es  sich  dann 
mit  den  Relationen  einer  Reihe  zu  einer 
andern,  oder  den  Uebergängen  aus  einer 
in  die  andere  auf  eine  ähnliche  Weise, 
wie  vorhin  mit  den  Uebergängen  von 
einem  Gliede  einer  Reihe  zu  einem  an- 
dern Gliede  derselben  Reihe,  so  bedarf 
et  offenbar  znr  Abmessung  des  Ueber- 
gtnges  von  einem  Gliede  des  Systems 
zn  einem  andern  ausser  den  vorigen  Ein- 
heiten -f-1  und  —1  noch  zweier  andern 
nnter  sich  auch  entgegengesetzten  -1-i 


und  — i.  Offenbar  muss  aber  dabei 

postulirt  werden,  dass  die  Einheit  i alle- 
mal den  Uebergang  von  einem  gegebenen 
Gliede  einer  Reihe  zu  einem  bestimmten 
Gliede  der  unmittelbar  angrenzenden 
Reihe  bezeichne.  Auf  diese  Weise  wird 
also  das  System  auf  eine  doppelte  Art 
in  Reihen  von  Reihen  geordnet  werden 
können.  — Der  Mathematiker  abstrahirt 
gänzlich  von  der  Beschaffenheit  der  Ge- 
genstände und  dem  Inhalt  ihrer  Relatio- 
nen; er  hat  es  blas  mit  der  Abzählung 
und  Vergleichung  der  Relationen  unter 
sich  zu  thnn ; insofern  ist  er  ebenso  wie 
er  den  durch  -|-1  und  —1  bezcichneten 
Relationen,  an  sich  betrachtet,  Gleich- 
artigkeit beilegt,  solche  auf  alle  vier  Ele- 
mente -)-l,  —1,  -fi  und  — i zu  er- 
strecken befugt.“ 

Wie  leicht  zn  sehen,  kommt  also  diese 
Betrachtung  darauf  hinaus,  dass  man 
von  einem  Gebiete,  worin  sich  alle  Zah- 
lenvcrhältnisse,  reelle  und  imaginäre,  be- 
reits vorfinden,  ansgeht.  — Nur  in  geo- 
metrischen Vorstellungen,  und  zwar  in 
der  Ebene,  ist  ein  Bild  dieses  Gebietes 
zn  suchen;  in  geometrischen  Vorstellun- 
gen darum,  weil  nnr  dieselben  zwei  Di- 
mensionen darbieten , in  der  Ebene 
darum , weil  der  Uebergang  von  einem 
Gliede  zum  andern,  also  z.  B.  von  a 
zn  IS»  und  von  a-|-/9t  zu  n(a-h/!i)  immer 
in  gleicher  Weise  geschehen  mnss,  und 
dies  nur  in  der  Ebene  durch  Vermitte- 
lung der  graden  Linie  geschehen  kann. 

Diese  Betrachtungen  führen  also  in 
ihrem  Verfolge  dahin,  ein  Bild  des  Com- 
plexen  in  der  Ebene  zn  suchen.  An- 
dere Mathematiker  sind  so  weit  gegan- 
gen, diese  räumlichen  Vorstellungen  nicht 
allein  zur  Versinnlichung  des  Imaginären 
zu  benutzen,  sondern  sie  mit  demselben 
völlig  zu  identificiren , und  wir  werden 
die  Gmndzüge  einer  solchen  Theorie  in 
dem  nächsten  Abschnitte  geben, 

10)  Geometrische  Auffassung 
der  com  P>  X c n Zahlen. 

Es  sind  diese  Betrachtungen  einer  Ab- 
handlung von  Cauchy  {IBemoire  tur  let 
qtutniilis  gfometriquet  in  den  Exercicet 
iT Analyse  et  de  phytsyue  maXkimatuiue, 
Tome  Jy)  entnommen.  Die  imaginäre 
Grösse  wird  hierbei  ganz  durch  die  geo- 
metrische ersetzt. 

A)  Defi  ni  tion. 

Von  einem  Punkt  0 in  der  Ebene, 
der  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
betrachtet  wird,  ziehe  man  eine  feste 
Grade  Ox.  Sei  r der  Abstand  von  O 
und  einem  beliebigen  Punkte  A in  der 
Ebene,  >/>  der  Winkel  zwischen  den  Rieh- 
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tungcn  r und  Ox,  wio  er  durch  die  Dre- 
hung <!■  der  Linie  Ox  in  einem  oder 
dem  Bildern  Sinne  bestimmt  wird.  Den 
Uadius  Vector  r = OA  nennen  wir 
'f 

,. geometrische  Grdssc“.  Ks  sind  also  in 
einer  solchen  als  Elemente  enthalten 
der  nnmerisehe  Werth  der  Länge  r.  auch 
Modul  von  genannt,  und  der  Winkel 

tf,  welchen  wir  Argument  der  geome- 
trischen Grösse  nennen.  Gleich  werden 
iwei  geometrische  Grössen  genannt,  wenn 
ihre  Modalen  und  ihre  Argumente  Uber- 
einstimmen, also  Länge  und  Richtung 
dieselbe  ist.  Es  mnss  also  sein : 


Rzzr,  •l‘  = if  +2nx, 
damit  die  geometrischen  Grössen 
und  gleich  sind,  wo  n eine  gsnsc 

Zahl,  w die  bekannte  Ludolph'sche  Zahl 
ist.  Die  Grösse  r,  liegt  also  auf  der 
Axe  Ox  selbst  in  einer  Richtung,  die 
als  die  anfängliche  zu  betrachten  ist, 
die  Grösse  auf  derselben  Linie,  aber 

in  entgegengesetzter  Richtung  (r^  ist  also 

einer  negativen  Grösse  identisch  zu 
setzen).  — Statt  vom  Funkte  O kann 
man  auch  von  einem  beliebigen  Punkto 
ausgehen,  und  ist  dann  in  r fUr  r die 

Länge  des  Abstandes  zweier  Funkte, 
für  </■  der  Winkel  ihrer  Verbindungs- 
linie mit  Richtung  Ox  zu  setzen.  — Be- 
trachtet man  noch  Ox  als  Axe  der  z, 
und  nimmt  senkrecht  darauf  Axe  Oy 
an,  so  sind  x = reosy,  j|  = rsin>/  die 
Frojectionen  der  geometrischen  Grösse  r 
parallel  den  beiden  Axen. 

B)  Dirccto  Operationen  mit 
geometrischen  Grössen. 

Geometrische  Grössen  r . r'  ,,  r"  ,, 
7 7 7 

n.  s.  w.  werden  in  folgender  Weise  ad- 
dirt.  Ans  dem  Endpunkt  B der  Strecke 
AB,  welche  in  Bezog  auf  Richtung  und 
Abstand  von  A durch  die  Grösse  r 

y 

definirt  ist,  ziehe  man  Linie  BC,  welche 
in  Bezog  auf  Richtung  und  Abstand  von 
B durch  r'^^,  definirt  ist,  durch  C Linie 

CÜ=r"^^„,  wo  r"  wieder  die  Länge, 

y"  die  Richtung  anzeigt  u.  s w.  Ist 
A der  letzte  Funkt,  welcher  auf  diese 
Weise  entsteht,  und  verbindet  man  A 
mit  K,  so  erhält  man  ein  geschlossenes 
Polygon,  und  die  letzte  Seite  desselben 
AK  beisst  Summe  der  übrigen  (Fig.  59). 

Ist  R die  Länge  von  AK,  p der  Win- 
kel mit  OX,  so  setzt  man: 

\='-y,+  ^'y’+’-'iyr+  • • • 


Fig.  59. 


oder: 

„Um  die  Summe  mehrerer  geometrischen 
Grössen  snünden,  geht  man  roneinem be- 
liebigen Funkte  aus  und  trägt  jede  der 
Grössen  ihrer  Länge  und  Richtung  nach 
an  den  Endpunkt  der  vorhergehenden  an. 
Diejenige  Linie,  welche  das  Polygon  voll- 
endet, stellt  dann  die  Summe  vor.“ 

Bildet  man  die  Frojectionen  des  Viel- 
ecks, so  wird  die  der  letzten  Seite  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  übrigen 
sein,  also: 


R co8p  = rcosy-t-r'co8y'-|-r"cos</"4- .. 
R sinp  = rsin  y -fr'siny'-f-r"6iny."-t-  .. 
oder: 


X=x+x’+x”+...,  Y=y+y'+y"+  ... 

und  X,  X,  x'  ...,  Y , y,  y'  • . . sind 
die  entsprechenden  Frojectionen. 

Die  Summe  zweier  geometrischen 
Grössen  bildet  mit  denselben  ein  Drei- 
eck , dessen  Seiten  die  Moduln  sind. 
Hieraus  folgt  offenbar  der  Satz : 

„Der  Modul  einer  Summe  zweier 
Grössen  liegt  zwischen  der  Summe  und 
Differenz  der  Moduln.“ 


nnd  för  beliebig  viele  Grössen,  die  also 
ein  Vieleck  bilden : 


„Der  Modul  einer  Summe  ist  nie 
grösser  als  die  Summe  der  Moduln.“ 
Das  Product  von  geometrischen  Grössen 
wird  definirt  durch  die  Gleichung; 


f r'  , r"  „ = (r-r'-r")  , , „. 

7 7 7 ' "^7+7  +7 

„Ein  solches  Product  Ist  also  eine  geo- 
metrische Grösse,  deren  Modul  das  al- 
gebmischc  Product  der  Moduln,  dessen 
Argument  die  Summe  der  Argumente  ist.“ 
Algebraische  (positive  oder  negative) 
Summen  werden,  wie  wir  wissen,  mit 
einer  algebraischen  Grösse  mnltiplidrt, 
wenn  man  jedes  Glied  damit  mulliplicirt, 
nnd  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  Glei- 
ches für  die  geometrische  Grössen  gilt. 
Sei  nämlich  gegeben: 


R —T  -|-r'  , + r"  „+  , . 

p i,.^  y.'^  y,"^ 


Soll  jeder  der  Ausdrücke  rechts  nnd 
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links  mit  einer  GrOssc  multiplicirt  werden,  und  ist  Modul  p gleich  der  Ein- 
heit, so  brncht  man  nur  alle  Argumente  um  9-  zu  rermehren  Diese  Vermehrung 
enisprirht  aber  einer  Drehung  jedes  Itndius  tt,  r,  r',  r"  . . . um  diesen  Win- 
kel ; es  wird  also  das  ganze  l’ulj'gon,  dessen  Seiten  A,  r,  r',  r"  ,■  . . um  die- 
len Winkel  gedreht  werden,  wobei  sich  natdrlich  die  Enrm  des  Polygons  nicht 
hadert,  und  es  ist  daher  auch: 

% + + " + 9+  ••  • 

Man  kann  aber  auch,  ohne  die  Richtung  der  Seiten  des  Polygons  zu  kndem,  dem- 
selben ein  ähnliches  substitoiren , dessen  Seiten  das  p fache  des  gegebenen  be- 
tragen, und  man  bat  dann: 

('•e)y  + >+('^i'),,s+»+('^'e)^/s+,+  • •• 

oder: 

• • • 

d.  h.: 

„Han  findet  das  Product  einer  Summe  geometrischer  Grössen  und  einer  an- 
dern geometrischen  Grösse,  wenn  man  jedes  Glied  einzeln  mit  der  letztem  mnl- 
tiplidrt.“ 

Daraus  folgt  dann  die  Art,  wie  Summe  mit  Summen  multiplicirt  werden,  ganz 
wie  bei  algebraischen  Grössen. 

Eine  ganze  Potenz  geometrischer  Grössen  definiren  wir  als  das  Product 
gleicher  Factoren.  Es  ist  somit: 

r"  = ('r"'j  . 

7 \ /"7 

Hieraus  folgen  ganz  wie  bei  algebraischen  Grössen  die  Sitze; 


SOS  welchen  man  leicht  den  Binomischen  Satz  für  ganze  und  positive  Exponenten 
sbleiten  kann. 


Man  nennt  zwei  geometrische  Grössen  entgegengesetzt,  wenn  ihre  Somme  Noll 
gibt,  und  es  ist  sonach  oder  — die  entgegengesetzte  Grösse  von  r^,  da 

die  dritte  Seite  des  Dreiecks,  dessen  Seiten  r und  — r sind,  offenbar  Null  be- 

7 7 

trägt.  — Der  umgekehrte  Werth  einer  geometrischen  Grösse  soll  derjenige  sein, 
welcher  mit  ihr  das  Product  1 bildet. 

Die  obigen  Formeln  benutzt  man,  um  negative  Potenzen  zu  definiren.  Es 
iit  also: 


also: 


m — 
r r 
7 


7 \ /->"7 


Die  Grösse  ist  also  nichts  Anderes  als  der  umgekehrte  Werth 


Es  ist  ferner: 


v=Mo.p=i- 


Man  kann  analog  der  Bezeichnnng  algebraischer  Grössen  anch  die  geometrischen 
immer  mit  einem  einzigen  Bnchstaben  bezeichnen. 
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C)  Indirccte  Operationen. 

Die  Definition  derselben  ergibt  sich  jedesmal,  wie  hei  den  algcbraiscbeD 
Functionen,  aU  die  dem  Addiren,  Multipliciren  und  Potenziren  entgegengeseUte 
Operation,  also  durch  die  Formeln : 

a 

(rt  — &)  + & = (!,  — \V«/  -ft- 

Hieraus  folgt: 

„Um  eine  geometrische  GrOsse  abzueiohen,  braiicbi  man  ntir  die  entgegen- 
gesetzte zu  addiren.*^ 

«.Um  durch  eine  solche  zu  dividiren,  muss  man  sie  mit  ihrem  umgekehrten 
Werlhe  multipliciren.“ 

Sei  jetzt  « die  ntc  Wurzel  von  *»  , also: 


eine  Gleichung,  aus  welcher  nach  unserer  Definition  folgt: 

= npr7+2Ä:7i, 

wo  k eine  ganze  Zahl  ist.  Daraus  folgt  dann: 


n H 


(/  2 t n 1 


also: 

„Jede  geometrische  Grösse  hat  n Wurzeln  vom  nten  Grade,  zu  denen  allen 
jedoch  derselbe  Modul  gehört.“ 

Ist  p=0  und  r = l,  so  hat  man  als  «to  Wurzeln  von  1,  die  Weriho 

(1)^  + ilü 

fl  n 

Es  ist  auch  klar,  dass,  obgleich  k jede  ganze  Zahl  sein  kann,  sich  doch  nur 
fl  Wertho  für  die  nie  Wurzel  ergeben. 

D)  Uebergang  zum  Ausdrucke  1 = ^—1.  Potenzen,  deren  Expo- 
nenten geometrische  Grössen  sind. 

Wir  wollen  jetzt  die  Grössen  a,  und  a^  = — welche  auf  der  Abscissenaxe 

liegen,  mit  den  algebraischen  Grössen  a und  — a identifidren,  wie  dies  ja  geschehen 
kann,  da  die  Längen  dieser  Linien  beide  gleich  a and  sic  offenbar  entgegenge- 
setzt sind. 

Da  nun  jede  Länge  und  ihre  Projectionen  auf  die  x und  y Axe  ein  Dreieck 
bilden,  so  bat  man  nach  unserer  Definition  des  Addirens: 


r^  = rcos./  + (r  »iny)^, 

2 

rcos  y — (rsin  y)  ^ 


da: 


(rsin./)  ^ = (r6in./)  ^=-(rsin./)^ 

— — n — 

2 2 2 


ist;  oder  wenn  man  setzt: 


rcos'fzix,  rsin>/=y, 
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, r =x— V 
n*  ff  ^ n 


Es  iet  aber : 


nach  der  Erklärung  der  Mnltipliration,  und: 


d.  h.; 


V 2 / 2 


also  wenn  wir  den  völlig  definirten  Ausdmrk  V — 1 mit  i bezeichnen,  fo  ist 

>,=‘- 

2 

Es  ist  aber,  obgleich  zwei  Wurzeln  hat,  1 und  l =— 1 .diegeo- 

T\11T\ 

metriacbe  GrOsac  t völlig  bestimmt,  und  zwar  ist  i die  auf  der  Ürdinatenaxe  im 
Sinne  der  anränglichen  Drehung  abgetragene  Einlieilslängc. 

Man  hat  also: 

r^=-t+yi,  r_,^=x-yi, 
x—rtoitf,  yzzTsmif. 

Mit  Einführung  der  geometrischen  Grösse  t kann  man  nun  dem  Ausdrucke  r 
noch  eine  andere  Form  geben. 

Es  ist: 


r =r.l  . 1 =1  =1 

,f  ,f  ,,  ^ ,£  ,f_ 


r,=r, 


also: 


aber: 


7 7 

1 cos  - + »sin—. 
rp  n n. 


Man  bat  also: 


tf-  ff 

= r (cos  <f'  -i-i  sin  </)  = r (cos  .^+i  sin  ) 


Ist  M sehr  gross,  also  - sehr  klein,  so  kann  man  der  Grösse  1 leicht  einen 

» if 


Fig.  60. 


einfacheren  Ausdruck  geben.  Sei  (Fig.  60)  OA  der 
Lange  nach  der  Einheit  gleich,  und  mache  mit  OX  den 

Winkel  ist  AX  dann  das  von  A auf  OX  gefällte 

Loth,  so  ist: 

l^  = 0,V+(AX)^=OX  + AXi. 
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Ist  aber  ^ sehr  klein,  so  kann  man  statt  AX  den  Kreisbogen  nehmen,  dessen 

Radius  OA  ist,  und  man  hat  dann:  1 =1,  + /.2.|  , da  offenbar: 

n ' » 

AO=OX,  AX  = 'i 


wird,  also  auch: 


und : 


1 =l+iLi, 

'!  n 


Oednirt  man  nun  die  F.xponentialgrGsse  e ' , wo  eine  geometrische  Qrösse 
ist,  durch  die  Formel: 


SO  lassen  sich  an  diesen  Ausdruck  ganz  ähnliche  Betrachtungen  aoknüpfen,  vie 
dies  in  Abschnitt  3)  und  den  folgenden  geschehen  ist,  und  sich  damit  die  Theorie 
der  geometrischen  QrOssen  in  ihrer  Anwendung  auf  ExponentialgrOssen  erg&nten. 
Namentlich  l&sst  sich,  wenn  ^ = 0 ist,  immer  eine  algebraische  GrOsse  finden, 

welche  die  Gleichung  r = e^  realisirt.  Man  hat  somit: 


M f«  « 

a = e • 1 = ' 


awt- 


aber  nach  der  Definition  ist; 


und  man  hat; 


wie  sich  ans  der  rorigen  Figur  ergibt,  wenn  man  OA  = l+—  denkt  und  »sehr 
gross  annimmt.  Also  da: 

g+y  s 

+ ' 

fl  fl 

ist: 

tf 

Uicrans  folgt: 


also: 
und : 


gO+i+(7  + »)i^ 


■n» 
••  # 


1 
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Am  dlmen  Grundformoln  lomcn  sich 
(Isnn  mit  ZuhOIfcnahme  des  Begriffes 
(1(1  Logariihmns  die  übrigen  nlileiten, 
gani  wie  dies  oben  gescheben  ist,  da 
die  Verschiedenheit  der  Grnndbestim- 
gen  im  Uebrigon  keinen  Einfluss  ansübt. 

Aber  auch  die  imagintren  Wurscln 
der  Gloiebungen  lassen  sich  leicht  auf 
geometrische  Grössen  snrückführen. 
Csnchjr  stellt  folgende  Betrachtungen  in 
Being  hierauf  an. 

Sei: 

Z — d + Ät  .1- cs* -f-  , . . *+^5**, 

yio  t,  b,  c ...  g,  h geometrische  Grössen 
sind,  ebenso  wie  Z.  Man  hat  dann 
such : 

Z = s"(k+js“'+  . . . +cj~"  + * 

+ is 

Wenn  h gleich  Null  ist,  so  wird  Z = rt. 
In  jedem  andern  Falle  ist  Z mit  s ver- 
Indcrlich,  und  der  Modul  von  Z wird 
nnendlich,  wenn  der  von  i unendlich 
iit.  Denn  sei : 


•ei  I)  der  Modul  von  k und  möge  r 
wachsen,  so  werden  die  Moduln  von 

t , . . . abnclimen,  cs  wird  also 

Z sich  nlhern  der  Grenze  z^k,  and  sein 

Modul  fi  der  Grenze  ijr^t  *1*0  unend- 
lich gross  werden.  D.  h. : 

n£inem  endlichen  Werthe  von  H kann 
nur  ein  endlicher  Werth  von  r ent- 
•prechen.“ 

Gebe  man  jetzt  der  Grösse  z den  Zu- 
wachs: 

As  = pj^, 

wo  Modul  f sehr  klein  ist.  Sei  dann 
AZ  der  Zuwachs  von  s.  Um  diesen 
Zowachs  zu  erhalten,  ersetzt  man  s durch 
t+ As,  und  erhklt  nach  dem  Binomischen 
Satze  eine  nach  Fotcnicn  von  A,s  ge- 
ordnete Reibe , welche  höchstens  vom 
Grade  n ist,  für  Z-f-AZ;  also  wenn 
man  Z abzieht,  so  wird  diese  Reihe 
dnreh  As  theilbar  sein.  Sei: 

As  = f, 

and  c”*  die  kleinste  Potenz  von  (,  welche 
io  dieser  Entwickelung  noch  vorkommt. 
Man  hat  dann: 


nnd: 

soll  hier  diejenige  ganze  Fnnction 
sein,  welche  entsteht,  wenn  man  AZ 

durch  {"*  dividirt.  Sie  wird  sich  für  { 
gleich  O einer  Constante  nkharn,  die 
endlich  und  ungleich  Null  ist.  Sol  G« 
diese  Grenze.  Es  wird  dann  n die 
Grenze  sein,  der  eich  to  nähert.  — Seien 
(Fig.  61)  A und  B jetzt  die  Endpunkte 
zweier  von  O ans  gezogenen  Linien,  die 


Fig.  61. 


A 

1 £ \ 

den  geometrischen  Grössen  Z und 
Z-4-AZ  entsprechen,  so  wird  die  Länge 
AB  gleich  aZ  sein,  und  ihre  Länge 

durch  /’p”'  gemessen  werden,  und  zwar 
wird  diese  Linie  in  der  Richtung  liegen, 
welche  durch  den  Winkel  7 -f-  inl  gege- 
ben wird.  Setzt  man  p anfänglich  gleich 
Null,  nnd  lässt  diese  Grösse  dann 
wachsen,  so  wird  Punkt  B,  welcher  an- 
fänglich in  A fällt,  einen  Curvenbogen 
beschreibcu,  dessen  Sehne  AB  ist,  nnd 
die  Tangente  A E,  welche  an  diesen  Bo- 
gen in  Punkt  A gezogen  wird,  bildet  mit 
OX  einen  Winkel,  welcher  dem  Grenz- 
wertbo  von  also  n-|-ml  gleich 

ist.  — Denkt  man  sich  nun  mit  Radius 
0.4  einen  Kreis  beschrieben,  so  wird 
Länge  OB  kleiner  als  OA  sein,  wenn 
B innerhalb  dieses  Kreises  fällt.  Für 
sehr  kleine  Werthe  von  p wird  diese  Be- 
dingung immer  erfüllt  sein , wenn  Tan- 
gente AE  mit  der  Verlängerung  von 
OA  einen  stumpfen  Winkel  bildet,  d.  h. 
wenn : 

einen  negativen  Cosinus  hat.  Hat  man 
nun  willkürlich  lur  9 einen  Winkel  ge- 
nommen, der  dieser  Bedingung  genügt, 
so  kann  man  durch  passende  Wahl  von 
1 immer  der  letzten  Gleichung  genügen. 
Also  wenn  der  Modul  R von  Z,  welcher 
einem  endlichen  Werthe  von  s entspricht, 
nicht  Null  ist,  so  kann  man  immer  durch 
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das  beieichnete  Verfahren  den  Werth 
von  R vermindern,  nnd  somit  muss  der 
kleinste  Werth  von  R der  Nnll  gleich 
sein,  woraus  dann  Z = 0 folgt.  D.  h. ; 

„Jede  ganae  Fnnction  der  geometri- 
schen Grosse  s muss  wenigstens  für 
einen  Werth  von  t der  Null  gleich 
werden.“ 

Bekanntlich  nennt  man  solchen  Werth 
von  z eine  Wurzel  der  Gleichung; 

Z.=  0. 

Hieraus  folgt  dann  leicht,  dass  jede 
Gleichung  n Wurzeln  habe,  welche  geo- 
metrische Grössen  sind.  Dieser  Beweis 
gilt  noch  dann , wenn  z eine  conver- 
girende  Reihe  nach  ganzen  positiven  Po- 
tenzen von  z ist. 

Einige  Betrachtungen  über 
diese  Methode. 

Die  Substitntion  der  geometrischen 
GrOsse  an  die  Stelle  der  complexen  Zahl 
führt  natürlich  zu  vOllig  richtigen  Schlüs- 
sen. Sehr  wichtig  wird  sie  dadurch,  dass 
sie  bei  allen  Betrachtungen,  welche  über 
complexe  Grössen  angcstellt  werden,  zu 
Veranschaulichungen  führt,  die  sich  in 
keiner  anderen  Weise  geben  lassen.  Je- 
dem Werthe  der  complexen  Zahl  o + 6i 
entspricht  ein  Punkt  der  Ebene  ./I,  wel- 
cher zur  Abscisse  die  Grösse  a,  zur  Or- 
dinate die  Grösse  & hat;  ferner  ist  der 

Modul  r von  a-(-Ai  = re’^  * gleich  dem  Ab- 
stand zwischen  A nnd  dem  Anfangspnnkt 
O der  Coordinaten,  dos  Argument 
gleich  dem  Winkel  zwischen  OÄ  und  der 
Abscissenaxe. 

Indess  lässt  sich  nicht  leugnen , dass 
eine  solche  Veranschaulichung  nicht 
durchaus  die  ohige  Theorie,  also  das 
Identificiren  der  imaginären  Grössen  mit 
geometrischen  Begriffen  verlangt.  Im 
Sinne  von  Gauss  soffen  die  geometrischen 
Betrachtungen  auch  nur  eine  Veranschau- 
lichung. die  einzig  mögliche  freilich,  ge- 
währen für  Reihen,  die  sich  continnirlich 
nnd  gleiehmässig  nach  zwei  Ausdehnnn- 
gen  hin  ins  Unendliche  erstrecken. 

So  vorzfiglich  und  fruchtbar  also  auch 
die  geometrische  Vorstellung  ist,  wenn 
cs  sich  um  Vcrsinnlichnng  continuirlicher 
Begriffe  handelt,  so  möchte  sich  zur  Be- 
gründung des  Imaginären  doch  neben 
ihr  noch  eine  andere  Theorie  empfehlen, 
deren  Schöpfer  ebenfalls  Canchy  ist,  und 
die  wir  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegen- 
standes ebenfalls  hier  kurz  wiedergeben 
wollen.  Auch  sie  ist  den  Exercieet 
f Analyse  et  de  PkyMtqve  malhimaliyue, 
tome  IV  entnommen. 


11)  Ersetzung  desBegriffs  des 
Imaginären  durch  die  algebrai- 
sche Congruenz. 

Die  Cauchy'schc  Theorie  scheint  ans 
allerdings  geeignet,  jede  Dunkelheit,  die 
dem  Imaginären  anklebt,  gewissermasssea 
mit  einem  Schlage  zu  beseitigen.  — Um 
das  Folgende  völlig  anfzufassen,  zrieder- 
holen  wir,  dass  der  Begriff  des  Imagi- 
nären sich  znerst  bei  der  Gleichung: 

X*  -1-1  = 0 

cinstcllt,  welche  keine  reelle  Wnrzel  btt. 
Die  allgemeine  quadratische  Gleichung: 
x’-f2ox-l-6  = 0, 

welche  auch  die  Form  annimmt: 

(r-f  o)*-|-  4—0*  =0, 

bei  welcher  wir  annehmen,  dass  s*  klei- 
ner als  4 ist,  lässt  ebenfalls  keine  reelle 
Wurzel  zu,  indess  lässt  sie  sich  durch 
eine  lineare  Substitution : 
x+a  _ 

ganz  auf  die  Form  der  ersten  Gleichung 
bringen.  Höhere  Gleichungen,  insofern 
sic  keine,  oder  nicht  lanter  reelle  Wu^ 
sein  haben,  nehmen  durch  ähnliche  Sub- 
stitutionen einen  Factor  von  der  Form 
y*-|-l  an,  wie  sich  leicht  dartbun  lissL 
Diese  Botrachtnngen  fahren  auf  den  Ge- 
danken, den  imaginären  Grössen  als  sol- 
chen ganz  zu  entsogen,  nnd  daflr  tu 
nntersochen,  welche  Ausdrücke  durch 
solche  von  der  Form  y* -t-1  theilbar  sind. 
Auf  diese  Betrachtungen,  wo  lediglich 
mit  reellen  Zahlen  gerechnet,  der  Be- 
griff der  Gleichheit  aber  durch  den  sll- 
gemcinem  der  Congmenz  ersetzt  »ird, 
grOndet  Canchy  seine  eben  so  einfache 
als  sinnreiche  Theorie,  die  wir  hier  geben. 

A)  Begriff  der  algeb rai  scheu 
Congruenz. 

Zwei  ganze  Functionen  y (x)  und  ip  (z)’ 
deren  Differenz  y(x)— V<(x)  durch  eine 
dritte  y(x)  theilbar  ist,  nennt  man  con- 
gment  in  Bezug  auf  /(x).  Die  alge- 
braische Congruenz  entspricht  also  genw 
der  arithmetischen.  Wir  wollen  auf  die 
erstere  also  anch  die  Qanss’sche  Beieich- 
nung  anwenden: 

y (x)  = V'(x)mody(x), 
in  Worten : 

y (x)  congruent  <p(x)  nach  Modul  /(»)• 
Die  Erwähnung  und  das  Hinschreihen 
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des  Modal  kann  nnterlusen  werden,  wenn  derselbe  bereits  bekannt  ist.  — Leicht 
ergibt  sieh  folgender  SaU; 

„Mehrere  Congruonzen  in  Bezug  anf  denselben  Modul  geben  addirt,  subtrahirt 
ond  nmltiplicirt  wieder  eine  Congruenz.“ 

Sei  also; 

»{*)=/(*).  Ti(*)=dri(*).  ysWS/jW, 

10  ist  auch : 

V W ± 'f  i (*)  ± Ti  W = / (*)  ± W ± /,  W.  ■ 

»(*)  • '/i  (*)  • f l (*)^jr(*)  ‘JTi  W • Xi  W. 
denn  ist  ^(x)  der  gemeinschaftliche  Modul,  so  hat  man; 

vW=dr(*)+«t<'(*).  W=/i  W+«ivb(x);  7,(*)=jrs W+«r  - 

wo  n,  ff,,  ff,  ganze  Functionen  von  x sind,  also; 

7 W T i (■») 7 s W -X (*) X >.(.*) Xti*)-ß'P (*). 
wo  ß ebenfalls  eine  ganze  Function  von  x ist.  Es  sind  also  die  Diiferenzen  links 
durch  if  (x)  theilbar. 

Hieraus  folgt  aich,  wenn  m eine  ganze  positive  Zahl  ist; 


Jede  Congmenz  lässt  sich  anf  die  Form  bringen ; . ' ‘ ; 

V W-v-W^o, 

oder; 

Ist  der  Modul  tf>  (x)  eine  Function  nten  Grades , so  kann  f(x)  durch  ip  (z)  divi> 
dirt  nur  einen  B^t  von  der  Form  lassen; 

c.+c,  *+c,*’+  . . . 

Ist  nun  f(x)  = 0,  so  muss  sein; 

c.+c,  z+c, **+...  +C^_j*"“'=0, 


«SS  auch  X sei.  Man  hat  also,  indem  man  z = 0 setzt: 

c,=0, 

und  indem  man  dnreh  x dividirt  nnd  dann  x = 0 setzt:  < 

c,=0, 

indem  man  also  so  fortiährt: 

c,  = c,  = c,=  . . . =c^_,=0. 


„Ist  der  Modal  vom  nten  Grade,  so  lassen  sich  ans  jeder  Congmenz  f(x)~0 
a Gleichungen  bilden,  indem  man  in  dem  Best  von  f{x)  alle  Coeffleienten  der 
Null  gleich  setzt.“ 

Es  ist  z.  B. : 

,”*»_l  = 0mod(x“-l), 

wenn  m nnd  n beliebige  ganze  positive  Zahlen  sind.  Hierans  folgt: 

*""  = 1. 


Hnltiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  ao  kommt: 

nnd  wenn  man  fltr  l jede  der  Zahlen  1,  2,  3 . . . n— 1 setzt; 
mn4-l_  m«  + 2_  , 

X ^X,  X -x'  . 

Setzt  man  nnn: 
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r(»)=o,+n, *+«,*’+  . ■ ■ +"„®"+  • • • ■ 


so  hat  mnn: 


mn  + t—  ■ 

“»1«+/*  =“mn  + J*  ’ 


■ ■ ~i 

, ..!!  rv.a 


also; 


A*)=«.+«„+«.,„+  . . . • • •)* 

+(<'.+“„+,+•2,4.,+  • • -)^*+ 


+(«„_!  + «„_<+  • • •)*"  'mod(*"-l) 


Mnn  hat  hier  nnmittolbar  den  Rest  von  f(x)  nach  ModnI  z"— 1.  Hier  kann  selbst 


f(x)  nnendlich  viel  Glieder  haben,  also  eine  convergirende  Reihe  rorstcllen. 


Sei  jetzt  der  Modal  x 4-I  gegeben,  so  wird  immer; 


IR  R / 4 \R 

X - (- 1) 


■.*  V »’f 


• -M  ' ^ J?  ; t*  * li 

durch  denselben  theilbar  setu;  also  wenn  m ongerade  isl:  ^;rrvli 


x""-|-l  = 0,  x""=-l, 

t 

also : 

i sa9ingie<u0 

dagegen  wenn  m grade  ist: 

x""e-i-i, 

■ ■*  ofttsr 

also : 

^ 'IM2  r-  - 

Versteht  man  unter  f(x)  wieder  die  obige  Function,  so  erhält  man  gans  auf  dem 
obigen  Wege;  ’ .0  . , ; i ' * 


/•(*)H«.-o„+o,,-  . . . • • 0* 

+(“•-“»+, • • •)*’+ 


+(«!,_, -aj^_t+  . . .)z"  ' mod(z"+l). 


B)  Anwendung  anf  die  imaginlren  Grossen. 

Unter  t wird  jetzt  nicht  mehr  der  symbolische  Ansdmek  V— 1 rerstaaden, 
sondern  eine  reelle  aber  unbestimmte  OrOsse.  Dagegen  ersetzt  man  jede  imagi- 
näre Gleichung  durch  eine  Congruenz  nach'Modnl  Da  dieser  Modul  jetzt 

immer  derselbe  bleibt,  so  werden  wir. ihn  nicht  weiter  hinschreiben.  Der  Begriff 
des  Imaginären  wird  also  ganz  ausgeschlossen,  dagegen  soll  eine  imaginäre  Olei- 
chnng  fortan  nur  ein  Sym^l  für  die  entsprechende  Congruenz  sein.  , < 

Offenbar  ist  immer: 


oder: 


,tM_.  -.US  - ^ og'ifziKif  r firra  tu  rjcw 

• t , 


also  auch  wenn  man  mit  i mnitiplicirt  I . 

Setzt  man  also  liir  m erst  2it  und  dann  3n-|-l,  so  kommt: 

1)  i* -'S!,  Ei,  i^^+’s-l.  i 

Sei  jetzt ; . 


A0  = <»s+“ii+«t‘*+«e»*+  • • 


; . -4  Mal  cu?3 
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' M ist  «Uo:  - ' , < ■ ' \ 

2)  /'(•)  = ».-"i+“4-«i+  • • • +(“.-«j+“»-«7+  • • •)*. 

eine  Formel,  die  sich  auch  >nf  den  Fall  besieht,  wo  f(i)  eine  nnendliche  conver- 
girtnde  Reihe  vorstelll.  Wenn  man  in  den  Gleichungen  1)  und  2)  dos  Congruenz- 
teichen  durch  das  Gleichheitszeichen  ersetzte,  so  würde  man  diejenigen  Sätze  haben, 
welche  lehren,  die  Function  f{i)  durch  einen  Ausdruck  ron  der  Form  a+|9>  ans- 
ludräckcn.  Man  hat: 

also  wenn  man  diesen  Auadeuck  in  Gleichnng  2)  für  f(i)  setzt: 

Setzt  man : 

y = «,  ß--ß, 

IO  kommt : 


4)  {a-\-ßi){<t-ßi)  = «'-^ß*. 

Ersetzt  man  in  8)  i durch  — t,  so  erhält  man:  , 

{a—^){y—ii)  = ttY—ßS—{aß+ßy)i.  . . 

Da  beide  Glieder  ron  i nnabhängig  sind,  so  fallen  sie  mit  ihren  Besten  zusammen. 
Man  kann  also  das  Congruenzzeicben  mit  dem  Gleichheitszeichen  Tertanschen: 


5)  («’ (y  * + <^*) = («/*— y«f)’  +(«<f +/*y)*. 

,J)as  Product  zweier  Qnadratsnmmen  ist  wieder  eine  solche.“ 

Dies  Verfahren  gilt  allgemein,  d.  h.;  Bind  beide  Glieder  der  Congmeni 
lineare  Functionen  von  i,  so  sind  sie  zugleich  die  Beste  nach  Modnl  i*4-l  nnd 
folglich  gleich. 

„Bei  linearen  Fnnctionen  von  i kann  das  Zeichen  = durch  sw  ersetzt  werden.“ 
Ist  also : ~ 


und: 


K ist; 


/■(0=o. 

e, +Cii  der  Best, 
c,  = e,=:0. 


„Jede  Congruenz,  welche  eine  imaginäre  Gleichung  ersetzt,  iührt  an!  zwei 
reelle  Gleichungen.“ 

Durch  diese  Sätze  ist  das  Addiren,  Subtrahiren,  Mnltiplidren  nnd  Dividired 
mit  imaginären  Ordssen  entbehrlich.  Was  namentlich  das  Dividiren  anbetrifft,  so 
ersetzt  man  die  Qleidtnng: 


«4-  M 

c+  <fi 


-t+fi. 


oder  die  gleichbedeutende: 
durch  die  Congmenz: 
oder : . . . , • . 

Ei  ist  also: 
d.  b.: 


(<s+*i)=(e+A')  (c+Ä), 

o + W = (e +/■•)  (o + di), 

a+ W E ec— /<i+(/c  + ed)  i. 
a—te—fä,  b=fc+ti, 
_ae+bd  , ttc—ad 
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C)  Anwendung  der  Theorie  der  Congrneneen  auf  4ie  Expo- 

nential-  und  die  trigonomctriichen  Ordnen. 

Die  Formel  8)  des  vorigen  Abschnittes  gibt,  wenn  man : 
a = cosz,  /}  = sini, 
y = cosjf,  <f  = sinjf 

setat,  und  darunter  die  aus  der  Trigonometrie  bekannten  QrOssen  versteht; 
(cos*+t  sin*)  (cosy+i  Blny)  = cos4T  eosy-sini  siny-^ i (sin*  cosy + cosxsiny), 

d.  h.: 

1)  (cos*+><<ti  *)  (cos  y + i sin  y)  = cos  (*+!()+*  sin(*+y). 

Indem  man  so  fortfährt,  erhält  man: 

(cos  jT+isin *)(coBy-H  • siny)(cos  t+i sin »)  . • • =cos(*  + y+t-f*  • • •) 

-|-isin(*+y+s+  . . .) 

Also  wenn  man  *=y  = s=  . . . scUt,  wenn  i*  eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

2)  (cos*+i  8in*)*=cosa*+»sin*, 

d.  h.: 

„Die  «te  Potenz  des  Binoms  cos  *-}-••'“*  *’+7  P'»* 

cosnx+tsinn*  als  Best.“ 

Dieser  Satz  tritt  für  den  von  Moivro  in  dieser  Theorie  ein. 

Sei  jetzt  wieder: 

oder : 


3) 

also: 

4) 


+ 172^8 


4"  • • •! 


^ c 

. - •»'. 


e -1+  J +1.2.3 


i*  + 


und  somit  nach  Satz  2)  der  Abtheilnng  B; 

• *.*’.  **  . ■ ( * ®*  . \ 

5)  e =^~r~2+i.2-8-4~  • ' • ~*"VT  •••/• 

Andererseits  hat  man: 


6) 


“'*=1-1:2  + 


^ X X 

1.2.3.  4“  • ••  *‘“*=T  “ i:2-3 


+ . 


Diese  Gleichungen  kann  man  auch  als  Definition  der  Functionen  Cosinos  nnd 
Sinns  benutzen,  nnd  so  die  der  Trigonometrie  entnommenen  Betrachtungen  ganz 
vermeiden.  Man  hat  also: 


e**  = cos*+isin*. 


7) 

Aus  den  Formeln  2)  und  7)  lassen  sich  alle  Schlfisse  ziehen,  welche  man^  aus 
den  entsprechenden  Oleichnngen  in  der  Theorie  der  imaginären  Grössen  sieht. 
Seien  s.  B.  cosnz  nnd  sinn*  za  berechnen,  so  ist:  < 


, , n n— I,.  . n(»t— 1) 

(a+i()  =0  +»a  AiH ^ ^ a 6*i*+  • . ., 


also: 

8) 


(a+i.)  = o - . . . +•(' 


«—1  . 

na  o 


nnd  also  wegen  Formel  2): 


i . 
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_ * »("—•)  *— 2 . , , 

9)  cosite+isin i«  = coB ® 1 — ^ co«  r tina:’4"  • • 

X * iS 


, n— I . n(n— I)  («— ?)  «— 3 . , . 

+ i(tiC08z  Sinz i— — — ^cosz  Binz*  + 

1 • 2 • o 


Hier  kSnnen  nach  dem  oben  bewiesenen  Satxe  die  von  i freien  nnd  die  mit  i 
moltiplicirten  Glieder  gleich  gesetzt  werden,  was  die  bekannten  Formeln  ihr 
cotaz  und  sinnz  gibt. 

D)  üeber  die  Moduln  der  Binome  von  der  Form  a+ßi. 

Offenbar  ist  immer  za  setzen: 

« d- = r (cos  ( d- i sin  (). 

Denn  die  Gleichnngen: 

R=rcos(,  /}  = rsin< 
lind  ja  immer  zu  erruUen,  wenn  man; 

und: 

R . . ß 

coB<  = — , also  Binl=:  — 
r r 

letzt,  wo  r positiv  sein  soll.  Wie  fiHiher  nennen  wir  die  Grosse  r Modal  des 
Binom  Rd-^  t das  Argument. 

Ist  der  Modul  von  r d~  gleich  Null,  so  bat  man : 

R*d-/ä*  = 0,  also;  0=0,  /)  = 0. 

„Damit  beide  Glieder  des  Binom  a+fli  verschwinden,  muss  der  Modul  gleich 
Noll  sein,  und  umgekehrt.“ 

Seien  r,  die  Moduln  bezfiglicb  von  n+ßi  nnd  yd-<fi,  also: 
r = (««+/J>)i,  r'=(y’+d>)*, 

10  iit  der  Modul  von ; 


R +y+(/9  + <f  i), 

d.  h.  von  der  Summe  bezOglich  der  Differenz  beider  Binome : 

e= [(«  ± y)* +(d  ± +r"  ±2(Ryd-/J<r)]*. 

Mittels  der  Formel  5)  der  Abtheilung  B),  wenn  man  daselbst  —<f  fOr  cf  setzt, 
erhUt  man: 


d.  h.: 


(>ry+ßß)‘<(a‘+ß’)(y’+ß‘), 
(ay+ß(f)’<r’  r'*. 


zlio  ist  der  numerische  Werth  von  ay+ßJ  immer  kleiner  als  r,  r'. 
TOD  fl+y+(/}  + (f)i  liegen  also  in  den  Grenzen: 


Die  Modale 


(r‘-2r  r'+r'*)*  = ± (r-rO, 

nnd:  - . ' 

(r«+2rr'+r'*)*^=r+r'. 

I.  „Summe  und  Differenz  zweier  Binome  von  der  Form  a+^i  haben  Mo- 
duln, welche  zwischen  der  Summe  und  Differenz  der  Moduln  beider  Binome 
liegen.“ 

Zahlt  man  zu  einer  Summe  noch  ein  Binom  zu  und  fahrt  so  fort,  so  gibt 
dies  den  Satz; 

II.  „Die  Summe  mehrerer  Binome  hat  einen  Modul,  welcher  kleiner  als  die 
Snmme  der  Moduln  ist.  Ist  unter  allen  Binomen  eins , dessen  Modul  r grosser 
iit  all  die  Summe  der  Moduln  i aller  Obrigen,  so  ist  der  Modul  der  Summe  aller 
grOiier  als  r— z.“ 

Wir  nennen  jetzt  Modul  und  Argument  irgend  einer  ganzen  Function  von 
i denjenigen  Modul  und  das  Argument,  welche  dem  Best  dieser  Fnnction  nacht* -|-1 
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entsprechen.  Dio  _ eben  bewiesenen  beiden  Sttse  gelten  dann  für  alle  solche 
Fnnctionen. 

Es  war: 

(“ + ^*)  (y + + («<^ +fy) 

und: 

(«>+/}*)(y* +rf*)=(«/!-y<0‘+ («<^+/»y)*. 

also  wenn  r,  r'  wieder  die  Modnln  bezüglich  von  nnd  y\-ii  sind,  und  p 

der  Modul  beider,  so  ist: 

r*r'*  = p’,  also:  rr'=p. 

m.  „Der  Modul  eines  Frodnets  ist  gleich  dem  Product  der  Modnln.“ 

Auch  kann  man  setzen:  . ^ 


cos  t+i  sin  t = e'*, 

MIC 

« + /K=re**, 

Hieraus  folgt  sogleich,  da: 

re‘‘.r'*“vV‘"  = rr'r"  . . . e‘(‘+‘'+‘"+  • • •) 
ist,  der  zuletzt  bewiesene  Satz  nnd  zugleich  der  folgende: 

IV.  „Das  Frodnet  mehrerer  ganzen  Fnnctionen  von  i hat  als  Argument  die 
Summe  ihrer  Argumente.“ 

Auch  hat  man:- 

, it.n  H ins 

(re  ) =r  e , ^ ^ 

also: 

V.  „Dio  nte  Potenz  einer  ganzen  Function  Ton  s hat  als  Modul  die  nte  Po- 
tenz des  Moduls  derselben,  und  als  Argument  ihr  nfaches  Argument.“ 

Sei  jetzt:  ' 


x=a-\-ßi, 

r der  Modul,  ( das  Argument  dieses  Binoms,  also: 

*=re“. 

Sei  ferner:  ■' 


= '-t-  . • . +«, 


und  mögen : 


die  numerischen  Werthe  der  Coeffidenten : 

o„  a,  . . 


>OT®  T>b  tf 


) 


sein,  so  werden  diese  Grössen  auch  die  Modnln  von  •„  a,  . . . a sein,  und  es 
haben  daher  die  einzelnen  Glieder  von  f{x)  zu  Modnln  die  Grössen: 

« •— t '■ 

««r  , OiT  ... 

d.  h.  die  Producte  der  Grössen: 


mnltiplidrt  mit  r**.  Andererseits  hat  man: 

= H (cos  r-l-  i sin  T), 

wo  A der  Modul  und  T das  Argument  von  f{x)  ist.  — Für  sehr  grosso  Werthe 
von  r werden  die  Glieder  der  Reihe  t 

X 
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bii  auf  daa  erste  sich  der  Null  nähern.  Es  wird  also  «t,  r*  mit  zunehmendem  r 
die  Summe  aller  fibrigon  OrOaaen: 

»—I  «—3 

«,r  , B,r  ... 

äbenchreiten.  Hieraus  folgt  mit  Bezug  auf  Satz  II.,  dass  der  Modul  R von 
f{x)  kleiner  sein  wird  als  die  Summe: 

n , n— 1 I I , 

+"tr  + . . . 

und  grosser  als  die  Differenz : 


also. 


o,r"-(fr,r"  '+  . . . 


...  -A 

r r’  h' 


wenn  r hinreichend  wächst.  Die  Beihe  in  der  Klammer  nähert  sich  aber  der 
Grenze  also: 

VI.  „Der  Modul  einer  ganzen  Function  von  a+fli  wird  unendlich  gross, 
gleichseitig  mit  dem  Modul  von  a+fti  selbst.“ 

E)  Substitution  der  Wurzeln  der  Congrnenzen  an  die  Stelle 
der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen. 

Sei  wieder  gegeben : 

r(»)  = *e*"  + <»i . . . +o^_|X+a^, 


IO  gibt  es  entweder  reelle  Werthe  von  x,  weldie  die  Oieicbnng; 

/■(x)  = 0 

erfüllen  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle  kann  die  Anzahl  dieser  Werthe  nicht 
grosser  als  is  sein,  und  sie  ist  wenigstens  1,  wenn  n ungrade  ist.  Das  erstere 
folgt  daraus,  dass,  wenn  x=a  ein  solcher  Werth  ist,  f(x)  durch  x—a  theilbar 
sein  mtus  (siehe  den  Artikel : „QuadraUsebe  Factoren“),  das  letztere  daraus,  dass 

f(x)  eine  continnirliche  QrOsse  ist,  die  fOr  x=+p  sich  der  Grenze  ir,  tmd  für 

x=— p sich  der  Grenze  — a, nähert,  wenn  p wächst,  also  zwischen  +oo  und 
-00  wenigsteiu  einmal  durch  Null  gegangen  sein  muss.  — Dagegen  hat  die  Con> 


immer  Wnrzeln,  d.  h.  es  gibt  immer  Werthe: 

x = a+ßi, 

weiche  sie  erfiillen.  Die  Theorie  der  Wnrzeln  solcher  Cougruenzen  ergibt  sich 
dann  ans  den  Sätzen: 


I.  „Jede  Congmenz  von  der  Form: 

fM  = 0 

bat  immer  n Wurzeln,  und  nie  mehr.“ 

n.  „Bezeichnen  wir  diese  Wnrzeln  mit  x,  x,  . . . x^,  so  ist  immer: 


= • • • (*-*„)• 

Diese  beiden  Sätze  lassen  sich  ganz  eben  so  beweisen,  wie  dies  in  dem  Artikel: 
„Quadratische  Factoren“  in  Bezog  auf  die  Formeln: 

C(*)  = 0,  /•(x)  = a,(x-x,)(x-x,)  . . . (x-x^) 
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gcachelien  ist,  wenn  man  dem  BcgrilT  der  wenn  man  die  AusdrQcke  gleich  und 
Gleichheit  den  der  Congrucns  substitnirt,  Gleichung  mit  congment  und  Congnieni 
und  i willkürlich  sein  lasst.  irertanicht,  und  als  den  Modul  der  Con- 

Berechnet  man  das  Product  rcchu  in  gmensen  (nicht  lu  Tcrwechseln  mit  dem, 
der  Formet;  was  hier  als  Modul  einer  Function  /*(*) 

f{x)  = (x-x,)(x-x,)  . . . {i-x  ),  beseichnet  wurde)  annimmu  Denn 

" wie  bei  der  in  den  Abschnitten  1 bis  9 


wo  man  den  ersten  CoelBcicntcn  a,  gleich 
1 setzt,  so  crhftit  man  links  und  rechts 
Polynome  ntcr  Ordnung  von  x,  und  da 
X willkürlich  ist,  müssen  die  Coelficicn- 
ten  der  gleichen  Potenzen  von  jr  unter 
sich  congment,  also  ihre  Beate  gleich 
werden.  Es  ist  also: 
o,  = x,  + *,+  . . . +T^, 

= • • • +x_  ,x 

fl—  1 fl 


wodurch  der  bekannte  Satz  über  die 
Wurzeln  der  Gleichungen  ersetzt  wird. 
Mat  die  Congmenz: 

fM=0 

eine  Wurzel,  die  von  i unabhängig  ist, 
so  ist : 

/•(«)=o, 

also: 

III.  „Alle  Wurzeln  der  Congmenz 
f(x)  = 0,  die  von  i unabhängig  sind,  wer- 
den Wurzeln  der  Gleichung: 

f(x)  = 0 

sein.“ 

Da  ferner  der  Ausdmck  i*  + l sich 
nicht  ändert,  wenn  man  i mit  — t ver- 
Uuscht,  so  wird,  falls  auch  die  Coeffi- 
cienlen  von  f(x)  • nicht  enthalten,  jeder 
Wurzel  der  Congmenz  f(x)~0  von  der 
Form  a+ßi  eine  andere  a—ßi  ent- 
sprechen, weil  die  letztere  ans  der  erste- 
ren  entsteht , wenn  man  t mit  — i ver- 
tauscht. Nennt  man  also  zwei  Ausdrücke 
von  der  Form  a+ßi  und  a — ßi  conju- 
girt,  so  gilt  der  Satz: 

IV.  „Wenn  die  Coefficienten  der  Con- 
graenz  von  t unabhängig  sind,  so  sind 
die  von  i abhängigen  Wurzeln  in  grader 
Anzahl  vorhanden,  und  je  zwei  einander 
conjugirt.“ 

endlich  eine  tränscendente 
Function,  so  gelten  noch  immer  ähnliche 
Betrachtungen. 

Dnrdi  das  hier  Gesagte  ist,  wie  ange- 
zeigt, also  der  Begriff  des  Imaginären 
vSUig  eliminirt,  alle  Säue  aber,  und 
selbst  die  Beweise  derselben  gelten  noch. 


gegebenen  Theorie,  werden  die  Aus- 
drücke a+ii  ganz  nach  den  Kegeln  des 
Bechnens,  deren  man  sich  bei  reellen 
Grossen  bedient,  behandelt. 

Der  Sau,  dass  Congmenzen  mit  ein- 
ander addirt,  multiplicirt,  von  einander 
subirabirt,  wieder  Congmenzen  geben, 
gestattet,  sie  wie  Qleicbungen  zn  behzn- 
dcln,  und  die  Beste  der  zwei  Seiten  einer 
Congmenz , welche  dann  eine  wirkliche 
Gleichung  (oder  zwei  Gleichungen)  bil- 
den, werden  gefunden,  wenn  man  i*  mit 
— 1 vertauscht. 

Man  hat  somit  jetzt  einen  deutlichen 
Begriff  von  denjenigen  Ausdrücken  und 
Gleichungen,  welche  die  imaginären  er- 
scUen. 

Unter  f{a+ßi)  versteht  man  immer 
den  Best  dieser  Grosse  nach  i*  +1  ge- 
nommen , wenn  f entweder  eine  gznse 
Function  von  a+ßif  oder  eine  nach  gan- 
zen Potenzen  fortschreitende  convergi. 
rende  Beihe  ist.  Sollte  dagegen  iur 
reelles  x,  y=f(x)  keine  ganze  Function 
sein,  so  kann  sie  doch  immer  durch  Auf- 
lösung einer  Gleidinng  q(x,  y)  = 0 er- 
langt werden,  wo  nur  ganze  Functionen 
oder  Potensreiben  nach  x Vorkommen. 
Es  ist  dann  unter  y=f(a+ßi)  die  Wur- 
zel der  Congmenz: 

V(“+Ä  »)  = 0 

zu  versteben,  oder,  was  dasselbe  Ist,  die 
der  Gleichung: 

» y)  = 0, 

wenn  man  fUr  die  Function  if>  ihren  Best 
seut. 

Hierin  ist  der  Sau  enthalten: 
„Identihcirt  man  alle  ganzen.  Functio- 
nen von  a+ßi  mit  ihren  Besten  nach 
i*-l-l,  so  hat  man  es  nicht  mehr  mit 
Congmenzen,  sondern  mit  Functionen 
und  Gleichnngen  zn  thnn,  die  nach  den 
in  Abschnitt  1 bis  9 gegebenen  Kegeln 
behandelt  werden.“ 

Z.  B.  Es  sei  zn  bestimmen: 

y = VB  + |J». 

n 

Die  Function  \x  ist  gegeben  durch  die 
Gleichung : 


also  in  nnserm  Falle  ist  die  Congmenz: 
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Jf  =n+^ 

lu  Ifiien.  Setzt  man: 

a = rcosy,  ^ = rain/, 
10  bat  man: 


oder  aacb,  da: 

cos2Jrr  = l,  sin2>;r=0 
Ut: 

,"  = re»‘e-*»‘  = re(»’+ 

J_  (7+8<n)i 


Deberall  aber  kann  statt  des  Congrncnz* 
uichens  hier  das  Gleicbbeitszeichcn  ste- 
hen, wenn  man,  wie  wir  jetzt  ihan,  statt 

<l*r  Werthe  Ton  y und  y"  immer  ihre 
Beste  denkt. 

doutiUten  — complexe  — in  ihrer 
Anwendung  auf  die  Fnnctionenrechnnng. 

1)  Einleitung. 

Es  ist  nothwcndig,  Ansdrücke  von  der 
allgemeinen  Form  za  unter- 

^ suchen  nnd  die  Gesetze  ihrer  Ver&nder- 
I lichkeit,  also  der  Bildung  ihrer  Cifferen- 
I und  Integrale  festznstellen.  Mur 

indem  man  das  Veränderliche  sich  com- 
plex  denkt,  ergeben  sich  die  Gesetze 
der  Functionenrechnung  in  einlachstcr 
und  allgemeinster  Weise. 

Die  Betrachtungen,  welche  wir  hier 
utnstellen  haben,  ersetzen  also  die  Ele- 
mente der  höheren  Analysis,  d.  b.  die 
Differenzialrechnung,  die  man  früher 
bauptsächlich  nur  auf  reelle  Zahlen  er- 
streckte; sie  werden  sich  ferner  auf  Rei- 
henentwicklung der  Functionen,  Eindeu- 
tigkeit und  Mehrdeutigkeit  derselben  er- 
strecken müssen. 

Wir  werden  dabei  das  im  vorigen  Ar- 
tikel Gegebene  zu  Grunde  legen,  nnd  in 
Bezug  auf  die  der  Integralrechnung  ent- 
nommenen Betrachtungen  auf  den  Ar- 
tikel:  „Quadraturen  (analytische)“  ver- 
weisen. 

Nachdem  im  vorigen  Artikel  der  Bc- 
Ifriff  des  Imaginären  in  verschiedener 
Weise  erörtert  ist,  brauchen  wir  keine 
bestimmte  dieser  Theorien  zu  Grunde 
tu  ^ legen.  Immer  aber  werden  wir  uns 
geometrischer  Veranschaulichungen  der- 
»rt  bedienen,  dass  wir  in  der  complexen 

Grösse  s = x + sn  = re'^’  uns  x nnd  y als 
• rechtwinklige  Coordinaten,  r als  Radius- 
Vector  und  als  Winkel  desselben  mit 
•ler  Axe  der  x vorstellco. 


Legt  man  die  in  Abschnitt  1 bis  9 
des  vorigen  Artikels  abgchandelto  Theorie 
des  Imaginären  zu  Grunde,  so  ist  diese 
Betrachtung  nur  die  Versinnlicbung  der 
Tbatsacbe  , dass  die  Grösse  z = x -f-  yi 
sich  gleichzeitig  mit  i und  y ändert, 
also  eine  Veränderlichkeit  nach  zwei  Di- 
mensionen eintreten  kann.  Jedem  Werthe 
von  s entspricht  dann  ein  Punkt  in  der 
Ebene  A. 

Gleiches  gilt,  wenn  man  die  Theorie 
der  Congruenzen  (Abschnitt  H des  vo- 
rigen Artikels)  dem  Imaginären  snbsti- 
tuirt,  nnd  ist  dabei  immer  anznnehmen, 
dass  jede  Grösse  mit  ihrem  Rest  nach 
«’-l- 1 vertauscht  wird  (siehe  Ende  des 
Abschnittes  11).  Dagegen  sind  bei  Zu- 
grundelegung der  Theorie  der  geome- 
trischen Grössen  (Abschnitt  10)  diese 
geometrischen  Betrachtungen  der  Theorie 
unmittelbar  entnommen,  und  die  Punkte 
nnd  Linien,  welche  dabei  Vorkommen, 
stelUn  die  geometrischen  Grössen  wirk- 
lich dar. 

2)  Allgemeiner  Begriff  einer 
Function  mit  einer  complexen 
Va  riabl  e n. 

Unter  einer  Function  von  t: 

“=/'«. 

wo: 

* = x-hyi 

eine  complexe  Grösse  ist,  verstehen  wir 
zunächst  eine  Grösse  von  der  Form  i, 
wo  p nnd  y reelle  Werthe  sind,  die  sich 
nach  irgend  einem  Gesetze  gleichzeitig 
mit  X nnd  y ändern.  Im  Allgemeinen 
wird  also  zu  jedem  Punkte  A der  Ebene, 
welche  durch  irgend  einen  Werth  von 
X nnd  y bestimmt  wird  (wir  drücken  dies 
in  der  Folge  so  ans,  der  Punkt  A habe 
den  Werth  z='i+yi),  auch  wenigstens 
ein  Werth  von  p und  ein  Werth  von  j 
gehören. 

Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Func- 
tionen kann  dieselbe  för  jedes  x und  y, 
also  für  die  ganze  Ebene  oder  nur  für 
gewisse  Theile  derselben  gegeben  sein. 
Im  letztem  Falle  sagt  man,  x sei  be- 
sehränkt  veränderlich. 

Man  kann  annchmen, dass  man  von  jedem 
Punkt  A,  dem  ein  Werth  der  Function  ent- 
spricht, zu  jedem  andern  B auf  wenig- 
stens einem  Wege,  d.  h.  auf  einer  Linie 
so  gelangen  kann,  dass  für  jeden  Punkt 
derselben  die  Function  continuirlich 
bleibt.  Denn  was  die  Disconiiiiuitätcn 
anbetriSt,  so  finden  dieselben  entweder 
in  ganzen  Flächenstacken , oder  in  Li- 
nien, oder  in  Punkten  statt.  In  den 
beiden  ersten  Fällen  sind,  die  Functionen 
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fBr  dicic  Theile  nicht  als  dofinirt  so  be- 
trachten, die  Variable  ist  also  betchr&nkt 
Terinderlicb.  Knr  dann  kann  man  anf 
continairlichem  Wege  nicht  ron  einem 
Punkte  A nach  ß gelangen,  wenn  swi- 
schen  beiden  eine  gesclilossene  oder  nach 
beiden  Seiten  unendliche  DiscontinniUlts- 
linie,  bezüglich  ein  FUchenstOek,  welches 
eine  solche  enthalt,  rorhanden  sind. 
Dann  sind  statt  einer  Function  zwei  mit 
beschränkt  veränderlicher  Variable  x an- 
zunchmen , deren  Oebicte  von  einander 
geschieden  sind. 

Noch  bemerken  wir,  dass  cs  zwei  Ar- 
ten von  Discontinnitätslinion  gibt.  Die 
Unstetigkeit  findet  entweder  von  Punkt 
SU  Punkt  der  Linie,  idso  aut  derselben 
statt,  oder  beim  Ueberschreiten  der  Li- 
nie, auf  beiden  Seiten,  wenn  man  von 
einem  Punkt  A auf  einer  Seite  dersel- 
ben zu  einem  benachbarten  auf  der  an- 
dern gefangt,  während  die  Function  anf 
der  Linie  selbst  stetig  ist. 

Wir  reiben  hieran  einige  Betrachtun- 
gen, welche  sich  auf  die  geometrische 
Bedeutung  gewisser  analytischen  Opera- 
tionen beziehen. 

Allen  reellen  Werthen  von  z,  wo  also 
jf=0  ist,  entsprechen  die  Punkte  der 
Abscissenaxe,  den  positiven  die  eine,  den 
negativen  die  andere  Seite  derselben, 
allen  rein  imaginären  Werthen,  woz  = 0 
ist,  die  Ordinatenaxe.  Für  s = 0,  also 
z = v=0,  hat  man  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten. 

Setzt  man: 

z+yi  = rc'^  *, 

»o  enUprcchen  alle  Werthe,  welche 
gleichea: 

r = V(x*4-y*>, 

also  gleiche  Radien- Vcctoren  haben,  offen- 
bar  der  Peripherie  eines  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten, und  wo  r der  Badins  ist.  Alle 
Werthe  s,  deren  Modul  p kleiner  als  r 
ist,  entsprechen  Punkten  innerhalb  die- 
ses Kreises,  alle  Werthe,  wo  p grösser 
ist,  Punkten  ausserhalb  desselben.  Setzt 
man : 

s=o-J-u, 

wo  n eine  complexe  Constantc 
a = a-l-M 
sein  soll,  so  ist: 

•1  = *— o-l-(y— *)». 

Punkt  u hat  also  die  Coordinaten ; 

x'  = x—a,  y'=y-i. 

Es  sind  dies  die  Coordinaten,  welche 
man  für  s erhält,  wenn  man  den  An- 


fangspunkt der  Coordinaten,  welche  pa- 
rallel mit  sich  selbst  bleiben,  nach  Punkt 
a verlegt.  Setzt  man  also; 

s = a -b  «, 

so  entspricht  dieser  Substitution  eine 
Verlegung  der  Coordinaten  nach  Punkt 
n.  Ist ; 

Si 

M = pe  , 

also : 

z = o-|-pe  , 

BO  ist: 

pe^  = (4:-o)+t(y-4), 

also : 

p*=(z-o)*  + (y-4)*, 

d.  h.  p stellt  die  Entfernung  des  Punk- 
tes s vom  Punkte  a vor.  Alle  Punkte, 
welche  gleiches  p haben , liegen  also  in 
einer  Kreisperipherio , deren  Mittelpunkt 
n und  deren  Radius  p ist. 

3)  Eindeutige  nnd  mehrdeutige 
Function  en. 

Von  jedem  Punkte  o kann  man  zu 
einem  andern  Punkte  4 auf  unendlich 
vielen  Wegen  in  continuirlicher  Weite 
gelangen,  nnd  jedem  Punkte  eines  die- 
ser  Wege  wird  im  Allgemeinen  ein  an- 
derer Werth  von  f(t)  enUprechen.  Ist 
die  Function  eindeutig,  so  wird  msn 
schliesslich  in  Punkt  4 immer  wieder  zu 
demselben  Werthe  gelangen,  weichet 
auch  der  eingeschlagene  Weg  sei,  da  fär 
jeden  Punkt  die  Function  ja  nur  einen 
Werth  hat 

Bei  eindeutigen  Functionen  kommen 
also  nur  die  Discontinuitlten  in  Betracht. 
Discontinuitätalinien  kommen  bei  der  in 
den  Eiementcn  betrachteten  Function 
nicht  vor,  und  haben  wir  nns  znnidwt 
auf  DiscontinuiUtspnnkte  in  beschrän- 
ken. Dieselben  theilen  wir  in  zwei  Gat- 
tungen, deren  erstere  solche  Punkte  um- 
fassen soll,  in  deren  Umgebung  die 
Fnnction  immer  unendlich  bleibt  Ein 
solcher  Punkt  ist  z.  B.  ffir  die  Function 

tg*  der  Punkt  »=|,  da  maa  immer 

bat: 


also  für  unendlich  kleines  v: 
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e'i  sei  nun  v reell  oder  imagin&r.  Die 
Ditcontinnitltapunkte  erster  Gattung  ha- 
ben also  die  Eigenschaft,  dass  wenn 
f(i)  fdr  x = a einen  solchen  hat,  die 

Junction  für  * = n verschwindet 

^(*) 

und  continnirlich  bleibt. 

Discontinnilitspunkte  zweiter  Gattung 
nennen  wir  diejenigen,  in  deren  Umge- 
gend die  Function  wenigstens  nieht  im- 
mer unendlich  wird.  Dergleichen  sind 
I 

IBr  die  Function  e'  der  Punkt  x=0, 
dslSr  einen  positiven  Zuwachs  von  w 
I 1 

e^=oo,  für  einen  negativen  e^=0  ist. 
Man  kann  auch  eine  eindeutige  Function 
finden,  welche  in  einem  beliebigen  Funkte 
a von  einem  gegebenen  Wertbe  a nach 
einem  andern  i überspringt.  Eine  solche 
ist  s.  B.: 


f(z)  = a+(t-a)e 

Ist  y positiv  und  unendlich  klein,  so  hat 
man  offenbar: 

f(«-t-K)  = o,  f(fl—y)  = b. 

Mil  diesem  Sprunge  ist  jedoch  die  Dls- 
continuität  der  bezeichneten  Function 
nicht  erschöpft.  Sei  der  Zuwachs  =>'-|-9i, 
wo  y und  9 unendlich  klein  und  y auch 
positiv  sein  soll;  dann  hat  man  : 

1 y—ii 


~ =S(cos  p— isinp), 
wo  S und  p nnendlicb  grosse  positive 
Grossen  sind.  Dagegen  ist: 

1 ~y—!H 


e-»’+«‘=e‘' 


‘+*‘*=0. 

Man  hat  also  immer: 

f (n— »<+9i)=  4. 

Was  den  Ansdrnck  + anbe- 

trifft, so  sind  folgende  Fülle  zu  unter- 
scheiden : 

A)  Das  unendlich  grosse  positive, 
tonst  beliebige  p ist  kein  nngrades  Viel- 

TI  * 

fachet  von  „ und  liegt  im  ersten,  vier- 

ten,  fünften,  achten  n.  s.  w.  Quadranten. 
Dann  ist  S cos  p positiv  unendlich,  und : 

B)  p ist  kein  nngrades  Vielfaches  von 
liegt  aber  im  zweiten,  dritten,  sechs- 
ten, nennten  n,  a.  w.  Quadranten.  Dann 


ist  Scosp  negativ,  und  wie  leicht  zu 
sehen : 

/■(n-|-*'+Si)=  F-f  Pt, 
wo  P und  P beliebige  reelle  Zahlen 
sind,  die  auch  unendlich  gross  sein 
können. 

C)  p ist  ein  nngrades  Vielfaches  von 

also: 

cosp=0,  sinp=+l; 
dann  ist  ebenfalls  gleich 

P+Qi. 

Die  Discontinnit&t  ist  also  derart,  dass 
in  der  Mähe  des  Punktes  n die  Function 
alle  Werthe  annimmt.  Es  wird  später 
gezeigt  werden,  dass  in  der  Mähe  eines 
Discontinnitätspnnktes  zweiter  Gattung 
eine  eindeutige  Function  wenigstens  ein- 
mal nnendlicb  gross  werden  muss. 

Was  nun  die  mehrdeutigen  Functio- 
nen onbetrifft,  so  kann  man  in  der  That 
auf  zwei  Wegen  mit  verschiedenen  Wer- 
then  der  Function  von  a nach  b gelan- 
gen. Die  Function  möge  in  einem  be- 
liebigen Funkte  s die  Werthe  f^  (z)  und 
f,(i)  haben,  so  ist  es  mOglich,  dass, 
wenn  man  von  Punkt  a nach  b auf  zwei 
verschiedenen  Wegen  fortschreitet  und 
beide  Male  mit  demselben  Werthe  yon  f{a) 
beginnt,  man  auf  dem  einen  zur  Func- 
tion fl  (A),  auf  dem  andern  zu  (4)  ge- 
langt. Sei  z.  B.  gegeben  f(t)'=Yz, 
eine  Function,  welche  für  jeden  Werth 
von  z zwei  entgegengesetzte  Werthe  hat. 
Beginnen  wir  mit  einem  Funkte  der 
Abscissenaxe , der  den  reellen  Werth  a 
hat,  und  geben  wir  der  Function  für 
s = a den  positiven  Wurzelwerth.  Sei 
4=— a,  also  ebenfalls  reell.  Ziehen  wir 
jetzt  vom  Anfangspunkte  O aus  (Fig.  62) 

Fig.  62. 


mit  Badius  Oa  einen  Kreis,  und  gehen 
einmal  auf  dem  Wege , der  durch  den 
Halbkreis  acb  bezeichnet  wird,  dann  auf 
dem  Wege  adb  von  a nach  4 Uber.  — 
Es  ist  für  irgend  einen  Punkt  dieser 
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Peripherie  y = Auf  dem  erstem 

Wege  geht  man  von  >/=0,  welcher  a 
entspricht,  bis  rf.  = n,  wrclcher  6 entspricht, 
auf  dem  andern  von  </=0  bis  y = — n. 
Es  ist  also  auf  dem  ersten  Wege : 

V6=y^\ 

and  auf  dem  letztem: 
d.  h.  bezüglich: 

n . 

Vi  = Vae^  =iya, 

und: 


annchroen,  die  Wege  wichen  nnr  nnend- 
lieh  wenig  von  einander  ab ; ferner  sei 
auf  dem  ganzen  Umfange  aedb  und  in- 
nerhalb des  von  ibm  begrenzten  Ebenen- 
stflekes  die  Function  f\t)  continnirlich, 
und  es  befinde  sieh  daselbst  kein  mehr- 
facher Ihinkt,  so  dass  also  f&r  jeden 
Funkt  auf  diesem  Umfang  und  innerhalb 
desselben  die  beiden  Wenhe  fi{t)  und 
(s)  um  eine  endliche  GrOsie  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

Fängt  man  non  in  a mit  dem  Werths 
» = /*,  (o)  an  nnd  verfolgt  den  Weg  ad, 
so  kann  sich  u nnr  continnirlich  ändern, 
and  in  jedem  Funkte  des  Weges,  z.  B. 
in  c oder  6,  mit  einem  der  beiden  Wertbe 
ron  f (s)  anlangcn,  den  wir  ebenfalls  mit 
AWi  AW  beaeichnen.  — Verfolgt 
man  mit  demselben  Anfangswerthe  Weg 
ndö,  so  wird  sie,  da  auch  hier  und  auf 
dem  Uebergange  von  acb  nach  adb  Con- 
tinnität  herrscht,  in  keinem  Punkte  einen 
Werth  annehmen  können,  der  von  dem 
eines  benachbarten  Punktes  des  Weges 
aeb  um  cinh  endliche  QrOsse  verschieden  ^ 
ist.  Ist  also  d nnendlich  nabe  dem  Punkte 
c,  so  wird  hier  die  Function  nur  den 
Werth  /■,  (d),  nicht  f,  (d)  annehmen  kOn-  . 
nen,  da  letzterer  Werth  um  eine  endliche 
Grosse  von  (d)  und  also  anch  von  . 
f,  (c)  abweieht.  Gleiches  gilt  von  je- 
dem Punkte  der  Linie  adb,  es  wird  also 
auf  diesem  Wege  in  Punkt  b die  Fnuc-  ! 
tion  ebenfalls  den  Werth  /",  (4)  erhalten. 

Nun  aber  kann  man,  wenn  acb  eine  an- 
dere beliebige  Linie  zwischen  a nnd  4 
ist,  die  auf  gleicher  Seite  mit  aeb  nnd 
adb  liegt,  nach  den  ganzen  Kaum,  wel- 
cher von  aebea  begrenzt  ist,  in  nnend- 
licb  kleine  Räume  theilen,  durch  Linien, 
die  alle  wie  ae’b  durch  a and  4 geben. 

Auf  allen  diesen  Wegen,  und  schliess-  | 
lieh  also  auch  auf  Weg  aeb,  wird  die  | 
Function-  in  4 denselben  Werth  f^^b) 
erhalten,  wenn  man  flberall  in  a mit 
fl  (a)  beginnt,  und  in  und  auf  dem  gan- 
zen Umfange  adbea  kein  mehrfacher 
Punkt  sich  befindet,  anch  die  Function 
nicht  diseontinnirlich  wird. 

Acbnliches  gilt  für  alle  Wege,  die 
zwischen  afb  und  adb  liegen,  wenn  afi 
auf  .der  andern  Seite  von  adb  and  ach 
liegt.  Also: 

„Damit  auf  zwei  Wegen  aeb  und  afb 
die  Function  zu  demselben  Wertlie  in 
4 fuhrt,  wenn  man  mit  demselben  Werthe 
von  a ansgegangen  ist,  reicht  cs  bin, 
dass  in  dem  ganzen  von  ebfa  begmnz- 
nehmen  kann  auf  zwei  Wegen,  acb  und  ten  Ranmc  und  auf  der  Begrenzung 
f welche  beide  von  a nach  4 fuhren  selbst  kein  mehrfacher  Punkt  nnd  :he 
(Fig.  63).  Wir  wollen  dabei  zunächst  Function  ooutinuirlich  sei.** 


Vt=Y<>‘ 

Man  hat  also  in  der  That  auf  jedem 
Wege  einen  anderen  Werth  von  Yb  er- 
halten. 

Es  fragt  sich,  unter  welchen  Bedin- 
gungen eine  solche  Abhängigkeit  des 
Wertbes  einer  Function  vom  znrUckge- 
legten  Wertbe  eintreten  kann. 

Es  sind  hier  gewisse  Punkte  der  Ebene 
ins  Auge  zu  fasten,  welche  wir  mehr- 
fache Punkte  (doppelte,  dreifache,  nfache 
u.  E.  w.)  nennen.  Es  haben  dieselben 
die  Eigenschaft,  dass  fiir  sie  n Werthe 
der  betrachteten  Function  gleich  werden. 
FUr  den  Ausdruck  Vs  z.  B.  ist  also  der 
Aofangspiinkt  der  Coordinaten,  z = 0,  ein 
Doppelpunkt,  denn  fUr  ihn  wird: 

•fVz=-y*. 

n 

eben  so  hat  die  Function  V*  in  z = 0 
einen  nfachen  Punkt,  da  hier  alle  Wur- 
zeln einander  gleich  nnd  gleich  Null  wer- 
den. Die  Function  V(z*— o>)  hat  zwei 
Doppelpunkte,  welche  xzz-\-a  und  x=  —a 
entsprechen. 

Wir  nntersnehen  jetzt  den  Gang  der 
Function  fis),  welche  für  jeden  Punkt 
etwa  zwei  Werthe  /•,  (s)  nnd  /*,($)  an- 

Fig.  63. 
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Wenn  man  in  diesem  Falle  Weg  aß 
rDckwaits,  also  von  6 nach  a xnrück- 
legt,  so  wird  man  von  dem  Functions- 
werthe  /",  (4)  an  f^(a)  gelangen.  Also: 

„Wenn  man  von  a ausgeht  nnd  die 
ganie  geschlossene  Curre  atbfa  snrOck- 
legt,  so  mnss,  falls  man  mit  einem  an- 
deren Werthe,  f \a),  als  dem,  mit  wel- 
chem man  in  a begonnen  hat,  (a),  nach 
a snrfickgelangt,  von  dieser  Curve  ein 
mehrfacher  oder  ein  Discontinnilätsponkt 
enthalten  sein.“ 

Was  xnnhehst  die  Discontinnitätspunkte 
erster  Oattnng  anbetrifft,  so  kann  man 
ffir  dieselben  statt  der  Function  f{x)  in 

der  Nahe  eines  solchen  Punktes  be- 
trachten, nnd  da  hier  die  Function  con- 
tionirlich  ist,  nnd  jedem  Werthe  von/' (*) 

ein  solcher  von  entspricht,  so  mnss, 

falls  ein  solcher  Wechsel  des  Werthes 
eintreten  soll,  die  letztere  Function  einen 
mehrfachen  Pnnkt  haben.  Der  Discon- 
tinniutspnnkt  ist  in  diesem  Falle  zu- 
gleich mehrfacher  Punkt. 

Die  Betrachtung  der  Discontinnitäts- 
pnnkte  zweiter  Oattnng  wollen  wir  hier 
nicht  weiter  verfolgen.  Man  kann  also 
jetst  sagen,  dass  ein  Werthwechsel  nur 
beim  Dmkreisen  eines  mehrfachen  Punk- 
tes eintreten  kann.  Ein  solcher  Wechsel 
ist  jedoch  nicht  nothwendig,  sondern 
nnr  mSglicb.  Die  Function  yar  bat  fOr 
s=0  einen  solchen.  — Der  Ausdruck 

■*=:#*  “ ist  ein  mehrdeutiger,  da  Iga 

nnendlich  viel  Werthe  hat.  Alls  diese 
Werthe  werden  gleich,  wenn  x eine  ganze 
Zahl  ist;  es  sind  die  entsprechenden 
Ponkte  also  mehrfache.  Aber  setzt  man 

fax  X den  Werth  n-fre'^*,  wo  n eine 
ganze  Zahl  ist,  so  wird : 

nnd  wenn  man  für  tf  erst  0,  dann  2n 
setzt,  erhält  man  beidemal  denselben 
Werth,  so  dass  hier  beim  Umkreisen 
keine  Werthverschiedenheit  eintritt.  Glei- 
ches ist  offenbar  anch  bei : 

y(l— sini‘)  = + cosx 


zahl  von  Werthen,  also  a,  so  wird  man, 
wenn  man  auf  einer  geschlossenen  Curve 
einen  mehrfachen  Punkt  eine  gewisse  An- 
zahl von  Malen  umkreist,  zuletzt  immer 
auf  denselben  Werth  von  /(x)  zurfick- 
kommen.“ 

Seien  z.  B.  /,  (x),  (x)  . . . /^(x) 

die  Werthe  von  f(x),  und  mOgen  von 
denselben /,  (x),  A,  (x),  /,  (x)  für  x=o 
gleich  werden,  so  kann  man  bei  einma- 
ligem Umkreisen  von  /",  (a)  zu  /',  (n), 
bei  zweimaligem  von  /,  (o)  zu  /,  (o)  ge- 
langen. Aber  keiner  der  Werthe  /,  (n) 
■ ■ ■ "'“•‘cen  Umkrei- 

sen Oes  Punktes  « sich  cinstellen,  da 
diese  Werthe  in  n einen  endlichen  Un- 
terschied von  /■,(«),/',(«),  ft(a)  ha- 
ben. Es  mnss  also  f,{a)  bei  aber- 
maligem ZurQcklegen  der  geschlossenen 
Curve  zu  einem  der  Werthe  /,  (oj, 
f t (o),  /,  (ol  zurfiekfUhren.  Es  kann  dies 
aber  nnr  der  anfängliehe  Werth  /,  (o) 
sein ; denn  führte  das  Umkreisen  des 
Punktes  a mit  dem  Anfangswerthe  (n) 
zu  /,  (o) , so  würde  die  umgekehrt  ge- 
richtete Umkreisung  von  /.(n)  zu  /,(n) 
führen.  Xach  der  Annahme  aber  führt 
eine  solche  zn  f.  (a),  da  die  anfängliche 
von  /■,(«)  zu  /, (o)  führt.  Also: 

„Beim  nmaligcnUmkrciscn  eines  nfochen 
Punktes  kann  die  Function  nur  n ver- 
schiedene Werthe  annebmen,  nnd  mnss 
dann  anf  den  ersten  wieder  zurück- 
kommen.“ 

Z.  B.  die  Function: 

n 

«=yz 

hat  einen  nfachen  Punkt  für  z = 0.  Be- 
schreibt man  um  diesen  einen  Kreis,  d.  h. 

setzt  man  z = re'^‘  nnd  lässt  if  von  0 
bis  2n.'i  wachsen  (siehe  den  vorigen  Ab- 
schnitt), so  erhält  man  für: 

<f—Q,  ifziin,  7.  = 4n  . . . 9 (2a— 2)ji, 

7 = 2n>i 

bezüglich ; 


M = r , « = r 


1n\ 

. n 


1 4n  t 


der  FaU. 

Man  kann  sonach  immer  von  Räumen 
sprechen,  in  welchen  eine  gegebene 
Function  eindentig  ist,  nämlich  in  sol- 
chen, worin  sich  kein  mehrfacher  Punkt 
heflndet.  In  diesen  Ränmen  sind  alle 
Werthe  von  /(x)  vOllig  von  einander 
getrennt. 

„Hat  eine  Function  eine  endliche  An- 


1 *(«— i)w  1 


nnd  in  der  Tbat  ist  nach  nfachem  Um- 
kreisen des  Anfangspunktes  der  Coordi- 
naten  die  Fnnction  zn  ihrem  anfänglichen 
Werthe  znrückgekehrt.  indess  braucht 
nicht  das  Umkreisen  jedes  nfachen  Punk- 
tes wirklich  alle  n Werthe  in  einem  Cy- 
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Fig.  65. 


clni  zu  geben.  Et  kann  x.  B.  sein,  doti, 
wenn  für  x = n die  Function  f{x)  einen 
vierfachen  Punkt  hat,  ein  zweimaliges 
Umkreisen,  wenn  man  mit  (x)  beginnt, 
zuerst  auf  f,  (x)  und  dann  wieder  auf 

(x)  zurückfUlii’t.  Beginnt  man  dage- 
gen mit  (x),  so  kann  man  zu  (r) 
nnd  dann  zu  (x)  gelangen.  Immer 
aber  müssen  im  letztem  Falle  die  ver- 
schiedenen Cyelen  auch  von  einander 
verschiedene  Werthe  ergeben.  Möglicher- 
weise kann  ein  Cyclus  ans  einem  Sv^ertbe 
bestehen. 

„Das  eben  Gesagte  gilt  aber  dann 
nicht  mehr,  wenn  man  auf  zwei  Wegen 
von  n nach  i,  oder  auf  einem  geschlosse- 
nen Wege  von  a nach  <i  geht,  wenn  in 
dieser  Begrenzung  mehr  als  ein  mehr- 
facher Punkt  enthalten  ist.“ 

Wie  in  diesem  Falle  zu  verfahren  ist, 
leigen  aber  sehr  leicht  folgende  Betrach- 
tungen. Es  mögen  innerhalb  akema 


Fig.  64. 


zwei  mehrfache  Punkte  n und  ß liegen. 
Wir  umgeben  n und  ß einzeln  mit  den 
geschlossenen  Curven  aebha  und  häegb, 
die  eich  in  b berühren.  Es  wird  dann 
Weg  aebde  dasselbe  Resultat  als  Weg 
ake,  und  ahbge  dasselbe  als  ame  geben, 
denn  in  den  von  je  zweien  dieser  Wege 
gebildeten  geschlossenen  Curven  sind 
mohrfaclic  Punkte  nicht  enthalten.  Man 
kann  also  diese  Betrachtung  auf  dio  der- 
jenigen Curven , welche  die  mehrfachen 
Punkte  einzeln  umgeben,  znrückrühren. 
Jedoch  ist  nicht  nöthig,  dass  sich  diese 
Curven  berühren.  Es  sei  z.  B. : 

/•(x)  = V(T-a)(x-|!); 

xzza  nnd  x — ß sind  hier  in  der  That 
Doppelpunkte.  Umgebo  man  (Fig.  65) 
a nnd  ß mit  kleinen  Kreisen,  die  inner- 
halb akem  liegen;  g,  k sind  beliebige 
Punkte  der  Peripherie  des  einen,  s,  i 
des  andern  Kreises,  gdk,  grh,  sui,  sici 
sind  Halbkreise.  Wir  verbinden  durch 
beliebige,  z.  B.  grade  Linien  die  Funkte 
a,  g — h,  $ — i,  e.  Es  führt  dann 
Weg  ttk»  zu  demselben  Werthe  als 
itgdfuiiie,  und  ome  zn  demselben  als 


agvksxie.  Möge  man  in  a mit  einem 
der  beiden  Wurzelwerthe  f,  (x)  beginnen. 
Ist  in  g: 


x = n-j-re‘^*, 

wo  r der  Radius  des  Kreises  um  w ist, 
so  ist  in  hl 

x = r,4-re(V+")‘, 

wenn  man  auf  Weg  gdh  geht,  dagegen; 
x = «+r«(»-’'>\ 

wenn  man  Weg  gtk  znrückgelegt  hat. 
Es  ist  dann  also  bezüglich : 

I > ^ 

7 7 . 

— — t 


also  da: 


r,(9)  = r**'**  , 


ist: 


71  . 7t  . 

— 'I  t 

e*  =i,  e * = — i 


r.  (J)=-A(J)- 


Ebenso  führen  die  Wege  sui  nnd  sirt 
zn  verschiedenen  Werthen  von  f{t)- 
Man  hat  also  auf  Strecke  tgdhtuu  im- 
mer den  Werth  f,  (x) , dagegen  auf 
Strecke  agvk*»ie  in  k den  Werth 
in  s denselben,  in  i dann 
denn  da  Weg  siin  von  fi{>)  an  fi(*’) 
führt,  muss  dieser  Weg  auch  von  f,(s) 
nach  /’i(ie)  führen,  man  langt  also  in  s 
ebenfalls  mit  f,  (x)  an.  D.  h. ; Zwei 
Wege,  welche  die  Doppelpunkte  x=« 
nnd  x=ß  umfassen,  ate  und  ame  füh- 
ren in  e zn  demselben  Werthe  von 
/■(*)=  ■^•0  wenn  man 

von  a ans  eine  in  sich  znrückkehrende 
Curve  dnrchschreitet,  welche  beide  Fnnkts 
umfasst,  so  kehrt  man  zn  demselben 
Werthe  zurück,  von  welchem  man  ans- 
gegangen ist. 

Aus  dem  Umkreisen  von  Rinmen, 
welche  jo  einen  mehrfachen  Funkt  ent- 
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ballen,  kann  man  aich  also  die  Mehr- 
dentigkeit  der  Fnnrtlon  gcwissormaasten 
entstehend  denken.  Da  es  Functionen 
gibt,  die  unendlich  vieldeutig  sind,  wie 
s.  B.  Ig(x),  so  brauchen  niese  beim  Um- 
kreisen eines  mehrfachen  Punktes  nie 
wieder  auf  den  allen  Werth  snrSckfQh- 
ren.  In  der  Thal  findet  fiir  die  Func- 
tion lg(x)  im  Anfangspunkt  der  Coordi- 
nsten  ein  nnendlicbfacher  Punkt  statt. 
Et  ist  ntmlich  awar  lgO=oo,  aber; 

1 _ 1 

Igx  lx+2tni’ 

wo  f(x)  ein  beliebiger  Werth  des  Loga- 
rilbmns  ist,  und  alle  diese  Werthe  wer- 
den unter  einander  nnd  der  Mull  gleich 
für  x=0. 

Ziehen  wir  einen  Kreit  um  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  mit  Radius 
r,  und  beginnen  in  Punkt  a dieses  Krei- 
set mit  dem  Werthe  nnd  mit: 

lgn=  Igr-t-yi, 

wo  unter  lg  r der  reelle  Logarithmus  die- 
ser Qröste  in  verttehon  ist.  Mach  s ma- 
ligem Umkreisen  hat  man  dann : 

lg  o = Ig 

also : 

Iga  = r + t(7-|-  Js  n), 
d.  h.  bei  jeder  Umkreisung  vci  mehrt 
sich  lg(x)  um  2ti  und  so  int  Unendliche 
fort;  bei  der  Umkreisung  in  einer  der 
aafingliehen  entgegengesetsten  Richtung 
würde  Verminderung  um  2'ii  eintreten. 

Wir  können  hier  eine  Veranschau- 
liebnng  nicht  fibergehen,  mit  welcher 
Uiemann  dieMehrdeutigkeit  derFunctionen 
nnd  die  hier  gegebenen  Verhältnisse  des 
Uebergangt  ihrer  verschiedenen  Werthe 
ln  einander  auch  räumlich  dargcstellt  hat. 
(Vergleiche:  Grundlagen  für  eine  allge- 
meine Theorie  der  Functionen  von 
G.  Riemann.) 

Man  denke  sich  statt  einer  Ebene  meh- 
rere fiber  einander  gelegte  Blätter,  und 
iwar  soviel  als  die  Function  Werthe  hat. 
Jedem  Werthe  der  Variablen  z = x+yi 
wird  dann  auf  Jedem  dieser  Blätter  ein 
Funkt  nnd  diesem  ein  Werth  der  Func- 
tion ^(z)  entsprechen.  Alle  diejenigen 
Werthe  von  f(x),  welche,  einzelne  Funkte 
■nsgenommen,  continnirlich  ans  einander 
entstehen , denkt  man  sich  als  au  dem 
ersten  Blatte  gehörig,  die  anderen  f,  (z) 
in  dem  zweiten  n.  s.  w.  Somit  ^t 
jeder  Werth  von  /(x)  seinen  ganz  be- 
■timmten  Platz , nnd  es  ist  somit  die 
Mehrdeutigkeit  im  Allgemeinen  gewisser- 
masten  aufgehoben.  Mnr  in  den  Punk- 


ten, wo  etwa  II  Werthe  von  f(x)  gleich 
werden,  denke  man  sich  die  Blätter  zu- 
sammenhängend. Dieser  Zusammenhang 
kann  aber  ein  verschiedener  sein.  Geht 
nach  einmaligem  Umkreisen  des  mehr- 
fachen Punktes  f,  (z)  wieder  in  f,  (x), 
f,(x)  in  f,  (x)  n.  s.  w.  fiber,  wie  dies 

bei  o*  für  x = l,  2 . . . der  Fall  war, 
so  muss  man  sich  die  Blätter  noch  im- 
mer Uber  einander  liegend  und  ohne  w ei- 
teren Zusammenhang  als  in  dem  frag- 
lichen Punkte  vorstellen.  Geht  aber 
z.  B.  /^^(x)  in  r,(x),  f,(x)  in  f,(x) 
und  f,  (z)  in  f,  (x)  fiber,  so  denke  man 
sich  in  diesem  Punkte  die  Blätter  nach 
Art  einer  Schraube  über  einander  ge- 
wunden, so  dass  eine  Umkreisung,  d,  b, 
die  Zurfickicgung  einer  Schranbenwin- 
dnng  vom  ersten  Blatt  ins  zweite,  der 
zweiten  Windung  vom  zweiten  ins  dritte 
fuhrt;  um  vom  dritten  wieder  ins  erste 
zu  gelangen,  muss  man  sich  dann  die 
Windung  allerdings  durch  die  einzelnen 
Blätter  zurück  in  sich  selbst  zurUcklau- 
fend  denken,  wie  dies  hier  (Fig.  66)  nn- 


Fig.  66. 


gefähr  in  der  von  a nach  a znrfickffih- 
renden  Schraube  angedeutet  ist.  Ein 
solcher  mehrfacher  Punkt  heisst  dann 
Windungs-  oder  Verzweigungspnnkt,  nnd 
kann  ein  doppelter,  dreifacher  u.  s.  w. 
sein.  Fahrt  also  z.  B.  beim  Umkreisen 
des  Punktes  a die  erste  Windung  von 

fiW  ''0"  fi(*)  *“ 

von  (x)  zu  (x)  nnd  gleichzeitig  von 
/•,  (x)  zu  f,  (z)  und  von  ?,  (x)  zu  f,  (x), 
so  ist  a ein  ffinSacher  Funkt,  zugleich 
aber  ein  dreifacher  nnd  ein  zweifacher 
Windnngspnnkt,  nämlich  für  f, 

ein  dreifacher,  und  lUr  f.  nnd  f,  ein 
doppelter.  Windungspnnkte  können  offen- 
bar auch  Discontinnitäts- Funkte  zwei- 
ter Gattung  sein.  Mnr  wenn  eine  Func- 
tion unendlich  viel  Werthe  hat,  und  zu- 
gleich jede  Umkreisung  einen  neuen 
Werth  gibt,  wie  dies  i.  B.  bei  lg(z)  in 
Punkt  z = 0 stattfindet,  ist  eine  Schranbo 
mit  nnendlicb  vielen  Windungen  zu  den- 
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kcn,  deren  jede  einem  Werthe  von  f(z) 
enteprirht. 

El  läist  lieh  nun  liir  jeden  Punkt 
eine!  der  Blatter  der  Gang  der  Function 
in  folgender  Weite  rcranscbanlichcn. 

Man  denke  zuerst  die  Windungspunkte 
auf  denjenigen  Blättern,  zu  welchen  sie 
geboren , rerzeiebnet ; von  jedem  Win- 
dnngspunkte  aus  eine  Linie,  z.  B.  eine 
Grade,  jedoch  nur  nach  einer  Bichtung 
und  s o gezogen , dass  sie  über  keinen 
Windungspunkt  hinansgeht,  also  entwe- 
der ins  Unendliche,  so,  dass  sie  dadurch 
keinen  zweiten  Windungspunkt  enthält, 
oder  eine  endliche  Linie  vom  ersten 
Windungspunkt  bis  zum  zweiten,  eine 
andere  Linie  vom  dritten  bis  zum  vier- 
ten n.  s.  w.  Zieht  man  nun  von  einem 
Punkte  b der  vom  Windungspnnktc  a 
ausgehenden  Linie  eine  in  sich  zurfick- 
kehrende  Curve  um  a herum  bis  wieder 
nach  b , so  wird , wenn  man  mit  f,  {b) 
begann,  man  in  b mit  f,  (6)  zurhekkeb- 
ren,  wo  /'i(A)  ungleich  (4)  ist. 

Es  wird  also  auf  beiden  Seiten  dieser 
Linie  Discontinuität  statthnden.  Diese 
Linie  nennen  wir  Verzwcigungslinie. 

. Geht  man  nun  ein  zweites  Mal  um  a 
herum  von  b nach  b,  also  diesmal  mit 
f,  (b)  beginnend,  so  wird  man  mit  f,  (A) 
oder  auch,  wenn  der  Punkt  ein  Doppel- 
punkt ist,  mit  f,  (b)  zurOckkcbrCD,  d h. 
man  muss  annebmen , dass  man  beim 
Ueberschreiten  einer  Verzwcigungslinie 
von  einem  Blatt  ins  nächste  gcrathe, 
dass  also  die  Blätter  in  der  Yerzwei- 
gungslinie  mit  einander  zusammenhän- 
hängen.  Diese  Darstellung  zeigt  auch 
sehr  gut,  wie  man  beim  einmaligen  Um- 
kreisen zweier  Windungspunkte  dennoch 
auf  den  Anfangswerth  znrückkommen 
kann.  Z.  B.  wenn  a und  A Doppel- 
punkte sind,  A,  B die  zugehörigen  Ver- 
zweigungslinien;  l&ngt  man  dann  mit 
einem  Punkte  auf  der  äusseren  Seite 
von  A mit  f^  (x)  an,  so  kann  man  bis 
B gelangen,  ohne  die  Vcrxweignngslinie 
zu  schneiden,  dann  schneidet  man 
kommt  also  auf  den  Werth  f,(x'),  end- 
lich muss  A geschnitten  wcnlen,  was 
auf  f.  (x)  zurUckfuhrt. 

Gebt  nach  der  zweiten  Betrachtungs- 
weise von  a nach  A nur  eine  Verxwei- 
gungslinie,  so  ist  es  an  sich  klar,  wie 
man,  ohne  diese  zu  schneiden,  von  a 
nach  a znrückkebrt,  wenn  die  Punkte 
nur  Doppelpunkte  sind. 

Es  ist  aber  noch  eine  Bemerkung  Aber 
den  Werth  x=oo  zu  machen.  Diesem 
Werthe  entsprechen  auf  der  Ebene  un- 
endlich viel  Punkte.  Betrachtet  man  in- 
dess  statt  der  Function  f{x)  die  von 


y=j:  *°  '•*  * = ® : Jl=0. 

also  nur  ein  Punkt  vorhanden.  Es  hst 

aber  f(~'j  gerade  so  viel  Werthe  als 

f(x).  Man  kann  also  auch,  wie  dies  oft 
nützlich  ist,  nur  von  einem  Uncndlieh- 
keits-,  d.  h.  unendlich  entfernten  Punkte 
sprechen,  und  ist  darunter  derjenige  zu 

verstehen,  wo  y = i = 0 ist.  Dieser 

Punkt  kann  ein  Discontinnitäts-  und 
auch  ein  mehrfacher  Punkt  sein.  Z.  B. 

ft 

bei  der  Function  bat  der  Punkt  x=oo 
beide  Eigenschaften , denn  sowohl  ist 

n 


n 

Vx=oo, 


als 


1 " 

da  — =Vo  ein 

H ' 


l/i=-^ein  nfacher  Punkt, 

r y " 

Vy 


solcher  ist.  Dies  Ver- 


V* 

biltniss  wird  räumlich  wiedergegeben, 
wenn  man  sich  statt  der  Ebene  eine  Ku- 
gel mit  unendlich  grossem  Radius  denkt. 
Die  Verzweigungslinien  geben  dann,  wenn 
man  von  unserer  ersten  Betrachtung  aits- 
geht,  von  dem  mehrfachen  bis  zum  Un- 
cndlichkeitspunkte , nicht  aber  Ober  den- 
selben weg,  da  sie  sonst  zum  Anfangs- 
punkte zurOckfOhren  würden. 


4)  Untersuchnng  der  Werthe, 
welche  eine  mehrdeutige  Func- 
tion annebmen  kann,  wenn  man 
von  einem  gegebenen  Punkte 
undWerthe  ans  zu  einemandern 
Punkte  auf  verschiedenen  We- 
gen gelangt. 

Wenn  man  von  Punkt  <s  ans  nach 
einem  andern  a'  derart  auf  zwei  Wegen 
geht,  dass  man  mit  demselben  We^e 
f , (u)  beginnt,  so  kann  man  mit  ver- 
schiedenen Fnnctionswerthen  in  o'  an- 
iangen,  wenn  beide  Wege  Windnngs- 
punkte  einschliessen.  Bchlicsscn  sie  nur 
einen  ein,  so  muss  dies  offenbar  statt- 
finden. 

Wir  nntcrschciden  jetzt  geschlossene 
Curven  von  in  sich  znrflckkchrenden, 
unter  den  erstem  solche  verstehend,  wo 
die  Function  f(t)  in  a mit  demselben 
Werthe  f.  (a),  mit  dem  sie  ansging,  aadi 
a zurückkehrt,  also  in  dasselbe  BIstt 
wieder  eintritt,  unter  den  letztem  solche, 
wo  die  Function  bei  der  Rückkehr  nach 
a in  ein  anderes  Blatt  tritt,  also  mit 
f,(a)  znrückkebrt,  wenn  sie  mit  f,(») 
Ihren  Lauf  begann.  Sonach  sind  in  sich 
znrfickkehrcnde  Curven  geschlossen,  wenn 


tcbneideo  f oder  einen  der  Windnoj^s-  Canre  thnoi  welche  durch  Zerlegung 
punkte  M ancb  mehrere  Male  (Fig.  69)  entsteht. 

umkrei«n.  Dwaelbo  wird  auch  die  c)  „Eine  ge.chloeaene  Curre,  die  eich 

auf  einem  Wege  befindet,  kann  gani 
Fig.  69.  weggelaasen  werden.“ 

Die  Function  kehrt  nämlich  mit  ihrem 
Anfangswerthe  znrOck,  nnd  der  Weg  ist 
also  ohne  Einfluss. 

D)  „Zwei  von  a ausgehende,  in  sich 
znrfickkehrende  Cnrrcn,  welche  einen 
und  zwar  denselben  Windungspnnkt  gleich 
oft  nnd  in  gleicher  Richtung  umkreisen, 
gelten  einander  gleich.“ 

Denn  zwischen  ihnen  befindet  sich  kein 
Windungspnnkt,  beide  Werthe  kehren 
also  mit  demselben  Werthe  nach  a zn- 
rOck. — Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  in 
welcher  Bichtnng  ein  Windungsponkt 
44 
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sie  keinen  Windungspnnkt  enthalten,  demselben  Fnnctionenwerth  in  o'  gelan- 
od«  nur  einen  »fachen,  den  sie  »mal  gen,  wenn  man  irgend  einen  andern 
umkreisen.  Eine  Cnnre,  die  einen  Win-  Werth  aaa’  und  ausserdem  eine  in  sich 
dungspunkt  nur  einmal  umkreist,  ist  zurückkehrende  Gurre  zurflcklegt.  Beide 
nicht  geschlossen.  Leicht  einzusehen  sind  Wege  gelten  also  gleich.“ 
nun  fol^nde  Sauc:  . Denn  aßa'  lässt  sich  ersetzen  durch 

AJ  „Wenn  man,  mit  f , («)  beginnend,  die  in  sich  zurückkehrende  Gurre  aßa’aa 
Weg  aß,^  znrücklegt,  so  kann  man  zu  (Fig.  67)  und  Wog  o«o'.  Da  man  näm- 

Fig.  67. 


lieh  Weg  a'aa  und  unmittelbar  darauf  gleich  n dergleichen  Gurren,  welche  jede 
aao'  geht,  so  ist  dieser  Weg  als  nicht  einen  umkreisen.“ 
geschehen  zu  betrachmn.  Weg  aß  a'aa  (Fig.  68)  möge  z.  B.  die 

Was  nun  die  in  sich  znrUckkehrende  Windungspunkte  m nnd  n enthalten,  so 
Cu^e  anbetrifft,  so  kamen  wir  schon  im  gilt  dieser  Weg  gleich  den  beiden  a^vtfa 
rorigen  Abschnitt  auf  das  Resultat.  und  aSya'aa,  die  jede  nur  einen  Vernin- 
B)  „Eine  in  sich  znrückkehrende  Gurre,  dnngspnnkt  enthalten.  Uierbei  kann  der 
welche  n Windungspunkte  umkreist,  gilt  Weg  (Fig.  68)  sich  mehrere  Male  selbst 


Fig.  68. 
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umkroat  wird.  Wir  beieichnen  emo 
anringlich  anrnnehmciije  aU  poaitiv, 
die  entgegcngeactxto  ala  negativ. 

Ein  in  aich  inrückkchrender  Weg,  der 
einen  Windungspnnkt  JH  »mal  umkreiat. 
iat  durch  folgende  Wege  r.n  craetxen. 
Man  aieht  von  a ana  eine  beliebige  Li- 
nie, am  beeten  eine  giwle.  die  je.docli 
keinen  andern  Windnngapiinkt  enthalt 
(Fig.  70),  nach  b in  die  Nahe  von  fl. 


Fig.  70. 


macht  einen  Kreia  durch  b mit  Kadiua 
IHb  und  kehrt  nach  a luriick.  Ein  aol- 
cher  Weg  heiaat  Elementarwcg.  Uann 
wiederholt  man  mit  dem  Functionen- 
werthe,  mit  dem  man  in  a zurückkam, 
dieaen  Weg,  und  führt  ao  »mal  fort. 
Die  Wege  von  a nach  6 and  b nach  a 
heben  aich  nämlich  derart,  daaa  nnr  der 
erste  und  letzte,  dazwiachen  ein  »facber 
Kreia  übrig  bleibt,  der  dem  gegebenen 
Wege  gleich  zn  setzen  iat.  Also: 

Ein  in  aich  znrückkehrender  Weg,  der 
denselben  Windungspunkt  »mal  umkreist, 
gilt  gleich  n Elementarwcgen. 

Hieraus  folgt  leicht: 

E)  „Jeder  in  aich  zurückkehrende  Weg 
gilt  einer  Anzahl  von  Elementarwegen 
^eicb.“ 

Z.B.  Weg  a/Ja,R,  der  die  Windunga- 
pnnktc  M,  Af,,  Af,  umgibt,  wird  znerat 
in  Wege  getbeilt,  deren  Jeder  einen  um- 
gibt (Fig.  71),  und  diese  durch  die  ent- 
sprechenden Elementarwege  ersetzt. 

Der  Werth,  mit  dem  die  Function 
nach  a znrückfübrt,  wird  bestimmt : durch 
den  Anfangawerth,  durch  die  Anzahl, 
Art  und  Ordnung  der  Elcmentarwege. 
Unter  der  Bezeichnung  Art  wird  ver- 
ftanden,  welche  Funkte  Af  und  in  wel- 
ehei  Uichtung  sie  umkreist  werden,  un- 


ter Ordnung  die  Keihenfolge,  in  welcher 
dies  geachichk 

Die  Bezeichnung  (+Af),  (— Af)  gibt 
die  Funkte  und  die  Kichtung  der  Um- 
kreisung (positiv  oder  negativ)  an.  Die 

Bczeichnnng  (+Af)*  soll  anzeigen,  daaa 
der  Funkt  M a mal  hintereinander  um- 
kreist aei.  Die  Beihcnfolge  wird  durch 
eine  Reihe  solcher  Ausdrücke,  die  wir 
Zeiger  nennen,  angegeben. 

Z B.: 

(-f  A/)*  ( - ^/ ,)(— W,)(+ »)  (- ‘’'z)> 

gibt  an,  dass  Funkt  Af  zweimal  in  po- 
sitiver, dann  Af,,  Af,  in  negativer,  K 
wieder  in  positiver,  schliesslich  .tf|  swei- 
mal  in  negativer  Richtung  umkreist  wird. 
Eine  solche  Reihe  nennen  wir  Charak- 
teristik der  in  sich  zurückkehrenden 
Linie. 

Was  schliesslich  einen  beliebigen  Weim 
anbetriSi,  der  von  g nach  k führt,  gKk, 
so  ist  dieser  folgeadcrmaassen  (Fig.  73) 
SU  ersetzen.  Man  geht  von  g nachdem 
festen  Funkte  a (auf  einer  Qraden,  wenn 
diese  keinen  Windongspunkt  enthält,  oder 
auf  einer  beliebigen,  keinen  Windnngs- 
punkt  enthaltenden  oder  umgebenden 
Linie),  legt  dann  die  in  sich  znrückkeh- 
rende  Cnrvo  agKha  zurück,  die  durdi  ihre 
Charakteristik  bestimmt  wird,  und  macht 
dann  Weg  ak  (in  grader  Richtung,  wenn 
kein  Windungspunkt  auf  ak  liegt).  Die 
Richtigkeit  folgt  aus  dem  Vorigen. 

Alto : 

F)  „Jeder  Weg  von  g nach  k ist  gleidi 
einem  einfachen  Wege  von  g nach  dem 
festen  Funkte  a,  einer  Anzahl  Elemen- 
tarwege und  dem  einfachen  Wege  von  s 
nach 

Schliesslich  ist  noch  der  Fall  zu  be- 
rücksichtigen, wo  die  Curve  gKk  eines 
Windnngspnnkt  Af  enthält.  Da  dieser 
Funkt  dnrch  V erengung  einer  jeden  Um- 
kreisung entstanden  sein  kann,  so  kin- 
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Fig.  72. 


nen  wir  den  Weg  durch  eine  jede  aolche 
UnkreitUDg  fabreii.  Der  Weg  btt  also 
■ rertebiedene  Werthe,  wenn  U ein  Win- 
doDgtpnnkt  nter  Ordnung  iit. 

Betrachten  wir  jetzt  noch  eine  Cnrro, 
welche  alle  Windungapunkte  (den  Un- 
endlichkeitapnnkt , wenn  er  ein  solcher 
iat,  natOrlich  auageachlosaen)  umgibt,  ao 
wird  diese  Cnrve  angleich,  vom  Unend- 
lichkeitapnnkt  gesehen , eine  solche  sein, 
die  den  letzteren  allein  umgibt,  also  wenn 
dieser  kein  Windungspunkt  ist,  eine  ge- 
schlossene. Daraus  würde,  wenn  man 
sich  mit  dieser  Betrachtung  begnügen 
wollte,  schon  folgen: 

„Eine  Cnrve,  die  alle  Windungspnnkte 
umgibt,  führt  an  demselben  Werthe  zn- 
rück  oder  nicht,  je  nachdem  der  Cnend- 
licbkeitapnnkt  ein  Windnngspnnkt  ist 
oder  nicht.“ 

Indess  iat  diese  lediglich  als  Veran- 
sdunlichnng  dienende  Betrachtung  ana- 
Ijtisch  zn  rechtfertigen.  Zn  dem  Ende 
denkt  man  durch  den  dem  Anfangspunkt 
0 entferntesten  Punkt  der  Cnrve  einen 
Kreit  mit  Mittelpunkt  O geschlagen, 
dessen  Badins  r sei , so  gilt  dieser  der 
gegebenen  Cnrve  gleich  nach  dem  Obi- 
gen, und  es  Ist  t = re'^*, 
wo  r conslant  ist.  Variable  und  Func- 
tion für  irgend  einen  Funkt  dieses  Krei- 
ses. Ist  nun : 

1 1 

* = — I «■  = —1 

y e 

so  hat  man: 

A*)=y(y)=y(e 

]t=0  entspricht  dem  Unendlichkeitspnnkte, 

t=pe~'**  einer  Kreisperipherie,  welche 
keinen  andern  Windungspunkt  als  y = 0 
umschlieast  (p  istnümlichconstant);  also 


ist  auch  dieser  kein  solcher,  so  findet 
keinerlei  Wechsel  der  Function  beim 
Umkreisen  statt.  Uebrigens  ist  wegen 

<f  (re~^  *),  da  y.  von  0 bis  2it,  also  —gi 
von  0 bis  — 2n  zu  nehmen  ist,  die  Win- 
dung um  den  letztem  Kreis  die  entge- 
gengeseute  des  erstem,  der  alle  Win- 
dnngspnnkte  umgibt. 

.5)  DifferenzialenndDifferen- 
zial  quo  tie  nt  en  d e r F nnct  io  nen 
c'omplexer  Variablen. 

Ist  f(x)  eine  beliebige  Fnnction  von 
X,  so  nennt  man  Differenzial  von  /(>) 
den  Ansdrack: 

lim/'(*+w)-f(r), 

wo  r eine  im  Uebrigen  beliebige  Qrösse 
ist,  welche  ins  Unendliche  abnimmt. 
Wir  sagen  nümlicb,  dass  eine  complexe 
Zahl  abnebme,  wenn  dies  mit  ihrem 
Modul  der  Fall  ist.  Der  Ausdmck: 


lim/'(x-f  r)-/(x) 


heisst  Differenzialquoticnt  von  f(x).  Man 
schreibt  gewöhnlich: 

<fi=r,  ii^(x)  = lim[/(x+<fx)-/'(x)], 

also  auch: 

dx  L ifx  -t’ 


Anch  setzt  man: 


r(*)= 


-im 


dx 


Hat  man  eine  Function  von  mehreren 
Variablen  x,  y,  s,  so  kann  man  das 
Differenzial  nach  jeder  derselben  neh- 
men, und  man  hat  folgende  Bezeich- 
nnngen : 

44* 
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y.  »)=i'™  (/(*+<**•  y.  »)-/■(».  y.  *)]• 
y>  = y+rfy,  »)-/■(•!.  y.  *)]• 

y.  »)=  i'">  [/■(*.  y.  y-  03. 

- lim  r y.  »)-/'(^.  y.  »)1 
dx  ” L dx  J’ 

y.  t) _ FAr,  y+rfy,  »)-/’(^,  y.  »)1 
^ L dy  J’ 

<V (j.  y.  0 _ lim r /~(».  y.  i+dz)-f(x,  y^  Ol 

d»  L di  J‘ 

Man  nennt  diese  Aasdrücke  bcKÜglicb  partielle  DifTcrenzialo  und  partielle  Diffe- 
renzialqnotienten,  genommen  nach  *x,  z.  Man  kann  sich  übrigens  x,  y«  z von 
einander  abhängig  oder  anabhftngig  denken.  Das  bei  den  partiellen  Dinerenzia* 
len  und  DiCfercnzialquotienten  gebrauchte  d ist  von  demjenigen  d zn  unterschei- 
den, welches  andeutet,  dass  man  das  Differenzial  nach  der  einzigen  in  der  Func- 
tion enthaltenen  Veränderlichen  genommen  habe.  Znwcilcn  sind  zwischen  ver- 
schiedenen partiellen  Differenzialen  und  Differentialquotienten  einer  Function  noch 
andere  Unterschiede  tu  machen,  z.  B.  wenn  man  andere  Variablen  durch  Trans- 
formation cinsetzt,  und  man  kann  dann  auch  die  Ausdrücke: 

/■v(»n 

\ dx  / cTx 


u.  B.  w.  gebrauchen. 

Das  Differenzial  oder  den  Differcnzialqnotienten  einer  Function  bilden,  nennt 
man:  „dieselben  differenziiren*^  Mit  dem  Ausdrucke  Differenzial  ist  das  Wort 
Zuwachs,  mit  dem  Ausdrucke  Diffcrcnzialquoticnt  sind  die  Wörter  Ableitung,  Diffe- 
renzialcocfßcient  und  Derivation  (derivirte  Function)  gleichbedeutend. 

Bei  einer  Function  mehrerer  Variablen  kann  man  auch  das  Differential  nach 
allen  Variablen  gleichzeitig  uobmen.  Der  Ausdruck: 

y>  i)  = lim[/(a!+(fr,  y + dy,  t+dz)—/(x,  y,  t)] 
heisst  dann  totales  DliTercnsial.  Man  gebraucht  für  dieselben  das  erst  angewandte 
d im  Gegensatz  an  dem  bei  den  partiellen  DilTerenzialcn  gcbräucbliehen  d. 

Man  kann  auch  Ton  einem  totalen  Differenzialiiuotientcn  der  Function 
f(x,  y,  z)  sprechen.  Nehme  man  nämlich  an,  y und  z seien  irgend  welche  Func- 
tionen einer  andern  GrCssc  u,  so  kann  man  setzen: 

/■(*.  y.  *)=/■['/(«).  y-W.  /(“)]. 

und  wird  dann  haben: 

df(x,  y,  U['l  (»+t/u),  ip{u  + du),  /(w-l-rf»)] - A['/ (»)■  'J  (»»)■  /Wl] 

rf«  ~ L du  J 

Von  den  DüTerenzialqiiotientcn  gelten  zunächst  folgende  Fandamentalsätze: 

I.  „Gibt  man  der  Variablen  x eine  Reihe  continnirlich  auf  einander  folgen- 
der Werthe,  welche  also  den  anf  einander  folgenden  Funkten  irgend  einer  be- 
grenzten Linie  entsprechen,  so  kann  nur  für  einzelne  Punkto  dieser  Linie 

dx 

disscontinnirlich  werden,  nie  für  eine  ganze  Strecke,  so  klein  diese  auch  sei,  voraus- 
gesetzt, dass  nicht  die  Function  f(x)  selbst  auf  dieser  ganzen  Strecke  disconti- 
nnirlich  sei.“ 

Beweis.  Wir  nehmen  zunächst  an,  x sei  reell  für  alle  Punkte  der  tu  un- 
tersuchenden Strecke,  d.  h.  die  letztere  falle  In  die  Abscissenaxe.  Wir  unter- 
suchen dann  die  Function  f(x)  für  eine  Reihe  von  Werthen: 

x = «,  x = a-i-y,  x = a+2y,  i = o-}-3>'  . . . xz=f, 
welche  auf  einander  continnirlich  folgen,  derart,  dass  v reell  and  unendlich  klein 
ist,  und  wo  die  Abstände  v eines  jeden  Punktes  vom  znnächst  vorhergehenden 
einander  gleich  sind.  — Es  entsprechen  dann  den  Werthen  von  * die  Werthe  des 
Differonzialquotienten ; 
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y * ^ * y 

Sei  noch  ;?=:«+"  *'t  ftI*o  n+1  di«  Anzahl  der  betrachteten  Punkte . AddirC  man 
alle  Differenzialquotienten,  ao  kommt: 

rw+r(«+>')+/-'(«+2K)+  ... 

oder  wenn  man  mit: 


y = tl5 

n 

moltipUcirt: 

1)  •'[r('*)+r(«+*’)+r(«+2o+  . . . ^■r(ß-y)]=f(ß)-f(.»). 

Die  Strecke  kann  so  genommen  werden,  dass  die  Function  f{x)  fttr  x=iß  und 
x = tt  endlich  ist;  dasselbe  wird  dann  mit  f(ß)—f(a)  der  Fall  sein.  Man  kann 
lemer,  falle  f{x)  für  die  ganze  Strecke  reell  ist,  dieselbe  klein  genug  annehmen 
(es  ist  nämlich  über  die  Länge  derselben  nichts  bestimmt),  dass  die  Function  f{x) 
Ton  a nach  ß continnirlich  bleibt  nnd  für  jeden  folgenden  Punkt  gegen  den  Tor- 
hergebenden  entweder  immer  zu-  oder  immer  abnimmt.  Denn  ohne  die  Continui- 
Ut  zu  rerlieren,  kann  sie  nicht  für  einen  Punkt  zu-,  für  den  nächsten  abnehmen, 
für  den  dritten  etwa  wieder  zunebmen  n.  s.  f.  Es  wird  also  im  Falle  der  Zn- 
nahme  sein; 


/■(«)</•(«+>')</'(«+ 2.^)  . . ., 

im  Falle  der  Abnahme: 

fi")>f(.a+y)>f(.«+iy)  . . . 

In  jedem  Falle  also  werden  die  Ausdrücke : 

f{a+y)-f(tt),f{tt+2r)-f{a+r),  /"(o-f  3>-)-/'(«+2i/)  . . ., 
nnd  daher  anch  die  Differenzialqnotienten : 

/•'(«),  r(«+b),  /"(«+20 . . . 

snf  der  ganzen  Strecke  gleiche  Zeichen  haben. 

Es  ist  nnn  von  diesen  Werthen  einer  der  kleinste,  abgesehen  vom  Vorzeichen  ; 
er  müge  dem  Punkte  y entsprechen.  Dann  ist: 

s'»r(>')=v[A'0')+r()')+  . . . 

indem  man  in  Formel  1)  sämmtliche  Glieder  der  Summa  mit  ihren  nntem  Grenzen 
r(y)  vertanscht.  Da  die  Anzahl  dieser  Glieder  aber: 

y 

iit: 

Es  kann  sdso  f (y)  nicht  unendlich  sein,  da  ß—a  and  f{ß)—f(a)  endlich  sind. 

Es  kann  also  nicht  für  alle  Punkte  der  noch  so  kleinen  Strecke  der  Diffe* 
renzialqnotient  ins  Unendliche  wachsen. 

Jetzt  zeigen  wir,  dass  anch  keine  andere  Art  der  Discontinaität  iür  alle 
Punkte  eintreten  kann. 

Denn  sei  wieder  f (y)  der  kleinste  der  Differenzialqnotienten  (abgesehen  vom 
Zeichen),  f'(y')  der  nächst  grössere  u.  s.  w.  Sei  ferner: 

f'M  = a,  r(/)=o  + <»..  /"(/')  = « + <».+<»„ 

BO  werden  nach  unserer  Annahme  die  Grössen  a,  a,,  o,  alle  dasselbe  Zeichen 
haben.  Herrscht  nnn  überall  Discontinaität,  so  können  a,  n,,  a,  nicht  unter  eine 
gewisse  Grenze,  die  von  Null  verschieden  ist,  sinken.  Denn  sei  z.  B.  a,  = 0, 
so  wäre : 

/•'(y')=r(/'). 
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Wiro  die  Strecke  eine  endliche,  eo  konnte  man  die  Strecke  lo  klein 

nehmen,  dui  nicht  zwei  Funkte  y’  und  y",  wo  diei  atattdndet,  darauf  liegen, 
wenn  nicht  etwa  fOr  alle  dazwiechen  liegenden  Funkte  (' {,!)  conatant  iit.  Ei 
eind  also  die  Funkte  y'  und  y”,  wo  dies  ztattfinden  kann,  immer  einander 
unendlich  nah,  dann  aber  ist  in  y der  Ausdruck  f'{y')  nicht  discontinnirlicb,  wu 
unserer  Annahme  widerspricht.  Qleichnng  1)  gibt  also  jetzt: 

y(na  + (n-l)o,+(n-2)a,+  . . . 


und  wenn  A der  kleinste  der  Werthe  a,,  o,  . . . ist: 
yA(n+n — 1+n — 2+  . . . +l)</'(^) — 

oder: 


d,  h,  mit  Berflcksicbtignng  des  Werths  von  r: 


Hit  wachsendem  n müsste  also 
ins  Unendliche  wachsen,  was  unserer  An- 
nahme widerspricht. 

Gegen  diese  Schlösse  lässt  sich  dann 
nur  folgender  Einwand  machen.  Es 
konnte  in  jedem  Funkte  y zwar 

insofern  continnirlich  sein,  dass  es  einen 
benachbarten  y’  gibt,  so  dass  f (y')  nur 
unendlich  wenig  von  f (y)  abweicbt. 
Andererseits  aber,  konnte  man  sagen, 
brauchte  dies  nicht  für  jeden  benach- 
barten Werth  y^  ron  y stattznfinden, 
so  dass  f'  (x)  unbestimmt  ist  Dies  wi- 
derlegen wir  folgcndermaassen.  ln  je- 
dem Falle  gibt  es  nach  dem  Obigen  auf 
bezeichneter  Linie  eine  Reihe  Werthe 

von  9,  y,  y',  y"  • • . y^"^,  Wpvon  die 
Differenz  zweier  auf  einander  folgenden 
beliebig  klein  ist,  und  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass: 


yW_y(-') 
nar  anendlich  wenig  Ton: 

/r(y(«  + 0)-^(y(»)) 
y(‘+')_yW 

rerschieden  ist  Diese  Reihe  ron  Funk- 
ten  bestimmt  aber  auch  auf  der  ganzes 
Linie  die  Function  f(*),  denn  sei  i ein 

zwischen  y^*^  und  y(*"*"*)  liegender 
Funkt,  so  kann  man,  da  fQe)  continnir- 
iJch  ist,  für  /"((f)  jeden  Werth  setzen, 
der  nicht  um  cinO  endliche  OrOsse  tos 

ß(y^'^  abweicht,  weil  eben  /'(x)  auf  der 
Linie  .^continnirlich  ist  Man  kann  also 

für  jedes  zwisdien  y^*^  und  he- 

gende <f  setsent 


da  dieser  Ausdruck  eben  nur  unendlich  wenig  ron  rerschieden  ist 

Man  erhält  also: 

d-y«  y(‘+>)_yC)  ^ 


SO  dass  auch  für  Funkt  <f  und  somit  für  alle  in  der  Nachbarschaft  ron  y^*^  die 
GrOsse  f'(x)  continnirlich  ist 

Diese  Betrachtung  schlicsst  nicht  aus,  dass  der  Differensialqnotient  in  unbe- 
stimmter Form  erscheinen  kann.  Z.  B.  der  Ausdruck: 


nxi 


Y(*)  + 


wo  ts  unendlich  gross,  x reell  sein  soll,  und  der  immer  mit  snsammenfäDi, 
bst  zum  Differenzialqnotienten : 
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wo  ¥ unendlich  kleine  nlao  da  n»'=:o  beliebig  ist: 

91X1 

wo  du  zweite  Glied  ganz  unbestimmt  ist.  Man  vermeidet  dies,  Wenn  man  zn- 
n&chst  eine  Reihe  discreter  Punkte  betrachtet,  y,  y'  > • >,  für  welche  die  Function 
immer  mit  ^(x)  zusammenfitUt.  L&sst  man  die  Differenzen  ins  Unendliche  ahneh- 
men,  und  verfährt  für  die  dazwischen  liegenden  Funkte  nach  der  obigen  Regel, 
so  ist  der  Differcnzialqsotient  immer  V <^x).  Athnlichea  bieten  gewikse  conref- 
gcnle  unendliche  Reihen  dar,  deren  Differenzialqnotienten  discontinuirlich , also 
der  Form  nach  unbestimmt  sind.  Z.  fi.  die  Reihe: 


.*•+-* 


»«» 


3il 


- + 


2^3  ^ ' 

die  fhr  reelles  x convergirt,  und  deren  Differenzialqnotient : 

. , xi I »XI , 3*i , \ 

dirergirt.  Da  die  Reihe  snmmirbar  ist,  so  ist  dieser  Uebelstand  leicht  zn  ver- 
meiden. Nicht  immer  aber  ist  dies  möglich.  Man  kann  dann  aber  zwei  endliche, 
aber  sehr  wenig  von  einander  verschiedene  Werthe  von  x nehmen,  « und  /},  und 

durch  Berechnung  von  wenigstens  numerisch  den  Differenzialqnotienten 

ß — tl 

mit  beliebiger  Genauigkeit  ermittcln>  Dies  Verfahren  ist  geometrisch  genommen 
das,  y=/(x)  als  Cnrve  darznstellen  und  die  *!fangente  zu  ziehen. 

Ist  f (x)  nicht  för  die  ganze  Strecke  reell , so  snbstituire  man  den  Werthen 
von  ^(o),  , . . ihre  reellen  und  ihre  mit  i multiplicirten  Theile  einzeln, 

und  die  eben  gemachten  Schlüsse  finden  noch  Anwendbarkeit. 

Ist  endlich  die  Variable  nicht  reell,  sondern  ist  die  Function  + f3r 
irgend  eine  Linie  zn  nntersnehen,  so  möge  die  Gleichung  dieser  Linie  y = y (x) 
sein.  Es  wird  dann  für  die  ganze  Linie  sein: 

i(,  (x)  =f{x+yi)=f{x  -f-  i f (x)]. 

di(x)  aber  ist  dann  eine  Function  mit  reeller  Variable  x,  für  die  Aas  Gesagte  voll- 
ständig gilt.  Der  Differeüzialquotient  auf  der  Linie  wird  nämlich  sein: 

lirt  » (»)]  _ litn i y (»+»-)]  - T W] 

Im  Anschlttss  i 
II.  „ Wenn 

/* 

immer  einander  gleich,  wenn  die  unendlich  kleinen  Grössen  ^ und  y einen  reellen 
Quotienten  haben.“  . , t,-  m • 

Beweis.  Sei  fÄ  — set  und  wo  s und  I gftnio  Zahlen  sind.  Diese  Qlei* 

cfaingen  sind  immer  su  erfttUen,  wenn  — einem  Bruche  gleich  ist.  Wird  — 

irrational,  so  kann  man  immer  ein  a 6nden,  derar^  dass  beide  Gleichungen  bis 
zn  einer  beliebigen  Grenze  der  Genauigkeit  erfüllt  sind.  Man  hat  nun: 


8 an  die  oben  gemachte  Bemerkung  beweisen  wir  noch  den  Sata : 
/■'(x)  continoirlich  ist  für  einen  Punkt  x,  so  sind  die  Werthe: 


> 

¥ 


f{.x+ia)-f(x)_  1 r/^(x-^S(»)-A(x+s-lg)  I f 

Itt  s L o 


- 1 n)— /•(x-hs— 2«) 


+ . . . 


/■(x+g)-/-(x)- 


]• 


d.  b.: 


[/■'(x-t-s^o)-(-/''(*+^»)+  • • • +r(*)i- 
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Da  nun  f {z)  continuirlich  und  a unendlich  klein  ist,  können  die  GrOuen 

2)  . . . f'{z)  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  rer- 
schieden  sein.  Man  kann  sie  also  gleich  setzen,  da  die  linke  Seite  der  Gleichung 
endlich  ist,  und  man  hat,  da  rechts  s Glieder  stehen; 

K a ’ 

und  ebenso  folgt: 

ft  a 

Da  diese  Gleichungen  bis  auf  beliebige  Grenzen  der  Genauigkeit-  selbst  dann  statt- 
finden, wenn  - irrational  ist,  so  ist  unser  Satz  bewiesen.  Hieraus  folgt  aber 

K 

anch,  dass  in  diesem  Falle  der  Differenzialquotient  /'(«)  nur  diejenige  Mehrdeu- 
tigkeit hat,  welche  der  Function  f(x)  selbst  znkommt,  so  lange  er  continniriieh 
und  das  VerhUtniss  der  Vermehrungen  ft  und  y reell  ist. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Anzahl  der  möglichen  Werthe  desselben,  wenn 
dies  letztere  nicht  stattfindet.  Sei : 

-=r(t). 

wo  z eine  complexe  Zahl  ist.  Wir  wollen  derselben  einen  reellen  Zuwachs  a> 
einen  rein  imagin&ren  fti  und  endlich  einen  complexen  geben,  wo  a und  f 

reelle,  ins  Unendliche  abnehmende  Zahlen  sind. 

Wir  setzen,  um  diese  FUle  in  nnterseheiden : 

g=lim^^»t.“l--^), 


Es  ist  dann  offenbar: 


ds~  a-t-jH 


r/‘(*+“+/«)-/‘(t+o) . f(t+«)-r(z)i 
<fs~  L a+fii  J 


a + flt 

da  aber  a unendlich  klein  ist,  so  kann  Setzen  wir  jetzt  voraus,  die  beiden 

man,  wenn  wie  dies  doch  im  Differenzialqnotienten ^ nud  sei*® 

Allgemeinen  der  Fall  ist,  continuirlich  gleich,  so  ergibt  sich  sogleich  auch: 

cf«  du 


bleibt,  setzen: 


^ j.  ^ 

^ _ dx  n Vdz/ 
tfz  ' 


o 


dx* 

mithin  mnis  der  DifferonsialqnoUeot  ein* 
dentig  (abgesehen  Ton  der  Mchrdeotig> 
keit  von  v)  und  wirklich  eine  bestimmte 
d.  h.  wie  auch  die  Function  f(z)  be-  * »«»•  »'eso  Bedingung 

schaffeu  sei,  Ihr  allgemeiner  Differen-  '**  “““wendig  und  ausreichend.  Fnnc- 
aialqnotient  ist  eine  lineare  Function  welche  sie  erfüllen,  nennt  Caudiy 

derjenigen  beiden,  welche  ans  dem  reellen 

und  dem  rein  imaginären  Zuwachse  ent-  “““  Bedingung  der 

stehen,  und  die  naeh  dem  Vorigen  völlig  d.  h. : 

bestimmt  sind.  Sie  hängt  ausserdem  nur 

noch  von  dem  Quotienten  — ab,  'dz/ 

a geradezu  in  die  Definition  einer  Function 
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mit  anrnehmen.  Ei  wird  lich  bald  fei- 
gen, daii  alle  in  den  Elementen  ver- 
kommenden Functionen  in  der  That  mo- 
nogen  sind.  Wir  werden  aber  für  alle 
Functionen,  die  wir  betrachten,  diei  vor- 
inisetien. 

Wir  kommen  jetzt  anf  Eigenichafleni 
die  den  Functionen  nnter  dieier  Bedin- 
gung znkommen. 

6)  Vom  Differenziiren  mono- 
gener  Functionen. 

Die  folgenden  Sttze  gelten  nur  für 
solche  Fnnctionen  /'(»),  ßr  welche  der 
Oifferenzialqnotient  eindeutig  ist,  oder 
wenigstens  für  jeden  Werth  von  ^(»), 
wenn  f{t),  mehrdeutig,  nur  einen  Werth 
bat.  Sie  gelten  also  ßr  jeden  complexen 
Werth  von  z nur  ßr  monogene  Fnnctio- 
nen , dagegen  ßr  jede  Function , wenn 
dieselbe  nur  anf  einer  Linie  betrachtet, 


also  der  Werß  von  s = *-f-yi  durch 
eine  zweite  Oleicbnng  y = 7 (z)  beschrtnkt 
wird.  Dann  nämlich  ist: 

ebenfalls  nur  eindentie. 

Sei: 

«=r(y), 

und: 

y=y(*). 

so  ist: 

du  _/[y(x+v)]-/-[y(x)l 

dx  y 

Aber: 

y(z  + K)  = y(x)-|.^>K, 

also: 


f['f  (x+y)]  = f(,f  (x) + v)  = /•  (y)  -p  ^ y, 

wenn  man  y (*)  wieder  gleich  y setzt,  da  es  beim  Differenziiren  anf  den  Werß 
des  Zuwachses  von  y (i),  welcher  Wer  y ^ ist,  nach  unserer  Yoranseetznng  nicht 
ankommt.  Also : 


du  _ du  dg 
dx~  dg  dx’ 

d.  b.: 

I.  „Man  findet  den  Differenaialqnotienten  nach  x von  einer  Function  von  y, 
wo  y selbst  eine  Function  von  jr  ist,  wenn  man  u nach  y und  y nach  x differen- 
siirt  und  beide  mnltiplidrt.“ 

Bei  jetzt: 

»=/■(»). 

und  möge  ans  dieser  Qleichnng  folgen: 


y=y(»). 

iO  ist: 


oder: 


dx  dg  dx  dg  dx' 


^ 1_ 

dg-  dg- 
dx 

n.  „Der  Differcnsialqnotient  von  z nach  y ist  der  umgekehrte  Werth  des- 
jenigen von  y nach  z.“ 

Es  sei  jetat  eine  Function  von  mehreren  Variablen  f(x,  y,  s . . .)  gegeben, 


<?/■(*,  y,  z)  = /’(z  + dz,  y-l-rfy,  z+*)-/'(x,  y,  z) 

= f{x+dx,  y+dy,  z-t-di— /(z,  y + dy,  t+dz)+/'(x,  y+dy,  s+dz) 
-/■(*.  y.  t+dt)+/‘(x,  y,  i+dz)-f(x,  g,  z) 
- jAfej^+dy,  z+ds)  ^ df{x,  y,  z-bds)  df(x,^  g,  t)  ^ 

oder  falls  die  partiellen  Differenzialquotienten  von  f(x,  y,  s)  ßr  den  betrachteten 
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Funkt  conÜnuirUch  iind,  wo  dann  *~*~^*^  nur  einen  renchwindend 

kleinen  Unterschied  ron  ^ haben  kann: 


6f  dr  , df j 


‘ vt-’ 


oder  auch,  wenn  amu,  wie  Mher dr  = d setxt: 

IIL  „Das  toule  Differenzial  einer  Function  ist^  gleich  der  Summe  der  par- 
tiellen Differenziale  nach  sämmtlichen  Variablen.“ 

Hierbei  kennen  x,  y,  s Ton  einander  unabhängig  oder  abhtngig  sein. 

Ist  z.  B.  y = if  (x),  s = 0(x),  so  ist  zu  setzen: 


df(‘,  y,  = + + 


+ 5 


»f  d\(,{x) 


dSy 


also  auch : 


dx  'Sx  dy  4x  dz  dx 


rV.  „Soll  der  Differenzialquotient  einer  Function  nach  i gefunden  werden, 
welche  x sowohl  erolate  als  auch  andere  GrOesen  enthält,  die  Functionen  Ton  x 
sind , so  werden  die  Functionen  so  oft  differeuziirt,  als  dergleichen  Functionen 
Torhanden  sind,  und  zwar  jedesmal  ohne  Rücksicht  auf  die  übrigen,  so  daaa  man 
sich  diese  als  constant  rorstellt,  snletet  alle  Theilresnltate  addirt.“ 

Von  diesen  Sätzen  sollen  jetzt  AnwendaUgen  gemacht  werden. 
Selbstverständlich  ist : ' 


--1 


wenn  ti  constant  ist.  Sei  zunächst : 

t*  = ^(x)  + f W+vWi  • • •• 


so  ist: 


also: 


dx  dx  — dx  - dx  — 


V.  „Der  Differenzialquotient  einer  Summe  oder  Differenz  wird  gefunden, 
wenn  man  die  Differenzialqnotienten  aller  Glieder  addirt,  bezüglich  subtrahirt.“ 

n- 1.  . 


Hieraus  folgt  auch: 


d [«+/(»)]  - dn*) 

IT^“  str  ’ 


wenn  m constant  ist.  Sei  ferner: 
wo  a eine  Constante  ist  Man  hat  dann: 


Ä df{x+r)—df{m)_  ^df(x) 
dx“  K ~ dx  ' 


also  wenn  man: 
aetzt:  ..  j (s 


r(*)=y 


>)\ 


: •• 
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dx  dx 

VI.  „Der  Diffcrenzialquoticnt  dos  Products  einer  Function  von  f(x)  mit  einer 
Constanten  ist  gleich  dem  Froducte  der  Constanten  mit  dem  Difierentialquotienteo 
der  Function/^ 

Sei  ferner: 

“=/■(*)  7 (*)  V'W  .. .. 

IO  iit  nach  Satz  IV.  erat  »o  zu  diffcrenziiren,  ali  wenn  f(x)  und  y.  (x),  dann,  all 
wenn  f{x)  und  tfr(x),  dann,  als  wenn  9 (x)  und  t&(x)  constant  wären:  also  mH 
Berflcksichtigung  des  letzten  Satzes: 


^=f(x)y(x) 


d^(x) 

dx 


+ f{x)  <p{x) 


d<r(x) 

dx 


+'/■  W '/-W 


dfjx) 

dx 


oder  wenn  man: 


seut: 


/'(*)  = «’ll  </(x)  = v„  ^t,(x)  = 0,  . . . 


VIT  d(t,  t,  t,  . . .) 

dt. 

dt,  . dt, 

e,  . . . .^-l-e, 

dx 

_r,e,  ...  —+t. 

Ans  dieser  Formel  lässt  sich  auch  leicht 

11  = 1,  rsw 

der  DifferensialquotieDt 
ten  ableiten.  Sei: 

eines  Qnotien- 

* 

M 

<i)_  t: 

10  ist: 

dx  »•  ' 

UXiVWq 

also : 

also: 

d(»  ")_  — B— 1 du 

du  dtt 

du 

— -T = — mo  — , 

dx  dx 

d.  h.: 


dx  dx'- 


was  mit  Formel  IH.  ubereinstimmt. 
Sei  jetzt : 


d%e 

1 dt\ 

dx  ~ 

t \dx  dx/' 

oder: 

du  dt 

vm. 

‘‘\7) 

dx 

.r,  > 

Sei  jetzt: 

r,  =0,=|l,=  . . . =|;, 

and  die  Anzahl  dieser  OrOssen  gleich  n, 
IO  folgt  für  jeden  ganzen  poiitiren  Werth 
Ton  B : 


IX. 

dx  dx 

Dieie  Formel  gilt  aber  auch  fhr  belie- 
bigss  a,  denn  sei: 

1 

*=»- 

■0  bat  man  nach  Formel  IX.: 

dx  - ""  —d7~- 

Aber  wenn  man  in  VIII.: 


also: 


wo  p und  q ganze  positire  oder  nega> 
tire  Zahlen  sind,  so  ist  nach  IX.; 


p—i  dx  Q—l  dto 

s-' 


also : 


dw  _ p 'de 
dx  ~ q „9~*  dx’ 

oder  fär  to  den  Werth  gesetzt : 


- „ 
d (e^)  = — e^ 
9 


dt 

dx’ 


eine  Formel,  die  ebenfalls  mit  IX.  über- 
einstimmt. Es  gilt  dieselbe  auch  noch, 
wenn  man  sich  statt  der  Irrationalzahl 
einen  Bruch  denkt,  dem  sie  sich  bis  auf 
eine  beliebige  Grenze  nähert.  Unser  Satz 
ist  also  nur  noch  für  imaginäre  Expo- 
nenten zu  beweisen,  ein  Gegenstand, 
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auf  den  wir  sogleich  xurückkommen 
werden. 

Setzt  man  in  Formel  IX,  noch  v=x. 


so  wird  : 

-=1 

<fx 

also : 

IX  a. 

dx 

Ferner  setzt 

man : 

ax 

©-.14* — t 

fl 

so  ist; 

dv  ^ tt 
dx  ~ n' 

und  folglich; 

Mit  wachsendem  it  wird: 


Obgleich  also  Igy  unendlich  viel  Werthe 
hat,  ist  doch  der  Oifferenzialqnotient  die- 
ser Function  cindentig.  Es  folgt  diee 
aber  auch  schon  daraus,  dass  sich  die 
Tcrschiedenen  Werthe  ron  Igy  nur  um 
Constanten  unterscheiden.  — Sei  nnn  n 
eine  beliebige  reelle  oder  imaginlre 
Grosse,  so  ist ; 

also  wenn  man: 
setzt: 

dt* de*  (ft  _ t d\gvdt 

dx  dx  dx~  * * dv  dx 

e*  dt 

V dx 

Da  aber; 


war: 


«'(«")_,  »-I 
-dT-’'” 


dv 


wa«  anch  et  sei,  nod: 


lim 

also: 

X. 

und: 

Xa. 


n-l 


= lim 


(>*?)■ 


i+= 


f •(* 

fl«  _ jax 

-dT=“*  ’ 


de*  * 

7r=*- 


also: 
so  ist: 


Der  Differenzialquotient  Ton  e*  ist  also 
gleich  dieser  QrOsse  selbst. 

Sei  ferner: 

•*=y. 

dx 

und  nach  Sau  II: 

dx  _ 1 

^ ~ 7’ 

d.  h.: 

XI.  = 

dy  y V. 


somit  ist  Formel  IX.  auch  fOr  compleze 
Exponenten  bewiesen. 

Sei  jetzt  der  Exponent  Teränderlich, 


so  ist  wieder: 

also: 

if(o*)  _ <fe*  dt 
dx  ~ dt  dx' 

oder  da: 

s=*lgo. 

und: 

dx 

ist: 

- 

xn. 

<'(«*)  *, 

Bei  den  Formeln  IX  a.,  X.,  XI.  and 
XII.  ist  folgende  Bemerkung  zu  machen. 
Dieselben  gelten,  wenn  man  die  ent- 
sprechenden Functionen  derart  differen- 
ziirt,  dass  der  unendlich  kleine  Zuwachs 
ron  X aus  auf  irgend  einer  durch  x ge- 
benden Linie , also  in  ganz  beliebiger 
Bichtang  genommen  wird.  Da  nun  die 
Ansdrhcke  des  Differensialqnotienten  ron 
dom  Zuwachs  unabhängig  sind,  so  sind 
die  entsprechenden  Functionen: 
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*",  lg  (X),  a* 

inanogcn.  Daiselbe  findet  nach  den 
Säuen  V.  bis  VIII.  auch  mit  den  Sum- 
men , Differensen , Producten  und  Quo- 
tienten solcher  Functionen  statt. 

Es  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass 
die  Wurzel  y jeder  Gleichung /'(x,  y)=i0, 
wo  f nur  ans  einer  Verbindung  von  x 
und  y mittels  der  sieben  Gmndopcratio- 
nen  enuteht,  eine  monogene  Function 
sei.  Es  ist  nämlich,  da  diese  Gleichung 
iär  jeden  Werth  von  x gilt,  auch: 

y)_o 

“dx 

denn  setzt  man : 

x = x+w, 

>0  erhält  man: 

jf  \f[>=+y>y^+^-r(^<y) 
S=’‘"L ^ 

und  beide  Glieder  des  Zählers  sind  der 
Null  gleich.  Aber: 

äx  dx  dy  dx  ‘ 

d.  h.: 

dy  dx 

~Tf’ 

dy 

und  da  Zähler  und  Nenner  monogen 
du 

lind,  so  wird  dies  auch  mit  -/■  der  Fall, 
dx 

also  y monogen  sein.  — Diese  Bemer- 
kung, dass  nämlich  auf  allen  uns  bis 
jeut  bekannten  Rechnnngswegen  mono- 
gene Functionen  entstehen , rechtfer- 
tigt cs,  wenn  wir  von  jetzt  an  den  Be- 
griff der  Function  mit  dem  der  Mono- 
genitit  ohne  Weiteres  identificiren. 


7)  G e o metrisch  e Dars  tellnn  g 
der  Bedingung,  welcher  die 
Functionen  complexer  Varia- 
blen genügen. 

Sei  jetzt: 

/■(x+yi)  = u+tc, 

wo  also  u und  c reelle  Functionen  von 
X und  y sind.  Es  ist  offenbar,  wenn 
man  s = x+yi  nach  x und  dann  nach  y 
differenziirt,  also  im  ersten  Falle  y,  im 
iweiten  x constant  denkt: 


dx  dx  ' 
also: 


d(x-t-yi)  _ dr_. 
— djT“  - 


^)_^)dt_ 

dx  ~ dz  dx~'  ^ 


also: 


d.  h.: 


»n*) 

^y 


dy  dx  ’ 


dw  . de  _ . 5«  du 

dy"*^*dy~*dx  5x’ 


also  da  der  reelle  und  der  imaginäre 
Theil  einzeln  gleich  sein  müssen : 


und: 

de  _ d« 

dy  ~ dx" 

Diese  Bedingungen,  welche  zwischen 
dem  reellen  und  dem  mit  i mnltiplicir- 
ten  Theil  von  f{t)  gellen  müssen,  sind 
notbwendig  und  ausreichend,  damit  die 
Fnnction  monogen  sei. 

Wir  wollen  dieser  Bedingung  noch 
einen  geometrischen  Ausdruck  geben. 

Ebenso  wie  wir  uns  früher  eine  Ebene 
gedacht  haben,  auf  der  jedem  Werthe 
von  s ein  Punkt  entspricht , dessen  Co- 
ordinaten  x und  y sind,  können  wir  uns 
eine  zweite  Ebene  denken , deren  ein- 
zelne Punkte  den  Werthen  von  f(i)  der- 
art entsprechen , dass  das  zu  f(z)  gehö- 
rige II  und  c bezüglich  Abscissc  und 
Ordinate  des  entsprechenden  Punktes 
sind.  Ist  f{z)  eine  mehrdeutige  Func- 
tion, so  wird  jedem  der  n Blätter,  auf 
welchem  wir  uns  z denken,  auch  ein 
Blatt  für  f(i)  entsprechen.  Die  Ebene, 
auf  welcher  die  Punkte  z dargestellt  sind, 
wollen  wir  die  erste,  diejenige,  auf  wel- 
cher ^(z)  dargestellt  ist,  diezweite  Flbene 
nennen.  Zu  jedem  Punkte  z auf  der  er- 
sten, gehört  dann  ein  Funkt  f(t)  auf 
der  zweiten  Ebene. 

Fiziren  wir  jetzt  drei  Funkte  auf  der 
ersten  Ebene,  o,  6 und  c,  welche  nicht 
in  grader  Linie  liegen,  und  nehmen  wir 
an,  dass  die  Entfernung  je  zweier  dieser 
Funkte  verschwindend  klein  sei.  Seien 
X,  y die  Coordinaten  des  ersten  Fnnk- 
tes  II,  x-i-ifx,  y+dy  die  des  zweiten  4, 
x+(tx,  y + (fy  die  des  dritten  Fnnktes  c. 
Die  Entfenrang  ist  dann  bekanntlich: 
a4  = y((fx>+i/y’), 
die  Entfernung: 

ac  = y((Tx*-i-(fy*) 
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nnd: 

be=  Y(dx-ifxy+(d^-<rfy. 
Diesen  drei  Punkten  entsprechen  nun 
«uf  der  sweiten  Kbene  ebenfalls  drei, 
Af  Ä,  C,  deren  Coordinaten  wir  bezeich- 
nen bezflglich  mit: 

u,  T, 

11  + (f«,  r + Jis 
und  man  hat: 

^ß  = V(rf«’  + rft*), 

^C-V(J«*  + tfr*), 


BC=V(du-Juy+ 

Da  aber  h nnd  r Functionen  Ton  x and 
y lind,  IO  hat  man: 

d«  du 

, du  du  , 


oder  wegen  Gleichung  1): 

, da  d«i 
<fe=-^<tx+5-^, 

woran!  licb  dann  ergibt; 


) 


d.  h. : 


Ganz  ebenso  folgt: 


d.  h.: 

AB  : BV  : AC=  ab  : bc  : ac^ 

oder; 

„Wenn  drei  unendlich  nahe  Punkte  auf 
der  ersten  Ebene  in  einem  Dreiecke  lie* 
gen,  so  liegen  die  entsprechenden  Funkte 
auf  der  zweiten  Ebene  in  einem  Dreiecke, 
welches  dem  ersten  ähnlich  ist,  falls  die 
Entfernungen  unendlich  klein  sind.“ 

Da  man  nun  jede  Figur  in  Dreiecke 
tbeilcn  kann,  so  entspricht  fiberhanpt 
jeder  von  beliebigen  Funkten  t gebilde- 
ten, nnendlicb  kleinen  Figur  der  ersten 
Ebene  eine  von  den  entsprechenden  Punk- 
ten f(x)  gebildeten  ähnliche  Figur  auf 
der  zweiten. 

Wenn  irgend  einer  Figur  auf  einer 
Fläche  eine  andere  auf  einer  zweiten  so 
entspricht,  dass  die  unendlich  kleinen 
Theile  beider  entsprechend  ähnlich  sind, 
so  jedoch,  dass  die  Verhältnisszahl  nicht 
für  die  ganzen  Figuren  dieselbe  bleibt, 
so  nennt  man  die  Figuren  Abbildungen 
Ton  einander.  Eine  monogene  Function 
f(z)  bat  also  die  Eigenschaft,  dass  ihre 
Darstellung  eine  solche  Abbildung  der 
Variable  s ist.  Denke  man  sich  s.  B. 
eine  Schaar  ron  graden  Linien  gezogen 
in  der  ersten  Ebene,  welche  der  Axe 
der  X,  nnd  eine  zweite,  welche  der  Axe 
der  y parallel  ist,  so  werden  daraus  nn- 


cndlich  riel  kleine  Rechtecke  entstehen. 
Jedem  derselben  entspricht  aui  der  swei- 
ten Ebene  ebenfalls  eia  Rechteck.  Je- 
der der  graden  Linien  aber  wrird  im  All- 
gemeinen eine  Cnrre  snf  der  zweiten 
Ebene  entsprechen.  Han  bat  also  sls 
Abbildung  der  zwei  Schaaren  sich  recht- 
winklig  schneidender  graden  Linien  swei 
Schaaren  sich  rechtwinklig  schneidender 
Cnrrcn.  Die  Gestalt  der  ersten  beiden 
Schaaren  bedarf  natürlich  keiner  weitem 
Veranschanlicbnng.  Zeichnet  man  daher 
iur  alle  Werthe  Ton  s die  Schaaren  ron 
Cnrren,  welche  Tomtellen,  so  hat 
man  eine  bildliche  Damtellnng  des  Gan- 
ges der  Fnnction,  nnd  wenn  man  an  ir- 
gend einem  Funkte  Abseissen  und  Or- 
dinalen zeichnet,  so  geben  deren  Län- 
gen den  reellen  Theil  w nnd  den  mit  i 
mnltiplicirten  Theil  e des  entsprechen- 
den Punktes  Ton  f(x)  an. 

Es  läset  sich  aber  audi  zeigen,  dass 
für  jede  Abbildung  einer  Ebene  a^  eine 
andere  die  Gleichungen: 

d«_  dti  du  _ —du 

dy  — d jr’  dy  ^ 5x 
stattfinden , wo  die  obern  und  untern 
Zeidien  einander  entsprechen.  Im  Falle 
der  obem  Zeichen  erhält  man  dieselben 
Oloichnngcn  wie  im  Falie  der  nntem, 
wenn  man  h nnd  e,  also  die  Axen  Te^ 
tauscht.  Es  ist  also  eine  Fnnction  Ton 
s Tollständig  definirt,  indem  man  sagt, 
sie  sei  die  Abbildung  der  Variablen  t 
auf  einer  Ebene. 

Wir  beweisen  daher  noch  den  obigen 
Satz. 

Eine  beliebige,  unendlich  kleine  Länge 
zwischen  den  Punkten  x,  y nnd  x + K 
y-f-F  ist  gegeben  dnreh  den  Ausdruck; 

V(dx*-H</y*)  = V(*«-|-f). 

Die  I-ängc  einer  Linie,  deren  Endpunkts 
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«,  « nnd  «'  tn  Coordinaten  haboi. 
ond  velche  als  die  Abbildnngen  der  obi- 
gen Punkte  betrachtet  werden,  ist: 

Was  nun  anch  k und  k seien,  so  moss, 
wenn  Aehnlichkeit  der  nnendlich  kleinen 
Figuren,  welche  bcaUglieh  x,  y und  «,  e 
umgeben,  stattfinden  soll,  die  Gleichung 
erfflilt  sein: 

?=#V(*»+i*), 

wo  jf  Ton  k nnd  k unabhängig  ist.  — 
Erhebt  man  ins  Quadrat,  nnd  setzt  die 
mit  k' , k’  , k,  k multiplicirten  Glieder 
einzeln  gleich,  ao  kommt: 

0+0’= 


t«*= — . 

cos  X 

also  nach  Formal  VIII.  des  Abschnitt  5): 

d sin  X d cos  X 

, cosx — , sinx — z — 

d tg  X dx  dx 


dx 


d.  h.: 


cosx’ 


cos  x*  + sinx’ 


cosx* 


digx 


1 


dx  cos  X’ 

FOhrt  man  noch  ein  die  GrAssen  cot  x, 
secx,  coseex,  durch  die  Gleichungen: 

, I 1 

cotx  = , seexr , 

tg  X cos  X 


coscc  X — , 

sm  X 


d.  b.: 


dsi  dn  de  dv 

äx  dy  dx  dy 


also: 


dx"^*  dy  ^ \dy  * dx)' 


so  gibt  die  Formel: 

dl 

« _ du  * _ 1 du 

dx  ~ dx  u*  dx’ 
dcotx  1 1 

dx 


also : 


-du  du 


de 


dy  dx’  dy  1 5x 
wie  oben  gesagt  wurde. 

8)  Vom  Differenz  iiren  der  tri-  d.  fa. : 
gonometrischen  Functionen. 

Die  trigonometrischenFnnctionen  lassen 
sieh  immer  anf  Exponentialgrdssen  zn- 
rflekfübren,  jedoch  wird  et  gut  sein,  hier 
noch  ihre  Differenaialqnotientta  anzu- 
gebea. 

Es  ist  nach  Formel  X.  dea  Ab- 

s<imiua5): 


tgx’  cosx’’ 

d cot  X 1 

dx  sin  x’’ 

d sec  X 1 


dx  cosx’ 

dsecx 
dx 

deeweex 


= secx  tgx, 


finr* 


cosx, 


oder: 


d cosec  X 


d(e‘*)_ 
dx  ~ 

Sei: 

und  da  man  bat: 

e*  *= cos  X-J-»  sinx, 

so  ist: 

d eos  X , . dsinx 
dx  dx 

= «cosx— sinx. 

also: 

Da  aber  der  reelle  ond  der  mit  i mnlti- 
pUdrte  Theil  einzeln  gleich  sind: 

oder: 

dcos  X 

dsinx 

-jj-  = -sinx, 

, ' — • cm  sfm 

dx 

Es  war  ferner: 

d.  b.: 

= — coseex  cot  X. 

arcsinx=y, 
tiny  = x. 


dx 

7y  = ~'»’ 


^ _ 1 

dx  coty’ 
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d arc  sin  X _ 1 

—dr~  = v(i-x>)- 

Es  ist  nftmlich: 

CO»  y = F(1  -»'“»’)  = -»’)• 

Sei  ferner: 

arccosx=y, 

also: 


ist: 


darctgx 1 

dx  1+x’ 


Da  übrigens; 


arccotx=-g — arctgx 


ist,  so  hat  man  anch; 
d arc  cot  x 


dx  . du  1 

-7-  = — sinv  nml  ^ — , 

dy  dx  sin  y 


dx 


1+x»' 


Noch  ist: 


d.  h.: 


d arc  cos  x 


dx 


1 

V(l-x»)- 


arc  sec  x= arc  cos - 


also: 


Ferner: 


arctgx=y  nnd  tgy  = x. 


dx 

nnd  da: 
cosy*  = 


cosy 


•’  dx 


= cosyV 


secy* 


1+««» 

darc  cosecx 


• 1 
1+x* 


1 

dl 

d arc  sec  x 

X 

dx  ~ 

vA  1 

dx  ' 

also ; 

d arc  sec  x 

1 

fix 

xV(x*- 

1)’ 

d arc  sin  — 

X 


also : 


X 

lü' 


d arc  cosec  x 


dx  ~ xy(r*-l)' 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  sammiliclic  Arcus  zn  Diffcrenzialquotientcn  algebraische 
Functionen  haben,  welche  nur  eine  Quadratwurzel  enthalten.  Die  von  arc  tgx  und 
arc  cot  X aber  sind  sogar  eindeutig,  wie  der  Differcnzialquotient  eines  Ix>gariihmnt. 

9)  Höhere  Diffcren  zialquotienten. 

Die  vorigen  Betrachtungen  rechtfertigen  es,  jeden  Differenzialqnolienten  f(s) 
als  eine  Function  von  x zu  betrachten,  denn  es  ist  derselbe  bis  auf  cinselae 
Funkte  (oder  höchstens  Linien)  continnirlich , nnd  kann,  falls  die  Function  moio- 
gen  ist,  wie  wir  voraussetien , keine  höhere  Mehrdeutigkeit  haben  als  f(x),  wie 

dies  augenblicklich  aus  dem  Ansdmeke:  lim^^*'^*'^ — folgt.  Offenbar  sind, 

damit: 

d^(*)  = /'(*+0-f(x>) 

in  der  Tbat  unendlich  klein  bleibt,  wenn  die  Function  mehrere  Werthe  hat,  nur 
die  entsprechenden  Werthe  f,(x  + y)  nnd  /',  (x)  mit  einander  zn  verbinden,  da 
z.  B.  fj(x+  y)  und  /,  (x)  einen  endlichen  Unterschied  haben.  Ausgenommen  sind 
hiervon  die  mehrfachen  Punkte,  wo  /*,  (x) = (x)  wird,  nnd  in  solchen  kann  man 
in  der  That  setzen: 

r(x)=Ci<t±±:LM  oder  r w 

Es  wird  also  in  einem  solchen  Punkt  der  DiffcrenzialquoÜent  im  AllgemeiDcn 
auch  einen  mehrfachen  Punkt  haben,  wenn  anch: 

fi(*  + y)=f(^+y) 
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ist.  Jedoch  kann  ein  soleher  Fnukt  auch  mit  einer  Discnntinuität  verbunden  sein. 
Wir  wollen  dies  an  r.W'ei  Beispielen  zeigen. 

Die  Function; 


bat  für  z = 0 einen  Doppelpnnkt,  and  es  ist: 


ein  Änsdmck,  der  cbenralls  für  z = 0 einen  Doppelpunkt  hat.  — Sei  jetzt  y 
bestimmt  durch  die  Gleichung: 

y’-2/-(x).y  + [y  (*)J’=0, 

WO  f{z)  und  </  (x)  eindeutige  Functionen  von  x Kein  sollen.  Es  ist  dann: 

y=/‘W  ± WF. 

Beide  Werthe  haben  immer  einen  endlichen  Unterschied  von  einander,  aasser  in 
den  Punkten,  wo: 

/•W=±vW. 

also: 

Vi  =¥,=/■(*) 

ist.  Diese  Punkte  sind  also  Doppelpunkte.  Differenziiren  wir  jetzt  nnsere  Glei* 
chuog  nach  x,  so  kommt: 

y » r W -/  (*)  ^ + 7 (*)  '/■'  (•«:) = 0, 

d.  h.: 

^ - yrW-vWr'(z) 
y-/(*) 

In  den  Doppelpunkten  aber,  wo  y—f{z)  war,  wird  ^ unendlich  gross,  cs  tritt 
also  in  der  That  Discontinnitkt  ein. 


Es  ist  sonach  gerechtfertigt , einen  Differcnzialquotienten  wieder  zu  differen- 
siiren,  und  wir  bezeichnen  dies  durch  folgende  Ausdrücke : 


QBd  dieser  Ansdrack  heisst  zweiter  Differenzialquotient  von  /'(x)  nach  x genommen, 
ferner : 


' ^ dx>  ~ dx 


<*"/•(«) 

<ir" 

Durch  diese  Formeln  sind  die  hfihern  DifTcrenzialquotienten  einer  Function  von 
einer  Variablen  vClIig  definirt. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  aber  auch  die  Functionen  von  mehreren  Varia- 
blen behandeln.  Sei  gegeben  /"(*,  y,  z),  so  hat  man: 

»IS— 

7 

d*f_  \dx/  . ay_  dz"~‘ 

dx’  dx  ’ dl»  d*  ' ‘ dx 

bUn  kann  aber  anch  erst  nach  einer  Verilnderlichen  nnd  dann  nach  der  andern 
differenziiren.  Wird  i.  B.  erst  nach  x und  dann  nach  y differenziirt,  und  dann 
ungekehrt,  so  hat  man : 

45 
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•’©  ,KK) 


— r uml  — ^ . 

dy  <’x 

Es  lässt  sich  nl)cr1cicht  scigcn,  dass  diese  Ausdrücke  gleich  sind.  Denn  es  ist: 


dx‘ 


— -liml  + + f{,x+y,  y)-f{x,  yn 

du  ^ L y y J 

4' . 

Derselbe  Ausdnick  würde  sich  aber  auch  ergeben,  wenn  man  — bddet.  Durch 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  verißeirt  man  nun  leicht  die  Gleichungen: 

st» 


dx‘ 


d.  b.: 


^y" 


D.  i 

„Wird  nach  mehreren  Variablen  differenaiirt,  so  kommt  es  auf  die  Ordnung 
des  Dififercnslirens  nicht  an.*^ 

Es  ergibt  sich  nun  leicht  die  Bedeutung  der  Formeln ; 

d-^  . 

f (Jt  y)  _ _ h 

dx  dy  dy  dx  ’ 

f(x,  y)  _ dx"_  ^ 
dx"  dy^  dyP  dx" 

i>”+f^-t-9r(x,  y,z)_d9  p"+ff1 
dx"  dy^  dz9  dz9  L dx"djf^-i 


Beispiel.  Sei: 
so  ist: 


f(x,  y)  = xy*-fyx', 


d-f  d(y«+2xy)_„. 
dx*  “ dx  " 


£4  “ 

s3-,=  s »»+«')=='■ 


Von  sämmtlichen  totalen  und  partiellen  Differeniiolgleichnngen  gilt  noch  fol- 
gender Satz: 

..Ist  eine  monogene  Function  von  einer  oder  mehreren  Variablen  gegeben,  so 
nnd  auch  olle  ihre  Differenzialquotientcn  raonogen.“ 

Es  braucht  dieser  Satz  nur  für  den  ersten  Differcnzialquotlenten  nach  irgend 
einer  Variable  bewiesen  zu  werden,  da  er  sich  durch  Wiederholung  des  Verfshreni 
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auf  Diffcreniialquotienten  von  beliebiger  Ordnung  und  narb  beliebigen  Variablen 
enreiaen  läast.  — Sei  nun : 

a = i+yi, 

und: 

^(»)  = «+»», 

ferner: 

r(t)=u’+t’i. 

In  Abschnitt  6)  zeigten  wir,  dass  man  bat : 
also; 

II  I-  ™ 


j I I-  . , de 


woraas  sich  dann  ergibt: 


**  djr  * d*  dy* 

Durch  Differeniiireo  folgt: 
d*i'  _ d»H 

dy  ~ dz  dy*  dx  ” dz  dy’  dx  dx  dy  * ^ dx  dy* 

also: 

dl/ de'  dii'  __  de' 

dy  *“  dx ' dx  dy  ’ 

welches  die  in  Abschnitt  6)  entwickelten  Gleichungen  der  Monogcnit&t  sind. 
Indess  folgt  dieser  Satz  auch  schon  ans  der  Betrachtang,  dass: 

alio  die  Orente  einer  Differenz  ist,  wo  der  Zuwachs  v als  constant  betrachtet 
werden  kann.  — Dieser  Satz  ist  nicht  mehr  richtig,  wenn  die  Function  discon- 
tinnirlich  ist. 

Man  spricht  auch  von  böbem  Differenzialen,  und  definirt  sie  durch  die  Qlei- 
chungen : 

d*  r d‘ f 

d* f d*f 

d*  f=—dx‘,  d d f=-  dxdu  , . ., 

X dx‘  X y dx  dy  ' 

dP>  Uyf=z^-^^f  dxP  dy1  . . . 
a*Pdy» 

Auch  haben  die  Functionen  mehrerer  Variablen  totale  Differenziale  höherer  Ord- 
nung. Es  war  nämlich,  wenn  x,  y von  einander  nnabbängige  Variable  sind : 

Hierin  sind  die  Vermehrungen  dx,  dy  unendlich  kleine  von  einander  unabhängige 
ßrOaaen,  die  man  als  constant  betrachten  must.  Man  kann  also  mit  Anwendung 
derselben  Kegel  auch  das  totale  Differenzial  von  df  bilden,  welches  mit  d'f  be- 
zeichnet wird.  Indem  man  erst  nach  x und  dann  nach  y differenziirt  : 


= dx  dy+^^,dy\ 


and  indem  man  so  iortfährt: 
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f d'f  "•/■  d*f 

d'  f=  ^ rfx’  + 3 — T-,-  dx'  rfy+3  t-A,  dz  dy'  + - ' rfy’. 

' cV’  (i*  i1y  ' ilx'  y’  ' f)**  ' 

Der  ganze  Meihaninnas  ilcr  Kcclinutig  zeigt,  ilnss  sich  liicrbci  die  Binnmialroefli- 
cienten  als  Zalilenfactoron  oinstellcn.  Setzt  man  also: 


_n(n-l) 

1,2 


_n(n-l)  . . . (n-s4-l) 

s“  1-2...S  - ’ 


so  hat  man ; 

«N  1«  e/  \ f 1 " . J < J . J S 1 

1)  o y)  =— - rf*  + ",  — — dz  dy+n,  — dz  dy, 

dl"  dz  dy  dx"  "dy’ 

+ ••  • — f''/ 


't  ** 


Es  kann  diese  Formel  auch  darpestcllt  werden  durch  den  Ansdruck: 

2) 


y)  = d//-+«.d^’*  ' d^r  + n,  d/  d__*  f+  . . . +d,,"  f. 


y y 

wenn  man  anf  die  oben  eingerdhrten  DilTerenziaUcichcn  achtet.  Symbolisch  kann 
diese  Formel  auch  geschrieben  werden: 


3) 


d"/^(x,  y)  = (d^+dy  )"/■(*,  y). 


Der  Sinn  dieser  Bezeichnung  ist  der  folgende.  Es  werden  d und  d zunachsi 

X y 

aU  Grössen  betrachtet,  und  (d  -j-d  )**  nach  dem  Binomischen  Satze  entwickelt. 
X y 

dann  aber  die  Bedeutung  der  Productc  d *.  d ^ • f(x,  y),  welche  sich  hierbei  ein* 

X y 

stellen,  derart  ersetzt,  dass  man  darunter  dasjenige  Differenzial  versteht,  welche» 

mit  d *d  ^ f(xy  y)  bezeichnet  wurde.  Leicht  zeigt  sich  auch,  dass  man  in  glei* 

* .V 

eher  symbolischer  Darstellung  hat: 

4)  <<" /■(*,.  • *,)  = ('’x,+^*,+  • • • +'\  **  • • • *,)• 

Um  diese  Formel  zu  beweisen,  bemerke  man,  dass  der  ganze  Mcchanisisos 
der  Ableitung  mit  diesem  übereinstimmt,  wenn  man  die  nte  Potenz  eines  Polynoins 

(Ui+w,-+'  • • • entwickelt. 

indess  kann  man  die  Formel  4)  noch  auf  eine  andere  Art  direct  bew'cisen. 
Durch  wiederholtes  Differenziiren  crb&lt  man  nämlich  offenbar  Ausdrücke  von 
der  Gestalt: 

d‘f=d^  > f+Aä^  d f+Bd  d f+  . . 


d'f=d  • f+A,d  » d f+B,d  > a 

X|  X|  Xj  X,  Xj 


also  endlich: 


a ">  a "’  . . . a * f 
f f 


rfx/'* 


ax,”‘  ax,”* ... dx^  * 


dx 
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ist  und  die  Ausdrücke  zu  bestimmende  Zahlencoefticicntcn  vorstcllcn.  — Man 

hat  also  in  der  That  einen  Ausdruck  reebts , wie  ihn  die  Entwiokeluni»  der  nten 
PutcDz  des  symbolischen  Polynoms: 

angibt,  nnd  es  käme  ntir  anf  die  Uebereinstimmung  der  beiderseitigen  Coefficien- 
ten  an.  Diese  lassen  sich  aber  ermitteln,  wenn  man  der  Function  f einen  be- 
stimmten Werth  gibt.  Sei  demgemäss : 

/■(i,,  *,  . . . x^)  = (a,x,+a,x,+  . . . -fo^ 

WO  <i|t  A,  * . . Constanten  vorstoUcn,  so  hat  man: 
df=n(a^x^+a,x,+  • • • +«,  ' (u,  e£r,-t-  . . . +a^  dx^), 

d‘f-n(n-l)(a^x^+a,r,+  . . . +a^  (a,äx ^+a,  dx,+  . . . 

and  indem  man  so  fortfUhrt : 

^ f=n(n-l)  . . . 2- l(o,  (irj-fo, . . . +a^dx^)". 

Andererseits  aber  ist: 

-^  = Fi(»-l)  . . . (u-o-(-l)(a,Xj-(-a,4:,-t-  . . . a^“‘, 

*P- 

alio:  _ . 

^ = . . . 2.1  a."»  . . . «/'*, 

dx|”'  dx,”*  . . . dx^  * 

also : 


a,“‘  a,“’  . . . ‘ dx,“*  . . . dx^  * 

= n!-(a,  dt,+a,  . . . -fo^dx^)", 

nnd  diese  Formel  zeigt,  wenn  man  H|=ajilX|,  u,  = a,  dx,  . . , setzt,  dass 

a 

mit  dem  CoefBcienten  von  u,“‘  u,“'  . . . «^  ’ in  der  Entwickelung  von  (Uj-f-a, 
+ . . . übereinstimmt,  was  zu  beweisen  war. 


10)  Transformation  der  Differenziale  and  Diff  er  enz  i al  qn  o- 
tienten.  Vom  Differenziiren  unentwickelter  Functionen. 


Ist  eine  Grösse  nicht  entwickelt,  sondern  dnreh  die  Gleichung  gegeben ; 

/■(*■  lt)=0, 

so  kann  man  ihre  verschiedenen  Differenziale  nnd  Difforensinlquoticnten  durch 
Differenziiren  dieser  Gleichung  finden , wobei  dann  z und  y nicht  von  einander 
unabhängige  Veränderliche , sondern  y als  eine  Function  von  x zu  betrachten  ist. 
Offenbar  sind  unter  dieser  Voraasaetiung  sämmtliehe  Differcnxialquotienten  von 
f{x,  y)  gleich  Null.  Also  wenn  man  setzt: 


<fz’“^  ’ (fx* 


y 


fff 
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ö^f 

dx^ 


d>f 


dx*dy  ' 


+3  5^/+3^‘,^,y'*+^y 


dy* 


dx  oy 


y"+3"^fyy'+?^y"'=o 


•’y 


Die  erste  Gleichung  gibt: 

iL 

I 

y=~w- 

äy 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  kann  man  daraus  y", 
durch  Einsetzen  beider  Werthc  in  die  dritte  y'"  u.  s.  w. , also  alle  UiSereniial- 
quoticDten  von  y nach  x erhalten. 

Statt  dc0  Aufsuchena  des  Diffcrenzialquotienten  kann  man  aucli  das  Differen- 
zial dy  finden.  Es  ist  dabei  za  berücksichtigen,  dass  dy  = ~dXf  also  dy  and  alle 

X “ 

höheren  Differenzialqaotientcn  d*y  . . , Fanctionan  von  x sind,  dagegen  war  x 
als  unabhängige  Variable  betrachtet;  cs  ist  also  dxz:tf  constant  zu  denken,  und 
daher  d'*x^ä^x  . « • =0  zu  setzen.  Man  hat: 


Seien  jetzt  zwei  Functionen  von  x und  y gegeben  durch  die  Gleichungen : 
/■(*.  y.  »)=0,  /‘iCa'i  y,  i)=0, 

so  sind  dy,  dz  als  Functionen  von  x zu  betrachten,  und  man  hat; 

^<fa+J/d,+!r,iz  = o, 

woraus  sich  ^ und  ~ durch ÄuflOsen  von  linearen  Gleichungen  ergeben.  Ferner: 
dx  dx 


y^dx’+2^L  dydx+2^  dz  dx+2^  dy  dz+y  dy.+Jl/*. 


und  eine  Ähnliche  Gleichung,  welche  ans  dieser  entsteht,  wenn  man  f mit  ver- 
tauscht. Beide  geben  d*y  und  rf'z,  also  durch  Dividiren  mit  dx*  : 

dx*  dx' 

Auch  hätte  man  gleich  so  differensiiren  kOnnen,  dass  man  statt  der  Differenziale 
die  Diffcrcnzialqnoticnten  genommen  hätte,  was  natürlich  dasselbe  Resultat  gibt. 
Ganz  ebenso  verfährt  man,  wenn  mehr  als  drei  Variablen  Vorkommen , also  wenn 
man  n — 1 Gleichungen  mit  u Variablen  hat. 

Sucht  man  aus  den  Gleichungen: 
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• • • /*^_  j (-*^11 

Dar  die  ersten  Differeniialo  oder  DilTercnsialquoUcntcn,  so  hat  man  die  Gleichun- 
gen aoizulösen : 


+äT  ‘^«=0- 

.i~.~ 


SeUt  man  : 


Jx,  + -^dr.+  . . . + 


(')  W (I)  («-') 


df 

I 


dx 


</r  =0, 


dij 

und: 


dx. 


• * ’ dx/ 


dx_ 


(n-i) 

(»-!) 


» (')„  (-■)  , . . „ 

5—1  5-1  5 — I 


“5+t  ".+  1 


(»-0 

(n-l) 


„("-0 

' n n n | 

so  erhUt  man  bekanntlich  als  AnflOsnngen; 

dx^  : di,  : djr,  . . . : di^=r,  : : e,  . . . : 

Ist  aber  die  Anzahl  der  Variablen  noch  n,  die  Anzahl  der  Gleichungen  klei- 
ner als  «—1,  etwa  gleich  n— s,  so  können  n— s Grossen  als  Functionen  der  s 
übrigen  betrachtet,  nnd  die  totalen  oder  die  partiellen  Differenziale  abgeleitet 
werden. 

Letzteres  geschieht,  indem  man  von  den  unabhängigen  Variablen  alle  bis  auf 
eine  als  constant  betrachtet  Also  z.  B.  wenn  nur  eine  Gleichung  mit  drei  Va- 
riablen gegeben  ist: 

/■(*.  y.  »)=0, 

kann  man  y nnd  s als  Functionen  ron  x betrachten.  Man  hat: 

^ £/j_£/£iE— n 

dx'^ds  dx“  ’ dy'^dzdy—  ’ 

. dx*  dx  dz  dx  dz*  \')x/  dt  dx*  ’ 

£!/.^o  l'L  £5  4.  ^^=0 

dy*  dy  di  dy  dz*  \dy/  ds  dy*  * 
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und  wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  nach  y oder  die  sweite  nach  ac  diffe* 
renziirt: 

dV  (>*f  <1t  d’f  ds  d'/'dzdi  itU 

djt  dy  dx  ds  dx  dy  ds  dy  dz*  dx  dy  da  dx  dy 
Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich: 
ds  dz  d*z 


d»i 


d«s 


dx  dy'  dx**  dxdy’  dy* 

Sollte  man  dagegen  die  totalen  Differenziale  von  z finden,  so  hat  man: 
^dr+^dy+|^*  = 0, 


dx 


d*/  d»/*  d»/*  d*/“  f d*  f 

dii  ^ d*  dy+2  ^ dx  ds+2  ^ dy  dz+_'^rfy*+^d*. 


BUS  welchen  Gleichungen  sich  Hz,  H*z  . • . ergibt. 
Seien  jetst  gegeben  die  DifiTercnzialquotienten: 
Hy  d*y  d*y 
dx  rfr’’  dx*' 


+ifd*s;o. 


Es  soll  statt  der  unabhängigen  Veränderlichen  x eine  andere  u eingef&hrt  werden « 
welche  gegeben  ist  dnreb  die  Gleichung: 

» (*.  y.  «)=o. 

Da  u unabhängige  Veränderliche  ist,  so  bat  man:  ' 

dy  = gd«,  dx  = ^dM, 

also : 

<(y 

dy  du 

di 

du 


ferner: 


ilx  - 

dx  * “ 


d*y  _ 
dx» 


dx  d*y  dy  d*x 

du  du*  du  du* 


d<*  vdx*/  _ 

dx  L\du/  du*  du  du*  du  du*  \du*/ 


dx  dy  rf*x1 


Aus  diesen  Gleichungen  schafft  man  fort  die  Grössen 
Gleichnng: 


dx  rf»x  rf*x  - , 

*’  di'  ÄP’  dii 


und  ihre  Differenzialquotienten: 


»(*.  y.  •*)=0, 


Oy  ^ dy.  dy  Oy  _ 
Ox  du  Oy  du  ^ Ou  ’ 
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^ V4.  (ilWu 

dx*  \du/  Ol/’  \du/  Om"  **  v)jr  i 


T '(V  ^ "*7  . O’y.  rf(/\  0#^  (i^x 

5y  r/u  f/u  r)x  Om  du  ^ (hj  du  du/  dx  du* 

+ tl^-o 

^ dy  du' 


Es  sind  dann  ■ ««sgcdrückt  durch  y,  0 . . .,  aUo  j:  völlig 

eliminirU 

Q O2  0*2  Os  0*2 

sollten  . . . ^,  . . . gegeben  sein,  unJ  statt  der  unabhängigen 

Veränderlichen  x,  y nun  u mittels  der  Gleichungen:  , 

7(^>  y»  5,  «•  0 = 0,  y,  2,  u,  l)  = 0 

eiogeführt  werden,  so  wäre  dies  Verfahren  nur  zu  wiederholen,  indem  man  erst 
X und  dann  y als  unabhängige  Variable  betrachtet,  also  im  ersten  Falle  y,  im 
zweiten  x cunstant  denkt. 

Man  hat  dann  zu  setzen  z.  B. : 

02_^0»0f  0*0« 

dx  dx  dx  ' du  Ox* 

Ox"  0<*  \0x/  dl  du  dx  dx  \du*/  VOj:/  dt  Ox*  du  Ox* 


and  die  Grössen : 

dt  du  d*  t 0*« 

Ox’  Ox’  Ox*’  Ox*’ 

sind  za  elimmiren  mittels  dieser  und  der  Gleichungen  : 

dff  0 tf.  dz  0<^  Ol  dtf  Ofi^ 

Ox  0»  Ox  Ol  Ox  Om  Ox  ’ 

und  der  ähnlichen,  worin  ^ an  die  Stelle  von  y tritt,  sowie  den  höheren  Diffe- 

renzialen der  Gleichung  y=0  und  0 = 0. 

Für  die  Diflfercnzialqaotientcn  naeü  y finden  natürlich  ähnliche  Gleichun- 
gen statt. 

Oi/O*«o*v 

beicn  jetzt  gegeben  wieder  die  Grössen  r r~.  Es  soll  nicht  allein 

Ox  Ox*  Ox* 

die  nnabhäogige  Variable  x,  sondern  auch  die  abhängige  ersetzt  werden  durch  t> 
and  u mittels  der  Gleichungen; 

7(J^.  y,  «)  = 0,  0(x,  y,  r,  m)  = Ü, 

w aber  unabhängige  Veränderliche  sein.  Durch  Differenziiren  dieser  beiden  Glei- 
chungen nach  w erhält  man  zwei  Beziehungen  zwischen  — , und  durch 

du  du  du 

abermaliges  Dififerenziiren  wieder  zwei  zwischen  . . . Man  kann 

OM*  OM*  OM* 

also  in  den  eben  gefundenen  AusdrQcken  für  . . . die  darin  vorkom- 

ox  ox* 

tnenden  Grössen: 

dy  dx  d*y  d*x 
du'  du*  du*'  du* 

ansdrücken  durch  w,  r,  — , so  dass  x und  y völlig  eliminirt  sind. 
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Kbcnsu  verfahrt  man,  wenn  mehr  ala  eine  unabhingige  Variable  gegeben 
ist.  — Als  Beispiel  diene  der  Kall,  wo  man  hat: 

dr  dr  dr 

di’  äp’  di' 

nnd  diese  GrSssen  ersetzt  werden  sollen  durch  die  DiCTercnzinlquotienten  von  r 
nach  II,  r,  ir,  wenn  gegeben  ist: 

“=/’(*’  y.  *).  y.  t).  yi  »)• 

Es  ist:  r . 

Ar  Ar  du  Ar  dt  dr  dw 

dx  du  dx  ^ dt  Ax  dw  dx  * 

du  df  dt  d dw  d 0 

dx  dx'  dx  dx  * dx  ~ dx^  *• 

dr  dr 

und  indem  man  ebenso  mit  verf&hrt,  erhält  man: 

dy  d* 

dr  dr  d f drdy.  dr  d^ 

dx  di»  dx  de  dx  dw  dx  ’ 

d r __  dr  d /* 

du  d«  du"^  * * * * 

d*  ~ dt  d* 

l&sst  sich  X|  y,  t eliminireo  mittels  der  Werthe  Ton 

w,  r und  w, 

Haben  aber  die  Gleicbaogen,  aus  welchen  x,  y,  s zu  bestimmen  ist,  die 
Gestalt: 

x=f(u,  r,  ir),  y = »(u,  a,  ic),  t = >f>(u,  c,  «■), 

Su  de  die  ^ ^ ^ ^ durch  folgende  Gleichungen: 


d f dtf.  d f 


Aus  T— 


dx*  dx  * dy 


so  findet  man  r — , ^ 

dx  dx  dx  dy 

dx  _ df  du  df  dt  df  dw 

dx~  ” dl»  dx  dr  dx  dir  dx  ’ 

dy  d y.  di»  d y dr  d y d ir 

dx~  " dl»  dx  dr  dx  dw  dx  * 

dt  - d^di»  d0dr  d^dir 

dx”  ~di»  dx  dr  dx"^Scdx* 

drei  Gleichungen,  welche: 

du  dr  dir 

di'  d?  ^ 

geben.  Ebenso  crh&lt  man  mittels  der  Gleicbongon: 

^ = 0,  -^  = 1,  ^ = 0,' 


i)y  ’ iy ' 

^-0  ^-0 
az“"’  a*~  ’ a»~  ’ 


besiiglich 


ü« 


ür  dir  <'•1  da 

dj’  ^ di’  di' 


die 

dy’  dy’  dy  dt’  dz*  ds 
Wären  endlich  gegeben  die  Gleichungen : 

f{x,  y.  t,  M,  e,  w)=0,  1t  = 0,  ^=01 

wo  tf  und  tf)  ebenfalls  alle  6 Veränderlichen  enthielten,  so  hätte  man: 

‘II  — — a 

dx  Ä«  ix  iv  ix  iw  ix 


Oigit^e^y  Gtx^le 
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Alf.  A ff  Au  A tf 

Ax  du  ÖF 


d 0 


+ 


dip  du  d 0 
dx  ör 


dx  du 
dti  dv  dte 

mr  Bestimronng  von 

Die  DififereoKialqaotienten  nach  y und 
z ergeben  sich  gans  ebenso,  wenn  man 
überall  statt  nach  x,  besQglich  nach  y 
und  i differensiirt. 

Die  höheren  DiCfcrenzialquoticnten 
Ton  r sind  ebenso  zu  finden,  wenn  man 
dr  dr  dr  , 

die  Werthe  von  ^ unter  der 

ox  vy  oz 

Berftcksiebtigung,  dass  r eine  Function 
von  w,  r,  Wy  diese  Grössen  aber  von  r, 
z abhängig  sind,  dififerenziirt , und 
ebenso  milden  Difforensialquotienten von 
fl  ^ verfährt. 

11)  Auffindung  der  Werthe 
einer  Function,  welche  unter 
unbest  iiumter  Form  erscheinen. 

Unbestimmte  Formen  in  der  Analysis 
lind  unter  anderm  die  Ausdrücke 
CO 

— , da  jede  endlicbe  GrOsse  a mitOmnl- 

tiplicirt  0|  und  mit  oo  mnltiplicirt  oo 
gibt.  Es  folgt  also  hieraus; 

«.0=0,  oder  n = J, 

00 

« . « = 00 , n = — , 

00 

wo  n ganz  beliebig  ist.  Nehmen  aber 
zwei  Functionen  von  x,  f{x)  und  if(x), 
für  einen  bestimmten  Werth  von  x,  gleich- 
zeitig die  Werthe  0 oder  oo  an,  so  kann 
der  (jaotient  doch  mit  keiner  grosseren 
Mehrdeutigkeit  behaftet  sein,  als  sich 
ans  den  allgemeinen  Werthen  der  Func- 
tionen selbst  ergibt.  Sei  s.  B.  gegeben 
der  Ausdruck: 


dp  ^ 7 

Ax  dtp  dx  * 

4p  Alf,  Ate _ 

Ax^  Au!  Az  ~ ' 


so  wird  derselbe  für  x = « den  Werth 
t annchmen.  Denkt  man  sich  indess 
zunächst  x um  ein  beliebig  Kleines  von 
a unterschieden,  und  behandelt  den  Aus- 
druck nach  allgemeinen  Regeln,  wo  sich 
dann  ergibt : 

X*— n’ 

X—  a 

und  setzt  dann  x = rr,  so  erhält  man  den 
Werth  2«  für  unsern  Bruch. 

Die  Differenzialrechnung  gibt  ein 
Mittel,  das  hier  angewandte  Verfahren 
Terallgemeinem. 


f(x) 

Sei  in  für  x = a : 

7 W 

/■(«)  = 7 («)=0, 

so  setzt  man  zunächst  «4->'  fOr  x,  wo 
y eine  beliebig  kleine  Grosse  ist.  Man 
hat  dann; 

M = Z("+r), 

7 W 7 («+<')’ 

oder  da  man  vom  Zähler  und  Nenner 
die  verschwindenden  Grössen  f(a)  und 
y ((•)  abziehen  kann: 

/•(n-fy) -/•(«) 

/'(•»)  _ 

7 W 7 («-l-y)-7(«y 
y 

Für  Zähler  und  Neuner  kann  man  aber 
ihre  Grenzen  für  verschwindend  kleines 
((  schreiben,  und  bat  für  xz:a: 

m _ rw 

7(or)  7'(n)‘ 

Diese  Formel  ist  immer  anwendbar,  wenn 
nicht  f'{«)  und  7'(»)  gleichzeitig  Null 
oder  nnondlich  werden. 

Beispiel. 

Sei  gegeben : 

7 W * ’ 

ein  Ausdruck,  welcher  | wird  für: 
x = 0. 

Man  erhält: 

f (x)  X,  .*,1 

,7^(x)=" 
also  für  x=0: 

a —6  , d 

= lgr- 

X 0 


Ebenso  ergibt  sich  für  x = l: 


'8f.  _ 

i-1  “ x"^’ 


x-X 


n ^ Fi—  1 Fi 

X —1  fix 

Es  kann  aber  auch  Vorkommen,  dass  für 
i^a  zugleich: 

rw_. 

7'W 
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wiril.  Indem  man  in  diesem  Falle  das 
ubige  Verfuhren  wiederholt,  erhält  man; 

n.u)  _/"(») 

'/  («)- 7 "(«)’ 
und  allgemein: 

M = 

' ' ' '(n) 

Wenn  die  s — 1 ten  ersten  Diffcrcuzial- 
quotienten  von  f{x)  und  </{x),  sowie 
diese  Functionen  seihst  für  x—(c  der 
Null  gleich  w'crden. 

Beispiel. 

Es  ist  für  x = 0: 


oder ; 


Quantität. 

7 <«)  ('  ('0  V,  (n)/  ’ 


fM  _ 

7(«)  7'(")' 

Mithin  gilt  für  die  Brüche  von  der  Form 

rr\ 

dieselbe  Itegel,  als  für  die  von  der 


X— sinz  _ 1 — eosx  _ sinx 
~ 3x*  “ "eF 

_ eosx  _ 1 

~ 6 ~ 6 ■ 

Hier  nahmen  die  zwei  ersten  Differen- 
zialquotienten die  Form  • an,  und  cs 
war  daher  dreimal  zu  differenziiren 

sin  X*  3sin  x>  eosx 


00 
F'orm 

Jedoch  ist  in  Bezug  auf  die  erstem 
noch  eine  Bemerkung  zu  machen. 

Zu  dem  Ende  beweisen  wir  folgen- 
den Satz; 

„Wenn  eine  Function  f(x)  für  x = o 
bei  endlichem  « unendlich  oder  discon- 
tinuirlieh  wird,  so  muss  auch  ihr  Diffe- 
renzialquotient  unendlich  werden.“ 

In  der  That  sei  f (x)  unendlich  oder 
discontinuirlich  für  x = o,  sei  für  den- 
selben Werth: 


X— ^sin2x  l-cos2x 

_3  sin  X (2cosx’  — sinx») 

2 8iir2x 

_ 3 cos  X (2  eosx*—  7 sinx’) 

4 cos  2x  ~ 

Möge  jetzt  in  dom  Bruche  gleich- 

7 \x) 

zeitig  der  Z&hler  und  der  Nenner  un- 
endlich werden.  Der  Fall  lasst  sieh  dann 
sogleich  auf  den  früheren  zurückführen. 
Es  ist; 

1 

_ 7 W 
7(»)“’j_  ’ 
f{x) 

und  also  hier  ein  Bruch  gegeben,  dessen 

1 . 1 

und  — 

fi.^) 


Zähler  und  Nenner 

7 (x) 

gleichzeitig  verschwinden. 

Es  ist  nun , wenn  man  das  eben  ge- 
gebene Verfahren  anwendet: 


d 


iix  f,  ( 


einer  endlichen  Grösse  gleich,  so  wirc: 

für  jeden  Zuwachs  k,  und  da  wegen  des 
endlichen  /"'(«),  vf\a)  mit  nbnehroen' 
dem  y verschwindet,  so  müssten  die 
Grössen  f{n-\-y)  und  f {a)  mit  abnehmen- 
dem was  auch  y sei,  einen  verschi^in- 
dend  kleinen  Unterschied  haben,  mit 
andern  Worten,  f{x)  müsste  für  x=« 
continnirlicb  sein,  was  der  Annahme  wi- 
derspricht 

Ausgeschlossen  ist  hier  jedoch  der 
Fall,  wo  a = oo  ist 

Ans  diesem  auch  im  Uebrigen  wich- 
tigen Satze  folgt  für  unsern  Fall,  dass, 
wenn  : 

if  (rt)  CO 

• a U . /“'(«) 

jst,  dies  auch  mit  . 

7 («) 

sein  wird , wenn  « nicht 
dess  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  sich 
in /"'(ff)  und  y '(<•«)  ein  gemeinschaftlicher 
Factor  findet,  nach  dessen  Ilinwcgheben 
fix) 

man  den  wahren  Werth  von  erhalt. 

„ . . . w 

Beispiel. 

Für  x = 0 ist; 


der  FslI 
= 00  ist.  In- 


i ^ '1 

VW/ 

_ rw 

dx 

f{xy  ’ 

COtX  X* 

r = ct; 

und  wenn  man  di^crenziirt: 
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sin  a:* 


rol  X 


1 

sin  ar* 


also: 


■<G) 


— 7-r  =2sin  xcos  x=0. 
cot(x) 

Es  lässt  sich  übrigens  noch  eine  nn- 
ilcrc  Mcihode  zur  Entwickelung  des 
Ausdruckes  ; 

/(»)  _ » 

7 (-t)  =t> 

finden. 

ZnnÄchst  knnn  man  7(jr)  = y setzen, 
und  (len  aus  dieser  Gleichung  zn  be- 
stimmenden Werth  von  x in  f‘{x)  ein- 
setzen.  Möge  f(x)  = werden,  so 
ist  also  zn  untersuchen  der  Bruch : 

U*  (v) 

für  den  Werth  y = co, 

und  cs  wirtl  auch : 

i//(y)  = co 

sein.  Nun  ist  für  verschwindend  klei- 
nes f offenbar: 

A“(l+*)]  = = /’(«)+«* /*'(«). 

Wenn  aber  y unendlich  gross  ist,  so  hat 
man: 

if,(jl+h)=^y  (l+j), 

, k . 

und  — ist  unendlich  klein,  w’clchcn  end- 

y 

liehen  Werth  auch  h habe.  Also: 

Aya'(y), 


F (j-)  = oo  und  f (j ) = 0 
0 ist.  Es  handelt  sich  also  um  Ermitto- 

0’  hing  der  gleichfalls  iinhestimmten  Werthe 
0",  0'^,  Dieselben  lassen  sich  auf  den 
vorigen  Fall  zurückfuhren,  wenn  man 
den  Logarithmus  nimmt.  Es  ist  der- 
selbe : 

/•(x)lgF(x)  = 'S_^W 

W) 

oder  man 


also  in  beiden  Fällen  =r — . 

CO 

setzt  für  den  obigen  Werth : 

_ (!5)_ 

1 ’ 

's  C(x) 

wodurch  man  die  Form  5 erhält. 
Beispiel. 

Sei  gegeben: 

I 

• y =[<■•«] 

so  hat  man : 


und  F(  ® ) = Go, 


•gj/= 


_lgj’(x1_ 


lgf(*+l)-lg/''(x) 

^ F(x)  ’ 


7-'^  = 


_ '/‘(y+/Q-v<  (y) 


wenn  man  in  der  oben  gegebenen  For- 
mel A = 1 setzt,  also: 

Ist  also  F{x)  = z,  so  hat  man: 

1+1  = 1, 


Da  nun  mit  Anwendung  unserer  Kegel  wenn  x = oo  ist. 
fttr  y = QO:  ..  . . . 


i>t,  BO  hat  man  für  diesen  Fall  auch: 

'tM  - 'P  (!/+>•)- >J>  (y) 

y * ’ 

wo  A jede  endliche  Zahl,  also  auch  1 
sein  kann. 

Sei  jetzt  gegeben  der  Ansdmek: 

für  den  Fall,  wo: 

F(x)  = f(x)  = 0, 

oder: 


Suchen  wir  jetzt  die  Grosse: 

y = ['^(-r)f 

für  x = 0,  wenn  F(0)  = 0 ist. 

Man  bat: 

lg(y)=*lgF(x)  = '-l^W^ 


also  wenn  man  - = u setzt: 
X 


für  u = (X>  nnd  somit: 
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Also,  wenn  F(x)  = x ist,  für  * = 0 oder 
Tür  u = 00  : 

1 

X _ 

^ ~ ~l 


d.  h.: 

X =1. 

Sei  noch  gcsaclit: 

y = [f(x)f^^\ 

wenn  Tür  einen  bestimmten  Werth 
von  r: 

= F(x)  = oo 

wird.  Man  hat  also  den  ebenfalls  nn> 
bestimmten  Ausdruck  1°^  cu  finden. 
Man  hat: 

igy=^’Wig/‘(*)=5^^=S.  ■ 
FW 

oder : 


^(n)=7(o)=0 

wird  nnznreicbend , wenn  «Ile  Differen- 
zialqnotienten  von  und  q {«)  der 

Noll  gleich  werden.  In  diesem  Falle 
kann  man  den  Ansdmck  aof  die  Form: 

‘»(o)  5. 

1 00 

n«) 

bringen , and  nach  der  für  solche  For- 
men gegebenen  Regel  untersuchen,  oder 
den  Ansdruck  direct  untersuchen. 


Beispiele. 
Suchen  wir: 


—X  o 


lgy  = - =®. 


>g  /w 


Beispiele. 
Sei  gesucht: 


(1+*)*  =y 


für  x = 0; 


also: 


(l+x)*=e; 
ferner  für  *=0; 

I 


j(=(co«mx)*, 


also : 


1 , 


lg«= -lg  cosmxo: > ^,=0- 

X * cos  (m  x) 

Die  Formel : 


,W(«) 


für: 


für  x=-|-ao.  Der  rechts  geschriebene 
Werth  bat  hier  die  Form  {.  Setzten 
wir  statt  dessen: 


oo 

' Ö6’ 


oder  wenn  wir  a*  = y nehmen: 

_ igjf  _ ig(y+i)— igy 

J|_  lg«-y  lg« 

X 

für  y = oo.  Ei  ist  aber: 

.«±1- 


also: 


>g(y+i)— •gy='g*^=*g  1=0- 


xa  *-0, 


woraus  sich  auch  sogleich  erg^t: 


1«*  = 0D, 

X 


•g*_f 


‘-^=0 

X 


für  X = K . 

Ist  gegeben: 


(*-«)* 


(*-»)"  _(x-w)*~y 


(x-o)  **  (x-t-o)*’  (*+a)'* 


(x*  — «*)^ 

wo  n und  p echte  Brüche  sind,  so  wer- 
den alle  Differenzislquotienten  des  Zlh- 
lern  und  Nenners  für  x = n uueudlich 
werden. 

Verführt  man  direct,  so  hat  man: 


Oigitized  byGooale 


Quantität. 


719 


Quantität. 


also  für  x = ft: 

wenn  n,  algebraisch  genofmnen  gr5sflcr 
als  p ist,  nnd: 

(*  - «)  _ „ 

--ec, 

(*’  — n’)^ 

wenn  das  Umgekehrte  stattfindet.  Knr 
für  n—p  ergibt  sich: 

- ")*  _ 1 

Wenn  der  unbestimmte  Ausdruck  meh- 
rere Variablen  enth&lt,  so  muss  /.wischen 
denselben  irgend  ein  willkürlicher  oder 
gegebener  Zusammenhang  angenommen 
werden,  um  den  Werth  des  Ausdrucks 
zu  ermitteln. 

Beispiel. 

Es  sei  gegeben: 

Igx+lgy 
*“x  12j— 3’ 

ein  Ausdruck,  der  die  Form  { annimmt, 
wenn  man  setzt: 

x = \,  y = l. 

Denkt  man  sich  y als  Function  von  x, 
BO  erhUt  man  durch  Differenziiren  des 
Zählers  nnd  Nenners:  ^ 


14.1^ 

X y _ 


Bei  spiel. 

Sei : 

(x*-l)i-y-n’ 

ein  Ausdruck,  der  für  x = l,  y = l die 
Form  J annimmt.  — Durch  DüTeren- 
ziiren  erhält  man: 

1(- 


also  für: 


3x(x»-l)^-^^ 

ax 


x = l,  y = l. 


, UJL, 

dx 

Kg  kann  hierbei  auch  der  Fall  eintre* 
ten , dass  die  DilTercnzialquotienten  von 
Zähler  und  Nenner  Null  sind,  und  man 
muss  dann  die  nächsten  Dififercnzialquo- 
tienten  nehmen. 

Beispiel. 

Sei: 

*=k;fr'^=o,  y=o. 


wo  man  für  x nnd  y die  obigen  Werthe 

. 

eingesetzt  hat.  — - - ist  hier  ganz  nn- 
dx 

bestimmt,  und  es  kann  dafür  eine  be- 
liebige Function  von  x gesetzt  werden. 
Es  ist  nämlich  y der  einzigen  Bedingung 
unterworfen,  dass  für  jr  = «,  y = ß wird, 
wenn  «,  ß diejenigen  Werthe  sind,  für 
welche  die  Function  nnbestimmt  wird. 
Offenbar  kann  man  also  setzen: 
y = y (x)-y,(n)+^, 

eine  Function,  welche  diese  Bedingung 
erfüllt,  und  man  hat: 

also,  da  nnbestimmt,  eine  ebenfalls 
willkürliche  Function. 

Möglicherweise  kann  jedoch  ^ ganz 
dz 

verzch  winden. 


Man  erhält: 

^_2(^+y)(l+g) 

2x-j-2y| 

was  für  x = y = 0 wieder  ] gibt. 
Abermaliges  Differenziiren  gibt: 


WO  jg  wieder  ganz  willkürlich  ist. 

d^tt 

Es  ist  hier  kein  Zufall,  dass 

dz* 

nicht  im  Resultat  vorkommt,  sondern 
dies  wird  immer  eintreten.  Denn  wie 
auch  z beschaffen  sei , so  werden  die 
Differenzialquotienten  von  Zähler  nnd 

du 

Nenner  die  Form  haben:  wo  « 

nnd  ß Functionen  von  x und  y sind. 
Abermaliges  Düferensüren  gibt  dann: 
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tin  I 

*Jx  tiy  dx  dx  dr 
Sollen  aber,  wie  hier  vornwppOfteUl  wiinlc, 
Zähler  uml  Nenner  für  jeden  Werlh  von 
du 

~ der  Noll  gleich  werden,  so  muss 
dx 


Ay 


‘>3. 

dx 


•II 

dy 


und  cs 
d'y 


« = ^ = 0, 

verschwinden  somit 


Ist  nun  fOr  ein  bestimmtes  Werthpiuir 
die  mit  *“**’  3 — ß‘ 


multiplicirten  Glieder.  Werden  Zäh- 
ler und  Nenner  uncndlieh,  oder  alle  go  findet  Unbestimmtheit  statt.  Mit 
Diffcrcnzialquotienten  derselben  der  Null  Anwendung  der  allgemeinen  Methode 
gleich  oder  unbestimmt,  so  versagt  diese  setzt  man  dann: 

Methode  ihren  Dienst,  und  ist  dann  der 


Fall  direct  zu  untersuchen. 

Eine  Unbestimmtheit  tritt,  wie  schon 
früher  beiläufig  erwähnt  wurde , z.  B. 
in  einem  gewissen  Falle  dann  ein,  wenn 
y eine  durch  die  Gleichung: 
fix,  y)  = 0 

bestimmte  Function  von  x ist.  Man  hat 
nämlich  dann: 


t»/-  ^ 

dy  dx’  dxdy  dx 

dx  d>  f ^ f dy' 


dxdy 


dy*  dx 


Man  hat  dann  eine  nach  -f-  quadratische 
dx 
dy 


'II 

dx  ~ dy  dx 


0, 


'll 

dx  vy  dx  ~~ 


Gleichung,  welche  gibt 

GX 

Zu  demselben  Besultate  gelangt  man 
auch  direct,  wenn  man  die  Gleichung: 


nochmals  diffcreiiziirt.  Dies  gibt  nämlich: 

2 II.I  'lä  . £1/ /'£»V4.  tl £!y-o 

<>x‘  öxtiy  dx  öy’  \dx/  ’ 

wovon  jedoch  das  letzte  Glied  verschwindet,  da ; 

'V, 


war.  Also : 


"y 


• = 0 


£!/  0.9  m ly  u.  tu  {^Y-n 

dx*  djdy  dx  dy*  \dx/ 

Wären  auch  alle  zweiten  partiellen  Diffcrcnzialqnoticntcn  von  f der  Null  gleich, 
also : 


— ^ = = ^=0 

dx*  dxdy  dy*  ’ 

Is,  Es  ergäbe  sich,  wenn  man  die  der  Null  gleichen 

'JI  +3  ti+i  l'L  ('iyW  ^y  (iy\'-(s 

c*  dx’dy  dx  dxdv’  \dx/  dw*  \dx/  ’ 


so  difTcrenzürtc  man  abermals. 

Coofficienten  wcglicssc : 

dV  „ d* 

' ^ 

dx*  dx*dy  dx  ‘ ''  dxdy* 

also  eine  Gleichung  dritten  Grades. 

Allgemein,  wenn  alle  DifTcrcnzialquoticntcn  von  f nach  x und  y bis  inclusive 
zum  n — llen  verschwinden,  hat  man: 


dx” 


dx”  * dy 


ty 

dx 


^(1^1) 
1 . 2 


dx"-%> 


+ 


th 

V* 


fx)-^- 


also  eine  Gleichung  nter  Ordnung. 


In  diesem  Falle  gehören  also  zu  einem  Werthe  von  y,  n Werthe  von  X, 
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p»  nun  dem  Differentialqnotienten 
keine  gröasere  Mehrdeutigkeit  xnkommen 
kann  alt  y eelbst,  so  muss  y wenigstens 
eine  ndeutige  Function  von  z sein.  Die 

a Werthe  von  aber  zeigen,  dass  die 

Function  y von  x für  den  gegebenen 
Werth  von  x = » so  beschaffen  ist,  dass 
sich  für  ein  nnendlich  kleines  v,  n ver- 
schiedene Werthe  von : 

ergeben^  während  y völlig  bestimmt  ist, 
man  also  das  Blatt . auf  welchem  y zu 
nehmen  iaty  angegeben  hat.  Es  müssen 
also  von  den  Werthen  von  V/  . \ n nnf 
. . . 

continnlrlichc  Weise  aus  einem  Werthe 
'^on  hervorgehen,  d.  h.  mit  andern 

Worten,  in  Punkt  x^n  n Werthe  von 
y gleich  werden,  nnd  y für  den  beaeich- 
neten  Werth  jedenfalls  einen  nfachen 
Punkt  haben.  Jedoch  kann  auch , wie 
wir  sahen,  ein  «facher  Punkt  dadurch 

dx 


zialquotient  nnendlich  wird,  davon  soll 
später  die  Rede  sein. 

Es  kann  aber  bei  der  Gleichung 
auch  der  Fall  Vorkommen, 
dass  für  einen  bestimmten  Werth  von 
x-=in  die  Gleichung  identisch  erfüllt  wirxl, 
was  auch  y sei.  In  dic.«em  Falle  wflrde 
sich  also  der  Wenh  von  y nicht  direct 
ergeben.  Dnrch  DiATerensüren  aber  er- 
hält man  wieder; 

dx  dy  dx* 


und  für  x = a wird  : 


= 0 


•Dgcacigt  sein,  dass  discontinirlich 

Ar. 

wird. 

Beispiel. 

gegeben: 

y)  = »n^*— ny*+pxy  = 0. 

Man  erhält  durch  Differenzüren: 

2»ix-2»y^-t-fx^  + ;,y  = 0. 
dy  . 

g nimmt  hier  für  x=0,  wo  sich  mittels 

der  Gleichung  /"(x,  y)  = 0 auch  y = 0 er- 
gibt, die  Form  | an.  Abermaliges  Di fife- 
rcQsiiren  aber  gibt: 

Mso  man  hat  in  der  That  zwei  verschie- 
dene Werthe  von  Löst  man  die 
dx 

Gleichung  ( (x,  y)  = 0 nach  y auf,  so 
man: 


» “ f n* 


nnd  Tür  x = 0 werden  beide  Wurzeln  der 
Null  gleich,  so  dass,  wie  vorauszuseben 
Doppelpunkt  stattfindet. 

Wie  sich  diejenigen  mehrfachen  Punkte, 
wo  diese  Bedingung  stattfindet.  von  den- 
jenigen anters(ä eiden , wo  der  Differen- 


sein, weil  /* (*r,  y)  identisch  der  Null 
gleich  ist.  Es  wird  also  auch  sein : 

eine  Gleichung,  welche  den  zu  x = a ge- 
hörigen ^Verth  von  y gibt. 

Wäre  auch  die  Gleichung: 

identisch  erfüllt,  so  müsste  nochmals 
dififerenziirt  werden. 

Beispiel. 

Sei  gegeben : 

fix,  y)  = mx*-x-|-Ig(l4-xy)z=0. 
Für  x=:0  wird  diese  Gleichung,  was 
auch  y sei,  identisch  errdllt.  Diflfercn- 
ziirt  man  aber,  so  ergibt  sich: 

rfy  , 

= 0, 

1-t-xy 

oder  da  x=:0  ist: 

y = l. 

Sei  ferner: 

/■('.  y)  = (y’-i)*’-y[ig(i+x)]’=o, 

welche  Gleichung  ebenfalls  lUr  x=0 
identisch  wird.  Das  Differenzüren  gibt: 

. du 

wo  die  mit  ^ mnltiplicirtcn  Glieder  für 
x=;0  verschwinden  müssen,  also: 
*(y*-l)(l+-c)-ylg(l+x)  = 0. 

Auch  diese  Gleichung  aber  wird  iden- 
tisch  für  x=  0.  Differensiirt  mau  nun 
abermals,  so  kommt : 

46 
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(y’-l)(l+2x)+2x(l+*)y;j2 


also  für  x = 0: 

y’— y-l  = 0. 

Es  ergeben  sich  also  für  y die  beiden 
Wurzeln  dieser  Gleichung. 


12)  Von  den  Integralen  mono* 
gene  r Fu  nctionen. 

Es  ist  bei  der  Betrachtung  der  Func- 
tionen complexer  Variablen  nicht  thun- 
lieh,  die  Betrachtungen  der  Differenzial- 
rechnung zn  Ende  zu  führen  und  dann 
erst  auf  die  umgekehrte  Operation , die 
Integralrechnung  cinzugehen.  Es  sind 
also  die  in  dem  Artikel  (analytische) 
Quadratur  gegebenen  Betrachtungen  hier 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  vorausge- 
setzt. Namentlich  W’ären  hier  die  in  den 
Abschnitten  1)  bis  13)  dieses  Artikels 
gegebenen  Satze  cinzuHcchten.  — Wir 
erinnern  namentlich  an  die  Definition 
eines  bestimmten  Integrals: 


+(x,-x,)/'(x,)-f-  . . . 

wo  die  Zwiichenwerthe  zwiachen  z,  und 
X , alao  X, , X,  . . . continnirlich  aua 

einander  entatehen,  alao  irgend  eine  von 
X,  und  x^  begrenzte  Strecke  anarüllen, 

die  im  Uebrigen  ganz  beliebig  iat.  — 
Auf  dieaer  Definition  beruht  die  Theorie 
der  Mehrdeutigkeit  der  Integrale,  die  wir 
jedoch  hier  nach  Ricmann  in  etwaa  rer- 


knderter  Form  geben  wollen,  um  auf 
die  mehrdeutigen  Functionen  io  der  ihnen 
hier  gegebenen  genaueren  Verainnliehnng 
RQckaicht  nehmen  zn  können.  Zn  dem 
Ende  machen  wir  folgende  Vorbemer- 
kungen. 

A)  .„Eine  geachloaaene  Cnrre  IBhrt 
von  einem  Punkte  a zn  demaelbcn 
mit  domaeiben  Functionawerthe  wieder 
zurück.“ 

Man  kann  daher  jede  Cnrre,  die  kei- 
nen Windungapnnkt  enthält,  ala  ge- 
achloaaene betrachten,  wenn  man  beide 
Seiten  ala  Begrenzung  aaffaaat.  Z.  B. 
die  grade  Strecke  ABC  iat  geacbloeaen, 
wenn  man  auf  einer  Seite  von  A nach 
C,  auf  der  andern  von  C nach  A zn- 
rückgeht.  Auch  kann  nur  von  einem 
Theil  der  Begrenzung  die  andere  Seite 
mitgezählt  werden ; z.  B.  wenn  zwei  aich 
nicht  achneidende  Kreiae  dnrrh  eine  Grade 
verbunden  aind,  ao  hat  man  eine  ge- 
achloaaene Curve,  wenn  beide  Seiten  der 
Graden  gezählt  werden. 

B)  „Eine  Curve  begrenzt  einen  Theil 
einer  Fläche , wenn  man , ohne  eratere 
zu  dnrchachneiden , nicht  von  dieaem 
Tbeile  zn  der  andern  Fläche  oder  um- 
gekehrt gelangen  kann.“ 

Auf  einer  Ebene  oder  Kugel  begrenit 
aelbatvcratändlich  jede  geachloaaene  Curve 
einen  Theil  der  Fläche.  Solche  Flächen 
nennt  man  einfach  zuaammenbängende. 
Unaere  Flächen,  welche  mehrdeutige 
Functionen  verainnlichen  und  welche 
länge  der  Vcrzwcignngalinien  zuaammen- 
hängen,  aind  dergleichen  nicht.  Habe 
z.  B.  oine  Function  drei  Doppelpunkte 
«.  b,  c (Fig.  73),  und  bilden  wir  die  ent- 
aprechenden,  int  Unendliche  gehenden 
Verzweigungalinien,  die  wir  mit  A,  B,  C 
bezeichnen.  Ziehen  wir  dann  z.  B.  von 
Punkt  p aua  auf  einem  der  beiden  Bläi- 


Fig.  73. 
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ter  eine  Cnire,  welche  a nnd  t ein- 
(chlieut,  bis  nach  p surOck,  so  ist  dies 
eine  geschlossene  Curre,  denn  sie  fOhrt 
auf  dem  ersten  Blatte  von  p nach  Linie 
A,  geht  hier  beim  Dnrchschneiden  von 
A anf  dem  sweiten  Blatte  nach  B,  nnd 
beim  Schneiden  dieser  Linie  wieder  anf 
dem  ersten  nach  p xurück.  Indessen 
kann  man  von  Pnnkt  9 auf  dem  ersten 
Blatte  anf  der  knssern  Seite  der  Begren- 
snng  nach  r innerhalb  derselben  anf 
demselben  Blatte  gelangen.  Man  siehe 
nlmlich  von  9 nach  C auf  dem  ersten 
Blatte  nnd  durchschneidc  die  Linie  C, 
womit  man  ins  xweitc  gelangt,  dann  kann 
man,  ohne  die  von  p gezogene  Cnrve 
so  dnrchsrhneiden,  in  > ins  Innere  ge- 
langen, da  man  sich  ja  auf  dem  sweiten 
Blatte  befindet,  die  Cnrve  aber  im  ersten 
gesogen  ist.  Dnrchschneidet  man  in  t 
Linie  B,  so  gelangt  man  wieder  ins  erste 
Blatt  nnd  anf  diesem  nach  r. 

Kann  man  anf  einer  FUche  it  ge- 
schlossene Cnrven  sieben,  welche  keinen 
Flächentheil  begrenzen,  derart,  dass  jede 
andere  eine  solche  Begrensnng  bildet, 
wenn  man  diese  n zn  Hflife  nimmt,  so 
sagt  man,  die  Fläche  habe  einen 
a-l-1  fachen  Zusammenhang.  Eine  Func- 
tion s.  B.  mit  drei  Doppelpunkten  hat 
einen  dreifachen  Zusammenhang,  denn 
es  ist  leicht  zn  sehen,  dass  mit  Hülfe 
der  durch  p nnd  9 gezogenen  Cnrven 
jede  andere  geschlossene  einen  Flächen- 
tbeil  begrenzt.  Denkt  man  sich  die 
äusseren  nnd  inneren  Seiten  der  Cnrven* 
p nnd  9 als  Begrenzung  der  bis  jetzt 
unbegrenzten  Fläche,  was  auch  so  ans- 
gedrflekt  werden  kann,  dass  man  die 
Fläche  in  diesen  beiden  Cnrven  zerschnei- 
det, so  wird  ans  ihr  eine  einfach  zusam- 
menhängende. 

Nach  dieser  Einleitung  lässt  sich  die 
Theorie  der  Mehrdeutigkeit  der  Integrale 
(vergleiche  den  Artikel;  Quadratur)  ans 
dem  Satze  ableitcn: 

I.  Lehrsatz. 


nen  Cnrve  begrenzten  Ebenentheil.  Da 
Discontinnität  im  Innern  nicht  vorhan- 
den ist,  kann  die  Ordnung  dea  Intcgri- 
rens  umgekehrt  werden.  Man  erhält  mit 
Berücksichtigung  der  Grenzen: 


wenn  man  annimmt,  dass  die  den  x-  und 
p-Axen  parallelen  Linien  die  Cunen 
nur  zweimal  schneiden. 

p,,  p,  sind  die  Werthe  von  p,  welche 
demselben  y anf  der  Begrenzung,  9,  und 
9,  die  von  9,  welche  demselben  x ent- 
sprechen. Das  erste  Integral  ist  vom 
kleinsten  Werth  von  y bis  zum  grössten, 
das  letztere  vom  kleinsten  Werth  von  x 
bis  zum  grössten  zn  nehmen,  und  da 
beide  Wege  einander  entgegengesetzt 
sind,  ist  das  zweite  Integral  mit  negati- 
vem Zeichen  zn  nehmen.  Statt  dessen 
kann  man  auch  setzen : 

j'lp'dy-q  dx), 

erstreckt  über  die  ganze  Begrenzung. 
Denn  da  die  ganze  Abscissenaxe  znrück- 
gelegt  wird,  indem  man  alle  entsprechen- 
den Werthe  9 , , dann  aber  die  zugehö- 
rigen — 9,  nimmt,  so  kann  man  statt 
des  letztem  Weges  die  Axe  in  umge- 
kehrter Richtung  mit  -j-9«,  d.  h.  die 
ganze  geschlossene  Cnrve  znrücklegen, 
indem  man  immer  das  entsprechende  9 
nimmt.  Gleiches  findet  für  p statt. 

Dies  bleibt  noch  richtig,  wenn  die  Be- 
grenzung mehr  als  zweimal  geschnitten 
wird,  wenn  man  je  zwei  Funkte  dersel- 
ben, die  demselben  x oder  y bezüglich 
entsprechen,  als  p,,  p,  und  9,,  9,  be- 
trachtet. Der  zuerst  betrachtete  Ausdrack 

^-1-  ~ sei  nun  gleich  Null  , dann  ist 
ox  Oy 

auch : 

J\pdx+q  dy)  = 0. 

Setzen  wir  nun : 


„Der  Ausdrack  y ^(s)ifs,  ausgedehnt 

anf  irgend  eine  geschlossene  Curvo,  ist 
dann  gleich  Null,  wenn  letztere  einen 
Flächentheil  begrenzt,  nnd  sich  innerhalb 
desselben  kein  Discontinnitätspunkt  be- 
findet.“ 

Be  w eis. 

Man  betrachte  den  Ausdruck; 
ausgedehnt  über  den  von  der  geschlosse- 


f(i) = x+yi,  p~/'(t),  y = if(i), 
so  ist  also: 

y'f(i)  * =y* +•  *'») 

der  Null  gleich,  wenn  man  hat ; 


Ä*  dy 


' = 0, 


eine  Gleichung,  welche  immer  erfüllt 
wird,  wenn  eine  monogene  Func- 
tion ist. 

Hieraus  ergibt  sich  sogleich: 

46* 


Digitized  by  Google 


Quantität. 


724 


Quantität. 


/ II)  „da«s  man  für  einen  Wog  des  In- 
tegrals ^ f{z)  dz,  der  von  a nach  b führt, 

jeden  andern  nehmen  kann,  der  von  a 
nach  h führt,  wenn  beide  zusammen  eine 
Curve  von  der  eben  angegebenen  Eigen- 
schaft bilden.** 

Denn  die  Summe  der  Integrale  von 
a nach  b auf  dem  einen  Wege  und  von 
6 nach  n auf  dem  andern  ist  nach  obi- 
gem Satze  gleich  Null.  d.  h.: 

d.  h.: 

r*  n*)dz=r^ 

fl  fl 

wo  das  erstcre  Integral  auf  dem  einen, 
das  letztere  auf  dem  andern  Wege  zu 
nehmen  ist. 

Der  Werth  von  J'  f (i)  rf»  , erstreckt 

Über  irgend  eine  geschlossene  Curve  A, 
ist  gleich  demselben  Integral , erstreckt 
in  demselben  Sinne  über  eine  oder  meh- 
rere geschlossene  Curven  ß,  wenn  sich 
twischen  A und  den  letzteren  kein  Dis- 
continuitätspunkt  befindet,  und  das  Sy- 
stem A und  b einen  El&chcntheil  be- 
grenzt. Denn  verbindet  man  einen  Punkt 
von  A mit  der  ersten  Curve  Ä,  einen 
Punkt  dieser  mit  der  zweiten  Curve  B 
u.  8.  w. , die  letzte  Curve  B aber  wie- 
der mit  A,  rechnet  aber  beide  Seiten 
dieser  Hülfslinien  znr  Begrenzung,  so 
bilden  A nnd  B mit  ihnen  eine  ge- 
schlossene Curve,  also  das  Ober  A er- 
streckte Integral  ist  gleich  dem  über  B 
und  die  Hülfslinien  erstreckten.  Es 
fallen  aber  die  letztem  ganz  weg,  da 
auf  der  einen  Seite  in  einem  Sinne,  auf 
der  andern  im  entgegengesetzten  über 
sic  die  Integration  auszudehnen  ist,  und 
und  da  nur  geschlossene  Curven  durch- 
gegangen  werden,  Eindeutigkeit  statt- 
findet. 

Aus  II.  folgt  auch  augenblicklich,  dass 
man  statt  eines  Integrals,  das  sich  über 
eine  in  sich  zurückkehrende  Curve  er- 
streckt, auch  die  Summe  der  Über  die 
ihr  entsprechenden  Elementarwcgc  er- 
streckten setzen  kann,  wenn  sic  keinen 
Discontinnitätspunkt  umschliesst.  Aber 
selbst  wenn  solche  vorhanden  ist . kann 
man  dies  noch  thun,  wenn  man  die  Elc- 
mentarwege  hinzufügt,  die  diesen  Dis- 
rontinuit&tspunktcn  entsprechen.  Denn 
die  Summe  der  so  entstehenden  Wege 
bildet  mit  dem  gegebenen  eine  Curve, 


welche  Bedingung  II.  erfüllt.  — Ist  übri- 
gens ein  Discontinuit&tspunkt  kein  Win- 
dungspunkt. so  heben  sich  die  gradlini- 
gen Theile  der  Elemcntarcurve  weg,  und 
sic  beschränkt  sich  auf  einen  Kreis. 

Ein  über  einen  Elementarweg  erstreck- 
tes Integral  heisst  Elcmemariniegral. 
Ist  z.  B.  M (Fig.  74)  ein  Discontinuii&ts- 
pnnkt,  so  ist  das  Klementnrintegral  zu 


Fig.  74. 


bilden,  indem  man  von  a nach  6.  um 
M herum  nach  h zurück  und  nach  n 
geht,  und  wenn  keine  Mehrdeutigkeit 
stattiindct,  haben  das  von  a nach  b und 
das  von  b nach  a erstreckte  Integral  die 
Summe  Null. 

Bei  einem  Windungspunktc  verschwin- 
det aber  in  der  Regel  der  kreisförmige 
Thcil  eines  Elemeotarintcgrals,  nämlich 
dann,  wenn  für  den  Windungspunkt  u 
der  Ausdruck: 

J'.f  {z)di  = j'f(a  + Qe'l  ')  ef  'd/ 

zum  Argumente  Null  hat,  d.  h.  wenn 
sich  mit  abnehmendem  s der 

Null  nähert.  Dies  ist  also  immer  der 
'Fall,  wenn  /*(«  + »)  endlich  ist,  also  wenn 
rr  nicht  zugleich  ein  Discontinuitätspunkt 
ist,  aber  auch  dann,  wenn  f(tt-j-z)  zwar 

ein  solcher,  aber  mit  z ' * proportional 
ist,  wo  k ein  positiver  echter  Bruch  ist. 

Diese  Sätze  erhalten  dadurch  noch 
eine  Erweiterung,  als  nicht  alle  Discon- 
tinuitäten  ihre  Anwendung  ausschliessen. 

Ist  n ein  Discontinuitäts-,  nicht  aber 
zugleich  ein  Windungspunkt,  und  neh- 
men wir  an,  dass  sich  die  Function 
nach  positiven  und  negativen  Potenzen 
von  4— ff  in  der  Nähe  von  « entwickeln 
lässt.  Denke  man  nun  in  n als  Mittel- 
punkt einen  kleinen  Kreis  O,  der  inner- 
halb der  Begrenzung  liegt,  so  ist  das 
über  diesen  erstreckte  lutcgral  gleich 
dem  über  die  Begrenzung  erstreckten, 
wenn  kein  anderer  Discontinuitütspnnkt 
sich  innerhalb  derselben  bcfimlct.  Fin- 
det letzteres  statt,  so  ist  das  Integral 
über  eine  Anzahl  von  Kreisen,  welche 
die  Discontinuitätspnnktc  umgeben,  gleich 
dem  über  die  Begrenzung  erstreckten. 

Der  Ausdruck  f(z)  auf  einem  dieser 
Kreise  besteht  nun  aus  einem  nach  po- 
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sitiveo  Potenzen  von  z—n  forlfichreiten* 
den,  also  continuirlichcn  Theilc,  und 
einem  zweiten  von  der  Form: 

A 

p(z-  a)P 

eine  Constante , /<  eine  ganze 
positive  Zahl  bedontet.  also: 


und  kein  Windnngspunkt , so  ist  zu 
setzen  jr=:A,  also: 

-(+.V=(-’V- 

Aus  den  in  Abschnitt  4)  gegebenen  Be- 
trachtungen über  Elcmcntarwcgo  folgt 
nun  sogleich: 

„Ein  auf  einem  beliebigen  Wege  von 
ff  nach  k fahrendes  Integral: 


n*)dz  = SA^J' 


dz 


(»-«)' 


di 


Setzt  man  2 =cr-f so  ist  für  den 
Kreis  r constant  »f  in  den  Grenzen  0 nnd 
2t  zu  nehmen,  also: 

. »/tj 

0 

Jedes  der  Integrale  ist  auf  beiden  Gren- 
zen gleich,  verschwindet  also,  wcnnp>l 
ist.  Nur  fOr  p = \ hat  man: 


also: 

„Die  obigen  Sätze  finden  noch  statt, 
wenn  zwar  Discontinuitaten  a innerhalb 
des  begrenzten  Raumes  enthalten  sind, 
in  deren  Nahe  sich  aber  die  Function 
nach  positiven  und  negativen  ganzen  Po- 
tenzen von  x—n  entwickeln  lässt,  nnd 

das  Glied nicht  vorkommt.“ 

x—n 

Wir  werden  übrigens  bald  zeigen,  dass 
die  erste  Bedingung  bei  allen  Uisconti- 
nnitltspnnkten , die  nicht  zugleich  Win- 
dnngspunkte  sind,  errdllt  wird. 

Bei  jedem  F.Iemcntariptcgral  kommt 
in  Betracht  der  Änfangswerth,  die  Rich- 
tung der  Integration  und  der  critisclic 
Funkt.  Sei  M der  letztere,  so  unter- 
scheiden wir  die  positive  und  negative 
Richtung  wieder  durch  das  Vorzeichen. 
Ist  aber  M ein  »fachcr  Windungspunkt, 
so  ist  festznstellen , von  welchem  An- 
fangswerth man  in  a ausgeht.  Möge 
z,  B.  von  dem  pten  Wnrzelwerthe  ans- 
gegangen  sein,  so  brauchen  wir  die  Bc- 
leichnnng  (+.W^)  Tür  das  entsprechende 

Integral.  Führt  nach  einer  Umkreisung 
dieser  Wnrzclwcrth  zu  dem  Aten,  so  hat 
man  ofTcnbar,  W'cnn  in  entgegengesetzter 
Richtung  intogrirt  wird,  also: 


besteht  aus  dem  von  g nach  a rühren- 
den (und  zwar  auf  gradlinigem  Wege, 
wenn  die  Grade  g a keinen  critiseben 
Punkt  enthält,  sonst  anf  beliebigem,  z.  B. 
gradlinigen  mit  einer  kleinen  Auswei- 
chung), einer  Anzahl  Elementarintegrale, 
durch  welche  (i)  nach  f ^(z)  hinUber- 

geführt  werden  möge,  und  endlich  dem  grad- 
linigen / f.{z)dz.‘‘ 

•'  a 

Möge  jetzt  eine  einfache,  in  eich  zu- 
rückkehrende Curve  alle  critischen 
Punkte,  natürlich  mit  Ausschluss  des 
Uncndlichkcitspnnktes  umgeben,  so  ist 
diese  nach  den  zu  Ende  des  Abschnitts  4) 
gemachten  Betrachtungen  als  eine  solche 
aufzufassen,  welche  den  Unendlichkeits- 
punkt allein,  jedoch  in  entgegengesetzter 
Richtung  umkreist.  Das  auf  sie  bezo- 
gene Integral  kann  also  einerseits  er- 
setzt werden  durch  die  Summe  aller  von 
einem  beliebigen  Punkte  a ausgehenden 
Elemcntarintegrale,  mit  Ansnabme  des 
auf  den  Unendlichkeitspunkt  bezüglichen, 
andererseits  dnreh  das  letztere  mit  um- 
gekehrtem Vorzeichen,  welche  Ausdrücke 
somit  gleich  sind,  d.  h.  ; 

A)  Nimmt  man  alle  Elcmentarinte- 
grale  von  <t  aus  (das  des  Unendlichkeits- 
punkts cingesehlossen)  in  gleicher  Rich- 
tung, so  ist  diese  Summe  Aull. 

Das  anf  den  Unendlichkeitspunkt  be- 
zogene Integral  setzt  sich  aus  zwei  grad- 
linigen : 

^00  „CO 

/ /■,(*)*-/  f,Wd> 

and  einem  naf  einen  Kreis  bezogenen 
zusammen,  auf  welchem  (z)  nach  (z) 

herübergefuhrt  wird.  Setzen  wir: 

1 fii 

z=--,  y = p«', 


— (+^„)  = ( 1 ‘Vj).  wo  p »ehr  klein  und  constant  ist,  so  ist 

, " dies  Integral  von  0 bis  2n  zu  nehmen, 

tst  der  Funkt  ein  Discontinnitätspnnkt  Man  erhält: 
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/*»  n — ot\l  — ?•.  y dem  Ausdrucke  y "*"*  proportional 

“V-  wird,  so  beschränkt  sich  das  auf  den 
0 ^ ° Unendlicbkeitspnnkt  bezogene  Elementar- 

Dies  aber  verschwindet,  wenn  der  Ans-  integral  auf  den  gradlinigen  Weg. 
druck : lat  der  Unendlichkeitspnnkt  kein  Win- 

1 /1\ dungspnnkt,  so  wird  in  diesem  Falle 

— ~if,\ — ^il  — w'sVv/  Elcmentarintegral  überhaupt  ver- 

pe"  'pe^  / schwinden, 

für  verschwindendes  y gleich  0 wird.  j,,i,en  schon  früher  angeführt  nnd 

v ■ . A-..  A,,y  T?«!!  »Bnn  f Werden  in  den  nächsten  Abschnitten  be- 
Offenbar  .st  dies  der  Fall,  wenn 

für  verschwindendes  y eich  dem  Ans-  f(i)  nach  ganzen  Potenzen  von  z (po- 
drucke  oy’’*'*,  wo  h positiv  ist,  nähert,  litiven  nnd  negativen),  also 

nach  solchen  von  y sich  entwickeln  lässt. 
B)  Wenn  J mit  verschwindendem  s^j  demnach : 

. . . +o_2 y~'+»_i  »”’'+o.+‘»iy+  • • 1 

dann  wird: 

/*”  / 1 \ 1 /**”  . « . 

0 'pe*^*/  pe^  ^ ü 

Alle  andern  Glieder  sind  nämlich  mit  e't'  mnltiplicirt,  die  Integrale  werden  also 
an  der  obem  nnd  untern  Grenze  gleich,  ihre  Differenz  Null.  Also; 

C)  Das  Elcmentarintegral  des  Unendlichkeitspunktes  fällt  ganz  weg , wenn 
derselbe  kein  Windungspnnkt  ist  und  sich  in  der  Entwickelung  von  /'(i)  für  y = 0 

kein  mit  y multiplicirtes  Glied  findet.  Findet  eich  ein  solches  fl,y,  so  ist  das 
über  eine  geschlossene  Curve,  welche  alle  critischen  Punkte  im  Endlichen  umgibt, 
ausgedehnte  Integral  gleich  2nia,. 

Beispiel.  Sei  gegeben: 

/■«  = 


V(n,-s)(o,-z)  . . . («,,-») 


Für  i = — ergibt  sich: 

y 


V(«.y-i)(«.y-i)  • • • K,y-1) 

und  = 0 für  y = 0,  immer  wenn  i grösser  als  Eine  ist.  Für  y=0  hat 

man  hier  keinen  Windnngspunkt,  da  dann  die  beiden  Wurzelwerthe  ungleich  sind ; 
also: 

Immer,  wenn  i grösser  als  Eins  ist,  wird  das  über  eine,  alle  Windungspunkte 
umgebende  Ciirre  erstreckte  Integral  verschwinden.  Ist  aber  s = l,  also: 


/"(0  = r7=  ■- T= — :■ 


^y^  y(o,y-l)  («,y-l) 

so  wird  das  mit  y mnltiplicirte  Glied  sein  gleich  1,  also  das  besprochene  Integral 
gleich  — 2ni. 

Sei  ferner  gegeben: 
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•0  lat: 


/■(*)  = 


4)  = 


j/(«, -»)(«,-!)  . . . 


fnr  das  Elementarintegral. 
Ist  s = l,  also: 


-/f— )=rO,  wenn  s grötser  als  1 ist.  In  diesem  Falle  ist  das  Elementarintegral 
3 \y  / 

des  Unendlichkeitspanktes  gleich: 

„flo  «00 

/ /■.(*)*-/  AW*- 

a ^ a 

Der  Unendlichkeitfpunkt  ist  hier  eia  Windangspnokt,  nnd  da: 

f,  (*)=  -/•.  (») 

ist,  so  hat  man : 

/<x 

/"i  W«'» 

a 

r di 
V^T)’ 

V/  V'y(«y-1) 

Setzt  man  y = pe^',  so  hat  man  Ihr  verschwindendes  p: 

1 so  zieht  man  von  a nach  einem  Fonkte 

wegen  des  Factors  — . Es  ist  also  das  der  geschlossenen  Gurre  j,  legt  dieselbe 

* n mal  in  einer  oder  der  andern  Richtung 

auf  den  Unendlichkeitspunkt  bezogene  mrück,  was  den  Werth  tiK  oder  -nK 
Elementarintegral  aus  der  Betrachtung  gibt,  nnd  geht  schliesslich  ron  g nach 
aassnschliessen.  4.  Man  hat  dann: 

13)  Perioden  der  Integrale. 

Der  Ausdruck  J' /■(o*  , erstreckt  Ober 

eine  geschlossene  Gurre , wenn  er  nicht  wo  das  Integral  rechts  auf  dem  Wege 
verschwindet,  heisst  Periode  dos  Inte-  agb  genommen  ist,  also  ein  specieller 
grals.  Eine  Periode  entsteht  also,  wenn  pb 

eine  geschlossene  Gurre  nur  einen  Dis-  Werth  ron  j /'(t)d»  ist. 
continuitltspnnkt , nnd  auch  wenn  sie  a 

mehrere  Windungspunkte  derart  ein-  Von  Perioden  gelten  folgende  Sätze: 

schliesst,  dass  sie  kein  Flächenstück  bc-  A)  Zwei  geschlossene  Gurren,  welche 

grenzt.  dieselben  cri  tischen  Punkte  einsdiliessen. 

Ist  K eine  Periode,  so  ergibt  sie  eine  geben  denselben  Periodenwerth.  Es  liegt 
Mehrdeutigkeit  des  in  Rede  stehenden  nämlich  kein  critischer  Punkt  zwischen 
Integrals  derart,  dass  man  zu  demselben,  ihnen  , also  gilt  Satz  III.  des  rorigen 
welches  auch  seine  Grenzen  seien,  ein  Abschnittes. 

beliebiges  positives  oder  negatives  Viel-  Selbstverständlich  ist  jede  Periode  eino 
faches  von  K addiren  kann.  Summe  von  Elementarintegralen. 

/b  B)  Hat  die  Function  n Wertho 

f(i)di  zu  bestimmen,  derart,  dass  man  von  jedem  auf  irgend 
a einem  Wege  zu  dem  andern  gelangen 


f{z)di-J  f{i)dt±nK, 
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kann  (aUo  durch  Umgeben  von  Win- 
dungapunktcn),  ao  iat  jede  Periode  einea 
Wertbea  auch  solche  eines  jeden 

andern  (s).  Denn  sei  z.  B.  oicam 
(Fig.  75)  eine  Cnrre,  welche  einer  Pe- 
Fig.  75. 


riode  von  /',(*)  entspricht.  Geht  man 
nun  von  » mit  Werth  /j(»)  ans,  und 

beschreibt  irgend  einen  Wog  hnKlfg,  der 
zn  f (s)  führt  (also  Windungspnnkte  um- 
kreist, wie  hier  nicht  angegeben),  geht 
dann  von  g nach  a mit  f^{z),  und  be- 
schreibt eine  beliebige  Anzahl  von  Ma- 
len die  Periodcncurve  aieani,  geht  dann 
den  Weg  agflKnh  zurück,  so  kommt 
man  mit  wieder  in  A an;  das 

entsprechende  Integral  ist  also  auf 
einer  geschlossenen  Cnrvc,  und  somit 
eine  Periode  von  (z).  Es  heben  sich 

aber  die  Wege  bis  auf  airsm  ganz  weg. 
so  dass  die  Periode  von  mit  der 

eben  genannten  identisch  ist. 

Eine  Cnrvc,  die  alle  critischen  Punkte 
nmgibt,  ist  dann  eine  geschlossene  (ver- 
gleiche Abschnitt  4),  wenn  der  Unend- 
Uebkeitspunkt  kein  Windnngspnnkt  ist. 
In  diesem  Falle  gibt  also  die  fragliche 
Curve  eine  Periode. 

Die  Perioden  einer  Function  können 
insofern  von  einander  abbkngig  acin, 
als  eine,  L,  eine  Summe  von  andern 
Perioden  K nnd  sein  kann,  alao  z.  B. : 
LzzmK+nKi- 

Dann  ist  oSenbar  überflüssig,  die  Pe- 
riode L zn  betrachten. 

Beis  piel  e. 

rdx 

1)  Der  Ausdruck  j — hat  eine  Pe- 
riode, die  dem  Discontinnitätspnnkte 
x=0  entspricht.  Setzt  man; 


so  ergibt  die  Periode: 


nnd  somit  ist : 

r.6  j, 


wo  das  erste  Integral  rechts  auf  dem 
gradlinigen  Woge  ab  genommen  ist. 
Uieso  Glcicbnng  enth&lt  also  die  Mehr« 
deotigkeit  der  Logarithmen. 

Eine  swoite  Periode  würde  der  Un- 
endlichkeitspnnkt  geben ; da  aber  für 


ist,  so 
gleich. 

2)  Sei 


ist  diese  Periode  der  ersten 


f(x)dx  zn  prüfen, 


/■(*)  = 


1-t-x* 


ist.  Man  hat  zwei  DiscontinniUUspnnkte, 
welche  x=-4-i  und  x=— i entsprechen. 

Für  x = — ergibt  sich: 

y 


was  keinen  critischen  Punkt  gibt.  Es 
haben  also  beide  Perioden  die  Summe 
Null,  die  eine  ist  auf  die  andere  zurück- 

gefübrt.  Setzt  man  x = i-f-pe^'.  so  wird, 
wenn  p unendlich  klein,  p>  = 0 gesetzt 
wird : 


,def' 


0 2ip 


.7* 


also  ist  n die  Periode.  Das  betreffende 
Integral  stellt  bekanntlich  den  Arcus- 
tangens  vor. 


3)  Sei: 


A*)  = 


V(“i-*)(“.-*)  • • • 


Nach  vorigem  Abschnitte  ist  das  auf 
den  Uncndlichkcitspunkt  bezogene  Ele- 
mentarintegral gleich  0,  wenn  n grosser 
als  1 ist.  Von  den  übrigen  fallen  die 
kreisförmigen  Theile  weg.  Je  zwei  ge- 
ben eine  Periode,  da  man  beim  Umkrei- 
sen des  einen  Windungspnnktes  das  Zei- 
chen Indert,  bei  dem  des  andern  das- 
selbe also  wieder  herstellt.  Den  Win- 
dnngspunkten  «,,n,  . . . entsprechen 

die  Elcmentarintegralc ; 
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^1=1  fi(x)dx-l  f,(x)dx, 

•'  0 «1 
oder  da  (x)=  —f,(x)  ist: 

^.=2  r'f(x)dx,  A,=2  r”'f{x)dx, 

./  0 -'0 

■llgemein : 


A=2  r ‘‘  f(x)dx. 

./  0 

Die  Perioden  bilden  beliebige  OrOiecn  ~ A^. 

Die  iweitc  ist  negativ  sa  nehmen,  da  nach  Umkreisen  des  ersten  Windungs- 
panktes  das  Zeichen  sich  ändert.  Alle  Perioden  aber  entstehen  durch  Addition 

der  folgenden; 

Al  A,,  Aj  Agi  A|  Al  . . . Aj^ ^ "^sis' 


Die  Snmme  aller  Elementarintegrale  in  der  Ordnung , wie  sie  umkreist  werden, 
also: 


A,  — A,+A,— A4+  • • • 


verschwindet  wegen  der  Eigenschaft  des  Unendlicfakeilspnnktes.  Es  ist  also  eine 
Periode  die  Snmme  der  andern,  und  die  Ansahl  derselben  gleich  2n  — 8. 

Für  is  = l hat  man: 


was  eine  Periode  A^ — A,  gibt. 

Der  Unendlichkeitspunkt  (der  kein  Windnngspnnkt  ist)  gibt  das  Elementar- 
integral  2ni.  Also: 

A , - AjZrSvi 


ist  die  Periode  von: 


/dx 

y("i— «H"!— *) 


4)  Sei: 


f(x)  = 


V(.«l— *)(.«,— x)  . . . *)’ 


so  ist  das  den  Unendlichkeitspunkt,  der  hier  ein  Windnngspnnkt  ist,  betreffende 
Integral  an  berücksichtigen.  Die  Elementarintegrale  sind  also: 


A =2  r"*f(x)dx, 
•’  0 

wo  s einen  der  Werthe  1 bis  2n  — 1 hat,  nnd: 


«00 

0 

A,— A,+A,—  . . . — Aj^=0. 

Von  den  Perioden: 

A,— A„  A,—A,  . . , Aj^_j— Aj^ 

wird  also  ebenfalls  eine  anf  die  übrigen  redncirt.  Die  Ansahl  ist  auch  hier  2a— 2, 
jedoch  mnss  a grösser  als  1 sein.  Für  n = l findet  keine  Periode  statt,  da  das 
anf  den  Unendlichkeitspunkt  erstreckte  Elementarintegral  unendlich  gross  ist. 
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14)  Entwickelung  der  Functio- 
nen in  Reihen  nach  ganzen  po- 
litiven  Potenzen. 


/171 

F(<f)ä<f  <2n  L. 

0 

_ , Cfk«)  <*“  Da  abnehmendem  a TerzcbwindeU 

Betrachten  wir  das  Integral  J ,,,  ^^^h  mit: 

/in 
0 


znn&chst  ausgedehnt  aal  eine  einfache 
geschlossene  Curve,  die  keinen  critiscben 
Funkt  der  Function  /’(«)  einscbliesst 
Das  Argument  wird  dann  nur  für  .-z 
discontinmrlich , alBO  m dem  yoh  der 
Carve  eingeschloBienen  Bitum  dann  nie« 
malB,  wenn  Punkt  » sich  aoBserbalb 
desselben  befindet.  Dann  ist  also: 


rm,„=o. 

/ tt—t 


/•(z+pe’’) 
seinen  Werth  setzt: 

/tu 

F(y)<iy, 

A 


d.  h. 


2nif(z). 


Befindet  zieh  dagegen  z innerhalb  dieses 
Banmes,  so  kann  man  diesen  Pnnkt  mit 
einer  beliebig  kleinen  geschlossenen 
Cnrre  umgeben.  Zwischen  dieser  und 
der  gegebenen  ist  dann  kein  critischer 
Pnnkt  mehr  vorhanden.  Bezeichnet  man 
/•(*) 

also  dnreh  f das  auf  die  z umge- 
bende Curve  bezogene  Integral,  so  ist; 

/ z */  «—  » 

Befindet  sich  endlich  z aof  der  ersten  je  nachdem  z 

. „ , rf(n)do  Curve  liegt,  auf  welche  die  Integration 

Curre  selbst,  so  ist  offenbar^  ~ ^ sich  erstreckt,  oder  ansserhalb  derselben. 

discontinuirlich,  da  der  Nenner  0 wird.  Im  o«‘e™  Falle  können  wir  nun  für 
Wir  haben  hier  ein  Beispiel  einer  diejenige  geschlossene  Curve,  auf  wel- 
längs  einer  Linie  discontinuirlichen  Func-  ober  das  Integral  genommen  ”*>  * *“' 
tion.  Sei  jetzt  die  innere  Curve  ein  I»H»  einen  Kreis  setzen , dewen  ^tte  - 
Kreis  mit  abnehmendem  Radius  o,  so  pnnkt  im  Anfangspunkt  der  Ciwrdinaten 
ist  das  Integral  in  den  Grenzen  « =0  liegt.  “»<1  «lessen  Radius  r kl^er  ist, 


1) 

Es  ist  also: 

oder  =0, 
innerhalb  der 


einfachen 


und  '/  = 2i  zu  nehmen,  wenn  man ; 

«V‘ 

I X 

folglich : 


<t=  z-i-p  e' 
da  = pt 


setzt,  also: 

r«^)  df. 

./  a— z ./  0 

Sei  ferner; 

/•(z+pe’‘)  = /-(z)-hF(./), 

also  F('/)  eine  Grösse,  die  sich  mit  ab- 
nehmendem p der  Null  nähert.  Sei  fer- 
ner L der  grösste  Werth  des  Moduls 
von  F{if)  für  gegebenes  p,  also: 

/2ii  pin 

F(y)  dtf  < L mod  I d(f, 

0 0 

d.  b.: 


als  der  Modul  der  kleinsten  Grösse  u, 
für  welche  f(u)  aufhört,  eindeutig  und 
continuirlich  zu  sein.  Es  winl  dann  un- 
ser Kreis  keine  Mehrdeutigkeit  oder  Dis- 
continnität  von  f{a)  umschlieszen.  Da 
z innerhalb  dieses  Kreises  liegt,  so  muss 
der  Modul  von  z kleiner  als  der  von  a 
sein. 

Man  hat  non: 

a = re^I*,  rfa  = rie^*,  dif  —iad^. 
Die  Integrationsgrenzen  sind : 

^=0,  7=2h, 

also: 

f(a)  • ttd'f 


. 1 r r •‘'f 


wo: 


n = re' 

zu  setzen  ist.  Da  aber  der  Modul  von 
a grösser  als  der  von  z ist,  so  hat  man; 
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wo  — einen  echten  Brach  xum  Modal  hat,  und  da  man  in  dieaem  Falle  aetzen 


1 , a , a*  , 

— ;+•••> 

1_L  ® ”* 

« 

wo  rechts  eine  convergente  Reihe  ateht,  ao  iat: 

„ , 1 r*" a a»  , 


1 /'*”  I a» 


3)  f(*) — +-^1**+  • • -1 

eine  conTergente  Estwickelang : 


!•  laEs  lässt  sich  also  io  eine 
conrergeote  Beihe  nach  ganzen  positi« 
ven  Potenzen  Ton  s entwickeln^  so  lange 
der  Modul  von  f(i)  kleiner  als  der 
kleinste  Modul  ist,  für  den  diese  Func- 
tion aufhOrt,  eindeutig  und  continuirlich 
zu  sein,  d.  h.  für  den  ein  Discontinui- 
Uts-  oder  Windungspunkt  cintritt.** 

Immer  nämlich  lässt  sich  dann  ein 
M<^q1  r finden,  der  grösser  als  der  von 
z ist,  und  die  gegebenen  Bedingungen 
erfailt. 

Ist  aber  der  Modul  von  t grösser  als 
der  kleinste  Modul  A,  für  den  ein  cri- 
tiicher  Funkt  eintritt,  so  muss,  da  r 
diese  Grenze  nicht  übersteigen  kann, 

- einen  Modal  haben,  der  grösser  als 


/ /■(«)  j _ 1 rf(«)  * 

/ „ —'‘f  -Tj  -TTx’ 

and  wenn  man  aich  alao  diea  Integral 
Aber  jeden  von  zwei  concentriachcn  Kreta* 
Peripherien  .ansgedehnt  denkt,  deren  Ra- 
dien r und  r'  zwiachen  0 nnd  Ä liegen, 
so  werden  beide  Integrale  nach  dem  im 
vorigen  > Abachnitte  angerührten  Satze 
denselben  Werth  haben. 

Es  ist  alao  in  der  Reihe  3)  nicht 
nOthig,  dass  r grösser  als  der  Modnl 
von  i sei. 

Dieser  merkwürdige  allgemeine  Satz 
Ober  die  Entwickelnng  der  Functionen 
in  Fotenzreihen  ist  von  Canchy. 

Uebrigens  l&sst  eich  ans  der  Grand- 
formel : 


1 iat.  Die  Reibe  für  wird  also 

1-i- 


er 

divergiren , und  ebenso  Reihe  3).  Es 
ist  also  die  in  I.  gegebene  Bedingung 
für  die  Entwickelung  der  Functionen  noth- 
wendig  und  ausreichend.  Es  kann  nur 
dann  ein  Zweifel  entstehen,  wenn  z einen 
Modul  hat,  der  gleich  dem  kleinsten 
Discontinnitatsmodul  R ist,  nnd  dieser 
Fall  ist  dann  besonders  zu  autersnehen. 
Uebrigens  erleidet  der  Werth  von  A 

keine  VerOnderang,  wenn  man  dem  Mo- 
dnl R von  « einen  beliebigen,  zwischen 
0 nnd  R liegenden  Werth  (die  Grenzen 
ansgeschlossen)  gibt.  Denn  in  diesen 


Grenzen  ist 


auch  eindeutig  nnd 


continnirlich.  Man  bat  aber: 


worin  sich  das  Integral  über  irgend  eine 
einfache  geschlossene  Curve  erstreckt, 
noch  ein  allgemeiner  Schloss  machen. 
Da  n&mlich  f{i)  für  alle  Funkte  inner- 
halb derselben  continnirlich  ist,  kann 
man  setzen : 


L 

~2nU  (a-z)»’ 

und  das  Integral  rechts  bleibt  eindeutig 
nnd  continuirlich,  so  lange  z nicht  in 
die  Begrenzung  fUlt.  D.  h. : 

II.  „Ist  innerhalb  irgend  eines  ein- 
fach begrenzten  Gebietes  /'(t)  eindeutig 
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und  continuirlich,  so  wird  dies  auch  mit 
f’(^)  and  mithin  mit  allen  Differenzial- 
qnotienten  von  /(s)  der  Fall  sein.“ 

Das  Letztere  fol^  nämlieh,  wenn  man 
den  Differenzialqnotienten  f"  (t)  der  end- 
lichen nnd  continnirlichen  Function  f (z) 
betrachtet  n.  s.  w.  Hierans  ergibt  sich 
auch ; 


III.  „In  demselben  Kreise,  wo  f(t) 
sich  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 
z entwickeln  ISsst,  ist  dies  anch  mit 
allen  Differenzialqnotienten  von  f{z)  der 
Fall.“ 

Flhrt  man  zn  differenziiren  fort,  so 
erhält  man ; 


4) 


- » r n<^)da 

' 2vi 


oder  wenn  man  die  Integration  über  denselben  Kreis  wie  bei 


/•(O 


erstreckt: 


also : 


(Vergleiche  Formel  3.)  Somit  kann  man  auch  setzen: 

Ö)  /-W=A0)-i-r(0)t-h^^®^s*-i-5^«*+  • • 

die  bekannte  Maclanrin’sche  Reihe. 

Entwickelt  man  /*'(*)  ans  Formel  4)«  so  kommt: 

^ W-2n7  0 0 ~ ^ " 


— ^ i-|-2  id  j z-1-3 .4  j s* . . . 

s i*  * ist  aber  der  Differcnzialquotient  von/d^i*. 

„Die  Reihe  lür  f (s)  besteht  also  ans  den  Differenzialqnotienten  der  von  f(z)“ 
Dies  ist  nicht  selbstverständlich,  da  die  Glieder  ins  Unendliche  gehen.“ 

Setzen  wir  noch  in  die  Formeln  3)  und  5)  für  ((s):  ((u-l-x),  so  erhalten  wir, 
indem  wir  /■(«-f-i)  als  Fnnction  von  * betrachten: 

+-4, *+-d,  **-f  . . ., 
oder  wenn  man  wieder  u-l-4:  = z setzt: 

6)  /•(s)  = ^,-f.d,(s-«)-|-^,(z-i.)«-f-  . . ., 

wo  man  hat: 


oder : 


1 /■*"/•(•<+«).  ,,i 

= f oti.  azire*  . 

• . 


worans  sich  dann  ergibt: 


2^ 
2 7 


$ 


Diese  Entwickelungen  sind  gültig,  so 
lange  der  Modul  von  x kleiner  als  der- 
jenige R ist , für  welchen  die  Function 
/‘(w-bx)  discontinuirlich  oder  mehrdeutig 
wird.  Da  nun  dem  Werth  von : 


für  gegebenes  r eine  Kreisperipherie  ent- 
spricht, deren  Radius  r und  dessen  Mit- 
telpunkt u ist,  so  hat  man  den  Sata  : 
IV.  „Wenn  m eine  beliebige  Grosse 
ist,  und  u kein  Discontinnitäts-  oder 
Windungspunkt,  so  lässt  sich  f(z)  nach 
ganaen  positiven  Potenzen  von  s— went- 


2.V: 


4 n 

"X  < 

I 

M I 

tu: 

■Ö' 

i 

i 


*‘0t 


t 

V’ 

'U: 


li», 


in  . 


'.Vi 

■f 


Digitized  by  Google 


Quantität. 


733 


Quantität. 


wickeln  innerhalb  eines  Kreises , der  u 
zum  Mittelpunkt  hat,  und  dessen  Peri- 
pherie dnreh  denjenigen  Discontinuitftts- 
oder  Windnngsponkt  geht,  welcher  w 
zun&chst  liegt.** 

Da  nnn,  sobald  f{z)  kein  critischer 
Punkt  ist,  sich  immer  Punkte  ti  finden 
lassen,  deren  Entfernung  von  z kleiner 
ist  als  die  Entfernung  von  « und  dem 
ihm  nächsten  rritischen  Punkte,  so  folgt 
daraus; 

V.  „Jede  Function  f (i)  lässt  sich 
für  alle  Punkte  mit  Ausnahme  der  ert- 
tischen  in  eine  Reihe  nach  ganzen  po- 
sitiven Potenzen  von  s— « entwickeln, 
wo  u eine  ConsUnte  ist,  die  in  gewissen 
Grenzen  willkürlich  ist.  Diese  Grenzen 
aber  ändern  sich,  wenn  die  Variable  ge- 
wisse Grenzen  überschreitet.** 

Setzen  wir  auch  in  die  Formel  1) 
/■(u+x)  für  f(z)t  so  erhalten  wir: 

Durch  Differenziiren  dieser  Form  er* 
hält  man : 

' 2iiJ  (a-i-u)” 

und  diese  zeigt,  dass  der  in  II.  bewie- 
sene Satz  anch  auf  solche  Fl&chcnr&ame 
gilt,  die  nicht,  wie  dies  die  ursprüngliche 
Formel  verlangt,  den  Anfangspnnkt  der 
Coordinaten,  sondern  einen  beliebigen 
Punkt  H,  aber  keinen  dercritischenFnnktc 
einschlieseen. 

Ans  diesen  Betrachtungen  aber  leiten 
wir  noch  einen  wichtigen  Salz  ab ; 

VI.  „Eine  Function  ist  gegeben  für 
alle  Werthe,  wo  sie  eindeutig  und  con- 
tinnirlich  ist,  wenn  sie  auf  einer  noch 
so  kleinen  Strecke , also  auf  einer  end- 
lichen Linie  gegeben  ist.“ 

Denn  sei  auf  einer  von  A (Fig.  76) 
susgebenden  kleinen  Strecke  die  Func- 
tion F(i)  gegeben,  so  ist: 


il’(A-p«)r:F(A)-l-«^)-|-  . . . 

Die  Cocfficicnten  /'  (id),  F'(A)  . 
sind  bekannt,  da: 

y 


ist,  und  diese  Ausdrücke  gefunden  wer- 
den können,  wenn  man  y auf  der  Strecke 
nimmt,  wo  die  Function  gegeben  ist  und 
die  obigen  Grenzwerthe  aufsucht.  Diese 
Reihe  aber  gilt  für  jeden  Werth  z = A-|-ii 
innerhalb  eines  Kreises,  der  keinen  cri- 
tischen  Punkt  cinschliessC*  und  A znm 
Mittelpunkt  hat.  Sei  nun  der  Werth 
von  für  den  beliebigen,  nicht  cri- 

tischen  Punkt  tu  ermitteln,  der 

nicht  von  einer  geschlossenen  Cnrvc  um- 
geben ist,  aul  welcher  F(i)  disconti- 
Duirlich  ist. 

Man  verbindet  A mit  B durch  irgend 
eine  Linie  AB^  die  keinen  critischen 
Punkt  enthält  (wie  man  dies  ja  immer 
kann),  von  einem  Punkt  derselben,  wel- 
cher* noch  innerhalb  des  um  A gezoge- 
nen Kreises  liegt.  Schlagen  wir  einen 
zweiten  Kreis  von  gleicher  Eigenschaft, 
von  einem  Punkt  dieses  letztem  einen 
dritten  n.  s.  w.,  so  lassen  sich  diese 
Mittelpunkte  immer  nahe  genug  den 
Peripherien  des  vorhergehenden  Kreises 
nehmen,  dass  B innerhalb  des  letzten 
dieser  Kreise  liegt.  Sei  a einer  dieser 
Mittelpunkte,  so  gilt  für  jeden  Punkt 
dieses  Kreises  die  Entwickelung: 

F(z)=F(«)  + /J^(«)(*-cr) 


Fig.  76. 


also  auch  für  den  Mittelpunkt  des  näch- 
Ften  Kreises  ß.  Durch  Differenziiren  des 
Werthes ; 


F{ß)  = F{,.)  + F’{„)(ß-a) 


1-2 


laascn  sich  dann  F' (ß),  F"  (ß)  . . , be- 
stimmen , und  die  Entwickelung  für  den 
folgenden  Kreis: 

F(i)=F{ß)  + F(i)(z-ß)+  . . . 
ist  also  ebenfalls  gegeben.  Da  nnn 
^ (-^)>  ...  für  den  ersten  Kreis 

bekannt  aind,  so  ergeben  sich  diese  Rei- 
hen für  alle  Kreise,  und  durch  saccessive 
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Entwickelung  in  Reihen  kommt  man  so 
anf  völlig  eindeutige  Art  bis  zu  der, 
welche  F{B)  gibt. 

Aendert  man  den  Weg  AB,  ohne  die 
Endpunkte  zu  ändern,  eo  kann  die  Ent- 
wickelung, mit  der  man  nach  B kommt, 
offenbar  eine  andere  werden,  und  dies 
muss  der  Fall  sein,  wenn  beide  Wege 
einen  Windnngspunkt  zwischen  sich  ha- 
ben. Immer  aber  ist  durch  die  Strecke, 
welche  von  A ausgeht,  und  den  Weg  AB 
die  Function  in  B völlig  bestimmt. 

Wir  knOpfen  hieran  noch  einige  Sätze 
von  Functionen. 

Zunächst  erinnern  wir  an  den  Ab- 
schnitt 11)  bewiesenen  Satz. 

VII.  „Wenn  in  irgend  einem  Fnnkte 
a die  Function  discontinuirlich  ist,  so 
findet  dies  mit  allen  Differenzialqnotien- 
ten  statt.“ 

Ferner: 

VIII.  ,4st  der  Differenzialquotient  in 
(t  discontinuirlich,  so  findet  entweder 
Olciches  mit  der  Function  selbst  statt, 
oder  sic  ist  mehrdentig.“ 

Denn  sonst  muss  nach  Satz  II.  um  a 
herum  der  Differcnzialquoticnt  continuir- 
lich  sein. 

IX.  ,,In  keinem  noch  so  kleinen 
aber  endlichen  continuirlichen  Raume, 
sei  es  Flächcnslück  oder  Linie,  kann 
eine  Function  constant  sein,  wenn  sie 
nicht  eben  sich  allgemein  auf  eine  Con- 
stante  reducirt.“ 

Denn  fände  dies  z.  B.  in  « statt,  so 
wären  alle  Differenzialquotienten  (Fig.  77) 


Fig.  77. 


von  f(i)  für  z = (t  der  Null  gleich,  also  in 
einem  Kreise  nm  n die  Function  con- 
stant. Zieht  man  nun  ans  ß innerhalb 
dieses  Gebietes  einen  zweiten  Kreis,  für 
den  Entwickelung  nach  Potenzen  lUr 
(i  — ß)  stattfindet,  so  ist  auch  f(ß)  mit 
allen  Differenzialquotienten  der  Noll 
gleich , also  auch  in  y innerhalb  dieses 
Kreises  die  Function  constant,  so  gelangt 
man  , wenn  die  obige  Ausnahme  nicht 
stattfindet,  mit  constantem  Werthe  von 
f{»)  nach  einem  beliebigen  Punkte,  und 
dies  findet  also  lur  den  ganzen  oder  den 


Raum  statt,  für  welchen  die  Fnnction 
definirt  ist. 

Diese  Schlüsse  finden  offenbar  dann 
immer  noch  Anwendung,  wenn  für  Punkt 
a alle  Differenzialquotienten  verschwin- 
den. Also: 

X.  „Für  irgend  einen  Punkt  n , wo 
die  Fnnction  definirt  ist,  kOnnen  nicht 
alle  Differenzialquotienten  verschwinden.“ 

XI.  „Eine  Function  kann  in  keinem 
endlichen  Gebiete  unendlich  oft  Null 
werden,  wenn  sie  daselbst  eindeutig,  con- 
tinnirlich  und  nicht  der  Null  gleich  ist.“ 

Denn  sonst  müssten  die  Nullpunkte 
schliesslich  so  znsammenzurücken,  dass 
deren  unendlich  viel  in  der  Nähe  eines 
Punktes  a lägen,  und  es  wären  dann, 
wenn  man  von  einem  ß znm  nächsten 
ß + h ginge: 

/■(/J)  = 0,  f{ß+k)  = 0, 
also  da  k ins  Unendliche  abnimmt,  in 
der  Nähe  von  k,  auch: 

lim 

nnd  Gleiches  fände  mit  allen  Differen- 
zialqnoticnten  statt. 

XII.  „Es  kann  auch  eine  Function 
innerhalb  eines  endlichen  Gebiets  mit 
der  in  IX.  enthaltenen  Ansnahme  nicht 
unendlich  sein.“ 

Denn  sei: 

/■(»)  = “. 

so  ist: 


also  constant, 

XIII  „Jede  eindeutige  Function  nimmt 
wenigstens  für  einen  Werth  der  Variable 
einen  gegebenen  Werth  A an.“ 

Wir  beweisen  diesen  Satz  für  A-* 
zunächst.  Sei  !H  der  grösste  Werth  des 
Moduls  von  f{z).  Nun  war: 

^W(0)=l:2^r^V(ce»V-»V,. 

2nr"  f 0 

Ersetzt  man  das  Argument  durch  B,  so 
kommt : 


also: 

mod^^"\0)<I-  2...H  — 

r" 

Wird  nun  f(t)  nie  nnendlich,  so  kann 
man  r nnendlich  gross  nehmen,  asd 
es  ist: 
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vu  mach  n lei,  was  nach  X nnmOg- 
lich  ist. 

Beweisen  wir  den  Satz  jetzt  ftir  be- 
liebiges A.  Man  nehme: 

BO  wird  dieser  Ausdruck,  wie  eben  ge> 
teigt,  für  irgend  einen  Punkt  « unend- 
lich, also : 

f(n)-A  = 0,  n«)  = A. 

Noch  erwähnen  wir  der  Ausdehnung 
des  Taj1or*schen  8atscs  für  mehrere  Va- 
riablen. 

Sei  zu  entwickeln: 

/■(*+*.  y+*). 

Denkt  man  y+k  constant,  so  ist; 

/(*+*,  y+*)=A*.y+*)+ 

^ /(»,  y+*) , 

■^i  • 2 dx>  + • • •• 

and  wenn  man  jedes  Glied  nach  Poten- 
zen Ton  Jt  entwickelt : 

y+*)=/'(».  • • •! 

y+t)  _ if,  . £!_f, 

dy  dx"^  dxdy  ' * ** 

y+k)  _ öV  ^ 

dx*  dx*  dxdw"^  ’ ’ ** 


wo  man  den  Ausdruck  im  Exponenten 
zunächst  sich  als  Zahl  a denkt,  und  ; 

e -l  + " + rr2+  • • • 

entwickelt,  wobei  der  polynomische  Satz 
in  Anwendung  kommt.  Man  bat  dann 
Glieder  von  der  Form : 

A,  !L. 

äx/‘dr/’  . . . 

Diese  Glieder  sind  schliesslich  in  ihrer 
Bedeutung  als  Differenzlalquotienten  anf- 
zufassen. 

15)  Betrachtungen  Uber  die 
Functionen  reeller  Variablen. 

Wir  wollen  jetzt  vorausaetzen , dass 
sowohl  die  Variable  x als  auch  die 
Function  /'(x)  reell  sei.  Der  Zuwachs  s> 
ist  dann  immer  als  reell  zu  betrachten. 
Sei  *-  positiv.  Soll  also /'(x -f- v)  grosser 
als  /'(x)  sein,  so  muss  man  haben: 
f(x  + y)-/’(x)^  Q 
y 

Soll  das  Gegentheil  stattfinden , so  ist : 
f(x+y)-f(x) 


r(x  + k,  y + t)  = ^ix  + y)  + M^+tl^ 

A«  2kt  d>f 

1 . 2 dx«  1 . 2 dxdy 

^1  -2dy>^ 

Diese  Entwickelung  gilt  offenbar  so 
lange,  als  die  Moduln  von  A und  k klei- 
ner sind,  als  der  kleinste,  fOr  den: 

/(*+*.  y +*) 

eindentig  und  continuirlich  bleibt. 

Bei  Fnnctionen  von  mehr  als  zwei 
Variablen  sind  diese  Schlüsse  fortzu- 
letaen.  Man  Überzeugt  sich  dann  sehr 
leicht  von  der  symbolischen  Formel: 

*.+  *1  . • • 

*‘sr.+  *>di;+  • • • +*»57 

se  n 

•/■(*!.  -t,  • . . Xj, 


Da  man  aber  den  Ansdmek  links  mit 
^'(x)  vertauschen  kann,  so  hat  man  den 
Satz; 

„So  lange  f (x)  positiv  ist,  wird  die 
Function  /(x)  mit  wachsendem  x eben- 
falls wachsen , so  lange  f (x)  negativ 
dagegen  abnehmen.  Diese  Bedingnng 
ist  nothwendig  und  ausreichend.“ 

Wenn  f(x)  vom  Zunehmen  zum  Ab- 
nehmen fibergeht,  sagt  man,  die  Func- 
tion habe  ein  Maximum,  gebt  sie  vom 
Abnebmcn  zum  Zunebmen  Uber,  ein 
Minimum. 

Ffir  den  erstem  Fall  ist  nothwendig 
und  ausreichend,  dass  f'{x)  vom  Posi- 
sitiven  zum  Negativen,  ifir  den  letztem, 
dass  cs  vom  Negativen  zum  Positiven 
fibergehe. 

Hierbei  kann  /'(x)  discontinuirlich 
werden.,  ein  Fall , der  besonders  nnter- 
sneht  werden  muss. 

Bleibt  f'(x)  continuirlich,  so  muss  in 
beiden  FUlen: 

rw=o 

werden.  — Im  ersten  Fall  (wo  f'{x) 
vom  Positiven  zum  Negativen  fibergeht) 
ist  hierbei  f'{x)  im  Abnebmen,  also 
f"{x)  negativ,  im  letztem  f'(x)  im  Zn- 
nehmen,  also  f"{x)  positiv. 

Es  kann  aber  f’{x)-Q  werden,  ohne 
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dass  ein  Maximam  oder  Minimom  sUtt- 
findet,  wenn  es  nämlich  nicht  sein  Zei- 
chen wechselt.  Wenn  aber  f\x)  x.  B. 
positiv,  dann  Null  wird  und  positiv  bleibt, 
dann  hat  f*  (x)  selbst  ein  Minimom,  und 
wenn  es  erst  negativ  ist,  ein  Maximum, 
in  beiden  Fällen  also  ist  ^"(x)=0,  und 
ist  im  ersten  Falle  positiv,  im 
zweiten  negativ. 

(x)  aber  kann  nach  dem  eben  Ge- 
sagten gleich  Null  sein,  ohne  dass  /'(x) 
ein  Maximum  oder  Minimum  hat.  Dann 
ändert  es  sein  Zeichen,  und  f{x)  hat  ein 
Maximum  oder  Minimum.  In  diesem 
Falle  ist  /‘"'(x)  = 0 ii.  s.  w.  Das  Ge- 
sagte fasst  sich  in  dem  Satze  zusammen : 
„Hat  f{x)  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum, so  muss  eine  ungrade  Anzahl  der 
auf  einander  folgenden  Differenzialquo- 
tienten  verschwinden,  nnd  der  erste  er- 
scheinende im  ersten  Falle  negativ,  im 
letztem  positiv  sein.'* 

Aosgenommen  ist  der  Fall,  wo  f^{x) 
oder  der  erste  erscheinende  Differenzial- 
qnotient  discontinuirlich  ist.  Dieser  Fall 
ist  besonders  zu  ontersneben.  Es  muss 
dann : 


im  ersten,  und : 


im  zweiten  Falle  sein,  wo  y unbestimmt 
klein  ist. 

In  diesen  Betrachtungen  ist  die  Theo- 
rie der  Maxima  und  Minima  der  Func- 
tion einer  Variablen  enthalten. 

Beispiele  gibt  der  Artikel:  Maxima 
nnd  Minima. 

Wir  entwickeln  aus  dieser  Theorie 
noch  einen  wichtigen  Satz. 

Seien  die  Functionen  F nnd  sowie 
ihre  Differenzialqootienten  continuirlich 
zwischen  den  reellen  Grenzen  a und 
a-\-ky  ausserdem  aber  habe  in  diesen 
Grenzen  *i*  kein  Maximum  oder  Mini- 
mum, werde  also  «#»'  hier  nicht  'gleich 
Null,  dann  hat  in  diesen  Grenzen  offen* 
F*(x)  . 

bar  der  Ausdruck  ■ ■ ; einen  grössten 

und  einen  kleinsten  Werth,  die  wir  be- 
züglich mit  G und  K bezeichnen.  Ks 
Ist  also  dann: 


'Cf) 


>K, 


oder: 


wenn  */>'(x)  po,itir  iit.  lat  ei  negativ, 
IO  iit  der  ente  Anadmck  grOaaer,  der 


zweite  kleiner  ali  Noll.  Beide  Ani- 
drfleke  sind  die  Differenzialqnotienten 
bezüglich  von  : 

F(x)-C./.(x),  f(x)-A'J.(x), 

von  denen  alao  der  entere  mit  wachaen- 
dem  X nbnehmen,  der  letztere  znnehmen 
wird , wenn  (x)  positiv  iit.  Es  wird 
also  sein: 

F(a  + k)-G‘l‘(a  + k)<F{a)-G 
d.  h.: 


F(a  + k)-F(n) 

•/>(«  + *)—<<' (a)  ’ 

oder  grosser  als  G,  wenn  'f*'(x)  nega- 
tiv ist.  Ebenso  ergibt  sich ; 

F(a  + k)-F(p)^ 

•P  (n-i-k)—'P(a) 

Dasselbe  findet  'statt,  wenn  <P'  (x)  ne- 
gativ, da  in  diesem  Falle: 

*)<:•»•  (o). 


grösste  und  kleinste  Werth  von 


also  der  linke  Nenner  negativ  ist. 

Da  nnn  diese  Werthe  bezüglich  der 

I-'W’ 

einer  continuirlichen  Fnnction  von  x wa- 
ren, so  muss  der  Aasdmek  links  einem 
zwischen  den  Grenzen  a nnd  a-)-k  lie- 
F'(x) 


genden  Werthe  von  -rr/-. 

<P'(x) 


gleich 


Ist  9 ein  echter  positiver  Bmch,  so 
nimmt  jeder  dieser  Werthe  von  x den 
Ausdruck  a-f-vA  an,  und  man  hat  also 
den  merkwürdigen  Satz: 


F(a+k)-F(a)  _F'{,+9k) 
^.(a+k)-’P(a)~  <P’^a  + »k)’ 
wenn  nur  '/.'(x)  in  den  Grenzen  a nnd 
a -j-  A nicht  verschwindet. 

Aus  diesem  Satz  leiten  wir  den  Best- 
werth des  Taylor'schen  Satzes  lur  reelle 
Functionen  ab. 


Es  kommt  nämlich  oft  vor,  dass  man 
den  Grad  der  Convergenz  der  Poteni- 
reihen  wissen  muss,  also  wie  gross  der 
vernachlässigte  Theil,  der  Rest  ist,  wenn 
man  n Glieder  des  Taylorschen  Salzes 
nimmt.  Diesem  Reste  soll  hier  ein  all- 
gemeiner Ausdruck  gegeben  werden. 

Zu  dem  Ende  setzen  wir  in  Glei- 
chung 1): 

F(x)=f{a+k)-f(x)-(a+k-x)r  W 

(fi-fA-x)»  , 

1.2  ' ' " 
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<!•(*)-»  (a+*)— y (x)  — (a+*-*)  »'(•*)— 


(g+*-  x)« 


1-2 


7"W-  . 


Wir  nehmen  hierbei  an,  dass  die  Functionen  f,  r/,  f und  if'  continnirlich  seien 

in  den  Orenxen  a und  a-t-A,  und  dass  in  diesen  Grenzen  nicht  Tcrschwinde. 

Da  man  nnn  offenbar  hat : 


so  gibt  Satx  1) ; 


Es  ist  aber: 


l•■(n+A)  = <f»  («4-*)  = 0, 

K(o)  _ Sh) 

«/■(a) 


Ferner : 


F(a)=/’(<«+*)-/'W-är(«)-j-72r(«)-.  . • -jT2 


also: 

2)  /•(«  + *) = /■(«)+*  r w+ + 


+1 


/"V«) 


+f(a), 


1-2...  n 1-2. ..IS 
und  da  die  ersten  n^-l  Glieder  mit  der  Taylor’schen  Reihe  Ubereinstimmen , so 
ist  F (a)  der  verlangte  Rest.  Da  man  aber  hat ; 

F(a)  = <t‘  (o)  - 

so  ist,  wenn  man  die  entsprechenden  Werthe  einseut: 

3)  f(o)  = (»  (a+*)-7(a)-*7'(<')-j^7"(“)-  • • ■ 


A» 


1 -2  . 


- 


n— o 1 • 2 . . 


1-2.. 


%(«+'^(«+»A) 

7 ist  eine  beliebige  Fnnction,  q eine  beliebige  ganxe  Zahl,  nnr  darf  in 

den  Grenxen  a nnd  a+^A  nicht  verschwinden.  Dnrch  Specislisiren  kann  man 
dem  Reste  leicht  einfachere  Ansdrücke  geben. 

A)  Sei  7(x)  = (*— dann  Ist: 

7^*'*’'\»)  = (|>+I)f>(l>-1)  • • • (p-?+l)(^-o)^~’f 

F(a)  = A"+ ' (1- A)"~^  1 • 2 . . . 7 f("+  ‘>(«4  » *) 

»^~’l-2...n(;>  + l);)(p-l)...(p-y+l)‘ 

Wird  hierin  noch  = y geieUtp  lo  ergibt  licb: 

B)  Setzt  man  dagegen  in  der  allgemeinen  Formel  q—0,  so  ergibt  eich: 

47 


nnd: 

4) 
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6) 


'«+*)—'/  (")] 


{k- 9 h)"  f^"+'\a+!>k) 
i .‘2  . . . « If'{a+9h) 


7) 


F(a)  = 


also  wenn  wieder  <)  {z)-{x  - ist: 

1 • 2...  iiOt+l).'»'' 

oder  wenn  p = 0 ist: 

A"+ '(!_,»)"  /•(’*+^)(n4-,<»A) 


8) 


F(«)  = 


1-2...« 


ein  Ansdmck,  den  Cauchy  zuerst  gegeben  hat. 

Sei  ferner  </(;r)  = (a  + A — so  gibt  Formel  6): 


9) 


woraus,  wenn  ;;  = n ist: 


'(-i  + äA), 


10) 


F(o)=- 


A'+  f(.”+'\a+9k) 


1 .2. ..(«  + !)' 

folgt,  eine  Formel,  die  von  Lngrange  herröhrt. 

Nehmen  wir  an,  dass  in  den  angegebenen  Orensen  nicht  ver- 

schwindet, BO  kann  auch  in  G)  1/  (x)=f^"\x)  genommen  werden,  also; 

11)  Fia)  = [f("\a  + h)-f^"\a)) 


Diese  Darstclinng  ist  ron  Rocho. 

Besonders  znr  Anwendung  eignen  sich  die  Formeln  8)  und  10)  für  den  Rest. 
Diese  Restbcstimmnng  hat  ausser  dem  Zwecke,  den  Grad  der  Ann&hemng  zn  ün* 
den,  noch  den,  dass  die  Reihe,  selbst  wenn  sie  dirergirt,  mit  Hinznnahme  von 
F{a)  noch  einen  Sinn  gibt,  was  z.  B.  für  die  halbionvcrgcnlen  Reihen  wich- 
tig ist. 

An  die  obige  Theorie  der  Maxima  und  Minima  der  Functionen  mit  einer  Va* 
riablen  knüpfen  wir  noch  die  Theorie  derer  mit  mehreren  Variablen  an. 

Damit  für  ein  gewisses  System' von  Werthen  Xp  jr..  . . . der  Ausdruck 

X,  . . . x^)  im  Wachsen  oder  Abnehmen,  ein  Maximnm  oder  Minimum  sei, 
nmss  ihr  beliebiges  reelles  und  unendlich  kleines  dx^t  Hx^  . . . <fx^: 
f(x^+dx^,  x^+dx^  . . . 


im  ersten  Falle  kleiner,  im  letztem  grösser  als  z-,  ■ . ■ z:^)  sein,  also  der 
Ansdmck : 


/■(*,+ rfx,,  + . . •)— r(*i.  *«••■) 

bexQglich  negativ  und  positiv  für  jeden  Ansdruck  </x,,  </z,  ...  Dieser  Ansdmck 
ist  gleich: 


...). 


wozu  Glieder  dritter  Dimension  kommen , die  gegen  die  hiugeschriebenen  ver- 
schwinden. Auch  der  Ansdmck  zweiter  Ordnung  ist  unendlich  klein  gegen  den 
erster  Ordnung,  und  da  dx^,  djr,  . . . positiv  und  negativ  sein  können,  so  muss 
sein: 
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K = 

ih,  dx. 


<>r 

=,)T=°’ 


Continuitat  der  DiPferenzialquotienten  vorausgesetzt.  Es  muss  also  die  homogene 
Function  zweiter  Ordnung: 


»,  / lejr  * * dx  i)x.  * ^ I 

' J i t f 


wo  s und  i alle  Werthe  von  1 bis  n annehmen,  im  Falle  des  Maximnm  negativ, 
im  Falle  des  Minimum  positiv  sein. 

Es  ist  gezeigt  in  dem  Artikel:  Quadrat,  wie  man  eine  solche  Function  in 
eine  Summe  von  n Quadraten  von  der  Form  : 

« , rfx, c/x-4*  • • • 

verwandelt.  Bei  dieser  Vcrw'andlung  war  aber  jedes  Glied  unter  dem  Quadrat- 
zcichen  mit  einer  Quadratwurzel  als  Factor  behaftet,  welche  von  den  CoefÄcienten 
i)’/’  d’f 

r — , T abhängt.  Kfickt  man  diesen  Factor  aus  dem  Quadrat  heraus,  so 
ox  * dx  dx. 
s s i 

ist  jedes  mit  einem  Cocfficienlen,  der  positiv  oder  negativ  sein  kann,  multiplicirt. 
Es  ist  klar,  dass  im  Falle  des  Maximum  alle  diese  Coefdeienten  negativ,  im  Falle 
des  Minimum  positiv  sein  müssen.  Haben  sie  ungleiche  Zeichen,  so  findet  keine 
von  beiden  statt.  Diese  Bedingungen  sind  nothwendig  und  ausreichend,  den  Fall 

d*/  «»/ 

ausgenommen,  wo  die  Grossen  ^ — all«  verschwinden.  Dann  wäre  ganz 

f s f 

wie  oben  auf  die  Glieder  höherer  Dimension  zuriiekzugreifen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Function  zweier  Variablen  x,),  so  mnss  sein: 


Sei  noch: 


^ = 0.  p^  = o. 

Hx,  dx. 


ax,^  **’  dxi^dx. 


-A 

OX.* 


IO  ist  d«8  Glied  zweiter  Dimension  ; 


nrfx,  * +2A  dx  ^ dx,  -{-cdx,'  =«  ((ix,4-^  — jj'j  dx,  *, 

also  im  Falle  des  Maximum  oder  Minimum  bezüglich : 

i* 

o-gO,  c §0. 


Wegen  der  ersten  Bedingung  ist  im  Falle  des  Maximum  cn— 6’>0,  und  ebenso 
im  Falle  des  Minimum.  In  beiden  Fällen  mnss  also  ca7>b'  sein,  wobei  die  Be- 
dingung a^O  beide  Fälle  von  einander  trennt. 


16)  Beispiele  zum  Taylor’schcn  Satz. 

Wir  geben  jetzt  einige  Beispiele  für  die  Benutzung  der  Tajlor’schen  Reihe. 

Der  Ausdruck  (x-f-A)”  soll  entwickelt  werden  für  reelles  nnd  imaginäres  n. 
Es  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Entwickelung  gelten  muss,  so  lange  der  Modal 
von  k kleiner  als  der  von  x ist,  mit  Ausnahme  des  Falles,  wo  n eine  ganze  po- 
sitive Zahl,  also  die  Reihe  eine  endliche  ist,  und  fOr  jedes  h gilt.  — Denn  sei 

zunächst  n ein  echter  oder  unechter  Bruch,  also  n=:-^: 

ß 

(x-f-A)"=y(x-f- *)“. 

Setzen  wir  A=— i-J-re^C  .q  wird; 

ß 

^(x+*)“  = yr“."»‘, 

47* 
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also  fOr  qt  = 0 und  f&r 

n R ?ani 

(x+*)“  = r^  nnd  (x+*)"  = r*«  ^ . 

Man  kehrt  also  erst  nach  ^maligem  Umkreisen  des  Punktes  kz:^x  an  dem  An> 
fangswertb : 

a ^aßn%  er 

znrQck,  und  es  ist  dies  ein  Windungspnnkt.  Somit  hOrt  die  Richtigkeit  der  Ent> 
Wickelung  auf,  wenn  der  Modul  von  k den  von  or  erreicht.  Gleiches  gilt,  wenn 

ft  irrational  ist,  da  dann  r”  und  r**e^**”*  ebenfalls  ungleiche  Werthe  haben.  Auch 
kann  ohne  Aenderung  dieser  Betrachtungen  n negativ  sein. 

Sei  jetzt  aber  n eine  beliebige  complexe  Zahl,  so  hat  man: 

(x+A)"=«"'8<^+*), 

aber  für  h——x: 

’g  (*+*)  = lg  0 = CO, 

WO  dann  also  Discontinnität  ointritt. 

Für : 

A*)=*" 

iat  nun: 

/■'(x)  = «x"-',  /^"(x)  = n(n-l)x"-*  . . . f^\x)  = n{n-\) 

. . . (n-i+l)x"-‘, 

also  wenn  man: 

_ i»(n-l)  . . . (»  — i + l) 
t ~ 1-2  ...  s 

setzt : 

(x 4- *A-|-n,x"~‘*A*4' ■ • > +",*"  *** 

wo  man  statt  des  letzten  Gliedes  auch  setzen  kann : 

natürlich  nnr  dann , wenn  x nnd  h reell  sind  , nnd  dieses  letzte  Glied  gibt  die 
Grenze  des  Fehlers  an.  Setzt  man  z.  B.  x = l,  wo  man  dann  hat: 

(!+*)"  = ...  +",  *‘+  . . • 

Der  Modal  ron  k muss  kleiner  als  1 sein.  Es  wird,  wenn  man  mit  ab- 
bricht, der  Fehler  zwischen : 

nnd  (H-i)"“’ " ^ A*+ ' 

liegen ; er  wird  also , wenn  n und  A positiv  sind , nicht  grosser  als  der  letztere 
Ansdrnck,  wenn  A negativ,  n positiv  ist,  nicht  grosser  als  der  erstere  sein  können. 
Sei  ferner: 

/•(x-fA)=ig(x+A). 

Die  Beihenentwickelung  gilt,  so  lange  mod  A<modx  ist,  da  für  A = — x Discon- 
tinnität  eintritt. 

Man  hat: 
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lilgx  -I  d'\%z  —i  rf‘Ig*_,n  -3 


dx* 

tlio: 

lg  (*+*)  = lg  3T+J 

and  für  x=l  erhält  man  hieraus: 

lg(l+A)  = *-4*»  + l*>+  . . 

für  x = 0 dagegen  wird  diese  Entwickelung  immer  iUnsoriseb,  da  dann  modA<0 
sein  müsste.  Setzen  wir  in  der  letzten  Entwickelung  A = l,  so  hat  man: 

lg  (2)  = 1— 1+1  — 1+  • • • 

Die  Glieder  nehmen  ab  und  convergiren  nach  Null  bin.  Dies  ist  ein  Zeichen 
dafür,  dass  die  Reihe  conrergiren  nluss  (siehe  den  Artikel:  Reihen). 

Ist  A = — 1,  so  bat  man : 

lg(0)=-(l+l+l+i+  ...). 

Diese  Reihe  wird  dirorgiren,  da  dieselbe  zur  Summe  : 

lgO=  —00 

haben  würde  Es  ist  dies  ein  Beispiel  für  den  Fall,  dass  in  der  That  anl  der 
Grenze  die  Function  convergiren  oder  dirergiren  kann. 

Eindeutige  Functionen,  welche  filr  endliches  x nie  discontinuirlieh  werden, 
können,  was  auch  x sei,  immer  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x entwickelt 
werden.  Diese  Eigenschaft  haben  s,  B.  die  Functionen : 


■24. + 


**+' 


(x+l)(x+S*)‘+* 


e , Bin  X,  COB  X, 

und  in  der  That  werden  die  enteprcchcndcn  Reihen : 

X*  X* 


= l+x  + 


2 1 


sin  x = X — 


l-2-3"^  1 • 2-3-4-6 


2.3 

X» 


+ 


Von  solchen  Functionen  sagt  man,  dass 
sie  „den  Charakter  ganzer  Functionen 
haben,.*  oder  nennt  sie  auch  kurzweg 
„ganze  Functionen.“  Sie  sind  aber  auch 
die  einzigen , welche  sich  immer  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x selbst 
entwickeln  lassen. 

17)  En  t Wickelung  der  F n net  io - 
nen  nach  ganzen  positiven  und 
negativen  Potenzen  der  Va- 
riable n. 

Wir  untersuchen  jetzt  abermals  das 
Integral : 


erstrecken  dasselbe  jedoch  über  zwei  ge- 
schlossene Cnrven  A und  B,  von  denen 
die  eine  von  der  andern  ganz  umgeben 
wird  (Fig.  78)  Wir  setzen  voraus,  dass 


X* 

•2-3. 4 ■ ■ ■ 

sich  in  dem  Ringe  zwischen  A und  B 
und  auf  diesen  Cnrven  selbst  keine  Dis- 
continnität  oder  Mehrdeutigkeit  finde. 


Fig.  78. 


Die  geschlossene  Curve  setzt  voraus, 
dass  in  dem  ganzen  von  B umschlosse- 
nen Gebiete  sich  entweder  kein  Win- 
dnngspunkt  finde,  oder  mehrere  derart. 
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dass  beim  Umkreisen  dersefben  auf  Curve  A die  Function  in  jedem  Punkt  mit 
ihrem  alten  Werthe  wieder  zurUckkomme. 

Da  dann  in  dem  Ton  A und  U begrenzten  Gebiete  der  Ausdruck  nur 

n — s 

Tür  n = s eine  Discuntinuität  aiinchmen  kann,  so  ist,  falls  Punkt  z in  diesem  Kinge 
liegt,  nach  dem  am  Schlüsse  des  Ilten  Abschnittes  angeruhrten  Satze: 

r(‘) 

J «—2  ./  « — S J «— * 

/.(-<)  r^B) 

wenn  i im  Ringe  liegt,  wo  I und  I die  über  die  Cnrvcn  A ond  B erstrock* 

/.(:) 

ten  Integrale,  # dasjenige  auf  eine  kleine  geschlossene  Curre  erstreckte  be- 
deutet, welches  den  Punkt  z umgibt.  Betindet  sich  aber  s ausserhalb  des  Ringes, 
so  ist : 

./  « — s ./  ■< — t 

Man  beweist  nun  wie  in  12),  dass: 

r*)^‘  = 2ii/-(z) 

J « — * 

ist,  also : 

>> 

oder  = 0, 

je  nachdem  z zwischen  A und  B liegt,  oder  ausserhalb  dieses  Raumes. 

Finde  das  erstere  statt,  und  snbstituirc  man  den  beiden  Curren  A ond  B con- 
centrische  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  und  deren 
Radien  bezüglich  r und  p seien,  so  darf  zwischen  r und  p kein  Radius  oder  Mo- 
dul liegen,  für  welchen  f(i)  djscontinuirlich  wird.  Ausserdem  ist  zunüchst  zu 
setzen : 

r>mods>p. 

Mit  dem  ersten  Integral  kann  man  ganz  wie  in  Abschnitt  12)  Tcrfahrcn,  da 
r>modz  ist,  und  crhült  somit  auch: 

,1  /•»"  /'(«).  ,,i  ...  W. 


- 1 .<  ■ 

» •>  e..  ■ 


Was  aber  das  zweite  Integral  anbetrifft,  so  ist: 
mod  s>mod  n. 


also : 


Da  nun  für: 


7r'.\-'('+T+?+  ■ • •)■ 


=('-r) 


wird,  so  hat  man: 


o = p e'^* : 

f(n)  da  — ni  fa  rf'p 
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oder : 


-^J  =^.l  „ ‘‘f  It + + • • • )' 

_J_  rWf(„)d«  BBB 

•in  j tt-t  ~ z 

BDd  sonach  hat  man  für  jeden  Werth  von  s,  der  in  dem  bczeichneten  Ringe  liegt ; 
/’(*)  = -^«+.4,  s+yl,  z>  + 


ond  haben  die  obigen  Wcrihe. 

f^ede  Function  risst  sich  nach  posi- 
tiven und  negativen  ganzen  Potenzen 
cotvrickcln , iu  dem  von  zwei  concen- 
trischen,  in  unserem  Sinne  geschlossenen 
Kreisen  begrenzten  Raume,  durch  deren 
Peripherien  je  zwei  nächste  Discontinui* 
tätspunkte  gehen. 

Hat  also  eine  eindeutige  Function  /*(») 
in  Funkten  A^y  Aj  (t'ig.  79)  Uis- 
continuititen,  so  legt  man  durch  diesel- 
ben Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  ist;  zwischen 
den  durch  A^  und  A^  gehenden  Krei- 
sen, ferner  zwischen  den  durch  A^und  A^ 
gehenden  u.  s.  f.  findet  dann  die  Entwicke- 
lung 2 statt,  die  immer  convergirt,  je- 
doch in  den  verschiedenen  Gebieten 
A^A^t  A^A^  « . . verschiedene  CoefO- 
cienten  hat,  während  bis  zu  Kreis  A^ 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  ent- 


Fig.  79. 


wickelt  wird,  also  sammtliche  B der  Null 
gleich  werden. 

Die  Werthe  von  A und  B , die  man 
I s* 

auch  schreiben  kann  : 


et 

zeigen  aber,  dass  die  Integrale  rechts  dieselben  bleiben,  wenn  man  r und  p be- 
liebige Werthe  gibt,  welche  zwischen  die  r und  q umschliessenden  beiden  nächsten 

DiseontinuiUtstnoduln  fallen,  denn  für  alle  diese  Werthe  ist  — — und 

u 

eindeutig  und  continuirlich , also  das  Integra!  dasselbe  (Abschnitt  11).  Die  Be- 
dingung r>mods>p  ist  also  aufgehoben,  für  p und  r sind  beliebig  auch  gleiche 
Werthe  zu  nehmen,  welche  jedoch  zwischen  den  beiden  zunächst  liegenden  Dis- 
continuilätsmoduln  liegen.  Eben  weil  diese  Grenzen  mit  dem  Gebiete,  worin  z 
liegt,  wechseln,  wechselt  anch  die  Form  der  Entwickelnng.  Man  sicht,  dass  man 
jetzt  anch  schreiben  kann: 


2) 


n*)-- 


'‘-j  ^-1 

+ — ^ — 1-‘4«+3,  t+A,  »*4- . . 


^ =o-  r 

• inj  0 


/•(«) 


dl/,  n=re 


P<r<R, 


wo  H der  z nichste  grOzzere,  P der  uftchzte  kleinere  Dizcontinnit&tzmodnl  Izt. 

Ez  Itzzt  zieh  indezz  noch  eine  andere  Entwickelung  nach  pozitiren  and  ne- 
gttiren  Potenzen  Ton  z finden,  die  jedoch  einen  wezentlich  andern  und  engem 
Charakter  trügt  alz  die  vorige.  Setzen  wir  zn  dem  Ende: 
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“ = *— Y>  /•(»)=  7 (“). 
BO  ergibt  sich  sogleich  : 


dem  dies  flir  einen  oder  den  indem  der 
Wcrthe  stettfindet,  ist  dos  Zeichen  der 


‘=T^y  4+^’ 


und: 


7(M)=r(|±y^+i). 

Untersuchen  wir  jrtst,  in  welchen 
Grenien  von  s sich  die  Fnnction 
nach  ganiscn  positiven  Potenzen  von  ii 
entwickeln  lasse.  Bedingung,  dass  eine 
solche  Entwickelung  Oberhaupt  möglich 
sei , ist  die,  dass  7 (u)  für  u = 0 keinen 
critischen  Funkt  habe.  Diesem  Werthe 
entspricht  s=  + l,  je  nachdem  man  der 
Wurzel  das  eine  oder  das  andere  Zeichen 
gibt.  Es  muss  also  wenigstens  einer 
der  Werthe  /’(+!)  und  f{ — 1)  keinem 
critischen  Punkte  entsprechen.  Je  nach* 


Wurzel  von  z 


~2  -V  4 


+ 1 positiv 


oder  negativ  zu  nehmen.  ErHillen  beide 
Werthe  die  Bedingung,  so  ist  das  Zei- 
chen beliebig. 

Um  die  Grenzen  der  GOltigkeit  unse- 
rer Entwickelung  zu  finden , fragt  sich, 
welche  Werthe  von  s einem  gegebenen 
Modul  von  u entsprechen.  — Zn  dem 
Ende  setzen  wir: 


I = ps 


also; 


g i 

ge  = re  - 


— 9i  — g s 1 gi 
e =re  ’ e’. 


also  durch  Multiplication: 
cos  7 ’ -)-  sin  </*, 


oder: 


r*— 2r’  cos  2g  — p*  r*-fl=0. 


Es  ist  dies  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten  r und  g, 
gegebene  Constante.  Fahrt  man  rechtwinklige  Coordinaten : 


p ist  eine 


ein,  so  erhalt  man: 


z = rcoig,  y = rsing 


(*>+y>)s_2(x*  - y*Hp*  (x*-|-y«).t-l=0. 

Die  Cun-e,  welche  wir  mit  U bezeichnen  wollen,  ist  also  vierten  Grades.  Aus 
der  Gleichung  derselben  ergibt  sich: 

r»  = cos27-t-^4:y(cos27-f^)  —1. 


Da  r*  reell  und  positiv  sein  muss, 
so  muss : 

0* 

sein,  denn  den  negativen  Werthen  von 

p* 

cos2'/>-f-^  entspricht  negatives  r>,  de- 
nen, die  kleiner  als  1 sind,  imaginEres. 
Dagegen  finden  fOr  jedes  g,  welches  die- 
ser Bedingung  genügt,  zwei  positive 
Werthe  von  r statt.  Der  grösste  Werth 
von  g.  ist  von  p abhängig.  Tritt  nur 
ein  critischer  Punkt  von  f{t)  ein,  so 
entspricht  diesem  ein  gegebener  Werth 
von  r und  g,  also  vermöge  Gleichung 
1)  ein  ganz  bestimmtes  p,  welches  die 
Cnrve  V völlig  bestimmt,  und  diese  ist 
es  dann,  innerhalb  welcher  unsere  Ent- 
wickelung statt  bat,  wenn  sie  keinen 
zweiten  critischen  Punkt  einscbliesst. 
Es  gibt  aber  ansser  den  eritischen  Funk- 


ten für  f(i)  noch  im  Allgemeinen  einen 
zweiten  critischen  Funkt  für  g (a),  den- 
jenigen nämlich , wo  beide  Werthe  von : 

II  /||S 

+ gleich  werden,  also: 


« =+2i,  s=  + i; 

für  diesen  Werth  ist  p = 2,  r=l.  Ent- 
sprechen also  den  critischen  Punkten 
von  f(i)  nur  Werthe  von  p,  die  grösser 
all  2 sind,  so  ist  die  Entwickelung  den- 
noch nnr  für  das  Innere  derjenigen 
Cnrve  t/,  für  welche  p = 2 ist,  gültig.  Je 
grösser  p,  desto  grösser  ist  auch  ver- 
möge unserer  Ungleichheiiibedingnng 
der  grösste  Werth  von  g : für  p=2  er- 
hält man : 

cos  2g>  — 1, 

eine  Bedingung,  welche  immer  erfüllt  ist. 


1 

< 
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Jedem Ueinerea^ aber  euUprechenWorthe  A(— 1)  oder  beide  keine  critischen  Funkte 

Ton  (/,  die  kieiner  aU  ^ »ind.  beiden  Werthen  von  r,  die 

In  dieeem  Falie  zerfallt  die  Curve,  wie  gegebenem  7 cnteprechen,  wächst  der 
leicht  zn  sehen,  in  zwei  völlig  von  ein-  grössere  mit  p,  und  der  kleinere  nimmt 
ander  getrennte  Theile,  deren  einer  den  wegen  der  Gleichung  r,r,  = 1 ab,  wenn 
Punkt  a = l,  der  andere  den  Punkt  z=-l  pwkhat.  Dien  zeigt,  dtus  jede  Cnrve 
sjmmetriaeh  nmschliesat.  Beide  sind  die  grösserein  p entspricht,  alle  mit 
unter  einander  congrnent  und  zerfallen  kleinerem  p völlig  einschliesit. 
in  zwei  eongrnente  Stöcke.  In  einem  Nncbdem  so  das  Gebiet , in  welchem 
derselben  oder  in  beiden  findet  die  Ent-  nnsere  Entwickelung  gilt,  völlig  festge- 
Wickelung  statt,  jo  nachdem  /'(-(-l)  oder  stellt  ist,  kann  man  in  demselben  setzen: 


wo: 

7 (u)  =/(«-!- 

ta  «eUen  ist  * In  gewissem  Sinne  ist  es  nun  möglich,  hieraus  eine  Entwickelnng 
nach  positiven  nnd  negativen  Potenzen  bersustellen.  Man  bat  nämlich: 


n 

z 


u 

— nt 


+ 


, — II 

• • (—1)  * . 


wo  a,  n,  ...  die  Binomialcoefficienten  sind.  Hieraus  ergibt  sich,  wenn  man 
nach  Potenzen  von  s ordnet: 


A,  = <r~j"+ 


,(') 


(1  • 2)>^(l-2-3)'^ 


7(*+*) 

TTr  (s+l)  (H-  2)  2\  ~~  (H-l)(s-j-2)(.-f  3l  3! ' 


•). 


r{i)  = A.+  ‘s'^  A^[z‘ +(-!)•» 

S = 1 


wo  unter  7^  ^ der  ste  Differenzialqnotient  von  7 (u)  für  u=0,  unter  sl  der  Aus- 
druck 1 • 2 . ■ . s verstanden  wird.  Ihrem  Ursprünge  gemäss  gilt  diese  Entwickelnng 
nur  innerhalb  des  einen  oder  andern  von  der  Curve  U begrenzten  Gebietes. 

Bricht  man  die  Entwickelung  mit  z"  ab,  so  darf  man  auch  nur  bis  zn  z 
gehen,  nnd  in  A nur  bis  zn  dem  mit  multipUcirten  GUede  vorschreiten, 

nnd  kommt  es  dann  nicht  darauf  an,  ob  die  Ausdrücke  für  A^  selbst 

couvergiren.  Nur  wo  dies  Gebiet  innerhalb  des  Ringes  liegt,  wo  die  Entwickelung 
2)  convergirt,  sind  beide  zu  identifieiren. 


Beispiele. 
I.  Sei : 


— z y — s' 


e,  ß,  y beliebige  Constanten,  deren  Moduln  jedoch  der  Bedingung  genügen,  dass 
mod  a < mod  ^ < mod  y ist.  Ist  dann  mod  z < mod  a , so  können  die  Brüche 

, , nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z entwickelt  werden,  und 

n— s fl — z y — z 
man  hat: 

/■(z)=  A.  + A,  z-l-A,t«-(-  . . ., 

A =-L-  -1- 
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Ist  jetzt  inod  cr<mod  i < mod^,  so  kOn* 
nen  noch  - und  — nach  positiven. 

^ y-i 

aber nur  nach  negativen  Potenzen 

rr — i 

von  z entwickelt  werden.  Man  hat: 

= + yi , S + /4,  I*  + , . 


A — ^ I ^ I?  — . * ' 

lat  iDOd^<modz<mody,  so  wird  nur 
^ nach  positiven  Potenzen  zu  ent- 
wickeln sein.  In  der  obigen  Reihe  ist 
also: 


Ist  endlich  mod>'<modZy  so  tritt  für 
alle  drei  Brüche  Entwickelung  nach  ne- 
gativen Potenzen  ein  Es  ist: 


so  ist  in  demselben  f{z)  eindeutig, 
nämlich : 

Jl  I 

und  für  z = r und  s=:re”  nimmt  f{z) 
denselben  Werth  an.  Da  der  Modul 

von  kleiner  als  1 ist , so  kann  man 

nach  dem  Binomischen  Satz  entwickeln 

I 1-3 

^l-2-3-2*s*  • • 

■Iso : 

/■(0  = s+i-i72:2i  — 


1-2-3-2*  i>  ■ 

Diese  Entwickelung  gilt  für  alle  Werthe 
von  z,  deren  Modul  grösser  als  1 ist. 

18)  Entwickelung  der  Functio- 
nen nach  F Oll  rr  ier'sc  h cn  Reihen. 


Da  den  Werthen  ; = rr,  t = z — y Dis- 
continuitätspunkte , und  zwar  die  einzi- 
gen, welche  f{z)  hat,  entsprechen,  muss 
in  der  That  die  Entwickelung  sich  vier- 
mal ändern,  nämlich  in  dem  Kreise, 
dessen  Peripherie  durch  a geht,  erfolgt 
sie  nach  positiven  Potenzen,  innerhalb 
der  Ringe,  deren  Qrcnzkreisc  durch  rr 
nnd  ßt  ß und  y gehen,  und  innerhalb 
des  ganzen  Gebietes,  welches  ausserhalb 
des  letzten  Kreises  fällt,  in  Entwicke- 
lungen, welche  auch  negative  Potenzen 
enthalten 

Diese  Entwickelung  danert  so  lange 
fort,  bis  ein  Modul  clntritt,  welcher 
einem  Windungspunkte  entspricht.  Fin- 
det derselbe  Tür  z = 0 statt,  so  kann  man 
der  Entwickelung  von  /*(:),  indem  man 
z = x-}-M  setzt,  die  von  nach 

Potenzen  von  «,  oder  von  z — x snb- 
stitniren,  wenn  für  x kein  Windungs- 
pnnkt  statthndel,  und  diese  Entwicke- 
lung gilt  dann  bis  zn  dem  x am  näcb- 
« sten  liegenden  Mclirdcutigkeitsmodul. 

II.  Sei : 

r{z)=V^i+r). 

Für  z = 0 nnd  z~  —1  finden  Windungs- 
pnnktc  statt.  Zieht  man  vom  Anfangs- 
punkte aus  einen  Kreis  r>l,  welcher 
also  beide  Windungspunktc  einschliesst, 


Unter  Fourrier’schen  Reihen  versteht 
man  Entwickelungen  nach  Sinus  ooJ 
Cosinus  der  Vielfachen  der  Variablen. 
Ihre  gcw'öhnliche  Anwendung  erfolgt  bei 
reellen  Variablen,  jedoch  haben  »ie  na- 
mentlich auch  für  complcxe  Argumente 
sehr  wichtige  h'igcnschaftcn.  Sic  können 
leicht  aus  den  Entwickelungen  des  vori- 
gen Abschnittes  gefunden  w'erüen. 

Sei  zo  dem  Ende  /‘(z)  eine  io  ge- 
wissen Gebieten  oder  im  ganzen  Kanmc 
cindentige  Function,  und  setzen  wir: 
f(z)=F(u), 

WO  u gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 
ziiz 


also : 


(i>  lg  M 

wo  CU  eine  beliebige  Constaute  ist.  Fs 
wird  also  sein: 


F(u)=f 


Wenn  aber  noch  f(z)  eindeutig  iät,  M 


wird  dies 


nicht  mit 


gemeinen  der  Fall  sein,  da  Iga 
mehrdeutige  Function  ist.  Man  hat  je- 
doch bekanntlich ; 
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wo  I ein  bentinimter  Werth  ilcs  Logarithmus,  ui  eine  bcliiehigc  ganze  Zahl  ist, 
und  diese  Formel  umlasst  alle  Werthe  Von  Igu.  Es  wird  also  sein: 

(snl  i])  =/■  ('“2!^^  + *<“)• 

Damit  also  F (u)  eindeutig,  d.  h.  von  dem  Werthe  von  s nnabh&ngig  aoi,  mnes 
für  jeden  Werth  von  z sein  : 

r(z+,,o)=f(z), 

eine  Gleichung,  die  offenbar  erfüllt  ist,  wenn  man  hat: 

/•(z+u.)  = /■{:), 

denn  dann  ist,  wenn  man  fQr  : nach  einander  setzt: 

/‘(z)=f (z—at)  = f(z-2iü)  . . 
r(z)=f(z  + oj)  = r,z+2^)  . . 

Eine  Function,  welche  diese  Eigenschaft  hat,  nennt  man  periodisch,  und  sagt,  sie 
habe  die  Periode  w. 

Die  Entwickelung  des  vorigen  Abschnittes  ist  also  nur  anwendbar  auf 
wenn  f(z  :=iF{u)  in  Bezug  auf  2 die  Periode  o)  hat. 

Sei  dies  jetzt  der  Fall,  so  hat  man: 

■^-3  ^-2  ^-1 

'■'(«)=  ■ ■ ■ + - +^0+^1“  + ^.“’+  • • •. 


* 2n./  0 r’c‘7* 


r ist  ein  zwischen  zwei  nächsten  Discontiuiiitätsmoduln  der  Function  F(ii)  liegen- 
der  Werth. 

Sei  r = c . Setzt  man  in  Formel: 


u = re'''  = «*+''‘. 


so  erhält  man,  da: 


— X+'/i, 


also  wenn  man  auch  für  den  allgemeinen  Werth  von  u wieder  e setzt: 


f(z)  — A^  + Aje  ^ ^ +v4,« 


-j-A  c 


^A_e  “ +A_^e 
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Es  fragt  sich  noch , in  welchen  Gren- 
zen von  z diese  Reihe  branchbar  ist. 

Zn  dem  Ende  haben  wir  zn  nnter- 
suchen , welche  Werthe  ron  r gleichem 
Modul  r Ton  n entsprechen.  Sei: 


Fig.  80. 


so  ist : 


t = p ( 


WO  7 und  i reell  Bind , und  X fdr  den« 
selben  Modul  r consUnt  bleibt,  wegen 

Sei  ferner  die  im  Allgemeinen 
complexe  Grösse: 

di 


Man  hat  also: 


1 = 


di 


oder : 


ft  Ae  .. 


2n  p (»  — «>)•  , . 


und  indem  man  die  imaginären  Tbeile 
vergleicht : 

2 n p . , „ , 

-j-  sin(r- «)=  — A. 

Damit  also  r,  d.  h.  i constant  bleibe, 
mnsB  auch : 

psin(r  — cf) 

constant  sein. 

Diese  Bedingung  ist  notbwendig  nnd 
ausreichend.  Denkt  man  sich  (Fig.  80) 
den  u nnd  den  z entsprechenden  Punkt 
mit  dem  Anfangspunkte  O verbunden, 
so  ist  offenbar; 

Oz=:p,  Winkel  zOX  = r, 
Winkel  iuOX=J', 


also : 

Winkel  sOiu  = r — <f, 
und  die  Grösse  psin(r— ^ wird  durch 
das  Loth  ty  von  z auf  Oat  vorgestellt, 
d.  h.: 

„Alle  Punkte  z,  welche  gleichem  Mo- 
dul von  u entsprechen,  haben  gleiche 
Entfernung  ron  Ocu,  liegen  also  in  einer 
Parallele  mit  der  Linie , welche  den  der 
Periode  entsprechenden  Punkt  mit  dem 
Anfangspunkte  verbindet.“ 

Sind  also  A,,  A,  zwei  beliebige,  aber 
einander  nächste  Discontinaitäten  von 
z,  so  zieht  man  durch  dieselben  zwei 
unendliche  Linien  parallel  mit  Richtung 
Oa,  nnd  für  alle  Punkte  z,  welche  zwi- 
schen denselben  liegen,  findet  die  obige 
Entwickelung  von  f(jt)  statt.  Es  ist 
übrigens,  wenn  wir  h die  Entfernung 
eines  beliebigen  Punktes  z zwischen  die- 
sen Parallelen,  k„  k.  die  der  Punkte 

2s  k 

A,  und  A,  von  Ow  nennen:  A= — 
zn  nehmen,  wo : 

Ar,  ,, 

sonst  h beliebig  ist.  Man  hat  also: 
tn  th 


_ 1 r»"  racy  «Ai-I  ~A 

^•-2^7  0 

Die  Integration  findet  in  Bezug  auf  die  reelle  Grösse  if  statt,  nnd  ist  also  keiner 
Zweideutigkeit  nnterworfen,  da  7 immer  reell  bleibt.  — Setzen  wir  noch : 

2nn 

»=T-’ 

so  wird , da  anch  A reell  ist , keine  Zweideutigkeit  eintreten.  Die  Grenzen  der 
Integration  werden  dann  «=0  und  «t  = /l  sein,  also: 


2) 


= !■+**>] 


* /I  \ 

-J- (*-«•) 


dn. 


Die  Grösse  k braucht  nur  beim  Uebergang  über  eine  der  PafUlelen  mit  Oai,  welche 
durch  einen  Discontinnitätspunkt  geht,  verändert  zn  werden. 
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Diese  Entwickelung  lasst  sich  immer  auf  den  Fall  tnrückfOhren , wo  <u  reell 
ist;  denn  ist: 

f{t+u,)=at), 

10  betrachte  man  die  Function  f ^ '**'  dann: 

</  (t+A)  = f^(a^^-^^j=f(<uz+(u)  = f (u)t)  = i/  (t). 

Es  hat  also  7 (t)  die  Periode  j4,  wo  A ganz  beliebig,  also  auch  positir  nnd  gleich 
dem  Hodnl  von  ut  genommen  werden  kann.  In  diesem  Falle  fallt  Linie  Oto  oder 
OA  mit  der  Abscissenaxe  snsammen.  Ist  dann  für  reelle  Werthe  von  t die 
Function  continuirlich,  so  kann  man  A = 0 setzen  fnr  alle  Fnnkte  s,  welche  twiachen 
den  beiden  den  Abscissenaxen  parallelen  Linien  liegen,  in  welchen  die  ihr  näch- 
sten Discontinnitaten  enthalten  sind,  und  man  hat: 


3) 


Fhr  dieses  Gebiet  nimmt  dio  Entwickelung  1)  noch  eine  andere  Gestalt  an,  die 
besonders  branchbar  ist,  wenn  a reell  ist. 

Es  wird  nämlich  das  mit  A^  mnltiplicirte  Glied  sein,  wenn  man  den  Factor 

3s  ms 


unter  das  Integral  schreibt: 
,A 


(*-«) 


da. 


Vereinigt  man  hiermit  das  mit  mnltiplicirte  Glied,  so  hat  man  als  Summe: 


+'  r- 


— i.r 

~ AJ  * 

Verein 


2sf  (z— n)  . 

cos - f(ja)  da. 


Nur  für  das  Glied  A,  6ndet  eine  solche  Vereinigung  nicht  statt.  Dies  Glied 
aber  ist: 


nnd  man  hat: 

4) 


1 /*A  / S = QO 

m=-^  I A»)<<«(i+2  -s 

AJo  \ 1 


(2sn)(z-g)' 


')■ 


Da  aber  auch  ist: 


2sn , , 2snt  2sna  , . 2snz  . 2swa 

cos  — j-  (t— «)  = cos  — j—  cos  — 3 — |-ain  — j-  sin  — j— , 

A A A ^ A 

so  kann  das  Integral  in  zwei  andere  getheilt  werden,  deren  eins  nnr  Cosinns,  das 
andere  nnr  Sinns  enthalt ; die  Faetoren  cos  und  sin  aber  kOnnen  ausser- 

A A 

halb  des  Integralzeichens  geschrieben  werden,  so  dass  die  Beihe  die  Gestalt  an- 
nimmt: 

6)  f{*)  = Y+  OOS  -J-+  . . , -|-C,sm-^  -1-  C,  sm -f  , . ., 
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*«=t7  0 


‘■.4 


r 

•'  II 


2<n  « 


/■(rt)  äii. 


Es  ist  ilics  ilic  gew  öhnliche  Form  der  Reihe.  — Liegt  aber  der  betrachtete  Punkt 
z nicht  in  dem  ersten  Gebiete,  welches  die  Abseisscnuxe  cinschliesst,  so  bedient 
man  sieh  der  Formeln  1)  und  2),  wclehe,  im  Falle  tu  seinem  Modul  A gleich 
wird,  die  Gestalt  annehmen  : 

Xnit  4nis 

6)  ■'  = " +^,e^+... 

iniz  2niz 

+ A j e ^ + A , e 

2n  s ,,  .. 

A^=-j- j f[tt+hi)€  rfn.*) 


Wie  bei  mllcn  frUhf'ren  Kntwickclun- 
gen  ist  ein  Zweifel , ob  die  Reihe  con* 
vergire,  nur  an  den  Orenzen,  also  wenn 
z in  einer  der  Linie  parnllelen  liegt, 
wclehe  eine  Discontinuität  enthält,  vor* 
banden.  Denkt  man  sich  nun  die  beiden 
der  Abscissenaxe  nächsten  Discontinni* 
täten  derselben  immer  näher  rücken,  so 
wird  das  Gebiet,  in  welchem  die  Ent- 
wickelung 5)  stattfindet,  nur  dann  statt- 
haft sein,  wenn  in  : = x4-y>  der  mit  • 
multiplicirtc  Theil  sehr  klein  wird.  Wenn 
diese  Discontinuitäten  für  reelles  i statt- 
finden,  so  werden  die  Grenzen  unserer 
Entwickelung  zusammcnfallen  und  die- 
selbe entweder  gar  nicht,  oder  nur  für 
reelles  s statthaben.  Eine  hüchst  merk- 
würdige Eigenschaft  der  Fourrier’schen 
Reihe  ist  nun,  dass  in  diesem  Falle  die 
Entwickelnng  noch  immer  statt  hat  für 
■n  i(j+jfi) 

7)  f{z+yi)zzA,  + A,e  ^ 


reelles  z mit  Ausnahme  iler  Disconti- 
nuitätspunktc,  und  allgemein: 

„Wenn  auf  irgend  einer  Oio  parallelen 
Linie  Uiscontinuithten  Vorkommen,  so 
gilt  die  Fourricr'scho  Reihe  noch  fär 
die  andern  Punkte  dieser  Linie,  wenn 
man  sich  unter  h die  Flntfernnng  der- 
selben von  Oui  denkt.“ 

Der  Beweis  hiervon  soll  jetit  gelUhrt 
werden. 

Wir  bemerken  snnkchst,  dass  sich 
nicht  nur,  wie  bereits  gezeigt  wurde, 
der  Fall  immer  auf  den  »urückfuhren 
lässt,  wo  (U  reell  ist,  also  auf  die  Reihe 
G),  sondern  selbst  auf  den  Fell,  wo  : 
auf  der  Abscissenaxe  liegt.  Denn  sei 
2 = z-f-yi,  so  ist  y die  Flntfcmnng  des 
cnuprcchenden  Punktes  von  ilerAbseisseu- 
axe,  also  nach  unserer  Annahme  für  k 
XU  setzen.  — Man  hat  dann: 

(»-FyO 

-fA.e  ^ + . . ., 


3ns , .. 

Offenbar  kann  man  diese  Reihe  vertanschen  mit: 

3nix  tni* 

8)  /■(i+yi)=Ä.-pB,e  ^ + B,r^+  . . .. 

^ 3ns  i»s 

=-^  J'  ^ f («+yi)e  ^ da, 

eine  Reihe,  die  ganz  mit  5)  Obereinstimmt,  wenn  man  y constant  denkt,  x as 
die  Stelle  von  t setit  and; 


•)  Eine  zweite  Bntwickelang  ist  ähnlich  wie  im  vorigen  ÄbschniU  su  finden. 
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f(x+yi)  = F(_x) 

nach  der  Fonrricr'schcn  Reihe  entwickelt. 

Wir  beschränken  uns  daher  darauf,  den  Satz  für  den  Ausdruek  4),  welcher 
mit  ä)  übereinstimmt,  zu  beweisen.  Derselbe  war : 


oder: 


1 r s-oo 

~T  t - I 1+2  £ cos2»n 

A ./  „ L J - I 


(‘-«)  1 


[ 


s = -j-oo 

S—  — CC 


2*  ni  (t  — «) 


nod  wir  'werden  direct  beweisen,  dass  derselbe  für  reelles  z mit  f(z)  überein* 
stimmt,  wenn  f(z)  die  Periode  üj  hat. 

Es  ist: 


;(s-e) 


„ .(l-n)  2(in+i)ni*^  .(i-n) 

+»  ^‘'"--7-  e ^ -1  — innt— ^ 


£ e 

— tl 


(z-n) 


-1 


Die  Reihe  ist  nämlich  offenbar  eine  geometrische  von  2n-f-l  Gliedern.  Der  Aus- 
dmek  aber  nimmt  aueh  die  Gestalt  an: 


S (n-|-l)ni^^— — ^ — änni 

e — e 


j(^  — ") 

mnltiplicirt: 

/ . k -(S ®)  / . V .(*  — ") 


oder  w'cnn  man  mit 
~A 


rrt 


sin  (2a+  1)  n ^ 

■ 


Der  zn  untersuchende  Ausdruck  ist  also,  abgesehen  vom  Factor  — , die  Grenze  von ; 


1) 


pA 

/ f(<‘) 
•'  0 


da  ' 


sin(2n+l)  n 


sin 


för  wachsendes  n.  Offenbar  hat  dieser  Änsdrnck  die  Periode  A und  es  genügt 
daher,  ihn  für  die  Werthe  zn  untcrsnchen,  wo  z zwischen  0 und  A liegt. 

Setzen  wir  s — tt  — ßj  so  wird  dies  Integral: 


. (2n+l)n 
« - 


ß 

-dß. 


Nehmen  wir  an,  n und  b wären  gleichzeitig  positiv  oder  negativ,  und  beide  Zwi- 
sehen  — A und  +A  liegend,  aber  nicht  mit  einem  dieser  Werthe  zusemmenfallend, 
•0  kann  man  setzen : 
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AA 

•Jii-f-i 


„0  p 

frf.  V 


(t+t)A 

•i»+i  p i*+i 

+/  + . 

J ( 


AA 


(*+0_^ 

iH+l 


J lA 


2II-I-I  2n+l  , 3H+I 

A,  it+1,  i.)-2  . . . I aind  ganze  Zahlen,  velcbe  lo  beacbaffen  sind,  dass  k du- 

jcnige  Vielfache  von  ^ angibt,  welches  znnächst  grosser  als  a ist,  and  / 

dasjenige,  w-cicbes  zunächst  kleiner  als  b ist. 

Denkt  man  sich  unter  jedes  Integral  als  Argument  die  QrOsse: 


»‘D 


2n+i  n/J 


.’lß 


■ dß 


so  hat  offenbar  innerhalb  jeder  Theilintegration  der  Ausdruck 
jn  dasselbe  Zeichen.  Man  bat  also  für  das  Integral  den  Werth  zu 


,(2a+l^/i/l 


gesebrieben, 
ein 

BCtien : 


M J* sin  — dßy 


wo  M ein  gewisser  Werth  von  jgt,  in  welchem  ß innerhalb  der  Qrensen 

n ß 
sin  — j 
A 

der  Integration  liegt.  (Dies  ist  offenbar  selbst  wenn  complex  ist,  der 

Fall.)  Seien  die  Integrationsgrenzen,  so  erhält  man; 

' ISA 

" *'-'<>•  '•(t'+Dl  = ± 2 

ein  Ausdruck,  der  sich  mit  wachsendem  n der  Null  nähert.  Gleiches  findet  auch 
mit  dem  ersten  nnd  letzten  Integrale  statt,  welche  geringem  Werth  haben  alt 
das  obige. 

Aus  unserm  Integrale  verschwinden  also  alle  die  Theile,  worin  ß einen  end- 
lichen Unterschied  von  —A,  -|-A  oder  von  0 hat,  denn  alle  diese  können  in 
Grenzen  a und  b eingeschlossen  werden,  welche  unsem  Bedingungen  genfigen. 
Es  war  aber  ß=zz—a,  und  die  verschwindenden  Theile  enuprechen  also  den 
Werthen  ron  n,  die  einen  endlichen  Unterschied  von  z,  von  t-f-A  oder  von  z— A 
haben,  worin  die  beiden  letztem  nicht  Vorkommen,  da  z zwischen  0 und  A liegen 
soll.  Man  kann  also  nnscr  Integral  vertanschen  mit: 


/ 


z4-u  . sin(2»+l)n^Y^ 

^ — . 


wo  y nnd  ft  positive  and  beliebig  kleine  Zahlen  sind.  Sei  noch  a— z = — I,  solange 
<i  kleiner  als  s ist,  nnd  a — s=;-|-I,  wenn  m grosser  als  z ist.  Man  erhält  dann: 

.nl 


sin(2n-fl)  ^ 


fat-Ddi 

0 J 0 


sin(2»i-bl)- 
. iti 

•■"Ä 


In  diesem  Ansdracke  sind  aher  folgende  Aendemngen  gestattet.  Zunächst  kann 

man  y unendlich  klein  nehmen,  nnd  dann  ist  es  gestattet,  sin^  mit  ^ zu  rer- 

tamchen.  Dann  kann  man,  wenn  in  Pnnkt  » continuirlich  iat,  f{t  — 1)  and 
all  conitant  betrachten  und  aniierbalb  der  Integralaeichen  achreibea. 
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Kei  iat  aber  aelbst  dann  noch  der  Fall, 
wenn  f(i)  in  a ditcontinnirlich , jedoch 
sicht  unendlich  ist,  immer  werden  einer- 
fciu  die  Wcrthe  — die  kleiner  als 
fit)  sind,  and  anderseits  diejenigen 
^(s+i),  die  grösser  als  f{i)  sind  , con- 
linnirlich  sein.  Endlich  kann  man  die 
Integrale,  nachdem  der  Factor 
heransgerückt  ist,  also: 

„sin  (2a + 1)^ 

/ ±dl, 


statt  in  den  Grenien  0 und  y,  sogar  in 
den  Grenzen  0 und  oo  nehmen,  denn  fftr 
alle  Werthe  von  i , welche  einen  end- 
lichen Unterschied  von  0 haben,  ver- 
schwindet ja,  wie  wir  gesehen  haben, 
das  Integral.  Nun  ist  bekanntlich  : 

“sinAi.,  71 


wenn  h positiv  ist,  also: 


/ 


OO  sin(2n+l)^ 


nnd  fomit  unser  Ausdruck  1)  gleich: 

Wird  mit  A dividirt,  so  kommt  die 
Fonrrier’sche  Reihe  in  4)  oder  5)  des 
vorigen  Abschnitts,  nnd  cs  ist  somit  di- 
rect bewiesen,  dass  die  Summe  derselben 
lur  jedes  reelle  z,  wo  f(*)  nicht  nnend- 
lich  ist,  beträgt; 

X ist  eine  verschwindend  kleine,  aber 
positive  Grösse.  Findet  also  ContinnitAt 
statt,  so  hat  man ; 

f(t-i)t^nt+x)=f(t), 
nnd  die  Summe  der  Reihe  ist,  wie  im 
allgemeinen  Falle,  /(s).  Findet  Discon- 
tinuitAt  in  fit)  statt,  so  sind  f{t^l) 
und  fiz+l)  die  beiden  Wcrthe,  welche 
in  z sprungweise  aus  einander  hervor- 
geben.  l)ie  Fonrrier'sche  Reihe  hört 
dann  nicht  auf  zu  convergiren,  gibt  aber 
die  arithmetische  Mitte  beider  Wcrthe. 

Diese  Betrachtungen  geben  höchst 
wichtige  An/schlflsse  über  die  Natur  un- 
serer Reihe  für  den  betrachteten  Grenzfall. 

I)  Man  kann  in  dem  Integral  1)  die 
darin  vorkommende  Fnnction  f (r)  inner- 
halb der  Grenzen  0 and  A mit  jeder 
andern  identiheiren,  sie  möge  die  Periode 


A haben  oder  nicht.  Immer  wird  das 

Integral  mit  multiplicirt  also  die  Fonr- 

rier*«cho  Reihe  f(z)  vorstellen,  wenn  t 
reell  ist  (oder  allgemeiner,  alle  Werthe 
annimmt,  welche  auf  einer  OA  oder  Om 
parallelen  Graden  liegen),  so  lange  z 
Ewischen  0 und  A ist.  Da  aber  die 
Entwickelong  periodisch  ist,  so  wird  für 
wo  s eine  ganze  Zahl  ist, 
die  Reihe  wieder  f(z)  geben.  Es  ist 
also  für  alle  in  Frage  kommenden  Werthe 
von  s die  Summe  der  Reibe  </  (z)  be- 
stimmt durch  die  Gleichungen: 

7 W = 

A, 

7 W = 

(i  + l)  A>z>sA. 

Es  hat  also  7 (z)  die  Periode  A. 

II)  Da  innerhalb  der  Grenzen  0 und 
Ä auch  keinerlei  Stetigkeitsbedingnngen 
in  Bezog  auf  f{a)  gegeben  sind,  so  ist 
es  selbst  nicht  nöthig  , dass  f(tx)  inner- 
halb 0 A gerade  dieselbe  irgend  wie 
gegebene  Function  vorstclle.  Es  kann 
z.  B.,  wenn : 

0crt<6<il 

ist,  von  0 bis  a f(n)  irgend  eine  Func- 
tion F(ß),  von  a bis  b eine  andere  !/»(«), 
und  von  b bis  A eine  dritte  /(«)  vor- 
Btellen,  nnd  alle  diese  Bedingungen  kann 
man  beliebigen  Discontinuitätsbedingnn- 
gen  nnterwerfen.  Es  wird  dann  die 
Summe  der  Reihe  7 (z)  immer  eine  der 
drei  Functionen  F(s),  »/*(z),  / (2)  geben, 
je  nachdem  z in  den  einen  oder  andern 
Grenzen  enthalten  ist.  ln  den  Discoo- 
tinuitätspnnkten  aber  wird  der  Werth 
der  Reihe  die  arithmetische  Mitte  beider 
Grenzwerthe  geben,  welche  in  dem  be- 
zeichneten  Punkt  stattfinden.  Ausser- 
halb der  Grenzen  0 und  A ist  die 
Summe  der  Reihe  dadurch  bestimmt, 
dass  dieselbe  periodisch  ist. 

Indessen  darf  die  Function  7 (z)  im 
Allgemeinen  in  irgend  einem  Punkte 
nicht  derart  unendlich  werden , dass  das 
anf  eine  grade  Linie  zu  erstreckende 
Integral  1)  bedeutungslos  wird.  Ist  aber 
eine  der  Functionen  i*'(z),  ^(2)» 
für  einen  Punkt  bezüglich  zwischen  0 
und  a , oder  a und  6,  oder  6 und  A so 
bcschafTen,  so  vermeidet  man  dies  da- 
durch, dass  man  annimmt,  die  Function 
stelle  in  dem  bczeichneten  Punkt  eine 
andere  nicht  unendlich  werdende  Func- 
tion vor,  ^(u),  wo  dann  der  unbestimmt 
werdende  Thcil  des  Integrals  elimi- 
nirt  ist. 

48 
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Dio  obengemachten  SchliUse  lassen  sich  aber  auch  in  Bezog  auf  die  Reihe 
2)  des  vorigen  Abschnittes  machen.  Idcntificirt  man  darin  r mit  dem  obem  Mo- 
dul, wo  die  Function  aufhßrt,  continuirlich  oder  eindeutig  zn  sein,  Und  setzt 

s = . I so  wird : 


^''•7  0 i = — 00 


find  für  2n  = Ä stimmt  diese  Reihe  mit  der  hier  untersnehton  fiberein,  wo: 

/■(re*‘j  ='/(■■») 

gedacht  wird.  Hieraus  folgt  also : 

„In  der  Peripherie,  wo  : aufhOrt,  eindeutig  und  continuirlich  zu  sein,  gilt  die 
Entwickelung  2)  des  vorigen  Abschnittes,  wenn  r der  Radios  dieser  Peripherie 
ist,  und  diejenigen  DiscontinuitAten , welche  f(z)  unendlich  machen,  eliminirt  wer- 
den, indem  man  f durch  eine  beliebige  Function  ersetzt.  - Für  den  Discontinoitats- 
pnnkt  stellt  dann  die  Entwickelung  wieder  dos  arithmetische  Mittel  beider  Grenz- 
werthe  dar.“ 

Da  nun  immer  eine  Entwickelung  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Po- 
tenzen in  solchen  Peripherien  stattfindet,  so  kann  eben  darum  keine  Entwickelnng 
nach  positiven  Potenzen  allein  stattfinden,  die  Maclanrin'sche  Reihe  also  ist  anf 
der  Peripherie  des  Qrtnskreiscs  im  Allgemeinen  nicht  anwendbar.  Rur  einzelne 
Werthe  des  Arguments  9 kennen  mOglichorweise  eine  Ausnahme  machen,  indem 
fUr  eine  solche  beide  Reihen  Qbereinstimmen. 

Wir  wollen  hierzu  ein  Beispiel  geben. 

Geben  wir  zunächst  der  Function  die,  Periode  2t,  so  ist  in  Formel  5)  des 
vorigen  Abschnittes : 

D 

/■(s)  = -^  + Bj  cosz-t-ß,cos2s-|-  . . ., 

+ C,  sin  i + f',  sin2z-l-  . . ., 

1 r‘” 

B = — # cos  taf  (n)  dit, 

' ’•  J 0 

1 

C = — / sinsn/’(«)<li<. 

• nj  ^ 


Rehmen  wir  ferner  an,  die  Function  mOge  in  den  Grenzen  0 and  n einer 
andern  '/(:)<  und  zwischen  n und  2/i  dadurch  bestimmt  werden,  dass  in  dienen 
Grenzen : 

/■(z)  = 7 (2n— i) 

sei.  Offenbar  ist  dann: 

1 1 /•*” 

Ä = — / cos  SB«  (o)da-f — / COSSny  (2t  — n)  «frt, 

* "■/  0 "In 

1 /’’*  1 /•*’* 

C = — / sinsny  (n)  ria-l / sin say  (2t  — n)  <fn. 

* ” / 0 n 

Setzt  man  in  und  in  den  zweiten  Integralen  2n  — a=ß,  so  nehmen  diene 
bezüglich  die  Gestalt  an: 

i /*  coaißif(fl)dß,  —— f iio$ßif(ß)dß. 

" ß 0 ” J Q 

Es  werden  sich  also  in  beide  Thcile  beben,  also  sein; 

C.=0, 

dagegen  in  addiren,  nnd  man  hnt  für  alle  Werthe  von  t iwisohon  0 und  n: 
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2)  7 (*)  = -^+ Bl  co»»  + Ä,cos2»+  . . , 

2 r" 

B — — / CO*  * a 7 (n)  da. 

• TfJo 

Stellt  man  dagegen  die  Bedingung,  daas  xwiechcn  0 und  tx  : 

fW  = iW. 

iwiaeben  n und  2e ; 

/■(t)  = 7(2n-a) 

•ei,  10  werden  alle  Terachwinden , und  man  hat,  wenn  a zwiachen  0 und  n 
liegt: 

8)  7 (t)  = C,  ainz+C,  ain2t+  • • •. 


2 /*  ^ 

C = — I ain  t ot  7 (n)  da, 

• »./  0 


Anaaerhalb  der  Grenzen  0 und  n iat  der  Werth  der  Beihe  ToUatindig  beatimmt 
durch  die  gegebenen  Bedingungen,  und  durch  den  ümatand , daaa  aie  die  Periode 
2n  hat.  £•  kann  aber  innerhalb  der  Grenzen  0 und  n die  Function  7 (t)  noch 
beliebig  beatimmt  werden.  — Sei  z.  B.  Figur  ABCD  (Fig.  81)  ein  Trapez,  die 
Winkel  bei  A und  B untereinander  beide  gleich  46*,  die  Projectionen  AE  und 

Fig.  81. 


LjiA 


BF  run  AC  und  BD  auf  die  Grundlinie  aollcn  beide  gleich  a sein,  und  der  Linie 
AB  geben  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Lftnge  n.  Ea  ist  dann , wenn  wir  A 
als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  AB  als  Abscissenaxe  betrachten,  die  Ordinate 
jedes  Punktes  der  gebrochenen  Linie  ACDB  offenbar  eine  Function  7 (x)  der 
Abacisae  x,  welche  folgenden  Bedingungen  unterworfen  iat. 

Für  0<x<rt  ist  7(x)  = x,  da  tg45*  = l ist, 
för  a<x<a— «:  7(x)-o, 

für  n— «<x<n  ist  1/  {x)  = n—x. 

Han  kann  also  7{x)  nach  Heike  8)  entwickeln,  da  der  Verlauf  von  7(1)  will- 
kürlich ist,  wenn  x grösser  als  n wird.  Wir  haben: 

2 /*'*  2 2 p'X—x 

C^zz— I sinaav  (a)da=: — / nsiniadcc-{ / asinsada 

2 r’ 

H — I (n— <t)sinioifi». 

" • 71  — « 

Im  letzten  Integrale  setzen' wir  n—azzß,  nnd  erhalten: 

2 F** 

-i / ßamsßdß, 

^ J Q 

WO  das  poaitire  Zeidien  zn  nehmen  ist,  wenn  s ungrade  ist,  das  negative,  wenn 
a grade.  Im  erstem  Falle  werden  sieh  daa  erste  und  dritte  Integral  aummiren, 
also: 

t ains«  da 

0 

48* 


4 /•" 

— I «am 

” J 0 
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geben,  im  letztern  heben  sie  sich.  Das  mittlere  Integral  gibt; 

2«  r f \T  ^ 

— [cos  »n  — cossfn— a)]  = — cos  ta, 
wenn  s nngradc  ist,  nnd  Nnll,  wenn  i grade  ist.  — Ans  der  Beihe; 

y (*)=  C,  sinx-j-C,  sin  2jf4-C,  sin3j:+  • •• 

fallen  also  die  mit  grndcn  Vielfachen  der  Sinus  behafteten  Glieder  ganz  weg. 
Man  hat  nnn: 


Ja  si 


sin  sa  äazz cos i«-|- 


/“ 


Sn  , acos  sn  . sin  srr 
fl«= 1 


oder  wenn  man  das  Integral  in  den  Grenzen  0 und  a nimmt  nnd  mit 

— mnltiplicirt : — und  dies  mit  dem  Werthe  des  mittleren 

71  n \ s*  * / 

Integrals  vereinigt,  gibt  lür  ungrade  t: 


C => — r sin  sa. 

» 7TS* 


Ks  wird  also  die  Ordinate  tf(x)  vorgestellt  durch  die  Reihe: 
7 W 


i , . , sinSosinSx  , sin  5a  sin  5x  . sin  7a  sin  7x  . 

-(smasmx  + 


Setzt  man  noch  a=.^,  wo  sich  dann  das  Trapez  in  ein  gleichschenkliges  Dreieck 

Tcrwandelt,  so  hat  man; 

, . 4 , . sinSr  , sinSx  . 

y(x)  = -(smx— + ..  .). 


Oie  Fonrrier’schen  Reihen  sind  zuerst 
in  Bezog  auf  reelle  Werthe  der  Varia- 
blen in  Anwendung  gekommen,  und 
zwar  bei  Gelegenheit  des  Problems  der 
schwingenden  Saite  (siehe  den  Artikel: 
Schwingungen  elastischer  Körper)  durch 
Lagrangc,  obgleich  Knler  diese  Reihen 
schon  kannte.  Ihre  hohe  Wichtigkeit 
für  den  Zweck,  willkürliche  und  discon- 
tinuirlicho  Functionen  auszudrücken, 
wurde  zuerst  vollständig  von  Fourricr 
erkannt  (iheorie  analytigue  de  ckaleur). 
Die  Convergenz  der  Reihen  für  reelle 
Variablen  bewies  zuerst  Dirichlet  (Crellc*s 
Journal,  Bd.  4).  Ihre  grosse  Wichtig- 
keit für  die  Theorie  der  complexen  Va- 
rtabien  ist  in  der  neuesten  Zeit  erst 
völlig  erkannt  worden. 

Noch  bemerken  wir,  dass  sich  eine 
zweite  Entwickelung  nach  Potenzen  von 

analog  der  zweiten  im  vorigen 
Abschnitte  finden  lässt. 

19)  Grundzüge  der  Residuen- 
rech  nun g. 

Wir  haben  noch  eine  Entwickelung 
zu  geben,  welche  alle  eindeutigen  Func- 
tionen in  einer  nicht  von  Gebiet  zu  Ge- 
biet wechselnden  Entwickelung  darstellt. 
Es  sind  dazu  jedoch  noch  einige  andere 
Betrachtungen  nOlhig,  welche  die  von 
Caneby  so  genannte  Rcsidnenrechnung 
bilden. 

Hat  eine  Function  f(r)  die  Eigen- 


schaft, für  x = a discontinnirlich  tu  wer- 
den , ohne  dass  a ein  Windungspunkt 
ist,  60  lässt  sich,  wenn  man  Punkt  n 
mit  einem  beliebig  kleinen  Kreise  um- 
gibt, zwischen  der  Peripherie  dieses  Krei- 
ses und  derjenigen  conccntrischen,  welche 
durch  die  a nächste  Discontinuitftt  oder 
Mehrdeutigkeit  geht,  die  Function: 

nach  ganzen  positiven  und  negativen 
Potenzen  von  y-x—a  entwickeln,  wie 
wir  gesehen  haben. 

Es  ist  also: 

r(*)  = «.4-ai(x-«)+o,(x— a)»+  . . ., 


Die  CoefBcicnten  dieser  Entwickelnag' 
sind  Abschnitt  17)  gegeben.  Da  der 
erste  n nmgebendo  Kreis  beliebig  klein 
sein  kann,  so  gilt  diese  Entwickelung 
für  alle  Werthe  von  x,  welche  im  zwei- 
ten Kreise  liegen.  Es  lässt  sich  nun 
folgender  Satz  ben-eisen. 

I.  Ist  die  Discontinnität  in  f(jc)  fär 
x = a erster  Gattung,  so  ist  in  der  Ent- 
wickelung nach  Potenzen  von  x—a  die 
Anzahl  der  mit  negativen  Potenaen  von 
x — a behafteten  Glieder  immer  eine 
endliche. 

Offenbar  nämlich  ist  in  diesem  Falle: 
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und  bleibt  continuirlich.  Man  kann  daher  in  den  angegebenen  Grenzen 
Dach  positiven  Potenzen  von  (x— a)  entwickeln,  also: 


n-) 


^=0,  + 0*(x-o)  + B,  (*-£<)•+  . . . 


Wegen: 


/■(") 


= 0 


wird  aber  a,  = 0-  Es  kann  ansserdem  noch  eine  beliebige  Anzahl  der  Coefficien- 
ten  a,,  a,  . . . verschwinden.  Wir  nehmen  daher  an,  dass  der  erste  sei,  wo 

dies  nicht  stattfinde,  and  erhalten: 


/■(*)  = - 


^ I (*-  ‘ + 

tan  anch: 

kt  a eine  Unendlichkeit  von  doi 

1 l=_j_ 

••  -J  (X-«)* 


In  diesem  Falle  sagt  man  anch: 

,/(x)  habe  in  Punkt  a eine  Unendlichkeit  von  der  sten  Ordnung.“ 
Es  ist  dann: 

/■(x)  = 


'f  (*). 


und  7 (x)  ist  eine  Function,  die  fOr  z = « continnirlich  bleibt  und  nicht  Null  wird. 
Man  kann  also  setzen : 


7(x)  = 6.4-i,(x-n)-f-6,(x-o)’+  . . ., 


worana  eich  ergibt: 


1)  /•«  = 


(■r-«)*  (*-»)* 

womit  unser  Satz  erwiesen  ist. 

Zar  Bestimmnng  der  Grössen  i hat  man  dann  die  Gleichungen: 

2)  7.(x)  = (x-b)V(x). 

4,  = y(«),  4.=7'(«),  4,=.^)... 


„Eine  Unendlichkeit  ster  Ordnnng  der  Fnnction  f(x)  in  Punkt  r kann  man 

also  als  eine  solche  definiren,  die  so  beschaffen  ist,  dass  (x—u)*  fiir  x = r conti- 
tinuirlich  und  von  Null  verschieden  ist.“ 

Bei  Discontinuitaten  zweiter  Gattung  Hndet  selbstverständlich  keine  solche 
Grenze  in  der  Anzahl  der  mit  negativen  Potenzen  behafteten  Glieder  statt;  die 
Reihe  gebt  ins  Unendliche. 

„In  jedem  Falle  nennt  man  den  Cocfficienten  von  — ^ in  der  Entwickelung 

X — R 

von  f(x)  das  Residuum  von  f(z)  fdr 'Punkt  r.“ 

Die  Bezeichnung  dafür  soll  sein: 

Bes^/-(x). 

„Unter : 

ZBes/tx) 

verstehen  wir  die  Summe  aller  Residuen,  welche  den  Discontinuit&ten  von  x, 
o,  ß , . . im  ganzen  Raume  oder  innerhalb  eines  angegebenen  Gebietes  ent- 
sprechen.“ 

Bei  einer  Discontinuität  ster  Ordnung  von  /'(x)  ist  also  das  Residunm: 
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oder: 

3) 

und : 

? (*)=  (-r-«)*  A*)- 

Sei  jetat  o wieder  eine  beliebige  Diacontinnität,  jedoch  keine  Mehrdeutigkeit  Ton 
f{x),  und  untersuchen  wir  das  Integral: 

fWäl, 


f 

welches  sieh  erstrecken  soll  über  eine  einfache  geschlossene  Cnrve  A,  welche  o 
umgibt  und  keinen  zweiten  critiseben  Funkt  enthllt.  Man  kann  dann,  da  für 
alle  diese  Bedingung  erfüllenden  Umfänge  der  Werth  des  Integrals  derselbe  ist, 
demselben  die  Peripherie  eines  Kreises  substitniren,  dessen  Mittelpunkt  a und  dessen 
Badius  beliebig  klein  ist.  Man  hat  dann  als  Werth  des  Integrals,  wenn  p der 
Badins  ist: 

J 0 

f{a+QtV)  = A,+A^ge^*  + A^  • 


wo  also: 


.(A) 


*i=B«>„A*)  4)  I'  f{V)dl=in%S^f{x) 


ist.  Führt  man  die  Integration  ans,  so 
sieht  nutn  leicht,  dass  alle  Glieder,  welche 
nicht  B,  entsprechen,  also  mit  Potensen 

von  behaftet  sind,  Integrale  geben, 
die  für  0 und  2n  gleich  werden,  also 
Terschwinden , und  es  bleibt  nur  der 
Thcil: 


übrig. 

II. 


/in 

dl  =2/t«B, 

0 

Der  Werth  des  Integrales: 

A*) 

J fWäk, 


die  Besidncnsnmme  ausgedehnt  auf  alle 
umschlossenen  Discontinnitäten. 

Leicht  ergibt  sich  hieraus  auch: 

IV.  Erstrecken  sich  die  Integrale 

A*)  /*(®) 

I f{k)  dl,  I f(i)  dl  Ober  zwei  ge- 
schlossene einiache  Curven  derart,  dass 
Cnrve  B von  Cnrve  A ganz  umschlossen 
wird ; sind  ferner  in  dem  Binge  zwischen 
B und  A nur  Discontinnit&ten,  die  nicht 
mehrfache  Punkte  sind,  vorhanden,  so 
hat  man: 


5) 


ausgedehnt  über  eine  den  Discontinni- 
tätspunkt  n,  der  jedoch  kein  mehrfacher 
Funkt  ist,  umgebende  geschlossene  Curve, 
welche  keinen  zweiten  critischen  Punkt 
enthalt,  ist  gleich  2niRci 

Müge  aber  jetzt  eine  einfache  ge- 
schlossene Curve  mehrere  Discontinni- 
täten umschliessen , so  wird  der  Werth 
des  über  sie  zu  erstreekenden  Integrals 
gleich  dem  der  Summe  derjenigen  Inte- 
grale sein,  welche  sich  über  Curven  er- 
strecken, die  von  der  ersten  umschlossen 
sind,  und  jede  einen  Discontinnitätspunkt 
umgeben,  also : 

/•('<) 

in.  Erstreckt  sich  I f(X)di  über 

eine  einfache  Curve,  die  mehrere  Dis* 
coDtinoitftten  umschliesst,  so  ist: 


/ 


=/ 


fWdi 
(B) 

/■(i)(U-i-2TiliBes  A4 

Die  Besiduensumme  erstreckt  sich  über 
alle  zwischen  A und  B liegenden  Dis- 
continuit&tan. 

Diese  wichtigen  Sätze  geben  unter 
Anderm  Methoden  zur  Berechnung  be- 
stimmter Integrale.  (Vergleiche  den 
tikel ; Quadratur,  analytische,  Abschnitt  42). 

Es  sollen  hier  einige  andere  Anwen- 
dungen dieser  wichtigen  Theorie  folgen. 

Selbstverständlich  kann  die  Functioii 
f(x)  auch  rational  und  endlich  sein.  Sei 

demnach  gegeben  V 

Polynome  bezüglich  vom  mten  und  «ten 
Grade  sind.  Jeder  Wurzel  der  Gleichung 
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0(«)=O  «nt<pricht  dann  «in  Betidnnm.  Dia  AnxaM  darielbcn  ist  aber  dar  An- 
lahl  der  nnglcichcD  Waracln  gleich,  also  nur  n,  wenn  diese  Wnrxeln  alle  ungleich 
sind.  Die  Somme  der  allen  Wurzeln  entsprechenden  Residuen  ist  nun  offenbar 

1 (a) 

g—  I erstreckt  auX  eine  Corre,  die  alle  Wurzeln  von  y-(x)  = 0 ein- 


schlieest;  machen  wir  die  Snbstitntion  i = — , so  kommt;  / 

u ZniJ 


Streckt  anf  eine  Gurre,  die  den  Pnnkt  ft  = 0 allein  nmgibt,  für  die  also  auch  ein 
Kreis  mit  abnehmendem  Radius  snbstitairt  werden  kann.  Ist  nun  m kleiner  als 
a,  so  hat  man,  wenn  man  n = m+k  setzt: 


ML. 

*0 


o.+^  + 


h-2, 


m ' m- 


1 • • •) 


/i*(4.+^  + 
P 


'»+*  ‘ I P + 


u“+*' 


wenn  man , wie  für  abnehmendes  fi  immer  geschehen  kann , den  Bmch  in  eine 
Reihe  entwickelt,  also  wenn  man  statt  der  Curvc  B einen  Kreis  mit  abnehmen- 
dem Radios  r nimmt,  und  demgemftss  die  höhern  Potenzen  von  r vemacbltssigt : 


£ Res 


1 W _ 1 

V>(x)  2n  4 


*- 


m-|-A 


ein  Ausdruck,  welcher  verschwindet,  wenn  h grosser  als  1 ist,  und  für  4 = 1 


übergebt  in 


V. 


Also : 


m-(-4 


7 w 


Die  Somme  aller  Beeldaen  des  Braches  ist  gleich  Null,  wenn^&(x) 

ein  Polynom  ist,  das  um  mehr  als  einen  Grad  hOher  als  >/  (x)  ist.  Die  Rcsidnen- 
snmme  ist  gleich  dem  Verhlltniss  des  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  </{x) 
SU  dem  der  höchsten  von  wenn  letsteres  um  einen  Grad  höher  ist  als 

ersteres. 

Nach  Formel  3)  ist  noch,  wenn  n eine  s fache  Wurzel  der  Gleichung 
i/>(z)=0  ist; 


6) 


Res 


l (x)  _ 1 * ((«-")*'/  (j)l 

V-C*)  “ 1-2...{S-1)  J^f-i  V ^(x)  r 


wo  nach  dem  Differenziiren  z=a  zu  setzen  ist.  Für  s = l ist  noch: 


6 a) 


Res 


»_(f)  _ (g-g)  'f  (n)  _ y (g) 
a v>(x)  y.(n)  V-'W 


Da  nimlieh  Zahler  und  Nenner  Null  werden,  kann  man  dafür  ihre  Differenzial- 
qnotienten  für  den  Werth  x=a  snbstitniren. 

Einer  der  Hauptvortheile  der  Residnenrechnang  ist  der,  dass  sie  oft  dann  all- 
gemeine Ausdrücke  gibt  für  Formeln,  deren  Beschaffenheit  sich  ündert,  je  nach- 
dem gewisse  Gleichungen  mehr  oder  weniger  gleiche  Wurzeln  haben. 

Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiele  zeigen,  welches  die  Theorie  der  linearen 
Differenzialgleichungen  betrifft,  und  zwar  stellen  wir  uns  eine  ganz  allgemeine 
Aufgabe. 
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30)  Digression  auf  die  linearen  Dincrenxial  gleichnngen. 

„Ein  beliebiges  System  linearer  Ditrercnxialglcichungen  ist  gegeben.  Es 
Süllen  allgemeine  Ansdrüeke  fiir  die  Integrale  gefunden  werden,  welche  gegebenen 
Anfangsbedingungen  genügen.“ 

Bckanntlieh  bängt  die  Gestalt  der  Integrale  bei  Anwendung  der  gewChnliehen 
Methode  von  der  Anzahl  der  gleichen  Wurzeln  einer*  algebraischen  Gleichung  ab. 
Sei: 


das  Symbol  Tür  die  n Gleichnngen;  die  i und  a sind  beliebige  Constanten  nnd  Tür  s 
sind  alle  Werihe  von  0 bis  « — 1 zu  setzen. 

Sei  ferner: 


2) 


= {j  für  1 = 0. 


Setzen  wir: 
3) 


wo  y,,  y,  . . . zn  bestimmende  Functionen  von  h sind,  nnd  die  Grenzen  der 
Integration  naehher  fcstgcstellt  werden  sollen.  Durch  Einsetzen  von  3)  in  1)  er- 
hält man: 


Offenbar  ist  diese  Bcdingnng  erfüllt,  wenn  das  Integral  sich  über  eine  geschlossene 
Cuivc  erstreckt,  nnd  das  Argument  eine  beliebige  ganze  Function  von  u,  also, 

da  c"*  immer  den  Charakter  einer  solchen  hat,  wenn  z.  B.  der  Ansdmek  in  der 
Klammer  eine  Constante  ist.  Dies  führt  zu  den  Gleichnngen : 

4)ao^‘^'fo(“)+'‘/*Vi  (“)+  • • • y, yj(») 

^+iW+  • ■ • +“^‘«-t  y«-, (-)=*,’ 


wo  die  Grossen  zu  bestimmende  Constanten  sind.  Ans  diesen  Gleichungen 
ergibt  sich  sogleich  durch  Elimination: 


5)  y^(«)  = 

wenn  rnnn  setzt : 


6)  A(«)  = 


.W+c  I 


^ “-'d„  (— 0 


u.C).  , 


a, 


("—  i) 

» t 


(.1-1) 


«s 


("-0 


u 


Um  die  Grössen  c„  c,  . . . I zu  bestimmen  , wollen  wir  das  Integral  in  3) 

über  eine  Curve  ausdehnen,  welche  alle  Discontinnitäten,  d.  h.  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  A(«)=0  cinschliesst.  Bemerken  wir  dann,  dass  von  den  Grössen 
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— ^ alle  von  der  zweiten  Ordnung  lind,  wo  t und  C verzchicden,  daie  dagegen 
von  der  n—1  len  Ordnung  izt,  so  sieht  man  naeh  dem  am  Ende  des  vorigen 

n»  (*) 


Abschnittes  Gesagten,  dass  fOr  ( = 0 sich  redneirt  auf  den  Ansdruck  -g-.  Es 

$ 

ist  nlmlicb  4,  4.  . • . 4.  , 4 , , • ■ . 4 der  Coefficient  der  höchsten  Po- 
tenzen  von  4,  4j  ...  4 . der  der  höchsten  Potenz  von  A(«»),  das 


4.  4.  . . . 4,_.  der  der 


Verbfiltniss  beider  also  Den  gegebenen  Anfangsbedingungen  wird  also  ge- 
*s 

ntgt,  wenn  man  setzt; 

c,  = 6,  {,, 

und  somit  ist; 

Q-n-i, 


X = I » I t <1 

$ 2/11 ./  Zl(«) 


dal  Integral  auf  eine  geschlossene  Curve  bezogen , welche  alle  Wurzeln  der 
Gleicbong  A(w)=0  umgibt,  oder  was  dasselbe  ist: 

e-0  ‘da 

7a)  * =2‘Bes i 

A(«) 

Diese  Formel  soll  noch  für  den  Fall  speeialisirt  werden,  dass  eine  Gleichung  nter 
Ordnung  gegeben  ist.  Dieselbe  sei: 

.d-x,  d"-'x,  d"--x, 

4 (-«_  , ha  » h • ■ • + "•  *=0- 

dl"  "-*dl"-> 

Sie  ist  identisch  mit  dem  System: 

dx  dx.  3 


In  den  Gleichungen  7)  und  7a)  kommt  es  dann  nur  auf  den  Werth  x^—x^  an. 
Ferner  ist,  wenn  s ungleich  n — 1 ist,  a^*^  = 0 wenn  p ungleich  s-i-1  ist,  und 
— 1,  b^zfl,  aber  dann  ergibt  eich: 


«,  -1,  00  . 

. . 0,  0 

0,  •*,  -1,  0 

. . . 0,  0 

0,  0,  u,  —1 

...  0,  0 

0,  00,  0 . . 

. - 1 

11  ®*1  ö»  • • • 
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A(»)=  *+  • . . +o,»+«. 

Di«  Untcrdetenniaantcn  nehmen  ebenfalla  eine  einiacbero  Form  an.  E«  ergibt 
iicb  nbmlich  «ehr  leicht: 

-1 

’ 

+ tu  =*•’+"«- 


dA(») 


«,  -1 


dA(w)  


da. 


("-*) 


»,  -1,  0 
0.  •*,  -1 


II— l 


Du  Geaeta  dea  Fortacbreitena  dieur  Auadrflcke  iat  leicht  eraichtlich.  Man 
erhält  anf  dieae  Weiae: 

*+  • • • +f„_j)+  •••  +«, 

Dieum  Worthe  llaat  aich  ein  bequemer  ajmboliacher  Anadmck  geben.  Vertanacbt 
mag  nämlich  die  Index  der  { mit  Exponenten,  ao  kommt: 

, . . dAM_“"-«+“— 

»-f 

Ea  iat  alao; 

Mach  der  Entwickelung  ron  n,jl,  genaen  Potenten  von  { aind  die 

Exponenten  mit  Indicca  tu  vertanacben. 

Die  Formel  8)  wollen  wir  aber  noch  anf  den  Fall  anadehnen , wo  die  Diffe* 
rentialgleiehung  ein  von  x unabhlngigea  Glied  enthält,  alao  die  Form  bat: 

.dTx  d"-'a 

dt*  "-'dl»-' 


fix 

■di"' 


Setzen  wir  zunächat  ungleiche  Wurzeln  vorana,  und  aei: 

fi  = e 

^'(»p)  d«  (?) 

^ P 

ao  können  die  GrOaaen  c„  c,  . . . c^_|  alt  willkürliche  Conatanten  betracblei, 

und  der  Variation  der  Conatanten  unterzogen  werden.  Diea  führt  zu  den  Glri- 
ebungen ; 
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J ^ e **  =0,  ^ ^ »0. 

P üi  ~ 


de  K I 

J f 

~P~P  * 


de  u l 


PP  * 


de  ut 

pp  dl 


worau  lieh  leicht  ergibt: 


= f ^(0*  ^ dt. 

» A'(wJ  J ' 


Soll  ihr  < = 0 lein: 


dx  d*x  _ 

*“*■’  57* 


•0  iat  offenbar  dai  Integral  in  den  Grenzen  0 und  i an  nehmen,  daxa  aber  der 
conztante  Werth  ron  c zu  addiren,  wie  er  eich  Tor  der  Variation  der  Conetanten 


ergab,  aleo  mit  Berftckiichtignng 
gen  Abfcbnittez) : 


des  Werätes  der  Residaensnmme  (6  a des  rori- 


— 1_  r‘ 

r A'(«p)  J 0 


fWe  ’’  dl+J 
0 " 


A'(y 


i A(»^ 
da^(v) 


Der  Werth  von  z zeriUlt  dann  in  zwei  Tbeile,  deren  einer  das  Integralzeichen 
enthält,  der  andere  aber  wie  8)  ist,  also ; 


oder: 


I n*, 


1- 


9) 

d.  h.: 


Mt  I A(«)-A(f) 


' = 274 /- 


»-{ 


+ 


/’*  me~*'‘dl 

f 0 


A(«) 


9.) 


Ml  A(»)  - A({) 


zrri’Res- 


M-f 


h/Vw 

0 


•-•^dx 


A(u) 


Um  den  Beweis  ihr  diese  Formel  zn  ilihren,  wenn  nicht  alle  Wnrzeln  Ton  A(n)  = 0 
nngleich  sind,  bemerke  man,  dass  fQr  ( = 0 das  Integral  in  9a)  verschwindet, 
also  derselbe  Ausdruck  wie  in  8)  erscheint,  nnd  somit  die  Anfangsbedingungen 
rerificirt  sind.  Die  Differenzialgleichnng  nter  Ordnung  aber  wird  noch  erfüllt, 
*>e  man  leicht  durch  Einsetzen  des  Ausdmckls  9)  in  dieselbe  ersieht. 


21)  AIlgemeingBItige  Entwickelung  der  einden  tigen  Fn  ncti  o- 
nen  inBeihen,  welche  Fartialbrfiche  enthalten. 

^^^^Die  Formel  4)  des  Abschnittes  19}  wird  angewandt  auf  die  Function 

j^,  wo  f(l)  eindeutig  ist.  Han  siebt,  da  sidi  ansser  den  Discontinnitäten  von 

f(l)  in  dieser  Fnnction  noch  diejenige  be6ndet,  welche  I = s entspricht,  wenn 
Penkt  s innerhalb  der  Cnrve  A liegt,  nnd  da: 

Ihr  die  s umgebende  Cnrve  ist,  wie  schon  in  den  frfiheren  Abschnitten  gezeigt 
*hrde,  so  hat  man: 
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mj}:,  ^ 

2ni  / /-I 


oder  — 0, 

je  nachdem  Punkt  i innerhalb  oder  ausserhalb  des  von  A begrenzten  Uaumes 
liegt.  — Die  Kesiduensumme  geht  auf  alle  von  A umschlossenen  Discontinuitäten 

f(u)  f(u) 

von  f(u).  Diese  Summe  ist  positiv  genommen,  da  man  statt  - — , - — ge- 

U — Z S — M 

schrieben  hat,  wodurch  die  Fonction  und  offenbar  auch  die  Residuen  derselben 
das  Zeichen  ändern. 

Lässt  man  die  Curve  A sich  ins  Unendlishe  nusdehnen,  so  ist  die  linke  Seite 
immer  für  jedes  z gleich  f(z),  also: 


1) 


/•W=i-RcsE^M4.^ 

z—u  2n‘ 


L n 

lii  / 


i- i 


die  Summe  auf  alte  Discontinuitäten  von 
f(i)  eratreckt. 

Beachaftigen  wir  uns  jetxt  noch  mit 
dem  zweiten  Gliede  rechts.  — Da  / im- 
mer grösser  als  t ist,  so  kann  man ; 

setzen,  nnd  dics  Glied  gibt  also  eine  

nach  positiven  Potenzen  geordnete  Reihe.  f'(— .9  --2nn)  = F(  — 9), 

Man  kann  nun  statt^  der^  geschlossenen  aigo  die  Curve  ebenfalls  geschlossen. 

^ entgegengesetzte  Zeichen 
von  7'  hat,  so  findet  die  Windung  von 


? = — ,^=-V 

ist,  also; 

1 

P- /.'(_»)• 

Dies  ist  die  Gleichung  von  B.  Kt  ist 


Curve  A (vergleiche  Abschnitt  4),  welche 
alle  Discontinuitäten  umgibt,  eine  andere 
setzen,  welche  den  Unendlichkeitspunkt  a'«»  "die"  Richtung  der  IntegTation 
allein  einschlicsst,  oder  genauer  gesagt,  entgegengesetzten  Sinne  von  A statt. 


man  kann  in 


/ 


(^)  fW 


dX  für  >l  setzen 


— , und  da  X bis  ins  Unendliche  wachst, 

i“ 

wird  fl  unendlich  klein  werden.  Man 
erhalt  auf  diese  Weise : 


Man  kann  also,  indem  man  beide  Inte- 
grationen im  gleichen  Sinne  vollzieht, 
setzen: 


rw  V 


-/ 


(ß) 


i-»""  J 

Indem  man  mit  der  Umkehmng  der  Io- 
tegraUonsnehtung  das  Minnszeicbencom* 
pensirt. 

Ist  die  Cuiv’e  A ein  Kreis,  so  ist  auch 
B ein  solcher  (vergleiche  Abschnitt  4). 


i“  (!-»,") 

wo  B die  neue  Curve  vorstellt. 

Was  die  Gleichung  dieser  Curve  an-  Man  darf  aber  nicht  schlicssen.  dass  man 
betrifft,  so  lässt  sic  sich  leicht  aus  der  immer  für  A und  B jede  beliebige  ge- 
von  A ablciten.  Denn  wie  auch  letz-  sehlosscne  (bezüglich  unendlich  grosse 
tcre  beschafren  sei,  so  lässt  sich  setzen:  und  unendlich  kleine)  Curve  A’  und  B' 

setzen  könne. 

Es  sind  hierbei  nümlich  zwei  Fälle  zu 

wo  z ein  beliebiger  Funkt  dieser  Curve  unterscheiden : 

I)  f{z)  ist  für  jedes  unendliche  » dis- 

bis  — 


5 = reV,  r = F(7), 


ist,  nnd  7 von  0 bis  2v,  wenn  sie  ein- 
fach gewunden,  sonst  von  0 bis  2an  zu  continuirlicb , wie  dies  z, 
nehmen  ist.  Jedenfalls  ist  dann  : 

F (7  + 2n  n)  = F{if ). 

Dies  ist  die  Bedingung,  dass  die  Cnrve 
geschlossen  sei.  “ 
setzen: 


B. 


Für  B ist  nun  zn 


1 

II  = — 
z 


t'* 


der  Fall  ist. 

II)  f(z)  ist  nur  für  gewisse  Werthe 
von  z discontinuirlich.  Z.  B.  bei  tgi 
2j4-1 

ist  dies  der  Fall,  wenn  * = ^~2 — 

» = oo  genommen  wird;  für  jedes  andere 
unendliche  z aber  findet  no^  Continni- 
tät  statt. 
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Beschifttgen  wir  ans  mit  dem  leiste* 
ren  Falle  saersL  Dann  ist  die  Annahme 
eines  Unendlichkcitspunktcs  eigentlich 
gar  nicht  gestattet.  Lasst  man  Curvo 
A sich  in  A'  ändern,  so  befinden  sich 
Bwiseben  beiden  Discontinuititen,  und 
damit  eine  Curve  Tür  die  andere  gcsetxt 
werden  kann,  ist  es  nicht  allein  nöthig, 
dass  das  Residuum  einer  jeden  einxel* 
nen  davon  in  Gleichung  1),  sondern  dass 
toch  die  Summen  aller  sich  der  Null 
n&hem.  Was  die  Curve  B anbctrilTt,  so 
werden  sich  die  Discoutinuitäten  von 


im  Punkte  u gleich  0 mit 


sQDchmender  Dichtigkeit  schaaren. 

Cm  bei  diesem  wichtigen  Gegenstände 
noch  einen  Augenblick  xu  verweilen, 
denken  wir  uns  für  A einen  Kreis  mit 
Bunehmendem  Radius,  und  die  darin  ent* 
halteoen  Discontinnitdten  etwa  nach  con- 
centrischen  Kreisen  geordnet , in  die 
Summe  in  1)  aufgenommen.  Anderer- 
seits sei  A*  ein  Parallelogramm  mit  za- 
nehmenden  Seiten,  und  die  Discontinni- 
Uten  innerhalb  desselben  etwa  einer  Seite 
parallel  geordnet.  Da  nnn  Parallelo- 
gramm und  Kreis  sich  nicht  decken,  so 
stimmt  ein  Theil  der  Diseontinuitäten, 
freilich  nur  die  ins  Unendliche  fallenden, 
in  der  Entwickelung  von  f(z)  in  Glei- 
chung 1)  nicht  mit  einander  übcrciu,  ob- 


gleich beide  Entwickelangon  convergiren. 
Man  sagt  dann  gewöhnlich,  wiewohl  mit 
Unrecht,  dass  die  Entwickclang  von  der 
Anordnung  abhange.  Sie  hangt  in  der 
That  von  den  Gliedern  selbst  ab,  die 
nicht  alle  übereinstimmen. 

Finde  jetzt  Fall  I.  statt  Da  f{z)  für 
jedes  unendliche  z discontinuirlich  ist, 

so  findet  mit  für  u = 0 dies  statt, 

jede  abnehmende  Curve  B oder  Ä',  die 
M = 0 umgibt,  schliefst  also  nur  einen 
Discontinuitätspunkt,  den  Unendlichkeits- 
punkt, ein,  und  das  Vertauschen  beider 
Curven  ist  gestattet.  Also  immer,  wenn 
Fall  II.  gilt,  können  wir  fllr  B einen 
Kreis  setzen,  dessen  Radios  abnimmt, 
und  cs  ist  das  Integral : 


j_  / (fi)  di) 

(!—»«) 

auf  denselben  ausxudehoen. 
dieses  Integrals  ist: 


du 

Der  Werth 


Unter  dieser  Bczeitbnung  ist  das  Rcsi- 
dnum  des  cingcktammcrtcn  Ansdruckes 
für  die  Discominnitftt  r = 0 verstanden. 
Man  kaon  aber  immer  setzen: 


+‘V+‘’.+“.+i'+  • • •> 


wo  fOr  » = 0 I'ino  Discontinuität  t ter  Ordnung  vorausgesetzt  ist. 

Keiner  Discontinnitit  entspricht  s = 0,  einer  zweiter  Gattung  j=oo.  ScUt 
man  noch,  da  e abnimmt: 

' 7cT^)  = T+‘+‘’'’+‘**’+ • • •’ 

IO  erhtlt  man,  indem  man  diese  Entwickelung  mit  der  von  ) multiplicirt, 
aber  nor  das  mit  — behaftete  Glied  nimmt: 

V 

d.  h.  dieser  Aasdruck  ist  gleich  dem  nicht  mit  negativen  Potenzen  behafteten 
Theile  der  Entwickelung  von  /■(»),  welche  fü.-  wachsendes  s,  d.  h.  für  i=z—  in 
der  Nahe  von  r = 0 gilt. 

Diesen  Theil  der  Entwickelung  bezeichnen  wir  mit  Ä'^/’(i)  nnd  haben  also: 
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Iit  fOr  »=0  keine  Diecontinni  it  Torhnndea,  io  beichrlnkt  tich  diefv  Aui- 
drnck  auf  eine  Coniunte  a,.  lat  die  Diacontinnitlt  aweiter  Gattung,  ao  hat  man: 


B' 


ftlio  eine  uncmlliche  Reihe.  , «x  # «u  * 

Wir  wollen  anch  das  allgemeine  Glied  der  Summe  in  1)  auf  ftnnliche  Art 
Busdrücken.  Sei  dasselbe  auf  den  Discontinuiialspunkl  n bcsogcn , der  von  ster 
Ordnung  sein  möge,  so  bat  man  in  dessen  Nfthe: 

b 


f(u)  = 


(u-n)*  (»-«)*  (•»-«) 


.t—  t ^ »— « 


ferner : 


1 

a—  1 


+ *,  + *,+  ,(-—)  + 
(«■-«)■ 


t— B— (u— «)  a— B 


- a-B^(a-B)*^(a-B)*  ^ 


Nimmt  man  ana  dem  Product  beider  Entwickelungen  daa  mit  behaftete  Glied, 

so  ergibt  sich : 


Re.  = 

" — (a-B)‘ 


(a-«)' 

alao  gleich  dem  mit  negativen  Potenaen  Uebrigena  iat  nach  dem  Maclanrin- 
behafteten  Theil  der  Eit  Wickelung  Ton  sehen  Satze; 

/*(*),  welche  in  der  Umgebung  von  s = r 

gilt.  Bezeichnen  wir  diesen  Theil  der  h 

Entwickelung  mit  B ■*>  hommt:  P 

wo: 

Bea  i^=B  f(t).  »(»)  = (*— «)V(*)» 

(Die  Zeichen  B und  B’  erginaeji  alao  und  y'“  der  (ite  ;Differenaialqnotienl 
einander  inaofem,  daaa  daa  erate  auf  iat,  ferner: 
alle  negativen,  das  iweite  auf  alle  nicht 


+ 


,a—  I 


negativen  Potenaen  geht.) 

lat  die  Diacontinnitli  n von  der  ersten 
Ordnung,  so  ist  offenbar: 

B /(.)=-^=-l-Re.  /-(t). 

n ' s — a S — a • 

Ist  sie  zweiter  Gattung,  so  ist: 

B f(t)  = - + ; C.+  . • . 

B*'  ' a — B (a  — b)* 

Man  hat  also  för  jede  eindeutige  Func- 
tion, wenn  Fall  I.  Anwendung  Ündet: 

2)  /(t)  = ZÄ„/-(»)  + fi'„At). 


p 1 • 2 e • • p 

wo: 

V'(*)=*V  (-j) 

an  setaen  iat. 

Ana  Gleichung  2)  und  8)  folgt  nun: 
Jede  eindeutige  Function  llaat  sich 
als  ganae  Function  vermehrt  um  eine 
i 

M 

Anaahl  Partialbrüche 


oder: 

8)  = 


ZM 

s — « 


wo 


(*—«)* 

drOcken,  d.  b. : 

Jede  eindeutige  Function  hat  entweder 
den  Charakter  einer  ganaen  Function 
oder  den  cinea  rationalen  Bmches. 

Die  Formeln  1),  2)  und  8)  enthalten 
die  Theorie  der  algebraiachen  nnd  traas- 
cendenten  Partialbrüche.  Im  ersten 
Falle  ist  die  Summe  eine  endliche.  Sie 
. . , ^ ■ , ,,  l&aat  eich  in  diesem  Falle  bekannUicb 

In  jedem  Falle  aber  gilt  Foimel  1),  nnderm  Wege  herleiten. 

0 man  die  R'-aidnenanmme  ebenftlla  yjj.  jj_  ,^rir  uns  noch 

mit  der  Umwandlung  des  von  A abhia- 


Res 


• Ud-ar)) 


dnreh  SB  /(a)  ersetaen  kamt. 
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gigen  Integnli  betchtfligen.  — Man  kann  ntmlich,  da  die  Carre  ini  Unendliche 
wkdiet,  der  Modul  ron  t alao  immer  kleiner  aii  der  von  il  iit,  die  ichon  ange* 
fShrte  Entwickelung  annehmen; 


Ä)  m dl 
I ■ 


Iit  nun  die  Gurre  derart,  dati  auf  ihr  f{l)  immer  endlich  bleiht,  wie  diei  in 
dem  beieichneten  Falle  immer  geichehcn  kann,  da  man  nur  in  A die  Diacoati* 
nnitlten  xu  umgehen  braucht,  xo  iit: 


wo  a der  gröute  Modul  itt,  den  f(l)  annehmen  kann.  Daa  Integral,  detsen 

Modul  mit  a mnltiplicirt  iit,  hat  xnm  allgemeinen  Qliede  des  Argnmentet  — ^ — ; 

i* 


dai  Integral  ist  — ^ — , ein  Ausdruck,  der  für  eine  geschlossene  Gurre  rer- 

* i* 

schwindet,  da  Anfangs-  und  Endpunkt  xnsammenfallen.  Man  kann  also  in  diesem 

Falle  das  Integral  in  1)  ersetxen  durch  das  einfachere;  Indem 

27iJ  i 

hier  hingestelltrn  Falle  wird  die  Reihe  der  Glieder  mit  positiven  Potensen  sich 
aaf  eine  Constante  beschränken  Also  statt  1)  erhält  man; 

1«) 


«.)=7jy(.)+iy<'«ß;iS. 


Man  kann  aber  auch  leicht  entsprechende  Formeln  finden,  die  nur  für  einen 
Theil  der  Ebene  gelten. 

Seien  A und  B einfache  geschlossene  Gurren,  die  keinen  Windnngspnnkt 
einschliessen , die  letztere  ganz  innerhalb  der  ersten,  s ein  zwischen  beiden  ent- 
haltener Funkt,  so  gibt  Formel  5)  des  rorigen  Abschnitts: 

1 /-w  m 

SfitJ  i—x  inij  i— s s— u 

Die  Somme  geht  auf  alle  zwischen  A und  B liegenden  Discontinnitäten.  Es  tritt 
niffllieh  das  s = h entsprechende  Besidnom,  welches  gleich  f(i)  ist,  hinzu,  ganz 
wie  oben. 

Ersetzt  man  A und  B durch  coneentrische  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der  An- 
fangspunkt ist,  so  wird,  wie  in  Abschnitt  17),  sich  das  erste  Integral  nach  poti- 
tiren,  das  zweite  nach  negatiren  Potenzen  ron  z entwickeln  lassen,  und  man 
erhält; 


4) 

WO; 


^(s)  = iRes^^^-|-A,-fA,s+A,s*.f  . . 


-1-^ 

z s*"^ 


‘.-i/ 


s ’ 


r ist  der  Radius  des  grossem,  p der  des  kleinem  Kreises.  Es  ist  wohl  zu  be- 
merken, dass  man  hier  nicht  wie  in  Abschnitt  17)  r und  p mit  einer  zwischen 
ihnen  liegenden  Grösse  rertaoschen , eben  so  wenig  beide  identificiren  kann , da 
der  Ring  Discontinnitäten  enthält,  und  mit  dem  Ueberschreiten  einer  solchen  die 
Integrale  sich  ändern. 

Ist  der  Anfangspunkt  kein  Windungs-  oder  Discontinnitätspnnkt,  so  fällt  der 
Ansdmck  weg,  für  einen  Raum  bis  znm  nächsten  critischen  Funkte,  und 

mau  hat  in  4)  B^  = 0. 
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Beispiele. 
I.  Sei: 


{ (»)  = — = coeec  t. 


Um  das  vom  Summenieichen  freie  Glied  zu  finden , denken  wir  zwei  Grade  pa- 
rallel der  Axe  der  y,  deren  Abscissenwerthe  sein  sollen:  ‘n  und 

ferner  zwei  Grade,  parallel  der  Axe  der  x und  in  wachsender  Entfernung.  Auf 
beiden  erstem  ist : 

^ cosecz  = cosec(+.n  ±-|+yi)  =± =± 

ein  Werth,  der  immer  endlich  bleibt.  Für  die  IcUtern  Graden  ist: 
cosee z = cosec  (»  ± Ai)  = *'-xi+A’ 

ein  Ausdruck,  der  mit  wachsendem  A verschwindet. 

Es  ist  also  hier  °I~~~  Rechteck  zu  erstrecken.  Dies  Integral 

aber  verschwindet,  da  zweien  vom  Mittelpunkt  des  Rechtecks  ans  symmetrisch 

C08CC  X 

liegenden  Punkten  de#  Umf#ngei  gleiche  Werthe  von  — ^ — entsprechen,  und  die 
Integration  bei  beiden  in  entgegengesetzter  Richtung  fortschreitet.  Somit  ist: 

cosec u 


cosec  z = ZRes 


■ =S  B (cosec }). 
z— « n « 


Discontinuitäten  treten  für  a = sn  ein,  und  es  ist: 

, ^ 1.-1)* 

cosec  (in = 


Pa  nun  - für  « = 0 sich  der  Kuli  nfthert,  hat  man: 
sin  V 


$n 


■ (-1)* 


also: 


I=+CO(-l)«  1 »=»  (-1)' 

C0SCC5=  2 = ^ I««»’ 

1=-«  * 1=1*  " 


wie  man  crhilt,  wenn  man  je  zwei  Werthe,  die  i = t,  i=—  I entsprechen,  vereint. 
Ersetzt  man  z durch  — s,  so  erhält  man: 


i = +oo  ^ 

2i-l 

i = -eo  z 


‘ 1 = 00  (2,-|-l)(_l)* 

= n £ , 


s = 0 (2i-(-l)>-^--s» 


II.  Sei: 

Dass  das  vom  Summenseichen  freie  Glied  verschwindet,  ist  wie  im  vorigen 
Beispiele  darzuthnn.  Discontinuitäten  finden  für  z = iv  statt. 

cot  (in  -j-/i)  = cot 

und  da : 

• t. 

i4C08U 

u cot  w 

^ ^ 8m  u 
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cot  s 


B f{i)  = -i-, 

in  h — in 

+ 00  j 1 = 00 

: =*+2»  s 

-00*-*" 


1=1  *’  *’"’ 


and  wenn  man  e mit  ~ * vertauscht : 


+ GO 

tg»  = — i 
— 00 


2i+l 

X 2-  w 


s = oo 
.=2*  X 


* = 0 (2,+l)*^_,. 


Bei  diesen  Beispielen  galt  Formel  1).  Um  Formel  2)  anxnwenden,  wollen 
wir  noch  das  Beispiel  eines  rationalen  Bruches  nehmen, 
m.  Sei : 

/^(0= 

(x-«,)“‘(x— «,)“»  . . . (s— Op)  ^ 

wo  i/(t)  eine  ganxe  Function  ist.  — Die  Function  hat  fhr  x = o^  eine  Unend- 
lichkeit o^ter  Ordnung,  und  somit  ist: 


, “s_i 


b a 


flir  s = o^,  und; 


Bes 


und: 


i =-^— K‘-«.)“V(*)] 


(^1 

I V»(i— *»)/ 


+C^_,  • . • +e,  s . 

p (1  V./ 

Ihr  x=0. 

I gibt  an,  um  wieviel  Einheiten  der  höchste  Exponent  des  Zählers  von  f(t) 
das  des  Nenners,  also  den  Ausdruck  Cj-t-c,-f  . . . +®p  Obertrifft. 

22)  Entwickelung  eindeutiger  Functiouen  in  Producte. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  an  untersuchende  eindentige  Function  /'(>)  entweder 
keine  Discontinuität  zweiter  Oattnng  oder  eine  solche  nur  im  Unendlichkeitspnnkte 
l>»be.  — Untersnehen  wir  jetzt  den  Ausdruck : 


* f(i)  ■ 

Derselbe  hat  im  Zähler  und  Nenner  dieselben  Disoontinnitäten,  da  f'(t)  in  jedem 
Gebiete  eindeutig  nnd  continnirlich  ist,  wo  dies  für  f(t)  stattiindet.  Diesen  und 
den  Nnllwerthen  von  ^(t)  können  allein  Discontinnitäten  von  unserm  Ausdrucke 
entsprechen.  Wir  beweisen : 

49 
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rw 

/•(O 


„doll  fiir  jede  Null  and  DiaeontinniUlt  von  f(t)  eine  eokhe  von 
■tattfindet,  und  dass  alle  diese  von  der  ersten  Ordnung  sind.“ 


Denn  sei  a eine  Discontinnittt  von  f{z),  so  ist: 

6, 


, \ — 
(»-«)  (*-«)■ 


»— t 


+ ■ 


(*—«)' 


+ ■ • • +r^+v  (0. 


wo  9 (z)  fllr  z = a continnirlieh  ist,  also: 


, 4.  + (t-«)+  . • . + (z-«)*“'+9'(z)(z-«)* 


r (»)  ■ 

/■(*)  ■ 


Der  Ansdmck  in  der  Klammer  wird  für  z = a nicht  anendlich,  also  ist  in  der 
That  die  DiscontinniUtt  erster  Ordnung,  und; 

Bes  m)  = -.,  B ^ = 

a\f(t)/  « f(z)  i—a 

Sei  ferner  f(t)=0  für  z = ß,  so  ist: 

/■(*)  = <>„(*- • . •. 

denn  jedenfalls  verschwindet  das  von  z — ß freie  Glied.  Ansserdem  mOgen  noch 
n — 1 Anfangsglieder  verschwinden;  wir  sagen  dann,  f{z)  habe  für  z = />  eine  Hall 
von  nter  Ordnung.  Es  ist  dann: 

/■'(!)  = »“„(*— +(»+!) (t—W"+  ■ • .. 

r(z)  ^ • • 

f(z)  z-ß  o^+a^^j(z— /JJ+  . . . 

und  da  der  Ausdruck  in  der  Klammer  für  z = ß die  Einheit  gibt,  so  ist  die  Dis- 
continniUlt  erster  Ordnung,  und: 

rw 


Res 


lUw  ’ “ßt{z)-x-ß- 


B 


Die  Residuen  sind  also  diejenigen  Zahlen,  welche  die  Ordnung  der  Null  oder 
Unendlichkeit  von  f{z)  anzcigen,  im  letztem  Falle  negativ  genommen.  Man  hat 
also : 

dz  ß X-  ß a X — a 

wo  der  Ausdruck  V eine  nach  ganzen  Potenzen  von  z fortschreitende  Reihe  an- 

/*  ft) 

gibt,  und  man  hat,  je  nachdem  Fall  I.  oder  II.  für  die  Function  suttfindet, 
entweder: 


oder; 


I/--L 

inif  A-z  • 


Oea  eben  gefundenen  Werih  von  — integriren  wir  in  den  Grenien  i und 

s«  T derart  I dass  keiner  Unendlichkeit  und  Noll  von  /*(z)  entspreche.  Mao 
erhält ; 
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WO  H das  Product  aller  der  fi  und  a entsprechenden  AnsdrUcke  anseigt.  Hier  ist : 

V=  Udt ; 

es  ergibt  sich  also; 

1)  K=-J- 

oder; 


Setzen  wir: 


^=-27ir 

v=f"  ß'ooJlgfW- 


also: 


so  ist: 


i Igf(t)  dz 

* - • • • + -^+«.+o,*+a,z'+  . . 


J'dlgf(z)=  . . . __^+o_^lg,+„.,^.a,,i+  . . . =lg /•(,), 


jedoch  mit  der  Bemerkung,  dass  in  der 
Entwickelung  von  lg / (z)  nicht  allein 
der  mit  negatiren  Potenzen  von  s be- 
haitete,  sondern  auch  der  mit  lg  z mul- 
tiplidrte  Theil  bei  der  Bildung  von 
^aolgf(*)  wegbleibt,  dass  daher  dieser 
Ausdruck  kein  constantes  Glied  hat;  so 
wird  also: 

2)  K=fl'*lg^(«)_|»'*lg/(,,). 

Nun  hat  man: 

Id  Fall  XL  (siehe  vorigen  Abschnitt) 
kann  toAJi  die  Begrenztmg  A wieder  so 

w&hlen,  dass  auf  der  ganzen  Cnrve 
-d  endlich  bleibt,  und  dann  ist; 


-Lzh  A 
~ 2n»  J 


\A)  dlg/W 

k 


Welchen  Werth  von  V man  auch  nehme, 
so  ist  dies  eine  nach  ganzen  positiven 


Potenzen  von  z geordnete  Reibe,  da  der 
Diffcrenzialqnotient  ü von  V eine  solche 
war;  es  wird  also  V nicht  unendlich  iiir 

|T 

endliches  s,  und  mithin  e weder  Nnll 
noch  unendlich,  also ; 

„Jede  eindeotigeFunction/(z),  welche  im 
Endlichen  keine  Discontinuitäten  zweiter 
Gattung  enthält,  ist  gleich  einem  Pro- 
ducte,  das  im  Zähler  alle  Werthe  z—ß, 
die  den  Nullen , im  Nenner  alle  Werthe 
s — a,  die  den  Unendlichkeiten  ent- 
sprechen, als  Factoren  enthält.  Die  Ex- 
ponenten geben  die  Ordnung  dieser 
Nullen  und  Discontinuitäten  an ; ausser- 
dem kann  noch  eine  Exponentialgrösse 
als  Factor  Vorkommen,  wdche  eine  ganze 
Function  von  z im  Exponenten  hat.“ 

Ist  z=0  keine  Discontinnität  oder  Nnll 
von  f(z),  so  kann  man  anch  z,=0  setzen, 
und  hat; 

oder: 

2a)  r=B>^\gf(t). 

Da  B'of)lgf(z)  kein  von  z freies  Glied 
hat,  so  ist : 

fi'oolg/‘(0)  = 0, 

49* 


Digilized  by  Goc^le 


Quantität. 


772 


Quantität. 


(‘-7) 

3a)  f{z)  = mnj—fy‘  . 


ßfv 


[dl. 


und  unter  der  obigen  Uedingnng: 

. , j_  r(.A)rw 

2/iiJ  IfW 

Aus  diesen  EntwickelungeQ  folgen  aber 
einige  wichtige  Resultate. 

Da  das  Product  V in  Formel  1)  durch 
die  Rollen  und  Discontinuitäten  völlig 
bestimmt  ist,  so  folgt  unmittelbar: 

I.  Jede  eindeutige  Function,  die  im 
Endlichen  nur  Discontinuitäten  erster 
Gattung  enthält,  ist  bis  auf  einen  Factor 
bestimmt  durch  die  Lage  und  Ordnung 
ihrer  Discontinuitäten  und  Nullen.  Zwei 
Functionen,  die  in  diesen  Punkten  über* 
einsümmen,  sind  also  bis  auf  einen  Fac* 
tor  identisch.  Dieser  Factor  ist  con- 
stant,  wenn  der  Unendlicbkeitspunkt  kein 
Discontinuitätspnnkt  ist,  im  andern  Falle 
ist  er  eine  ExponentialgrOsse,  deren  Ex- 
ponent eine  ganze  Function  ist. 

Ebenso  lehrt  Formel  I.  und  11.  des 
Abschnitts  20) : 

II.  Jede  eindeutige  Function  ist  eine 
Summe  von  andern  solchen , deren  jede 
mit  der  gegebenen  eine  Discontinuität 
in  gleicher  Gattung  und  Ordnung  ge- 
mein hat,  im  Uebrigen  aber  stets  conti- 
nnirlich  ist. 

Offenbar  hat  nämlich  jedes  Glied 
diese  Eigenschaft  für;s  = «. 

Hieraus  folgt  dann  sogleich': 

Eine  eindeutige  Function,  die  nur 
Discontinuitäten  erster  Gattung  und  in 
endlicher  Anzahl  enthält,  ist  gleich  einer 
ganzen  Function  vermehrt  um  eine  Bruch- 
reihe,  also  schliesslich  ein  echter  oder 
unechter  Bruch. 

Hat  sie  nur  eine  Discontinuität  und 
zwar  für  t = oo,  so  ist  sie  eine  ganze 
Function  (dies  ist  schon  früher  gezeigt). 
Ist  diese  Discontinuität  erster  Gattung, 
so  ist  sic  eine  endliche  Reihe. 

III.  Die  Discontinuitäten  zweiter  Gat- 
tung einer  eindeutigen  Function  sind 
immer  so  beschaffen,  dass  wenn  man 
a einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  gibt, 
derselbe  wenigstens  in  einer  Richtung 
bewirkt,  dass  die  Function  unendlich  wird. 

Denn  du  Glied h ; r,+  •• 

I — a (e  — a)* 

welebes  dieser  Discontinuitftt  entspricht, 
muss,  wie  jede  eindeutige  Fnnction.  doch 
einmai  unendlich  werden,  and  dies  kann 
nnr  fdr  s = a geschehen. 


Wir  wollen  jetzt  den  Discontinniläten 
zweiter  Gattung  noch  eine  wichtige  Form 
geben. 

Das  einer  solchen  a entsprechende 
Glied  in  f{t)  ist: 

(0  = V' (“)  = ^ _i“+‘s  — s“’  + • • ’ 

wenn  man  w = — ^ setzt. 

z — a 

Dies  Glied  hat  also  die  Form  einer 
ganzen  Function , und  indem  man  die- 
selbe in  ein  Product  verwandelt,  er- 
hält man  nach  Formel  3)  dieses  Ab- 
schnittes. da  eine  Discontinuität  nur  für 
it  = oo  vorhanden  ist: 

y(u)  = W«‘(«-;9, 

. . . 

/;  ist  eine  Constante,  0,  ßi,  ß,  die  Nnllen 
von  if  (m).  F(h)  eine  nach  ganzen  Po- 
tenzen von  H geordnete  Reihe.  Je  nach 
dem  Charakter  der  Discontinuität  ist 
diese  Entwickelung  entweder  von  der 
Form  der  Corvo  A,  welche  V gibt,  ab- 
hängig oder  nicht,  im  erstem  Falle  kann 
dann  K(i«)  anf  eine  Cons^te  redudrt 
werden  (vergleiche  Abschnitt  20).  Msa 
hat  also: 

••• 

Dsgegen  tritt  für  die  Discontinnilüt. 
welche  z = ao  entspricht,  das  Glied  ein: 

6)  ^^(t)  = A(^-/^.)*‘(r-i^.)'’ 

gC,-f-c,s+c,s«-h  . . . 

Für  alle'Gliedcr.  welche  Disconlionitäten 
erster  Gattung  entsprechen,  bleibt  die 
ExponentialgrOsse  weg,  und  das  Product 
ist  ein  endliches. 

Man  hat  also  für  alle  eindentigen  Func- 
tionen jetst  die  allgemeine  Form: 

7) 


+ 


C(z-e.)*>(t-e,)*‘.-_-. 


(*—?.)*’  • • • 
wo  das  erste  Glied  rechts  auf  alle  Di»- 
continnitäten  zweiter  Gattung  geht.  D»» 
Schlnssglied  entsteht  ans  allen  Discoo- 
tinnitäten  erster  Gattung. 


Digilized  by  Google 


Quantität. 


773 


Quantität, 


E(  bleibt  für  die  Entwickelung  in  Prodncte  noch  der  Fall  zu  erSrtern,  wo 
/’(>)  Dizcontinnitaten  zweiter  Gattung  für  andere  Punkte  aU  für  z = co  enthalt. 

Da  in  diesem  Falle  der  Ausdruck : noch  Glieder  enthalt,  welche 

dz  f{z) 

diesen  Diseontinnitaten  von  f{z),  die  wir  mit  y bezeichnen  wollen,  entsprechen, 
und  für  diesen  Fall  die  Betrachtung  ansgescblosscn  ist,  dass  jeder  Unendlichkeit 


Yon  f(i)  eine  solche  erster  Ordnung  von 

«'lg«*) 


dz 


■ = S 


ß z-ß 


» s ( A 

-—-S s I ■ + 

— ß a z—a  y \z—y 


entspricht,  so  ist  jetzt : 


2(z-y)*^  • • 7’ 


also: 

*/'(*.)  \t-a/  Vz-y/  y Vs-y  ^ (t-y)’^ 


(z-y)» 


-y  (*c  — y)’ 


slso  schliesslich 

8) 


V ^ ?• 4. 

/■yVz-y  z,— y^(s— y)*  (i,— y)’“^ 


.)+V, 


•)+K. 


A,  a„  o,  . . . sind  Constanten,  die  übrigen  Grössen  haben  dieselbe  Bedentnng 
wie  in  3).  Wird  /"(z)  nicht  discontinuirlich  für  z = 0,  so  ist  noch: 


S 

f(z)=f(0)t  y 


V y’  y‘  \_ßj^ 


T (_fL'  4.  **•  + ...)+K. 


(*— y) 

ff  (j) 

Je  nach  der  Natur  der  Discontinnität,  welche  für  * = y hat,  wird  übn- 

/ (*) 

gens  der  y entsprechende  Theil  der  Exponentialgrössc  sich  auf  eine  Constante 
rednciren,  dann  aber  die  Wahl  derselben  einen  Einfluss  auf  die  übrige  Entwicke- 
lung ansüben  können  oder  nicht.  Uebrigens  kann  A auch  nnendlicb  gross  wer- 
den; dann  muss  dieser  Factor  sich  mit  denen  im  Zahler  derart  vereinigen,  dass 
ein  endlicher  Quotient  entsteht. 


Beispiele. 
1.  Sei : 

Es  ist  dann; 


/■(z)  = cos  z. 

/■'($)  sinz  ... 

I - = — = — - tg  (t), 

f{z)  cos  Z ® ^ 

und  da  das  vom  Summenzeichen  freie  Glied  U in  der  Entwickelung  von  tg(z) 
verschwindet  (vergleiche  den  vorigen  Abschnitt),  so  ist  (7=0.  f{z)  hat  keine 
Unendlichkeiten,  die  Nullen; 


sind  also  von  erster  Ordnung. 


s = (2m  + l)^ 

Nimmt  man  noch  z,  = 0,  so  gibt  3a): 
• = -)-00 


oder: 


m=-|-co  , . 

iz  = Ä Ji i 1, 

I (2m+l)|-| 
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m=  4'00  / 

tn=n  I 

m = l ' 


4i» 

■(2m  + l) 


« n*)' 


.•f 


U.  Sei: 
Man  hat: 


r(x)=%*. 

^ IC08*  — »m»_  1 

' Z9\nz  t 


rtr 


Der  zu  cotz  gehörige  Theil  von  V vereehwindet,  und  da  — fftr  i = oo  rer- 
»ehwindet,  so  ist  dies  auch  mit  dem  übrigen  Theile  der  Fall. 

Die  Nullen  von  — sind  erster  Ordnung  und  6nden  für:  . ^ 

z = fHTT  « 


statt,  wo  m jedoch  nicht  gleich  0 ist,  also: 


m=  + 00 


- = // 


oder: 


m — — 00 


m=+oo  / ,1  \ 


(-:rJ 


III.  Um  noch  eine  Function  zu  betrachten,  die  Diecontinuititen  zweiter  Gat- 
tung enthalt,  setzen  wir: 

t — a s — t 

r(.)  = e^-e*-'’.  . 

Solche  Discontinuitlten  finden  hier  für  z = n und  t = fi  sutt.  Es  ist: 


7=eos(i^J)-i.in(i[^). 


z — 6 


also: 


^(z)=2co8(U  cosie — 2 t sin  iueos  te. 


wo: 

gesetzt  ist,  also: 

/(a)  = 2cosiee~ 

und  somit  nach  der  vorigen  Entwickelung: 

As)  =2«  (l+cäM-W)- 

Es  lUst  sich  aber  leicht  zeigen,  dass  diese  Ausdrücke  die  in  8)  angegebene 
Form  haben.  Es  ist  nimlich: 

« = 1+Ö7I — 1<  + 


'■2(t-or  2(z-/»)’ 

.(z-«)(s—Ä  — (*-*)(»-") 

•’=* (s-o)(.-/!) 
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Jeder  Factor  dei  Prodnctes  n liaet 
■ich  auf  dieae  Weite  in  einen  Quotien- 
ten Ton  je  zwei  Factoren  im  Zähler  and 
zweien  im  Nenner  zerlegen. 


23)  Entwickelnng  mehrdeutiger 
Fu  ncti  one  n. 

Es  ist  wichtig,  zn  untersuchen,  in  wel- 
cher Weise  sich  eine  Function  in  der 
Nähe  einet  Windnngspnnktes  entwickeln 
läset,  einen  Fall,  den  wir  bit  jetzt  aus- 
geschlossen haben. 

Zunächst  ist  klar,  dass  wenn  f(t)  eine 
n deutige  Function  ist , und  für  einen 
Punkt  A p Wcrthe  von  f(i)  gleich  wer- 
den , deshalb  noch  A kein  Windepunkt 
p ter  Ordnung  zn  sein  braucht.  Sei 
nämlich : >■ 

P=Pi+Pt+  ■ • • +Ft’ 


wo  /),,  p,  . . . ganze  positive  Zahlen 
sind,  so  können  von  den  ersten  Wer- 
tben  von  f(z)  bei  jeder  Umkreisung  von 
A jeder  in  den  folgenden,  und  der  letzt« 
wieder  in  den  ersten  übergehen;  Glei- 
ches kann  mit  den  folgenden  p,  statt- 
finden u.  8.  w.  Der  Punkt  ist  dann  Ihr 
die  ersten  p^  Werthe  ein  Windepunkt 
von  der  Ordnung  p ^ , für  die  folgenden 
p,  von  der  Ordnung  p,  u.  s.  w.  Ist 
Pj  = l,  so  ist  der  Punkt  für  diesen  Werth 

kein  Windepunkt,  und  ebenso  für  die 
übrigen  n-p  Werthe  von  f(z),  welche 
in  A nicht  gleich  werden. 


Et  fragt  aich  nun  noch,  wie  diejenigen 
Werthe  von  /"  f z)  zu  bestimmen  sind,  die 
in  der  Nahe  von  A in  einander  über- 
gehen. Sei  q ihre  Anzahl , (s),  f ,(.z) 

. . , f {t)  die  entsprechenden  Fnnctions- 

wertbe,  t eine  beliebige  Grösse,  deren 
Modul  jedoch  kleiner  ist  als  die  Entfer- 
nung zwischen  A und  dem  ihm  nächsten 
WinduDgspunkte.  Dann  ist: 


f,  (A+je*’")  = f,  (jl-f  r), 
f,(A+ie*”')  = f,(.A+t) 


St\  jetit: 

I 


WO  s eine  der  Zahlen  1 bit  q anzmgt 
In  allen  Gebieten,  wo  f^(t)  eindeutig 

ist,  findet  Gleiches  mit  q (ij)  statt,  denn 
jedem  y entspricht  nur  ein  Werth  von 
t,  nämlich ; 

i = A+y1. 

Sei  jetzt: 


z = A+r,  also  y=i^  . 

Ans  den  Relationen  zwischen  fi,  f,  ... 
ergibt  sich  aber  sogleich: 

welchen  der  Werthe  1 bis  q auch  s ver- 
stelle, also  auch : 


oder: 

'/  (»«*'”)  = '/  (y)> 

d.  h.: 

„Bei  einer  Windung  um  den  Punkt 
«=0  ändert  q{y)  seinen  Werth  nicht. 
Die  Fnnction  ist  also  in  diesem  Punkte 
eindeutig.“ 

Es  lässt  sich  also  in  der  Nähe  des 
Windungspunktes  A die  Function  f^i*) 

nach  ganzen  positiven  Potenzen  von 


y = {i  — A)^  nach  dem  TayloFscben  Satze 
entwickeln.  Die  q Werthe  von  y geben 
hierbei  die  q Ausdrücke  f,  (z),  f,  (z)  . . . 

f q und  diese  Entwickelung  findet  in- 

nerhalb eines  Kreises  statt,  dessen  Ra- 
dius gleich  der  Entfernung  zwischen  A 
und  dem  nächsten  Windungspnnkte  ist. 

Es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  für 
zzzA  die  Function  nicht  discontinuirlich 
sei.  Fände  dies  aber  auch  statt,  so  ist 
leicht  zn  sehen,  dass  die  Werthe  ^,(z), 
ft  (*)■••  f (*)  convergirenden  ^i- 

hen  nach  positiven  und  negativen  ganzen 
? 

Potenzen  von  V(t—A)  entwickelt  wor- 
den. Beide  Entwickelungen  gelten  bis 
zu  demjenigen  Discontinuitäts-  oder  Win- 
dungspunkte, der  A am  nächsten  ist. 
Es  gibt  aber  auch  eine  Entwickelnng 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  und  Par- 

? 

tialbrüchen  von  y=p(z— A),  wie  in  Ab- 
schnitt 17)  Formel  8)  gezei^  wurde,  und 
diese  erstreckt  sich  über  beliebige  Dis- 
continntäten,  jedoch  nur  bis  zum  näch- 
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Bten  Windnngspankte.  — Alle  diese  Ent- 
wickelungen geben  vermfigo  der  verscbie- 
9 

denen  Werthe  von  )/(»— A)  »Ile  q in  ein- 
ander übergehenden  Fnnctionen.  In  der 
letzten  Fomi  der  Entwickelung  ist  noch 
namentlich  der  Fall  zu  beachten,  wo  A 
selbst  ein  Uiscontinuit&tspunkt  ist.  Dann 
sind  in  der  Keihe  der  PartialbrUche  Glie- 
der, die  y = 0 entsprechen,  also  von  der 
Form : 


vorhanden. 


Noch  ist  indessen  zu  bemerken , dass 
alle  diese  Betrachtungen  fOr  den  Fall 
illusorisch  werden,  wenn  die  Function 
unendlich  vielwerthig  ist,  nnd  der  Win- 
dungspnnkt  derart,  dass  der  erste  Werth 
in  den  zweiten,  der  zweite  in  den  drit- 
ten nnd  BO  fort  int  Unendliche  Obergeht. 
Dergleichen  Windnngspnnkte  kann  man 
als  solche  von  der  zweiten  Gattung  be- 
zeichnen, wahrend  wir  die,  wo  die  Fnnc- 
tionen wieder  nach  einer  Anzahl  Win- 
dungen auf  den  anfknglichen  Werth  zn- 
rUckkommen,  als  erste  Gattung  bezeich- 
nen. — Ist  A für  f Werthe  ein  Win- 
dnngspunkt  qter  Ordnung,  fOr  r andere 
ein  solcher  rter  Ordnung,  so  gilt  für  die 


letzteren  ganz  dasselbe,  di«  Eotwicke- 

r 

lang  6ndet  nach  Potenzen  von  )/(«  — A) 
statt. 

24)  Allgemeingültige  Darstel- 
lung derjenigen  mehrdeutigen 
Functionen,  welche  nicht  un- 
endlich viel  Werthe  haben. 

Wie  die  Windungspnnkte  können  aneh 
die  mehrdeutigen  Functionen  selbst  in 
zwei  Klassen  gebracht  werden,  von  de- 
nen die  erste  alle  umfasst,  welche  eine 
bestimmte  endliche  Anzahl  Werthe  für 
jeden  Punkt  haben,  die  zweite  die  un- 
endlich vieldeutigen.  — Die  erste  Klaue 
nun  ist  einer  Tiir  den  ganzen  Raum  gül- 
tigen Darstellnngsweise  flthig.  — Seien 
nämlich  u,,  a,  . . . « die  n Werthe 

der  I«  dentigen  Function  u=f  {x),  so  ist 
leicht  einzusehen,  dau  jede  rationale 
Verbindung  der  Grossen  n„  m,  ...» 

nur  insofern  mehrdeutig  sein  kann,  als 
man  zwischen  diesen  Grossen  beliebige 
Veruusebnngen  kann  eintreten  luten. 
Diese  Vertanschnngen  bringen  aber  keine 
Aenderung  hervor,  wenn  die  Function 
von  u„  »,  ...  »^  eine  symmetrische 

ist,  d.  h. : 

I.  „Jede  symmetrische  nnd  rationale 
Function  der  h Werthe  einer  ndcutigea 
Function  ^{x)  ist  eine  eindeutige  Func- 
tion von  z.“ 

Betrachten  wir  sonach  folgende  ein- 
deutige Functionen  von  x: 


1)  «>,  = “l+«s+  - • • +V 

u,-i-  . . . 
r,=«,»,M,-fUi»,  M.-l- 


so  sind  w„  u,  . . , »^  bekanntlich  die  Wurzeln  der  Gleichung  : 

o\  »•  «— I , « — 2 I n 

2)  » — C|»  -l-c,M  — . . . +e^=0. 


deren  Coefficienten  also  eindeutig  sind. 
Alto; 

II.  „Die  n Werthe  einer  »deutigen 
Function  sind  jedenfalls  darstellbar  als 
die  Wurzeln  einer  Gleichung,  deren 
CoefBcienten  eindeutige  Functionen  von 
X sind,  also  den  Charakter  ganzer  Func- 
tionen oder  rationaler  Bräche  haben.“ 

Es  ist  nOthig,  die  Coefficienten  v,. 


V,  . . . der  Gleichung  2)  noch  naher 
zu  untersuchen. 

Zunächst  ist  aus  den  Formeln  1)  klar, 
dau  keiner  derselben  in  einem  Funkte 
unendlich  werden  kann,  ohne  dau  we- 
nigstens eine  der  Fnnctionen  »,,  », ... 
»^  in  demselben  Punkte  unendlich  wird, 

und  daraus  folgt  der  Satz; 
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HL  „Jede  ndentige  Fanction  moti 
wenigsteoe  einmal  unendlich  werden.“ 

El  laut  sich  aber  nach  Folgendes 
beweisen ; 

IV.  „Wenn  in  irgend  einem  Pnnktc 
einer  der  Werthe  von  f(x)  anendlich 
wird,  so  muss  dies  auch  mit  einem  der 
Coefficiemen  der  Gleichung  2)  statt- 
finden.“ 

Denn  angenommen,  es  würde  m,  nn- 
endlich,  während  r^,  r,  . . . endlich 

blieben.  Es  konnte  dann  die  letzte  der 
Qleichnngen  1)  nnr  dann  stattfinden,  wenn 
gleichzeitig  ein  anderer  Factor  der 

Nnll  gleich  würde.  Ist  dieses  aber  der 
Fall,  so  wird  die  vorletzte  Oleichnng 
die  Gestalt  annehmen: 

indem  alle  andern  Glieder  rersebwinden. 
Es  muss  also,  wenn  endlich  sein 

soll,  ein  Factor  ti  Terschwinden.  Man 

Ä“  1 


hat  dann : 


■«  "1 
also  aneb: 


H,  W,  . . . U , =C 

n—i  n— 2’ 


n.  s.  w. , so  dus  schliesslich  die  Glei- 
chnng : 

■ . . +«„=», 

sieh  verwandelt  in; 

B,  = r„ 

also  H,  müsste  endlich  sein  , was  der 
Annahme  widerspricht. 

Es  ist  also  jede  Discontinuität  der 
Functionen  u dnrrh  eine  Discontinuität 
in  den  Cocfficienten  der  Gleichnng  iiten 
Grades  angedentet.  Da  nun  ganze  Func- 
tionen nur  lur  x = cc  discontinuirlich 
werden,  lo  ergibt  sich : 

V.  „Wenn  in  der  Gleichnng  nten 
Grades,  welche  die  Function  « definirt, 
alle  Coefficiemen  den  Charakter  ganzer 
Functionen  von  z haben,  so  kann  kei- 
ner der  Werthe  von  h für  endliches  x 
discontinairlich  werden.“ 

Mögen  jetzt  die  Coefficienten  für  end- 
liches X nnr  Discontinuitäten  erster  Gat- 
tung enthalten , so  lassen  sich  dieselben 
immer  durch  Formel  1),  Abschnitt  18) 
darstellen.  Finde  z.  B.  für  x = n eine 
solche  Discontinuität  statt,  die  in  einem 
oder  mehreren  Coefficienten  Vorkommen 
kann,  aber  in  keinem  von  einer  hohem 
als  von  der  sten  Ordnung  sein  mOge. 
Die  Coeffidentea  V erhalten  dann  im 


Nenner  einen  Factor  (i  — a)*,  wo  t in 
keinem  derselben  grosser  als  s sein  kann. 
Man  setze  dann; 

V 

, .in’ 

(x  — o) 

und  die  Oleichnng  2)  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 

-fr,  (*-«)*' l/"-*-)-  . . . 

± 

und  es  werden  die  Coefficienten  der 
neuen  Gleichung; 

...  X,  (i-a)*,  r,  (x-n)“  . . . 

jedenfalls  den  Factor  x—u  nicht  mehr 
im  Nenner  haben. 

VL  ,J)urch  eine  Transformation  kann 
die  Gleichung  2}  auf  eine  Gestalt  ge- 
bracht werden,  wo  jede  beliebige  Dis- 
continnität  uns  den  Coeffidenten  ver- 
schwindet , also  schliuslich  auf  eine 
solche,  wo  dieselben  ganze  Functionen 
sind,  falls  nicht  die  Coefficienten  für 
endliches  x Discontinuitäten  zweiter 
Gattung  enthalten.“ 

Neben  dieser  allgemeinen  Form  für 
die  ndentigen  Functionen  geben  wir  noch 
eine  andere  Form,  welche  in  der  Um- 
gebung der  Windungspnnkte  gilt.  Mö- 
gen in  Funkt  A die  Functionen  m, 
...  in  einander  übergehen , so  ist 

wie  oben  zu  zeigen,  dass  die  symmetri- 
schen und  rationalen  Functionen  diuer 
/>  Grossen  in  der  Umgebung  von  A ein- 
deutig bleiben,  d.  h.  so  lange,  bis  kein 
zweiter  Windnngspnnkt  überschritten 
wird , wo  eine  Function  aus  der  Reihe 
u,,  H,  . , , in  eine  andere  u^,  die 

nicht  darin  enthalten  ist.  übergehen  kann. 
Es  wird  sich  also  eine  Gleichnng  bilden 
lassen  ; 

3)  uP+r,y-'+a,uP-’‘ 

+ ...+a^  = 0. 

wo  ß,  ...  ß^  Functionen  von  x 

sind,  welche  eindeutig  bleiben,  so  lange 
kein  zweiter  Windungspunkt  überschritten 
wird.  Ist  der  Windungspunkt  nicht  gleich- 
zeitig ein  Discontinnitätspnnkt , so  wer- 
den innerhalb  des  Convergenzkreises  um 
Funkt  A sich  diese  Coefficienten  nach 
ganzen  posiüven  Potenzen  von  x ent- 
wickeln laiien.  D.  h.: 


Digilized  by  Google 


Quantität. 


778 


Quantität 


VII.  „Die  f Functionen  u^,  u,  . . . 
u , welche  in  der  Nahe  eines  Windung»- 

punktes  in  einander  fibergehen,  sind  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  pten  Grades.’* 
Indess  ist  es  offenbar  besser  und  be- 
quemer, sich  diese  p Functionen,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  als  Reihen  vorxn- 

P 

stellen,  die  nach  Potenzen  von  ]/{u—A) 
fortschrciten. 


Dagegen  muss  — einen  von  Null 

verschiedenen  Werth  haben.  Setzen  wir 
also : 

t = a-fc(,  = 

so  verschwinden,  wenn  man  ^(it,  s)  nach 
Potenzen  von  a und  ß entwickelt,  die 

mit  ß*,ß,ß*  ...  ß^~^  multiplicirtcn 
Glieder,  deren  CoeMcienten  aber: 


25)  Untersuchung  der  raehr- 
fachen  Punkte  einer  ndentigen 
Function  vermittels  der  Glei- 
chung »ter  Ordnung,  welcher 
si  e genügt. 


f{“.  «). 


iL 

du'  • 


sind,  und  man  bat: 


aP-y 


Wir  geben  in  diesem  Abschnitte  einen 
Auszug  der  schOnen  Arbeit  vonPuiseux, 
welche  sich  damit  beschäftigt , ans  den 
algebraisclien  Gleichungen  die  Anzahl 
und  Art  der  mehrfachen  Punkte,  welche 
die  ihnen  genügenden  Functionen  haben, 
zu  ermitteln  (LionvilUf  Journal  de  Ma- 
tkemaii<iuei  etc*  Tome  A'F.) 

Sei: 

au,  s)=o 

dia  gegebene  Gleichung.  Wir  setzen 
voraus,  dass  die  Coefficienten  der  Po- 
tenzen von  H den  Charakter  ganzer  Func- 
tionen haben,  was  sich  ja,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  dnreh  Transformation  er- 
reichen l&sst.  Fs  wird  dann  « ihr  end- 
liches s niemals  unendlich  werden. 

In  Pnnkt  a mögen  die  Functionen 
H,,  w,  . . . u^  einander  gleich  und 

gleich  b werden. 

Die  Bedingungen  daffir  sind  : 

(“•  “)_A  f . 

da«  — «••• 


1)  AßfJrlBß1a=0, 

wo  in  allen  Gliedern,  in  welchen  r=0 
ist,  7 grösser  als  p sein  muss.  — Wir 
setzen  jetzt  noch  voraus , dass  die  Glei- 
chung /■(«,  s)  = 0 irrednctibel  sei,  dass 
sie  mithin  auch  keinen  Factor  a-1  ent- 
halten, wo  l consunt  ist,  welcher  sich 
übrigens  leicht  würde  absondem  lassen. 

Unter  dieser  Vorausseuung  muss  we- 
nigstens in  einem  Gliede  von  Gleichung  1), 
in  welchem  q gleich  Null  ist,  r von  Null 
verschieden  sein , da  sich  sonst  Factor 
ß — u—b  absondem  liesse. 

Möge  zunächst  in  dem  betreffenden 

Punkten  ^ nicht  der  Null  gleich  sein; 
dz 

es  muss  dann  in  1)  ein  Glied  Ba  Vor- 
kommen. Sucht  man  also  die  Glieder 
niedrigster  Dimension  in  Gleichung  1), 
so  haben  diese  die  Form : 

Aßf’+Ba, 

und  wenn  man  o und  somit  auch  ins 
Unendliche  abnehmen  lässt,  ergibt  sich: 


dP-'gu,  g).n 
duP-' 

wenn  man  u = 4 setzt.  Denn  da  das 
Glied  links  der  Gleichung  f(u,  s)=0 
die  Form  annimmt: 

(“-“i) (•*-“.)  . • . (“-•*„)• 

so  wird  man,  falls: 


ist,  daffir  setzen: 

("-“p-f,)  • • • 

and  die  p—i  ersten  Differenzialquotien- 
ten dieser  Grösse  nach  m genommen, 
geben  den  Factor  w— 6,  verschwinden 
also  in  Funkt  o,  wenn  man  w=i  setst. 


AßP  + Ba  = 0, 


1 


„Es  wird  sich  in  diesem  Falle  ß od« 
u— 4 in  eine  Reihe  nach  ganzen  poBti- 
1 

— P 

ven  Potenzen  von  c«  P = V(z  — «) 

1 

wickeln  lassen,  wo  das  mit  oP  multi- 
plicirte  Glied  nicht  verschwindet." 

ß P u 

Denn  in  jedem  Falle  srird 

das  erste  Glied  der  Entwickelung  voo^ 
sein.  Nach  dem  in  Abschnitt  31}  u<- 
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tagten  kann  aber  u sich  nur  nach 

», 

Potenzen  von  (<  — a),  wo  g nicht  grßa- 
ser  all  p iit,  entwickeln  lasten.  Wäre 
nnn  g von  p verschieden,  so  mfissie, 
falls  eine  Entwickelung  nach  ganzen  Po- 
1 


tenzen  von  a ^ stattflndcn  soll : 

1 s g 

7 = T’'’=t> 

nnd  $ eine  ganze  Zahl  sein,  was  nnmCg- 
lich  ist,  wenn  g kleiner  als  p ist. 

Möge  nnn  ^ beliebig  sein,  und  suchen 

wir  in  Gleichung  1)  die  Glieder  niedrig- 
ster Ordnung.  Zn  dem  Ende  sondern 
wir  den  Theil  des  Ausdruckes  linkt  in 
1)  ab,  wo  die  Exponenten  g und  r die 
aus  den  kleinsten  vorkommenden  Zah- 
len bestehenden  Combinationen  bilden. 
Diesen  Theil  nennen  wir  l.  Sind  also 
s.  B.  2,  1-1,  2 -1,3-3, 4-3, 1-3,0 
die  Combinationen,  in  denen  g nnd  r 
Vorkommen , so  ist  nnr  zu  nehmen  2, 1 
— 1,  2 — 3,  0,  da  in  allen  übrigen  ent- 
weder beide  Zahlen  der  Combination 
grosser  sind,  als  in  einer  der  hier  vor- 
kommenden Verbindungen,  oder  die  eine 
gleich  der  entsprechenden,  die  andere 
grosser  ist. 

Der  Theil  1 enthält  dann  jedenfalls 
alle  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und 
wenn  die  tu  ihnen  gehörigen ’f  eine  ab- 
steigende Beihe  bilden,  so  werden  die  r 
eine  anfsteigende  bilden , weil  ja  sonst 
in  einem  Gliede  beide  Exponenten  grosser 
sein  wurden  als  in  dem  vorhergehenden, 
dies  Glied  also  nicht  zu  1 gehörte.  Es 
ist  also: 


l = AßP+A,ß^^tt^'+A,ß’’’a^> 

4 ...  4AjO^*, 

Die  Beihe  p,  p^,  p,  . . . pj_  ^ fallt, 
’^^ihrend  die  Beihe  . 9.  steigt 

Man  bat  nnn , am  die  Glieder  nie- 
drigiter  Ordnung  zu  bilden,  nichts  zu 
thuo,  als  aas  X solche  Klassen  von  Glie- 
dern, und  zwar  auf  alle  möglichen  Arten 
>u  bilden,  welche  von  gleicher  und  zwar 
niedrigerer  Ordnung  als  die  andern  sind, 
wenn  ß als  eine  (ganze  oder  gebrochene) 
Potenz  von  a betrachtet  wird.  Eine 
solche  Klasse  ist  dann  der  Null  gleich 
sn  setzen,  da  f&r  unendlich  kleines  a 
die  Gleichung  1)  derselben  zu  identifi- 
ciren  ist. 

Sind  nun: 


a/i.'i, 

uud: 

V’"’ 

zwei  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und  ist! 

ß = xx^, 

so  hat  man: 

hPf+<lf=l*Pg+<lg, 
und  für  jedes  andere  Glied : 

u 

< > 

Um  diesen  Bedingungen  Anschaulich- 
keit zu  geben,  gebrauchte  Puiseux  fol- 
gende sinnreiche  Construction.  und 

seien  bezüglich  Abscisse  und  Ordi- 
nate eines  Punktes  (Fig.  82),  so 


Fig.  82. 


dass  Punkt  .V,  auf  der  Abscissenaxe, 
Afj  auf  der  Ordinatenaxe , alle  übrigen 

Punkte  iVj^  aber  innerhalb  des  von  den 

positiven  Theilen  beider  Axen  gebildeten 
Winkels  liegen.  Auch  werden  die  Ver- 
bindungslinien jeder  zwei  Punkte 

nnd  beide  Axen  auf  den  positiven 

Seiten  schneiden,  nnd  zwar  aus  dem 
Grunde,  weil,  wenn  '»t. 

sein  muss.  Mache  non  Linie  den 

Winkel  # mit  der  Axe  der  x,  dann  ist 
die  Frojection  von  auf  gege- 
ben durch  die  Formel: 

p^cos9+9^sin 

oder  wenn  man: 
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cot  9= ft 

setzt  : 

va+7^’ 

Es  drückt  also  die  Gleichung; 


MPf+Vf= 

ans , dass  O.H^  und  OM^  auf  irgend  einer  Linie  OL  gleiche  Frojectionen  bähen, 
oder  was  dasselbe  ist,  dass  die  Verbindungslinie  senkrecht  steht. 

Die  Bedeutung  der  Ungleichheit: 

MPk+^h^f^Pj+1f 


aber  ist,  dass  die  Frojection  von  grosser  als  die  von  OM^  oder  gleich  sei, 
d.  h.  dass  der  Funkt  in  Bezug  auf  O Jenseits  dieser  Linie 

selbst  liege. 

Man  muss  also  nnter  den  Funkten,  welche  den  Gliedern  von  1 entspredten, 
anf  alle  mögliche  Weise  zwei  ermitteln,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  ihre  Ver- 
bindungslinie alle  nicht  in  ihr  enthaltenen  Funkte  # vom  Anfangspunkte  O trennt. 
Die  auf  dieser  Linie  enthaltenen  Af^,  Af^  . . . geben  dann  mittels  der 

Formel: 


Pf  Ir  P„  1a  . Pjk 

Kz=  A^ß  ' a ' « -{-A^ß  a 

die  Glieder  niedrigster  Ordnung,  und  die  Gleichung: 

PPf  + 1f  = PPg  + 9y 

gibt: 


+ . . . 


zeigt  also  an,  von  welcher  Fotenz  von  n die  GrCsse  ß proportional  ist,  wenn  man 
R unendlich  klein  annimmt. 

Die  Art,  wie  verfahren  werden  muss,  damit  keine  der  Klassen  K ausgeachlossen 
werde,  ist  die  folgende. 

ln  Funkt  .W,  (Fig.  83)  wird  eine  Linie  angenommen,  die  anfänglich  mit  der 
Abscissenaxe  znsammrnfSllt.  Diese  dreht  man  nm  Af,  so,  dass  sie  immer  die 


Fig.  83. 
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Mnn  dreht  man  die  Linie  am  M , bia  lie  wieder  einen  oder  mehrere  Punkte  M 

9 

anfnimmt;  diese  in  Verbindung  mit  bilden  die  sweite  Klasse  K n.  a.  w. , bis 
man  zum  letzten  Punkte  kommt.  Man  hat  also  die  Klassen : 

K,=AßP+A  ß’’*a‘+  . . . 

K,=  A^ß\^’’+ 

K^  = a/‘,^‘  + aJ*h'‘+  . . . -\-Aj^a^ 


K =A  ^ 


Pn  ?- 


a + . . . +A^ix  . 


Das  erste  Glied  der  ersten  Klasse  enthält  kein  « , das  letzte  der  letzten  ELlaste 
kein  ß.  Das  letzte  Glied  einer  jeden  Klasse  ist  das  erste  der  folgenden.  Der 

Werth jU  = -^ zeigt  die  Potenz  von ;)  an,  wo  man  irgend  zwei  Glie- 

Pf  ^9 

9. 

dem  Ton  K.,  K,  ...  entnimmt.  Also  in  K,  ist  ß von  der  Ordnung  — ■ — , 

P-P, 

in  K,  von  der  Ordnung n.  a.  w. 

—P 

Zahler  nnd  Nenner  dieser  Bräche  sind  ganze  Zahlen,  der  Nenner  gibt  also 

an,  wieviel  Werthe  die  Brachpotenz  ß:zxa^  hat,  nnd  somit  ergibt  die  erste 
Klasse  p—p  Werthe,  die  zweite  p —p  . . .,  also  im  Ganzen; 
g g * 


A)  P~Pg+Pg~Pt+P,~Pi+  • • • +Pa=P’ 

SO  dass  sieh  anf  diese  Weise  alle  Wurzelwerthc  fär  die  dem  mehrfachen  Punkte 
benachbarten  ergeben.  Gegen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  muss  die  in  der 
letzten  Figur  construirte  gebrochene  Linie  convex  sein,  und  dies  zeigt,  dass  in 
cot  9 = ^ also  der  Winkel  9,  welchen  die  auf  senkrechte  Linie  mit  der 

Axe  Ox  macht,  abnimmt,  so  dass  fi  immer  wächst,  woraus  dann  folgt; 


^g  ^s  ’<r 

' -< -< < . . . 


P-P,  P,-P,  P,-Pi 


Pg  P$ 


also : 

„Jede  der  Klassen  gibt  immer  Werthe  von  ß,  die  von  einer  bAhern  Ordnung 
sind  als  die  vorhergehenden.“ 


oder: 


Betrachten  wir  jetzt  eine  der  Gleichnngen,  etwa: 

K,=0, 


P —P 
A ß1 


g-  + ^9^ 

wo  die  Ordnung  der  Werthe  von  ß also  ist : 

^ P ~~P 


= 0, 
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Mögen  Zllilcr  und  Nenner  den  grönten  gemeineehaftUchen  Factor  9 haben, 
und  sei : 

Alle  Glieder  der  Gleichnng  Bind  ferner  von  dereelben  Ordnung,  al§o: 

= 

oder  wenn  man  mit  t mnltiplicirt: 

•■(F,-P.)  = r(Pi>-p.)+*(?,,-?,)=  •••  =*(?. -?,)  = "’• 

Jeder  der  gleichen  Ausdrücke  ist  also  durch  s theilhar,  also  auch  a.  B.  r(p^-f>^), 
und  da  r und  s keinen  Factor  gemein  haben,  auch  Pj— P,*  Sei: 


P»-P,  , 

wo  also  \f>  eine  ganse  Zahl  ist ; man  hat  dann : 

rsv-+s(?^-?,j)  = rs7, 

also: 

= — V-). 

und  die  Gleichnng: 

Ä.=0 

verwandelt  sich  in  eine  von  der  Form: 

. . . +Ay*=o. 

Setsen  wir  hierin: 


so  ergibt  sich : 

2)  Ax'f+Ax'^+ 

Wir  nehmen  zonichst  an,  es  mOge  diese 
Gleichung  nur  ungleiche  Wurzeln  haben. 
Sie  sind  sämmtlich  von  Null  verschie- 
den, und  seien  x,,  x,  . . . x^^.  Setzt 

man  z.  B.  die  erste  Wurzel  X|  ein,  so 
ergibt  sich: 

1 

ß = (x,  «'■)  * , 

ein  Ausdruck,  welcher  s Werthe  hat, 
und  indem  man  so  mit  jedem  x ver- 
fahrt, hat  man  schliesslich: 

*'/=P,-P, 

Werthe.  So  mit  jeder  Klasse  verfah- 
rend, ergeben  sich  alle  p. 

„Diese  angenlherten  Werthe  von 
1 

fix  * leigen,  dass  die  entspre- 

chende Gmppe  von  Werthen  ß auch  für 
endliche  Entfernungen  von  dem  mehr- 


r 

' ’ vr 


. . . -f-4,=0. 

fachen  Funkte  gefunden  werden  kann, 
durch  eine  Beihe,  die  nach  gansen  po- 

sitiven  Fotensen  von  a ' fortschreitet, 
1 

und  (or,  a')  * ist  eben  das  erste  Glied 
der  Entwickelung.“ 

Letzteres  ist  nämlich  an  sieh  klar,  da 
mit  der  Abnahme  von  a alle  übrigen 
Glieder  verschwinden.  Ersteres  folgt 
daraus , dass  nothwendig  ß nach  Poten- 
1 

zen  von  entwickelt  werden  kann  (ver- 
gleiche Abschnitt  21),  wo  la  kleiner  als 
p oder  gleich  p ist.  Die  verschiedenea 
den  K entsprechenden  Klassen  können 
nun  wegen  der  Gleidinng  A höch- 
stens aus  p— »,  p—p,  “•  *• 
then  bestehen,  da  sonst  ihre  Gesamnil- 
zabl  p überschreiten  würde. 
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Es  ist  also  in  Bezug  auf  die  einer 
Gleicbnng,  etwa: 

A',=0, 

entsprechenden  ß der  Punkt  ein  Win- 
dongspnokt  von  höchstens  p — p oder 

yiter  Ordnung. 

Da  aber  in  den  Entwickelnngen  der 
ßt  die  hierhin  gehören , die  Coefficienten 
1 

der  Anfangsglieder  * von  einander 

Tenchieden  sind  (es  war  angenommen, 
dass  diese  nngleich  seien),  so  tbeilt  sich 
diese  Klasse  wieder  in  y Gruppen,  und 
für  jede  derselben  kann  der  mehrfache 
Punkt  höchstens  ein  Winüepunkt  s ter 
Ordnung  sein.  Das  ist  er  aber  anch  in 
der  That , denn  w4re  dies  nicht  der 
Ptl),  so  mussten  sich  die  s zugehörigen 
Werthe  von  ß noch  in  andere  Gruppen 
zerlegen  lassen.  Möge  eine  solche  aus 
^ Grössen  ß bestehen , wo  s'  also  klei- 
ner als  1 ißt,  so  fände  Entwickelung 
I 

nach  Potenzen  von»  statt,  und  eamiuate 

r 1 

— ein  Vielfachea  Ton  -y  sein,  also : 

i 


r h 


was,  da  r nnd  s keinen  Factor  gemein 
haben,  nur  möglich  wire,  wenn  p = mr, 
I =ms  w&re,  also  %'  grosser  alt  s,  was 
der  Voranssetznng  widerspricht. 

„Es  zeigt  nnsere  Betrachtung  also, 
dass  der  mehrfache  Pnnkt  in  Bezug  auf 
je  der  Qleichnng  /f,  =0  entsprechen- 
den Wurzelwerthe  ein  Windnngspunkt 
tter  Ordnnng  ist.  Er  ist  für  alle  diese  Wnr- 
«eln  ein  Windungspunkt  ron  Ordnung 
P, — P.i  wenn  7=1  ist;  er  ist  gar  kein 

Windungspunkt  in  Bezug  auf  diese  Klasse 
der  p,  wenn  s = 1 ist.  Gleiches  gilt  für 
alle  übrigen  Klassen.“ 

Es  ist  aber  jetzt  noch  der  Fall  zn  un- 
tersuchen, wo  einige  der  Wurzeln  der 
Oleichnng  2)  gleich  sind.  Möge  sie  t 
gleiche  Wurzeln  haben. 

Dann  gibt  jeder  Ton  ihnen  herrüh- 
rende Auadmek  t Werthe  von  S: 

(*1«*^)*  durch  dieselbe  Nähemngsfor- 
■nel.  Diese  entsprechenden  ( Werthe 
’’on  ß können  sich  also  nur  in  dem  fol- 
genden Qlicde  der  Entwickelung  von 
einander  unterscheiden,  nnd  cs  muss  zu 
diesem  vorgeschritten  werden.  Man  setzt 
•emit  in  die  Qleicbung  1): 


tr  = o,*,  a,^+ß^. 

Es  ergibt  sich  dann  eine  Gleichung  zwi- 
sehen  rrj  und  die  der  Gleichung  1) 
ganz  analog  ist;  sie  wird  st  unendlich 
kleine  Werthe  von  geben,  denn  za 
jedem  gehören  ja  s Werthe  von  ß, 
die  Ordnung  dieser  ß^  aber  mnss  höher 
als  die  rte  sein  in  Bezug  auf 
Diese  neue  Gleichung  wird  ganz  wie 
Gleichung  1)  behandelt,  ftthrt  also  zu 
Gleichungen,  die : 

A'i=0,  A-,=0  . . . 

analog  sind.  Von  letzteren  aber  sind 
nur  die  zn  berück  sichtigen,  welche  Werthe 
von  ß^  ergeben,  die  in  Bezog  auf 
von  höherer  Ordnnng  als  der  rten  sind. 
In  eine  dieser  Gleichungen  K'^0  wird 
nun  gesetzt: 

für  passend  gewählte  ganze  Zahlen  r, 
nnd  1,  ganz  wie  oben,  und  man  erhält 
die  der  Gleicbnng  2)  analoge: 

3)  . . . =0. 

Von  dieser  setzen  wir  voraus,  sie  ent- 
halte keine  gleichen  Wurzeln,  nnd  sei 
{,  eine  derselben,  so  hat  man  wie 
oben: 

— Ll 

also: 

1 1 r,  I r 

ß — ^i’  *‘wi*‘  = *i*  n* 

‘ '•i 


Es  findet  also,  da : 


ist.  In  der  That  ein  Fortsehrciten  nach 
I 

Potenzen  von  n**'  sUtt,  nnd  ß mnss 
nach  dem  Taylor'scben  Satze  nach  die- 
ser Grosse  entwickelt  werden.  Man  er- 
hält anf  diese  Weise  wegen  der  Viel- 
1 

dentigkeit  von  n*  *•  s f j Werthe  /*;  eine 
zweite  der  nenen  Gleichungen: 

K’=‘0 

wird  51,  Werthe  ß geben,  so  dass: 

»i+«,+  . . . +»„=< 
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iat.  Denn  da  alte  übrigen  Wnrseln  beatimmt  aind,  ao  bleiben  nur  noeh  a I übrig. 
Der  Windnngapnnkt  iat  also  in  unaerm  Falle  von  der  Ordnnng  a a ^ . — Haue 
auch  Gleichung  S)  gleiche  Wnrxeln,  ao  würe  daa  eben  gegebene  Verfahren  zu 
wiederholen;  man  erhielte  in  der  Entwickelung  der  ß ein  drittea  Glied,  und  es 

t 

würden  sich  a S|  a,  Werthe  Ton  ß nach  Potenzen  von  a*  entwickeln  lassen. 
Beispiele. 

I.  Sei  gegeben : 

«’"-(a-a)(t-o,)(a-o,)  . . . = 0, 

wo  o,  Bi.iit  ungleidi  sein  sollen.  Für  s = a ergibt  sich  ein  mfacber  Funkt,  wo 

u = 0 ist.  Da  für  diesen  Werth  aber  ^ nicht  verschwindet,  bilden  alle  m 'Werthe 

dt 

einen  Cyclns.  Der  Punkt  iat  ein  mfacher  Windepnnkt,  in  dessen  Nahe  « sich 

1 


nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  (s— a)*"  entwickeln  lasst. 

IL  Sei  gegeben ; 

— o/(s-«i)*‘(s-o,/>  ...  =0, 

wo  ebenfalls  a,a^,a,  . , . ungleich,  und  l grosser  als  Eins  ist.  Für  szra  findet 

df 

ebenfalls  ein  mfacher  Funkt  statt,  aber  ^ verschwindet  in  diesem  Falte.  Man 
setzt  also : 


z=a+o,  ti=A 

und  erhalt; 

o^(a  — o,  + o)^'  (a  — 0,4-  o)^*  . . . =0. 
Die  Glieder  i,  welche  zu  nehmen  sind,  beschranken  sich  auf; 

wenn  man  setst; 

(0-0./*  (0-0.)'*  . . . 

Es  ergibt  sich  also  auch  nur  eine  Klasse: 

K=ß”'—Ba=Q. 


Ist  if  der  grösste  gemeinschaftliche  Factor  von  m und  f,  s = — , so  hat  man 
also.  ^ 


xf-B  = 0. 

Die  Werthe  von  u zerfallen  in  Systeme  von  je  s Wurzelwcrthen , die  sich  inner- 

I 

halb  des  Convergenzkreises  nach  Potenzen  von  (t  — o)  * entwickeln  lassen. 

III.  Sei  gegeben; 


«•— ii-f-z=0. 

2 1 

Dieae  Gleichung  bat  ihr  s = öi;n  eine  doppelte  Wursel  «=:—  und  eine  einfache 
« = — ea  findet  alao  ein  Doppelpunkt  atatt. 

Der  Punkt  ist  also  für  zwei  Werthe  v,  u,  ein  doppelter  Windepnnkt,  für  «, 
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k«n«r,  und  die  beiden  entern  lusen  sich  nach  Potenzen  von 
wickeln.  In  der  That,  setzt  man: 


s 


to  ergibt  sich; 

oder  wenn  man  «=«,*, 


y'3/l*+/i*-fa  = 0, 
ß = a^v  annimmt: 

V3r«+l  + o,e>=0. 


Wird  : 


3V3/ 


I 

t 


ent* 


r = a,  + a,  a,-f  a,n,’+  . . 

hierin  eingesetzt,  nnd  die  CoefBcientcn  der  verschiedenen  Potenzen  gleich  Null 
genommen,  so  bekommt  man; 


1^1  5i 

r,  = — + «i*  — 

V3  24V3* 


1 

9V3' 


• + 


für  »,  denjenigen  Werth,  welcher  entsteht,  wenn  man  «mit  — i vcrtanscht.  Also: 

,±/  1 / 2\  5i  / 2y 

V3'^^3V  3V3/  6 V 3V3/  24^3*^*  ' 

a,  wird  bicrans  gewonnen,  wenn  man  das  Zeichen  von  i ändert.  — Nnr  fiir 

2 

ündet  noch  ein  mehrfacher  Punkt  statt.  Die  Entwickeinng  gilt  also 

O f o 

to  lange,  als  der  t entsprechende  Funkt  innerhalb  des  um  den  Doppelpunkt  mit 
Radius  geschlagenen  Kreises  liegt.  In  demselben  Gebiete  kann  u,  nach  gan- 

O fO 

2 

zen  Potenzen  von  entwickelt  werden.  Man  erhält: 


__2  \ , 2 / l__2_V_i./' ?_V_ 

“*~  VS  3V  3V3/  'SVäV'  3^3/  81V  3V3/ 

IV.  Sei  endlich  gegeben  die  Gleichung; 

A(«-4)> +«(«-*)»  (s-o)-f6’(t»-i)‘(z-a)‘+D(«-i)*(t-<»)‘ 

+£(w-4)(z-o)'+F(s-o)’+C(«-4)»+ff(»-4)*(s-<.)‘  + /(t-o)‘*=0, 


wo  die  Coefheienten  A,  B,  C,  D,  E,  F nicht  gleich  Noll  sind.  Für  z = a ergeben 

df(u,  z) 

sich  sieben  gleiche  Wurzeln  u = 4,  nnd  cs  vrird  für  diese  Werthe  — der  Null 
gleich.  Somit  ist  zu  setzen: 

t = a+or,  « = 4+^, 

wo  sich  dann  ergibt: 

Af'  + Bß',+Cß^tt'+Dfi'a*+Eßtt’+Fa*  + Gß‘+Hß^tt^+la''‘=0. 

Das  Polynom  l aber  besteht  ans  den  Gliedern: 

Aß’  + Bß*  tt+Cß*a‘  + Dß*a'  + Eßtt'+Fa‘. 

Denkt  man  sich  die  gleichen  Gliedern  gehörigen  Exponenten  von  ß und  a bezüg- 
lich als  Abscissen  X und  Ordinaten  Y,  to  ist : 

A = 7,  5,  4,  2,  1,  0 
y = 0,  1,  4,  5,  7,  9 


zu  setzen. 

Wenn  man  in  der  angegebenen  Weite  die  mit  der  Abscissenaxe  znsammen- 
fallenden  Linien  um  Punkt  (7,  0)  dreht,  so  wird  man  zuerst  auf  Punkt 
(5,  1)  kommen.  Es  ist  nämlich,  wenn  X,,  1',  die  Coordinaten  desjenigen  Punktes 
sind,  durch  welchen  die  gedachte  Linie  zuerst  geht,  die  Tangente  des  Drebungs- 

50 
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Winkels  gleich  ^ ^ und  diese  GrOsse  ist  so  klein  «li  mOglich  xn  nehmen. 

Für  Pankt  (5«  1)  ist  sie  gleich  dies  ist  der  kleinste  Werth,  da  in  der  Reihe 
der  Y alle  Werthe  wachsen,  in  der  Reihe  der  X abnehmen. 

Um  den  nächsten  Punkt  zu  haden,  mftssen  so  gewählt  werden,  dass 

möglichst  klein  wird.  Dem  genflgt  Punkt  (2,  5),  wo  diese  Grösse  | 

^ i ^ » 

beträgt;  es  folgen  dann  gleichseitig  die  Ponkte  (1,  7)  und  (0,  9),  denn  beide 

— ^=2.  Es  sind  also  drei  Klassen  K vorhanden: 

X , — X, 

K^  = Aß^  + Bß^  ff, 

K^=Bß*u^Dß'^a*, 

A'j  = Dß*  n*4-E;S 


geben  den  Werth 


Für  hat  man  : 


s^2,  7 = li 


und  die  Gleichung  2)  wird; 

Ax-\-B  = 0. 

Es  entsprechen  ihr  xwei  Functionen  M|  und  Wg,  welche  sich  nach  Putensen  von 
(t  — «)^  entwickeln  lassen.  — Für  A',  ist: 

* = 3,  7 = 1. 

Die  Gleichung  2)  gibt: 

»x  + D-0. 


Es  entsprechen  ihr  3 Functionen  Mj,  «g , die  nach  Potenzen  von  (t — a)^ 
fortschreiten.  Endlich  gibt  die  dritte  Klasse  A', : 

■5  = 1,  7=2. 

Man  erhält: 


/)x»  + Ax+F=0, 


Wenn  diese  Gleichung  swei  ungleiche  Wurzeln  hat,  so  entsprechen  ihr  *wei  Wur- 
scln  Ug,  w,,  die  nach  ganzen  Potenzen  vun  z — a entwickelt  werden  können.  — 
Uat  dagegen  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln,  so  ist  in  die  Gleichung  1)  zn 
setzen:  a = a%  = x Bringen  wir  dieselben  zuvor  auf  die  Form: 


nud  berücksichtigen,  dass,  wenn  Gleichung: 

Dx*  + Ex-{~F  = 0 

zwei  gleiche  Wurzeln  hat, 

2üx+E  = 0 

sein  muss,  so  ergibt  sich: 

Dß'’a'+A(x'  tt“+  . ...)+Ä(x‘n'‘+  . . .)  + C(j*  «••+  ..  .)+G(x*«‘*+  . . .) 

-fH(x‘n“+  . . .)  + /«‘*=0. 

Die  Klaasen  h'  reduciren  aich  auf  eine  einiigc : 

wenn  l nicht  gleich  Null  iat.  Man  erh&lt: 

r,  e5,  a,=a,  7,  = 1. 

und  ee  wird  die  Gleichung: 

!>{+/  = 0, 

die  nur  eine  Wund  hat.  Da  a a,  = 2 iat,  so  vereinen  aich  in  dicaem  Falle  die 

Wurzeln  ■,  und  u,  zu  einem  Syatem,  and  aind  beide  nach  Potenzen  von  (t — <i)’ 
au  entwickeln.  — Ist  dagegen  / gleich  Null,  ao  hat  man: 
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K,^  = Dß''  o‘  + Bx««“, 

r,=3,  »1  = 1,  7 1=2, 

nod  : 

ö{’  + ßz»  = 0, 

eine  qandratii»chc  Gleichung  in  Bezug 
auf  und  wogen  : 

j»,=i 

würden  nnd  w,  von  einander  gotrcimt 
und  nach  ganzen  Potenzen  von 
entwickelbar  erscheinen. 

26)  Historische  Bctrachtnn« 
gen. 

Die  allgciDcinere  Anwendnng  der  ima- 
ginären Quantitäten  in  der  Functionen- 
theorief  namentlich  in  der  Differensial- 
ood  Integralrechnung  haben  in  neuester 
Zeit  diese  Disciplinen  derart  umgcstaltet, 
dass  es  unthnnlich  ist,  dieselben  von 
einander  und  von  der  Theorie  des  Ima- 
ginären abgesondert  rorzutragen.  Es 
war  daher  nöthig,  cincstheils  die  Ele- 
mente der  Diflfcrenzialrechnung  mit  in 
diesem  Artikel  zu  geben,  andererseits 
auf  den  Artikel:  „analytische  Quadra- 
turen“ öfter  lurückzuwciscn. 

Was  die  Geschichte  dieser  Theorie 
anbetrilB,  so  hat  namentlich  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  Veranlassung 
gegeben,  sich  in  allgemciocrer  Weise  als 
bis  dahin  geschehen,  mit  den  Functio- 
nen coroplexcr  Variablen  zn  beschäfti- 
gen. Da  nämlich  die  elliptischen  Func- 
tionen zunächst  aus  der  Integralrechnung 
hervorgegangen  sind,  und  die  Umkeb- 
mögen  von  Integralen  bilden,  welche 
unendlich  vid  Bedeutungen  haben,  so 
führte  dies  auf  die  Betrachtung  der  Mehr- 
deutigkeit der  Integrale,  welche,  wie  wir 
gesehen  haben,  von  den  Betrachtungen 
der  Wege,  auf  welche  sich  die  Integrale 
erstrecken,  unzertrennlich  sind.  Dieser 
Punkt,  sowie  die  Theorie  der  homoge- 
genen  Functionen,  welche  den  Betrach- 
tungen über  Functionen  mit  complexcn 
Variablen  zu  Grunde  liegt , ist  haupt- 
sächlich von  Cauchy  erledigt.  Ihm  dan- 
ken wir  anch  die  Betrachtungen  über  die 
allgemeine  Entwickelbarkeit  der  Functio- 
nen in  Reiben,  den  Residnencalcul  nnd 
anderes  dahin  Gehöriges , womit  eigent- 
lich der  FnnctioneDthcoric  erst  eine  feste 
Grundlage  gewonnen  ist.  Die  frühere 
Anwendung  z.  B.  der  Taylor'schen  Reihe, 
gewöhnlich  ohne  Rücksicht  auf  das  Ima- 
ginäre, hat  selbst  bedeutende  Mathema- 
tiker zn  Trugschlüssen  und  falschen  Re- 
sultaten geführt.  Unter  den  Anwendun- 
gen nnd  Ausführungen  dieser  Theorieen 
ist  besonders  zn  beachten  die  von  Pui- 


scux  herrührende  Anwendung  anf  die 
Theorie  der  algebraischen  Gleichnngen, 
die  hier  Abschnitt  23  bis  25  berücksich- 
tigt ist,  ferner  die  anf  die  Eigenschaften 
der  Integrale  mit  coraploxcn  Variablen 
gestützte  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen vuu  Briüt  und  Bouquet  (theorie 
des  fonctions  doubUmenl  pertodiqMes  etc  )t 
worin  sich  auch  eine  gut  geschriebene 
Theorie  der  Functionen  mit  complcxen 
Variablen  befindet.  Als  Gründer  dieser 
Betrachtungsweise  der  elliptischen  Func- 
tionen ist  wohl  liiouville  anzusehen.  Na- 
mentlich ist  zu  beachten  die  Riemann'sche 
Arbeit : Grundlagen  für  eine  allgemeine 
Theorie  der  Functionen  von  einer  ver- 
änderlichen complexcn  Grosse.  Haupt- 
sächlich der  Schlusssatz,  das  von  Kie- 
mann  so  genannte  Dirichlcfschc  Prinzip 
(hier  mitgcthcilt  in  dem  Artikel:  Qua- 
draturen — ZurückAihruog  der  partiellen 
Differenzialgleichungen  auf  — ).  ist  doi» 
rum  von  so  grosser  Wichtigkeit  gewor- 
den, weil  lliemann  es  seiner: , .Theorie  der 
Abersehen  Fonciioncn“  (aus  Crelle’s  Jour- 
nal auch  besonders  abgedruckt)  zu  Grunde 
gelegt  hat.  Es  ist  hier  mit  einiger 
Ausführlichkeit  anf  die  Functionen  von 
imaginären  Variablen  und  auf  die  ver- 
schiedenen Theorieen  des  Imaginären 
selbst  eingegangen,  weil  dieser  Gegen- 
stand mit  dem  Forlschreiten  der  Wissen- 
schaft immer  wichtiger  wird,  und  in  der 
Analysis  eine  Epoche  herbeizufuhren 
scheint,  die  sich  eben  nur  mit  den  dnreh 
Erfindung  der  höheren  Analysis  gesche- 
henen Fortschritten  in  den  verschiedenen 
Tbeilen  der  Mathematik  vergleichen  lässt, 
und  deren  sorgfältiges  Studium  daher 
Jedem  unentbehrlich  ist,  welcher  sich 
überhaupt  mit  der  Mathematik  beschäftigt. 

üüä&tiUt  (geometrische  oder  r&nm- 

licbe).  Siehe  Raum  und  Raumlehre. 

daantität  der  Bewegung  wird  das 
Product  aus  Masse  und  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  oder  Körpers  genannt. 

Unart. 

Ein  Hohlmaass,  hauptsächlich  bestimmt 
zur  Messung  von  Flüssigkeit.  Ein 
prenssisches  Quart  enthält  1,145031 
Litro , und  ist  gleich  64  Kubikzoll 
preussisch. 

dnartier. 

Ein  Hohlmaass,  gebräuchlich  in  Brann- 
sehweig.  Es  enthält  0,9368438  Litro, 
0,8181818  prcussische  Quart  oder  52/i 
preussisebe  Kubikzoll. 

50* 
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QaerschwiDgungen. 


Qaaterae. 

Verbindung  von  4 Elementen  ans 
einer  beliebigen  Anrahl.  Beim  Lotto 
wird  darunter  derjenige  Gewinn  verstan- 
den, bei  welchem  von  den  5 gesogenen 
Nnmmern  und  von  den  5 auf  dem  Zettel 
des  Spielers  befindlichen  4 Obereinstim- 
men.  Die  Wahrscheinlichkeit  für  den 
Gewinn  einer  Quaterne  ist; 


= 0000098 


Alan  etwas  geringer  als  die  Wahrscliein* 
lichkeit,  dass  in  der  prcussischen  Klassen* 
lotterie  der  Hauptgewinn  auf  ein  be- 
stimmtes Loos  faUe,  welche  IcUtcre 
Wahrscheinlichkeit : 


_ 

üäooo“ 


0.0000109 


ist.  Vergleiche  den  Artikel:  Wahr- 

Bchcinlichkeit. 


üuent,  daentcbeiis  doentleio. 

Kin  in  rerschiedenor  Weise  bestimm- 
ter Gewichtsthcil.  Er  ist  ein  Brüchlheil 
des  Lothes.  Nach  dem  alten  preussi- 
Bchen  Oewichtssystem  wurde  das  Loth 
in  4.  das  Pfund  in  128,  der  Ccninor  in 
14080  Quentchen  gethcilt.  Nach  dem 
neuen  prenssischen  Gewichtseystem  hat 
das  Lmh  10  Quentchen , das  Pfand  de- 
ren 300  und  der  Centner  deren  30000. 

ünerhaapt  ^Maschinenlehre). 


die  Kolbenstange  aufgcieUte  Querhaupt 
DD  entweder  gleitend,  ct^ier  wie  hier 
angedcutet,  mittels  sweier  Frictionsrader 
bewegt.  An  das  Qnerbaupt  ist  dann 
die  Kurbclstaoge  AC  angebracht,  welche 
mit  dem  Knimmzapfcn  verbanden  ist, 
von  dem  die  drehende  Bewegung  ans- 
geht,  oder  auf  welches  sie  übei^hen 
soll.  Auch  kann  man  (Fig.  85)  das 
Qaorhanpt  mit  einem  Schlitz  zur  Anf- 


welcber  sich  unmittelbAr  an  den  Krumm* 
zapfen  AC  auscbliesst,  und  so  die  Kar- 
bolstange entbehrlich  machen.  Diese 
Icutere  Consirnction  wird  Öfter  bei 
Darapfpumpen  angewandt. 


ünerprofil,  Breitenprofll  (Hydraulik^ 


Eine  Vorrichtung,  welche  an  einer  Wenn  man  senkrecht  gegen  die  Be- 
Kolbcnstange  angebracht  wird,  die  den  wegnngsrichmng  eines ttiessenden  Wassert 
Uebergang  einer  drehenden  oder  schwin-  ^eine  Ebene  sich  denkt,  so  bildet  die- 
genden  Bewegung  in  eine  gradlinige  selbe  einen  Qnerschnilt  des  Wssiers. 
oder  umgekehrt,  vermittelt.  1^  ist  hier-  Per  Umfang  desselben  wird  Qnerprodl 
bei  nOthig , dem  Kopfe  der  Stange  genannt,  und  zcrflUU  in  das  Wasser- 
eine feste  FObruog  zu  geben  , KF,  EF  pro61,  d.  b.  den  von  Grund  und  Ufern 
(Fig.  84),  innerhalb  deren  sich  das  auf  begrenzten  Tbeil,  und  in  Luftprofil,  d.  h. 

den  freiliegenden  obem  Tbeil.* 

dtterschwlngungen  (Dynamik»  werden 
solche  Schwingnngen  genannt,  welche 
senkrecht  auf  der  Lftngenrichtung  dM 
sebwingenden  Körpers  atattfinden,  wie 
z.  B.  die  SchwingongCQ  eines  PendtU 
und  einer  Saite.  Bei  Wellenbewegongen 
versteht  man  darunter  solche  Schwin- 
gungen, welche  senkrecht  auf  der  Fort- 
pflanzungsrichtung  der  Wellenbewegung 
sialtfinden,  wie  e.  B.  die  ScbwingungcOi 
welche  bei  der  Wellenbewegung  des 
Wassers  stattfinden,  wo  die  Welle  sich 
in  der  Richtung  der  Oberfläche  des 
sers,  also  in  horizontaler  verbreitet,  wah- 
rend die  Schwingung  in  senkrechter 
Richtung  stattfindet.  Sic  heissen  snch 
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Quotient. 


TrAQsverMJichwiQj^ngen. 
den  Artikel:  Schwingungen. 


Vergleiche  Diviior»  «o  bezeichnet  man  den  Qnotien- 
ten  durch  das  Zeichen; 


CiaersGbnitt. 

Der  Durchschnitt  eines  KOrpers  senk- 
recht auf  seine  Läugenrichtung.  Nur  die 
prismatischen  Körper  haben  einen  un- 
veränderlichen Querschnitt. 

duerschnitt  (gefUtrlicher) , Brech- 
QDgsqaerschnitt  (sectlon  de  rnpture) 

heisst  bei  denjenigen  Körpern,  die  einen 
veränderlichen  Querschnitt  haben,  die- 
jenige Stelle,  welche  der  grössten  Span- 
nung ausgosetzt  ist.  (Siehe  den  Artikel ; 
Elasticität.) 

daersumme. 

Die  Summe  der  ZiCfern  einer  Zahl. 
Von  3792  ist  3+7  + 9-f2  = 21  die  Quer- 
sntnme. 

dafltsGhbammer  (Dyiamik) , auch 

Pntsohhammer.  Ein  Hammer,  welcher 
langsam  und  schwer  arbeitet.  Er  unter- 
scheidet sich  in  der  Fabrikation  von  an- 
dern dadurch , dass  er  mit  Stiel  oder 
Helm  und  Hülse  aus  einem  Stücke  ge- 
gossen werden,  während  die  übrigen  ge- 
wöhnlich einen  hölzernen  Stiel  und  eine 
Hülse  von  Schmiedeeisen  haben. 

dnetschwerk , cingleiir  (Dynamik), 

dient  zum  Ausschneiden  grosser  Maschi- 
ncntheile,  sowie  zum  Zangen  und  Zu- 
sammenschlagen der  aus  dem  Puddel- 
ofen kommenden  Luppen. 


a 

“P,  auch  a : 6, 
A 

(gelesen  a durch  6).  Ist: 


ft 


so  hat  man: 

rt  = 6 • r, 

d.  b.:  ■ . . 

„Quotient  und  Divisor  mulliplicirt  ge- 
ben als  Product  den  Dividendus.“  (Ver- 
gleiche den  Artikel:  Quantität.) 

Sind  a und  6 ganze  Zahlen,  so  kann 
der  Quotient  eine  ganze  Zahl  sein,  und 
dazu  ist  erforderlich,  dass  der  Dividen- 
dus  a ein  Vielfaches  des  Divisor  6 sei. 
Der  Quotient  ist  ein  Bruch,  wenn  dies 
nicht  itatttindet . und  zwar  ein  criiter, 
wenn  der  Dividendus  kleiner,  ein  un- 
echter, wenn  er  grosser  als  der  Divi- 
sor ist. 

Die  Hauptsätze  über  Bildung  der  Quo- 
tienten sind: 

1.  „ Der  Quotient  einer  Summe  oder 
Differenz,  getheilt  durch  irgend  einen 
Divisor,  ist  gleich  der  Summe  o<ler  Dif- 
ferenz derjenigen  Quotienten,  welche 
man  erhält,  wenn  man  jedes  Glied  durch 
den  gemeinschaftlichen  Divisor  theilt.“ 

Also:  ' 


aninte,  dnintürne. 

Eine  Verbindung  von  5 Elementen 
aus  einer  beliebigen  Anzahl.  Beim  Lotto 
heisst  derjenige  Gewinn  so , wo  sämmt- 
liche  gezogene  Nummern  mit  den  auf 
dem  Zettel  des  Spielers  behndlichco 
übereinstimmen.  Die  Wahrscheinlich- 
keit des  Oewinns  einer  Qnintc  ist: 


1 

52739102160 


= 0,000000000019  . . . 


Siehe  den  Artikel:  Wahrscheinlichkeit. 


II.  ,,£in  Quotient  bleibt  ungc&ndcrt, 
wenn  man  Divisor  und  Dividendus  mit 
derselben  ganz  boliebigeu  Zahl  multipli- 
cirt  oder  dividirt.** 

Also  : 


ft  ae 


Qiairl  (MuchiDenlehre). 

Ein  dem  Drilling  ähnliches  Maschinen- 
stück.  Es  hat  7 bis  10  Triebstöckc, 
and  wird  gewöhnlich  an  der  Welle  an- 
gebracht. 

avotlent. 

1)  Definition  und  Bildung  der 
Qn  o t Ion t en. 


c 

lil.  „Sind  Divisor  und  Dividendus 
selbst  Quotienten  oder  Brüche,  so  ver- 
. tauscht  rouu  im  Divisor  Zähler  und 
Nenner,  und  verfahrt  wie  beim  Multi- 
plicircn,*" 

Also: 

a 

b ' d b c bc 


Quotient  heisst  das  Resultat  einer  Di- 
vision. Ist  a der  Dividendus , 6 der 


Anf  diesem  Satze,  dessen  Beweis  wie 
der  der  vorigen  im  Artikel:  „Quantität** 
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Quotient. 


zu  suchen  ist,  beruht  die  Division  von 
echten  und  unechten  Brüchen  mit  ein- 
ander oder  mit  ganzen  Zahlen.  Hat  man 

nämlich  durch  die  ganze  Zahl  c di- 
o 

vidirt,  80  gibt  man  letzterer  den  Nenner 
ly  also: 

rt  _fl 

b ' Al  b c b c 

IV.  yySind  Divisor  und  Dividendus 
mit  Vorzeichen  versehen,  so  ist  der  Quo> 
tient  positiv,  wenn  beide  Vorzeichen 
gleich,  negativ,  wenn  sic  ungleich  sind.^* 


Also : 


2)  Division  ganzer  Zahlen. 

Bei  der  Division  ganzer  Zahlen  han> 
dclt  cs  sich  darum , den  Quotienten  als 
ganze  Zahl  zu  ermitteln,  wenn  diesmög* 
lieh  ist,  oder  denselben  als  ganze  Zahl, 
vermehrt  um  einen  echten  Bruch  daran- 
stellen.  Das  letztere  kann  immer  ge- 
schehen , wenn  der  Divisor  kleiner  als 
der  Dividendus  ist.  Denn  in  diesem 
Falle  wird,  wenn  b der  Divisor  ist,  der 
Dividendns  immer  dargcstellt  werden 
können  durch  den  Ausdruck: 

a = nA-fc, 

wo  n eine  ganze  Zahl  und  e kleiner 
als  A ist.  Man  hat  also  nach  Satz  I. 
des  vorigen  Abschnittes : 

n fiA4-c  nA  c c 

T-“T~  = y + T-"+T’ 


&792  I 709361866  | 122470 
579200000 
130150000 
ll.’)840000 
14311000 
11584000 
2727800 
2316800 
411060 
405440 
5616 

Man  dividirt  mit  dem  Diviaor  5792 
zunächst  in  die  böchzten  Ziffern  des  Ui- 
videndus,  7093,  und  merkt  den  höchsten 
ganzen  Quotienten , hier  1 es  ist  dies 
die  erste  Ziffer  des  Quotienten.  Ferner 
subtrahirt  man  1 • 5792  von  7093  und 
fügt  znm  Beate  1301  die  nächste  Ziffer 
des  Dividendus,  5,  hinzu.  5792  in  13015 
geht  dann  2mal,  diese  2 ist  die  zweite 
Ziffer  des  Quotienten;  13015— 2-5792 
ist  gleich  1431.  Zu  diesem  Best  kommt 
die  folgende  Ziffer  1 des  Dividendns. 
So  wird  fortgefahren,  bis  alle  Ziffera 
des  Dividendns  erschöpft  sind.  Der  leiste 
Best  5616  ist  dann  der  Divisionsreat. 
Qibt  man  ihm  den  Divisor  als  Nenner, 
so  ergänzt  der  dadurch  entstehende  Bruch 
den  vollständigen  Quotienten. 

Man  sicht  die  Bichtigkeit  des  Ver- 
fahrens leicht,  wenn  man  alle  Subtra- 
henden 5792,  11584  u.  s.  w.,  and  Rests 
13015,  14311  n.  a.  w.  durch  Nullen  er- 
gänst,  wie  oben  geschähen  ist.  Da  dann 
diese  nach  and  nach  vom  Dividendns 
abgezogen  sind,  so  müssen  lie,  zum  letz- 
ten Rest  addirt,  den  Dividendns  wiedeige- 
ben.  Es  ist  also: 

709351856  = 579200000-1-11584000 

-1-2316800-1-405460-1-5616. 
Nun  war  aber: 


c 

wo  — ein  echter  Bruch  ist.  Der  Zäh- 
0 

ler  desselben  c wird  andi  Divisionsreat 
genannt.  Was  nun  die  gewöhnliche  Se- 
gel des  Dividirens  anbetrifft,  so  beruht 
dieselbe  gans  auf  den  Eigenschaften  des 
regelmässigen  Ziffemsyateros,  und  war 
. in  dieser  Weise  vor  Erfindung  desselben, 
also  s.  B.  bei  den  Griechen  und  Rö- 
mern, nicht  an  leisten.  Dieser  Umstand 
namentlich  erklärt  das  geringe  Geschick 
im  Rechnen,  welches  diese  Völker  be- 
sassen. 

Die  Gründe,  auf  welchen  unser  Divi- 
diren  bembt , wollen  wir  an  einem  Bei- 
spiel verdentlicben. 


5792  = 1-5792,  11584  = 2 - 5792, 
23168  = 4 - 5792,  40544  = 7 - 6792, 

also: 

709351856=  100000  • 5792-1-20000  -5792 
.f  2000-  5792 -h400  - 5792-1-70  - 6792 
-1-5616 

=5792  (100000+20000-1-2000-1-400 

+70)  5616  = 122470  • 5792  +5616, 
and  wenn  man  mit  5792  dividirt : 


709351856 
5792  “ 


122570+g 


womit  die  Bichtigkeit  der  Rechnung  er- 
wiesen ist. 


Quotient. 
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3)  Krmittelnng  der  gemein- 
tebaftlichen  Factoren  von  Di- 
videndns  ond  Divisor, 

Die  Bildung  der  Quotienten  wird  er- 
leichtert, wenn  Divisor  und  Dividendus 
einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben; 
nach  Satx  II.  des  ersten  Abschnitte  kann 
derselbe  nkmlicb  ohne  Weiteres  unter- 
drückt werden. 

Man  kann  das  Aufünden  dieser  ge- 
meinschaftlichen Factoren  durch  Zerle- 
gung von  Divisor  und  Dividendus  in 
ihre  einfachen  Factoren  erreichen,  wo 
dann  die  in  beiden  vorkommenden  zu 
unterdrücken  sind. 

Die  gewöhnliche  Methode,  den  gemein- 
schaftlichen Factor  zweier  Zahlen  in  fin- 
den, ist  nümlich  hier  nicht  anwendbar, 
weil  diese  Methode  ja  eben  die  vollsUtn- 
dig  ansgefiihrte  Division  der  grossem 
Zahl  durch  die  kleinere  als  einen  ersten 
Schritt  voranssetit. 

Zar  Ermittelung  der  kleinem  Facto- 
ren einer  Zahl: 

2.  3,  4,  5,  6,  8,  9,  10,  11 
gibt  es  einfache  Regeln , die  wir  hier 
mittheilen. 

I.  Eine  Zahl  ist  durch  2 theilbar,  je 
nachdem  ihre  letzte  Ziffer  durch  2 theU- 
bar  ist  oder  nicht. 

Offenbar  zerfallt  jede  Zahl  711  oder 
814  in  eine  durch  10  theilbare  und  in 
eine,  die  der  letzten  Ziffer  gleich,  also; 

711  = 710-fl,  814  = 810-1-4. 

Das  erste  Glied  dieser  Summe  ist  immer 
dnreb  2 theiibar  ist;  je  nachdem  dies  bei 
dem  letzten  Gliedc  stattfindet,  ist  es  also 
bei  der  ganzen  Zahl  der  Fall. 

II.  Eine  Zahl  ist  durch  4 theilbar, 
je  nachdem  die  ans  ihren  beiden  letzten 
Ziffern  gebildete  durch  4 theilbar  ist 
oder  nicht. 

Denn  jede  Zahl : 

7951  = 7900 -i- 51 

zerfüllt  in  ein  Vielfaches  von  100  und 
in  die  aus  ihren  beiden  letzten  Ziffern 
gebildete  Zahl.  Da  non  100  durch  4 
theilbar  ist,  so  kommt  es  nur  auf  die 
letztere  Zahl  an. 

III.  Eine  Zahl  ist  durch  8 theilbar, 
je  nachdem  die  ans  ihren  drei  letzten 
Ziffern  gebildete  Zahl  durch  8 theilbar 
ist  oder  nicht. 

Dies  ist  ganz  wie  in  I.  und  II.  er- 
sichtlich. Z.  B. ; 

793824  = 793000 -f 824. 

Die  erste  durch  1000  theilbare  Zahl  muss 
es  auch  durch  8 sein;  cs  kommt  also 
auf  824  an. 


IV.  Eine  Zahl  ist  durch  3 oder  durch 

9 theilbar,  je  nachdem  die  Quersumme, 
d.  h.  die  Somme  ihrer  Ziffern,  durch  3 
oder  9 theilbar  ist  oder  nicht. 

Z.  B.  die  Quersumme  von  8792  ist: 

8-1-7  4-9-1-2=23, 

also  die  Zahl  nicht  durch  3 theilbar, 
6942  hat  zur  Quersumme  21,  ist  also 
durch  3,  nicht  aber  durch  9 theilbar. 
7938  hat  zur  Quersumme  27,  ist  also 
durch  9 theilbar. 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen.  Es 
ist  z.  B. ; 

7938  = 7000 -1-900-1- 30 -f8  = 7 • 1000 

-l-9.100-f3-10-f8. 
Die  Potenzen  von  10: 

10,  100,  1000  . . . 

sind  gleich  einer  nur  aus  den  Ziffern  9 
zusammengesetzten  Zahl,  vermehrt  um 
die  Einheit,  also; 

10  = 9-1-1,  100  = 99-fl,  1000  = 999-fl, 
also  demgemüss: 

7938  = 7 (999-fl) -1-9  (99-fl)-l-3  (9-1-1) 
-f  8 = 7 • 999 -I- 9 . 99 -i- 3 • 9-f  7 -1- 9-1- 3 -1- 8. 

Die  letzten  vier  Zahlen  geben  die  Quer- 
summe Von  7938.  Da  nun  9,  99,  999  . . . 
Vielfache  von  9 sind , so  setzt  sich  jede 
Zahl  aus  einem  Vielfachen  von  9,  also 
auch  von  3,  vermehrt  um  die  Quersumme, 
zusammen.  Ist  letzter«  auch  durch  3 
oder  9 theilbar,  so  ist  cs  somit  die 
ganze  Zahl. 

V.  Eine  Ziffer  ist  durch  10  theilbar, 
wenn  eie  mit  einer  Null  endet. 

Offenbar  endet  jedes  Vielfache  von  10 
n&mlich  mit  einer  Null, 

VI.  Eine  Zahl  ist  durch  5 theilbar, 
wenn  sie  mit  einer  5 oder  0 endet. 

Denn  jede  Zahl,  z.  B.  7935  oder  7937, 
kann  man  schreiben : 

7930-f5,  7930-f7, 

der  erstere  Thcil  ist  durch  10,  also  auch 
durrh  5 theilbar,  der  letztere  einzifferige 
kann , wenn  er  dnreb  5 theilbar  sein 
soll,  nur  5 oder  0 sein. 

VII.  Ob  eine  Zahl  durch  11  theilbar 
sei,  wird  auf  folgende  Weise  geprüft.  — 
Man  bildet  die  Quersumme  der  Ziffern 
von  grader  Ordnung  und  der  von  un- 
grader,  die  Ziffern  von  der  Rechten  zur 
Linken  gezählt.  Die  erstere  Summe 
wird  von  der  zweiten  abgezogen,  nach- 
dem man  nüthigenfalls  die  letztere  um 
ein  Vielfaches  von  11  vermehrt  bat. 
Ist  der  Rest  0 oder  durch  11  theilbar, 
so  findet  letzteres  bei  der  ganzen  Zahl 
statt. 
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'Beispiel.  Sei  gegeben:  • 

87390251443. 

Die  Summe  der  Ziffern  von  grader  Ord- 
nung ist: 

die  der  von  nngrader  Ordnung: 

3 4"  4 4"  5 + 0 -f- 3 + 8 — 23, 

23  - 23  = 0, 

also  die  Zahl  ist  durch  11  theilbar. 

Der  Beweis  beruht  auf  folgenden  Be- 
trachtungen. 

„Fflgt  man  zur  Einheit  eine  grade 
Anzahl  von  Nullen  hinzu , so  hat  man 
ein  Vielfaches  von  11,  vermehrt  um  die 
Einheit.“ 

Denn : 

100=  99-fl,  10000  = 99994-1  . . ., 
wo  99,  9999  . . . offenbar  durch  11  theil- 
bar sind.  Hieraus  folgt: 

„Wenn  zu  irgend  einer  Ziffer  eine 
grade  Zahl  von  Nullen  kinzngeffigt  wird, 
so  bat  man  ein  Vielfaches  von  11,  ver- 
mehrt um  diese  Ziffer.“ 

Z.  B.: 

70000  = 7 (9999  4- 1)  = 7 • 9999  4- 7 
ist  also  gleich  einem  Vielfachen  von  11, 
vermehrt  um  7. 

„Fügt  man  zur  Einheit  dagegen  eine 
ungrade  Anzahl  von  Nnllen  hinzu,  so 
erhalt  man  ein  Vielfaches  von  11 , ver- 
mindert um  die  Einheit.“ 

Es  ist  nämlich: 

10=11-1,1000=  9904-10=  9904-11-1, 
100000  = 999904-11-1  . • , 
und  es  folgt  hieraus  wie  oben: 

„Jede  Ziffer,  zu  der  man  eine  un- 
grade Anzahl  von  Nullen  hinzufUgt,  gibt 
ein  Vielfaches  von  11,  vermindert  um 
den  Betrag  der  Ziffer.“ 

Sei  nnn  p die  Summe  der  Ziffern  von 
grader  Ordnung,  die  also , wenn  man 
sie  ihrem  wahren  Werthe  nach  nimmt, 
eine  ungrade  Anzahl  von  Nullen  hinter 
sich  haben,  so  ist  der  wahre  Werth  der- 
selben n-ll- p,  wo  » eine  g^nze  Zahl 
ist.  Denn  in  nnserm  Beispiel  ist: 

404-10004-2000004-90000000 

4-7000000000 
der  wahre  Werth  der  Ziffern,  also  einem 
Vielfachen  von  11.  weniger  44-24-94-7 
gleich.  Ebenso  ist  s.n4-7  Betrag 
der  Ziffern  von  nngrader  Ordnung,  wenn 
s eine  ganze  Zahl,  und  o die  Quersumme 
der  Ziffern  ist. 


Die  ganze  gegebene  Zahl  hat  also  den 
Werth: 

ll»4-»4-ll"-/>  = "(»4-»)4-  1~P- 

Ist  also  q—p  durch  11  theilbar,  so  ist 
es  die  gante  Zahl  ebenfalls , da  der 
Qbrige  Theil  ein  Vielfaches  von  11  ist. 
q—p  aber  bildeten  wir,  indem  wir  die 
erste  Quersumme  von  der  letstem  ab- 
zogen. 

Es  ist  leicht  crsicbtlicb,  dass  man 
mittels  der  hier  gegebenen  Regeln  in 
IV.  und  VII.  auch  die  Divisionsreste 
findet,  die  bezüglich  bei  der  Division 
mit  9 und  II  bleiben. 

Behandelt  man  nämlich  die  beiüglidie 
Quersumme,  wenn  man  durch  9,  oder 
den  Best  von  zwei  Quersummen,  wenn 
man  durch  11  dividiren  will,  ganz  in 
derselben  Weite,  so  wird  sich  tchliess- 
lieh  eine  Zahl  ergeben,  die  kleiner  alt 
9 oder  11  ist,  und  dies  ist  der  Divi- 
sionsrest. Z.  B.  9871672  bat  zur  Quer- 
summe 40,  die  Quersumme  von  40  ist 

s . s ..  IV  ■ • . ^«71672 

4,  also  4 der  Divisionsrest  von  — ^ — . 

Da  diese  Regeln  für  die  Ermittelung 
grosserer  gemeinschaAlicher  Divisoren 
zweier  Zahlen  nicht  ansreichen,  so  ist 
eine  „Factorentafel“,  welche  die  ein- 
fachen Factoren  der  ganzen  Zahlen  ent- 
hält, zuweilen  sehr  nützlich.  Eine  solche 
ist  z.  B.  in  „Vegas  Sammlung  mathe- 
matischer Tafeln , heransgegeben  von 
J.  A.  HQlsse“  enthalten,  und  gibt  die 
einfachen  Factoren  der  Zahlen  bis 
102000,  mit  Antnahme  der  dnrdi  2,  S, 
5 theilbaren  an. 


4)  Quotienten  in  der  Gestalt 
von  Dec  imal brOc hen. 


Einen  immer  gleichmässigen  Ansdmek 
für  alle  Quotienten , mögen  dieselben 
ganze  Zahlen,  echte  oder  unechte  Brüche 
sein , gewährt  die  Form  der  DecHnal- 
brüehe.  Diese  Ausdrücke  beruhen  auf 
folgenden  Betrachtungen. 

Sei  zu  dividiren  798126  durch  6913' 

. ^ ^ . 798126 

so  kann  man  den  Quotienten  =s 

Ow  lö 

mit  einer  beliebigen  Zahl,  etwa  mit  10000, 
multiplidren,  indem  man  den  Dividendus 
mit  10000  multiplicirt.  Man  wird  dann 
haben: 


7991270000 

6913. 


= 10000#. 


und  indem  man  die  Division  wirklich 
ausfuhrt : 
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6913  I 7991270000  1 1 155977 AYj 

10782 

69W 

“38697 

34665 

41320 

34565 

67560 

62217 

53330 

_^1 

4931K) 

48391 

999 


*1(0 : 


10000«=  1155977+^ 

Um  den  Quotienten  « telbat  zu  haben, 
muza  durch  10000  dividirt  werden.  Man 
erhält : 


999 

_ 1155077  6913 

10000“  10000  ■ 

Das  erste  Glied  rechts  ist  gleich : 


Merkt  man  also  die  Regel  so , dass, 
wenn  die  SteUen  des  Diridendns  er- 
schöpft sind,  das  Komma  dem  Quotien- 
ten zngefQgtwuvl,  so  kann  mandaaanräng- 
lichc  Anhängen  der  Nullen  an  den  Di- 
videnden ersparen,  nnd  nach  Setzung  des 
Kommas  im  Quotienten  den  Divisions- 
reaten  nach  nnd  nach  soviel  Nullen, 
als  erfordert  werden,  geben. 

Es  kann  hierbei  der  Dividendus  auch 
ein  Decimalbmch  sein.  Set  derselbe 
657,913.  Derselbe  wird  z.  B.  mit  1000 
multiplicirt,  indem  man  das  Komma  drei 
Stellen  nach  rechts , also  aas  Ende 
rückt,  denn  beim  Rficken  nm  eine  Stelle 
verwandeln  sich  die  Einer  in  Zehner, 
bei  der  zweiten  in  Hunderte,  bei  der 
dritten  in  Tausende.  Somit  bat  man 
eine  ganze  Zahl  zu  diridiren,  und  der 
Quotient  wird  tausendmal  zu  gross.  Er 
müsste  also  mit  1000  dividirt,  also  das 
Komma  wieder  drei  Stellen  nach  links 
gerückt  werden.  Statt  dessen  kann  man 
also  im  Dividendns  das  Komma  an  sei- 
ner Stelle  lassen,  und  im  Quotienten 
ein  solches  dann  anbringen , wenn  man 
bei  der  Division  bis  zum  Komma  des 
Dividendns  gelangt  ist.  Ein  Beispiel 
wird  dies  klar  machen. 


10000=''"-'*®”  • • • 

Bei  Brüchen , die  eine  Potenz  im  Nen- 
ner haben,  nnd  die  man  bekanntlich  Dc- 
cimalbrüche  nennt,  deutet  man  nämlich 
den  Nenner  nur  durch  ein  Komma  an, 
welches  hinter  den  Einem  steht,  nnd  so 
viel  Stellen  hinter  sich  hat,  als  dieser 
Nullen  haben  würde.  Was  den  Bruch 
999 


27  I 657,913  I 24,367 
54 

Tlf 

108 


6913 


anbctrifTt,  so  ist  dieser  kleiner  als 


1,  da  immer  der  Divisionsrest  ein  ech- 
ter Bruch  sein  muss,  also  da  derselbe 
durch  10000  dividirt  ist,  so  begeht  man, 
indem  man  ihn  weglässt,  einen  Fehler, 

der  kleiner  als  jq^^  = 0,Ü001,  oder  klei- 
ner als  eine  Einheit  der  letzten  Stelle 
des  Quotienten  115,5977  sein  würde, 
folglich  auf  die  Stellen  desselben  keinen 
Einfluss  ansübt.  Man  kann  also  auf 
diese  Weise  die  Quotienten,  wenn  auch 
nicht  genau,  doch  auf  jeden  beliebigen 
Grad  der  Näherung  -finden,  wenn  man 
nur  an  den  Dividendns  die  gehörige  An- 
uhl Nullen  anhängt. 

Beachten  wir  noch  die  Stellung  des 
Komma  im  Quotienten , so  tritt  dies 
offenbar  dann  ein,  che  die  erste  der  an* 
gehängten  Nullen  zum  Rest  hinzugefflgt 
wird 


99 

81 

18i‘ 

162 

193 

_J89 

4“ 


Nachdem  der  Rest  11  gebildet  und  7 
binzugefügt  ist,  ist  man  beim  Komma 
des  Dividendns  angelangt;  da  27  in 
117  4mal  geht,  ist  hinter  die  4 im  Quo- 
tienten ein  Komma  zu  setzen. 

Die  Rechnung  bleibt  dieselbe,  wenn 
der  Divisor  grösser  als  der  Dividendns 
ist.  Z.  B : 

8911  I 2,37913  1 0,000266  ... 

1 7822 

59693 
53466 
■ 62270 
.53466 
8804 

8911  in  2 geht  Omal;  io  den  QuoUen- 
ten  ist  eine  Null  nnd  dann  ein  Komma 
zu  setzen,  weil  die  Division'  bis  znm 
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Komma  de«  Dividenden  gelani^  iat. 
Aus  diesem  Grnnde  darf  man  bei  der 
ersten  Theildivision  nie  über  das  Komma 
des  Dividendus  hineusgeben,  wenn  der- 
selbe auch  kleiner  als  der  Divisor  ist. 

2 bleibt  Divisionsrest;  8911  in  23  geht 
cbenhUls  Omal,  eben  so  in  237  und  in 
2379.  Es  kommen  also  in  den  Quo- 
tienten noch  drei  Knllen  hinter  das 
Komma,  8911  in  23791  geht  aweimal; 
cs  ist  dann  wie  oben  lortzufahren. 

Leicht  lässt  sich  dies  Verfahren  noch 
anwenden , wenn  auch  der  Divisor  ein 
Decimalbrnch  ist.  Sucht  man  z.  B.  den 
Quotienten : 

_ 27,953 
“ — 61154' 

Um  den  Divisor  in  eine  ganze  Zahl  zu 
verwandeln,  ist  derselbe  mit  100  zn  mnl- 
tipliciren. 

Der  Bruch  bleibt  aber  ungeändert, 
wenn  dies  auch  mit  dem  Dividendus  ge- 
schieht. 

Es  ist ; 

1^9M  100  2795,3 

''“611,24’ 100  “ 61124' 

Es  ergibt  sich  hieraus  folgende  Regel : 
„Man  lässt  im  Divisor  das  Komma 
ganz  weg,  und  rückt  cs  im  Dividendus 
so  viel  Stellen  (hier  2)  nach  rechts,  als 
der  Divisor  Bruchstellen  hatte,  indem 
man,  wenn  nicht  hinreichend  Stellen  im 
Dividendus  vorhanden  sind,  dieselben 
durch  Nullen  ergänzt.  Da  der  Divisor 
nun  eine  ganze  Zahl  ist,  wird  wie  oben 
verfahren.“ 

Beispiele. 

Sei  gegeben: 

7,9216  1 63,52. 

Dos  Komma  ist  im  Dividenden  4 Stellen 
einzurSeken,  da  soviel  der  Divisor  hat. 
Der  Dividendus  hat  nur  zwei  Stellen, 
man  Tilgt  also  zwei  Nullen  hinzu. 

79216  I 635200  | 8,018  . . . 

6.33728 

1472ÖÖ’ 

79216 

679840 

633728 

46112 

Sei  ferner  gegeben: 

18,253  I 0.0056125. 

Das  Komma  ist  drei  Stellen  einzurücken, 
also: 


18253  I 5,6126  | 0.000307  . . . 
M759 
1366Ö0 
127771 
8829- 

Bei  allen  diesen  Ucchnnngen  erhöht  man 
die  letzte  Stelle  des  Quotienten  dann 
um  Eins,  wenn  der  Dirisionsrest  grösser 
als  die  Hälfte  des  Divisors  ist,  denn 
dann  ist  der  wcggeloasene  Tbeil  des 
Quotienten  grösser  als  die  Hälfte  der 
letzten  Stelle  desselben,  also  einer  Eins 
näher  als  einer  Null.  In  unserm  ersten 
Beispiel  also  wäre  statt  der  letzten  8 in 
8,018  eine  9 zu  setzen,  wenn  man  die 
Rechnung  hier  abbricht,  da  der  Divi- 
sionsrett 46112  grösser  alt  die  Hälfte 
von  79216  ist. 

In  unserer  Methode  ist  als  besonderer 
Fäll  die  Verwandlung  der  gemeinen 
Brüche  in  Decimalbrücbe  enthalten. 

Z.  B.  sei  zu  linden. 

2 

17  1 20  = 0,11764705  . . . 

17 

30 

17 

130 

119 

110 

m 

8Ö- 

68 

120 

119 

ioö 

15 

17  in  2 gebt  Null.  Et  kommt  also  im 
Quotienten  eine  Null  und  ein  Komma, 
2 ist  Dirisionsrest;  man  fügt  eine  Nnll 
hinzu , da  der  Dividendus  erschöpft  ist- 
17  in  20  geht  einmal  n.  t.  w. 

Periode  eines  Decimalbrucbt  heisst 
die  Stelle,  wo  die  Ziffern  desselben  sich 
wiederholen,  entweder  von  Anfang  oder 
von  einer  bestimmten  Ziffer  an.  Anch 
nennt  man  die  wiederkehrenden  Ziffern 
selbst  Periode. 

Et  ist  klar,  dass  jeder  Dedmalbmeh, 
der  aut  einem  gemeinen  Bruche,  d.  h. 
durch  Division  > iner  ^nzen  Zahl  in 
eine  andere  entsteht  eine  Periode  bat, 
wenn  er  nicht  vollständig  sich  berech- 
nen lässt.  Denn  iat  a.  B.  17  der  Di- 
visor, so  können,  da  der  Rest  immer 
kleiner  alt  17  sein  muss,  nur  16  von 
einander  verschiedene  Beste  Torkommen, 
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und  da  an  jeden  eine  Null  angehänp;t 
wird,  80  sind  nur  h&cbstons  lü  von  ein- 
ander venchiedene  Reste  möglich.  Sind 
alle  dieselben  dagewesen , so  muss  sich 
einer  derselben , nnd  mithin  die  ganze 
Rechnung  wiederholen. 

Beispi  c le. 


Dieser  Brach  ist  vollständig  zu  berechnen. 

^ = 0,454.545  . . . 

Der  Brach  hat  eine  Periode  von  zwei 
Ziffern  4^  die  von  Anfang  an  wieder- 
kehren. 


Der  Broch  hat  eine  Periode  von  einer 
Ziffer  ^ die  aber  nicht  von  Anfang  an 
vorkommt  n.  s.  w. 

Bei  solchen  Rechnungen,  wo  der  Di- 
videndus  nicht  sehr  gross  ist,  namentlich 
wenn  mehrere  Zahlen  durch  denselben 
Divisor  zu  thcilen  sind,  kann  man  auch 


zweckmässig  die  Division  in  eine  Mul- 
tiplicution verwandeln.  Seien  a und  b 
ganze  Zahlen,  so  ist: 

a 1 

T=“-T- 

Verwandelt  man  nun  4-  in  einen  Dcci- 
b 

roalbroch  r,  so  hat  man  also  das  Pro- 
duct a • c zu  bilden. 

Beispiel. 

-1--7  1 

13T^  TSI’ 

= 0,007633587  . . 

7.0,007633587  = 0,053435109  . . . 
Um  solche  Rechnungen  mit  Vortheil 
auszuruhicn,  ist  eine  Tafel  zweckmässig, 
welche  die  Brftche  enthält,  deren  Zäh- 
ler die  Eiahuit  und  der  Kenner  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  ist.  — Der  Bruch 

— wird  bekanntlich  der  umgekehrte  oder 

rcciproke  Werth  der  Zahl  a genannt.  — 
Wir  fügen  hier  eine  solche  Tafel  hinzu. 


5}  Tafel  der  umgekehrten  Werthe  der  Zahlen  von  1 bis  KXK). 


Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl  ' 

1 \\  erth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

1 

.5 

;K) 

,031333333 

58 

,017-241.179 

86 

,Oll6'27907 

3 

,333333333 

31 

,03-2-258065 

59 

.016949153 

82 

.011194-253 

4 

,25 

32 

.03125 

61) 

»ülbüb6667 

88 

,01 1.3(),3636 

5 

,2 

33 

,030.103030 

61 

,016393443 

89 

.011235955 

6 

,l666()6bb7 

34 

,0-29111765 

62 

,0161-29032 

9Ü 

,011111111 

1 

,14-2857143 

,0-285714-29 

63 

,01587301b 

91 

,010989011 

8 

,125 

36 

,0-27777778 

bi 

,01.56-2.5 

92 

,010869565 

9 

,111111111 

32 

,0-270270-27 

65 

,015.184615 

93 

,01075-2688 

lli 

,l 

,090909091 

38 

,02fi3 15789 

66 

,015151515 

94 

,010638-298 

,0105-26316 

11 

39 

,0-2.56110-26 

62 

,OI4!t-2,537.1 

95 

li 

,083333333 

40 

,0-25 

68 

.014705882 

96 

,010416667 

Li 

,076323077 

41 

,0-21,190214 

69 

311149-27.54 

97 

,010,109-278 

y 

,0714-28571 

42 

,0-2,iS0!>521 

70 

,01428.5714 

98 

,010-20408-2 

lü 

,06(i(.()66b7 

43 

,023-2.5.5814 

71 

,014084517 

99 

,0101010t 

Ib 

,Ob'25 

44 

,0-2-27-27-273 

72 

,013888889 

100 

,01 

17 

,058823529 

4h 

,■22222-22-2-2 

73 

,0131 '9863 

lül 

,00990099 

IH 

,055555556 

46 

,02173913 

14 

,013513514 

Üli 

,0098039-22 

la 

,05-2031579 

42 

,0-212766 

75 

,013,333.333 

193 

,009706738 

20 

,05 

48 

0-20833333 

7b 

,0131.57895 

l04 

,009615385 

21 

,047619048 

42 

,0-20408163 

71 

,01-298701.1 

195 

,0095-2381 

22 

,045454545 

äü 

.02 

78 

,01-28-20513 

106 

,009133962 

23 

,043478-261 

51 

,019607843 

79 

,0120582-28 

197 

,009345794 

24 

,041666667 

M 

,01!''23ü769 

8!) 

,01-25 

IM 

,009-259-259 

2a 

,04 

53 

,018867925 

81 

,012345679 

199 

,00917131-2 

20 

,038461538 

54 

,018518519 

82 

,0121951-22 

119 

,009090909 

22 

,037037037 

55 

,018181818 

83 

,01-2048193 

lil 

,009009009 

28 

,035714-280 

üü 

,017857143 

81 

,01190476-2 

112 

,008929571 

22 

,034482759 

52 

,01754386 

85 

,011764706 

113 

,008849558 
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Quotient. 
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Quotient. 


Zahl 

umg^ekebrter 

Werth 

Zahl  j 

nmuckchrter 

Werth 

Zahl  ! 

1 

DmKckehrter 

Werth 

Zahl  j 

m 

,00877193 

122 

,005813953 

23U 

,Ü0434782(> 

2ssl 

115 

,00S69.565-2 

123 

,005780347 

231 

,0043-29004 

28Ü  1 

Uli 

,00802096 

124 

,0057471-26 

232 

,001310.145 

Ülli  1 

117 

,008517009 

Hü 

,005714286 

233 

.004-29181,5 

291 

US 

,008474576 

121i 

,005681818 

231 

,001-273504 

2112  i 

119 

,008403.36t 

121 

,005649718 

•2.1.5 

,(I04-2,5.5.1I9 

■2!).}  ' 

liii 

,IK)8.133,133 

17S 

,005617978 

•2.16 

,001237-288 

■29  > 

lil 

,008-264463 

122 

,005586392 

237 

,004-219409 

•i!*a  , 

lü 

.008196721 

180 

,(X)55r)555h 

-2,18 

.001-201681 

•29(1  1 

123 

,008130081 

181 

,005.524862 

232 

,0011811 

2117 

1-21 

,Ü0801>4516 

122 

,00.5494.505 

24ü 

,(M)41b(>667 

•298  1 

125 

,008 

1B4 

,005464481 

2U 

,004149378 

-299 

121» 

,007936508 

124 

,005434783 

24-2 

,(M)t  1.32-231 

31X1  1 

121 

,007874016 

125 

,0054054115 

243 

,00111.5-226 

,101  ' 

1-28 

,00781-25 

186 

,005.176341 

2U 

,004098361 

■10  -2  , 

129 

,007751938 

122 

.005347394 

243 

,0040816.13 

3113  , 

m 

.00769-2,106 

122 

,005.119149 

216 

,00406.5011 

301  , 

m 

,007633588 

189 

,00.5-291005 

241 

,004048583 

.10.5  1 

132 

,007575758 

190 

,00.5-263158 

2iS 

,001032258 

3111^ 

1.13 

,007518797 

liU 

,00.52.},560-2 

•2411 

,0010111004 

■107 

J34 

,007462687 

122 

,lKk5-20833.1 

2341 

,004 

-1.35 

,007407407 

123 

,005181347 

231 

,00.J9840(>4 

.109 

1.16 

,00’7.35-2941 

121 

,00.5154639 

232 

,0039682.54 

aiü 

H52 

,007-29927 

125 

,005128-203 

233 

,0039.5-2.569 

3il 

138 

,007-246377 

122 

,0051(62041 

234 

,0039,17008 

312 

1.19 

,007191245 

122 

,005076142 

235_ 

,00.3921569 

.11.1 

lil! 

,00714-2857 

122 

,005050505 

■2-56 

,003906-r> 

314 

141 

,00709-2199 

122 

,0050-251-26 

232 

,(K).389lü5l 

315 

y2 

,00704-2-254 

■iOO 

,005 

238 

,(K).1875!I69 

.116 

113 

,0Ut)99,«107 

201 

,(H14975t-24 

■259 

,0038(1 1004 

312 

Ui 

,006914441 

•m. 

,(K)4950495 

•2(>() 

,003846154 

318 

145 

,00689655-2 

-203 

,0049-26108 

•231 

,003831418 

319 

146 

,006849315 

2114 

,004901 9f)l 

232 

,003816794 

;l-20 

147 

,00ti8027-21 

2Ü5 

,004878049 

233 

,00.1802281 

321 

148 

,00675(>a57 

■206 

,004854369 

234 

,003787879 

322 

149 

,006711409 

202 

,0048,10912 

'ih*> 

,00377.1.5K5 

323 

150 

.006666667 

■208 

00480769-2 

•233 

,00.1759,398 

324 

151 

,0067-2-2512 

•i09 

,004784689 

■232 

,003745318 

325 

152 

,006578947 

2111 

,004761905 

238 

,003731.343 

326 

153 

,006535948 

2U 

,00.17393.K> 

232 

.00.1717472 

322 

LM 

,00649;$5<M) 

212 

,004716981 

22U 

,0tt3703704 

328 

155 

,006151613 

213 

,00469183(1 

■221 

,00,16900.37 

329 

I5h 

,006110-256 

2U 

,004()7-2897 

•272 

,00.1676171 

3.(0 

157 

,006.369427 

215 

,004651163 

•223 

,0096(1.1(104 

.1.11 

158 

,0063-29114 

2Ui 

,0046-29(81 

224 

,0036496:15 

332 

158 

,006289308 

212 

,001608295 

223 

,Oo;i(i36,364 

333 

160 

,006-25 

212 

,004.587156 

223 

,0036-23188 

331 

Uil 

,(10621118 

212 

,0045(>6-2t 

•277 

,«1.3610108 

335 

16-2 

,00617-284 

220 

,0045454.55 

•278 

,003.597122 

163 

,0061349(19 

221 

,(K)454-2887 

.«>.1.584229 

.1.17 

1h  1 

,006097.561 

222 

,004.504505 

■28U 

,00.1.57 1429 

3JS 

16.5 

,00()(MiO(iü<i 

223 

,004484305 

281 

' ,0035.'i87l9 

339 

166 

,0060-24ü9() 

221 

,004464-28() 

2^1 

.001.54(1009 

.110 

167 

.005988024 

225 

.004444444 

■28,1 

1 ,003533569 

311 

H»8 

,00595-2381 

22ü 

,0044-247;9 

281 

1 ,0035-22127 

312 

169 

,00591716 

227 

,004405286 

283 

1 ,003.‘i08772 

343 

llü 

,00588-2353 

222 

,004385965 

-28(> 

1 ,003196503 

344 

121 

,005847953 

229 

,004366812 

•287 

,003484321 

■14.5 

Werth 

,00347-22H 

,Ü03448i7b 
,00.3  »364Ä 
.003434658 
,t)034li9b9 
,003401361 
,003389831 
,003378378 
,003367003 
,003335705 
■003.1  >448-3 
,003333333 
,ü033->-2-359 
,003311-338 
,0ai3ül33 
,003-389174 
,00.1-378689 
,003367974 
,003-337339 
,003-346753 
,003336-316 
,003-3-3.3806 
,003-313434 
,003-30513« 
,003194‘«8 
,003184713 
,003174603 
1 ,003164557 
I ,003154574 
; ,003144654 
,003134796 
.003125 
. ,003115265 
• ,00310>59 
1 ,001095975 
,00308642 
! ,003076923 
,003067485 
I ,003058104 
' .00304878 
,00303»14 
,003030303 
,003021148 

,003003003 

,00-2994012 

,(KW9W075 

,00-297619 

,00-2967359 

,00295858 

,002949853 

,002941176 

,00293-2551 

,04-292697: 

,002915152 

,00-290697' 

,002898551 


Ly  L'.uogle 


Quotient. 
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Quotient. 


Zahl 

amgekebrtcr 

Wcöh 

Zahl 

uro{(ckchrtcr 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

1 umgekehrter 
I Werth 

.146 

,00289017.1 

404 

,00217.5218 

462 

,002164.502 

■520 

,0019-23077 

342 

,002881841 

lüä 

,002169 1,!6 

463 

,00-21.59827 

531 

,001919386 

:14B 

,00287.1563 

406 

,00216.!054 

4M 

,00-21.55172 

533 

,001915709 

349 

,00286533 

102 

,0021,57002 

465 

,0021.50538 

5il 

,001912046 

35ü 

,002857113 

408 

,00215098 

iWi 

,00-2115923 

■524 

,001908397 

3äl 

,002819003 

mit 

,002 1449KS 

467 

,1X12141.42,8 

535 

,001904762 

35-i 

,002810909 

HO 

.0021.19021 

468 

,0021367.52 

526 

,001901141 

353 

,0028, 128t)  1 

111 

.002t,Uü9 

469 

,00-21.12196 

522 

,001897533 

354 

,002821859 

112 

,0021-27184 

470 

,0021-2766 

5-38 

,001893939 

355 

,002816901 

4L1 

,0021-21308 

411 

,002 1-2.) 112 

5-29 

,001890;159 

3.1b 

,002808989 

Hi 

,00211.51.59 

422 

,002118611 

5.10 

,0O18.%792 

352 

,00-280112 

H5 

.tM)2 109639 

423 

,002111165 

531 

,001883-239 

35H 

,002793296 

416 

,U0-21IHiHlb 

474 

,002109705 

532 

,001879699 

359 

.002785515 

HI 

,002.198082 

m 

,(XIJ  105-263 

533 

,001876173 

360 

,1X62777778 

118  .00-2,19-2311 

47b 

,1X1-210084 

53i 

,001.87-2659 

361 

,(Xh277(XI83 

410 

,002.18bl),»5 

477 

,002096486 

535 

.001869159 

363 

,(KW76213l 

120 

,002.180952 

47S 

,00209-205 

53b 

,00181)5672 

;I63 

,00-2751821 

42J 

,lX)-2.!7.5297 

479 

,002087683 

532 

.00181)2197 

361 

,00-2717253 

422 

,00-2,lt)9bb8 

480 

,(K>2üS,1333 

538 

.(X)IS5873b 

3bj 

,0027397-26 

1-2,! 

,00-2,161066 

4SI 

.002079002  . 

53a 

,001.8. 55-2418 

366 

,00-273-224 

121 

,002.1.58491 

482 

,002074689 

510 

,üOI851S32, 

367 

,0027-21796 

425 

,0O2.!5-2941 

4M 

,002070393 

5H 

,0018181-29 

366 

,002717391 

126 

,(X)-23 17418 

484 

,002066116 

, 512 

,001845018 

369 

,00-2710027 

422 

,002,11192 

485 

,00-20618.56 

543 

,lK)1811b21 

370 

,00-2702703 

128 

,(X)-2,13bll9 

4Hh 

.00-2057»)  13 

54i 

,0018,18-230 

321 

,002695118 

429 

.00-2.131002 

432 

,1X1-2053388 

5V5 

,001834863 

37i 

,00-2688172 

4.10 

,Ü02.12.V)8I 

488 

,00204918 

54t) 

,001.531502 

373 

,00-2680965 

131 

,002,1-20186 

439 

,00204499 

547 

,0018-28154 

374 

,00-21>73797 

432 

,00-2314815 

490 

,002040816 

548 

,0018-24818 

375 

,002666667 

4.i3 

,(X«309469 

491 

,002036b() 

549 

,0018-21494 

376 

,002659574 

431 

,002301117 

492 

,00203252 

550 

,001818182 

322 

,00265252 

435 

,002298851 

49.1 

,tX)2028398 

551 

,001814882 

37H 

-,00-2615503 

43ti 

,00229,1578 

494 

,002024291 

552 

,001811594 

379 

,0026.18521 

41Z 

,0022‘>8,!.l 

425 

,0020-20-202 

55ai 

,001808318 

.ISO 

.002631579 

433 

,002283105’ 

196 

,0020161-29 

554 

,00180.5054 

381 

,00262167-2 

439 

,(X)-2277!K).l 

497 

,00  .'012072 

555 

,001801803 

;wi 

,002617801 

410 

,00227-2727 

498 

,002008032 

55b 

,001798561 

38.t 

,00261096b 

4H 

,üO*2‘267574 

499 

.1X1-2004008 

552 

,001795333 

38  t 

,0Ü2')04167 

442 

,002262413 

5Ü1) 

,002 

558 

,001792115 

385 

,002597403 

443 

,(H>2257336 

■501 

,001991)008 

559 

,001788909 

386 

,002590674 

414 

,00-2252252 

■502 

,001992032 

560 

,001785714 

382 

.002583979 

415 

,(MI-2-217191 

503 

,001988072 

561 

,001782531 

388 

,00257732 

446 

,00224-2152 

5(M 

.001984127 

5b2 

,001779359 

389 

,002570694 

447 

,002-237136 

503 

,001980198 

563 

,001776199 

.190 

,002561103 

448 

,002232143 

.506 

,001976-285 

5M 

.00177305 

391 

,002557515 

440 

,002227171 

502 

,001972387 

■565 

,001769912 

392 

,00255102 

4:50 

,ü0-2-22-2222 

508 

,C019()8504 

5fib 

,001766784 

383 

,002.544529 

451 

,002217-295 

■509 

,0019646.17 

567 

,001763668 

394 

,002538071 

452 

,002-21-2389 

510 

,001960784 

568 

,001760563 

395 

,002531616 

453 

,002-207506 

5H 

,001956947 

51)9 

,001757469 

396 

,00-2521253 

454 

,002202643 

512 

,0019.531-25 

520 

,001754386 

.197 

,00-2518892 

455 

,002197802 

513 

,001949318 

521 

,001751313 

398 

,002512563 

45b 

,0()2t9-2982 

514 

.001945525 

522 

,001748-252 

399 

,002.506266 

452 

,002188184 

515 

,001911748 

523 

,001745-201 

400 

,0025 

4.58 

,00218,1406 

516 

,001937981 

574 

,00174-216 

401 

,002193766 

459 

,002178619 

517 

,0019312.16 

.575 

,00173913 

402 

,002187562 

m 

,002173913 

518 

,001930503 

576 

,001736111 

403 

,00248139 

461 

,002169197 

512 

,001926783 

522 

,001733103 

Quotient. 


798 


Quotient. 


Zahl  1 

nmßckcbrter 

Werili 

Zahl 

mn(rekehrtcr 

Werth 

Zahl ' 

1 

umgekehrter 

Werth 

Zahl  j 

.578  1 

,001730101 

6.36 

,00157-33-37 

!iM  1 

,0014409-3-3 

252 

579  ' 

,0017-37116 

,001569859 

(■0.5  ! 

,001438849 

laJ  • 

.58t) 

.001734138 

11.18 

,001567.198 

(■9() 

,0014J(^78-3 

251 

.581 

,0017-3117 

(1.19 

,001564915 

697 

,(M)  14347-3 

,001718-313 

tllü 

,OOl5(^-35 

(i9S  i 

.OOU3-3(^b5 

7;><>  ' 

r>8.t 

,001713-366 

611 

,ü015t)006-3 

699 

,0014.10615 

/■J>  . 

,00171-33-39 

61-3 

,00155763-3 

700  i 

.0014-38571 

258  1 

.5,85 

,00170940-3 

hl.l 

,00155.5-31 

701  ' 

,(Kll4-36534 

7r>9 

586 

,0O17ü<)485 

(ili 

,00155-3793 

702  1 

,0014-34501 

21iL> 

5ÖI 

,00170.1578 

,0015.50388 

703 

.0014-33475 

761 

5S8 

,00170068 

,001547988 

704 

,tX)l  4-30455 

7ti2 

589 

,001697793 

642 

,001545595 

2i»a 

,00141844 

i b J 

.590 

001094915 

648 

.00154.3-31 

206  ' 

,001416431 

264 

.591 

‘00169-3047 

(>49 

,ü015.4ü83-3 

202  i 

,0014144-37 

lüd 

59-2 

,001689189 

(1.50 

,0015,3846-3 

708 

.0014121-39 

76(i 

.593 

001686341 

651 

,00153(1098 

709  ■ 

,001410137 

7<>7 

.594 

JOO 168330-2 

Ü52 

,00133.174-2 

710 

,0014084.51 

268 

595 

,001680673 

653 

,001531394 

2U 

.00140647 

269 

.59<) 

00167785-3 

654 

,tH)15-390.52 

71-2 

,001401494 

770 

597 

.00167504-3 

655 

,(I0152()718 

71.! 

.001403.5-35 

221 

.598 

,ü010;-3-341 

(jMi 

,001.5-31.39 

214 

,(X)U00.5(> 

599 

001669149 

657 

,0015-3-307 

115 

,001398601 

( ■ .i 

MX) 

’00166()6b7 

ti5S 

,001519731 

716 

,001396648 

liül 

001663894 

ü5Si 

,001517451 

212 

,0013947 

( < •> 

60-3 

,001661  Li 

tx>o 

,0015151,5-3 

na 

,0013927.56 

22ü 

feOJ 

.001658375 

(><■1 

.00151-3859 

215 

,001. 1908-31 

/ 4 / 

(lOl 

,0016336-39 

(■6-3 

,(K)  15 10.574 

I2U 

,001388-89 

228 

,00165-3893 

(■6.1 

,001508-396 

721 

,001386963 

229 

hü«  3 

,001650165 

(■64 

,C01.50l>0-34 

7-3-3 

,00138504-3 

280 

üül 

001647446 

(■(■5 

,( 01503759 

2ü 

,0013831-26 

291 

ti08 

001644737 

(■(■6 

,IK)15Ü1.50-3 

7-34 

,001381-315 

292 

00164-3036 

(j67 

,001499-35 

7*25 

.00137931 

79.1 

610 

'001639344 

6(i8 

,001497006 

226 

,00137741 

Tfij 

llll 

001636661 

MiS 

,001494768 

722 

,001.175516 

?sr> 

61*3 

001633987 

(i70 

,00149-3537 

22S 

,(X)  137.1626 

7S<) 

613 

0016313-31 

üll 

,001490313 

7-39 

,00137174-2 

/87 

614 

0016-38664 

it7'l 

,0014^8095 

730 

,00l3b<t8(>3 

7ss 

<jir> 

'oOlb-36016 

(j73 

,00148588.4 

731 

,001367989 

616 

0016-33.377 

illi 

,00148368 

732 

.00136612 

79» 

6LZ 

‘0016-30746 

675 

,001481481 

233 

,(X)l364-35() 

291 

618 

0016181-33 

(|76 

,0014:!629 

7-M 

,00136-3.198 

Tft-i 

619 

'001615509 

627 

,IX)1477105 

. .<5 

,001.160544 

295 

6-30 

'00161*3903 

628 

,0914749-36 

7;9> 

.(k)1.'5S696 

294 

6:31 

0U161O3O6 

679 

,06147-3754 

232 

.(K)135685-3 

79.5 

b-H 

001607717 

680 

,001470588 

t ttS 

,001.1.5.5014 

7mi 

613 

001605136 

681 

.0014684-39 

239 

,0013.53(8 

797 

614 

'001603.564 

68‘3 

,001466-276 

740 

,001351.151 

7ns 

625 

'0Ü16 

,0014641*39 

711 

,(KI13496‘3H 

lüÜ 

b-3<> 

001597444 

1 ,001461988 

74-3 

,001347709 

8oo 

627 

'001594896 

6K5 

1 ,0014.59854 

713 

,(MI  1345895 

9ül 

b-38 

'00139-3357 

f>8() 

1 ,0014577-26 

211 

.001344086 

962 

6-39 

'0015898*25 

687 

,001455604 

243 

,(Kll34-2-26-3 

Si.; 

630 

'00158730-3 

(■88 

,001453488 

746 

.0013.10483 

Sil 

631 

'0Ü158478I> 

689 

,001451379 

212 

,401.138688 

965 

6.1-3 

'00158-3-378 

690 

,001449-375 

748 

,001336898 

NH» 

633 

'001579779 

(■91 

1 .001447178 

219 

.0013.15113 

802 

634 

'001577-387 

(■9-2 

1 .00144.5087 

7.50 

,0013.1.1333 

969 

635 

',001574803 

693 

001443001 

251 

,001331558 

809 

nran»kehrttr 

Werth 


,(HM3Ä787 
,(X)t3X«t 
,t)0l3i6ib 
.tXM3-215U3 
,UU  1333751 
,UUI33IOOt 
,tl0131th2bl 
,tX)t3l75'23 
,001315789 
,00131406 
,001313.136 
,001310616 
l ,00130890t 
,00130719 
.O013U5483 
,00t3037SI 
,001303063 
,00130039 
,001-398701 
,001-397017 
,001-395337 
,001-393661 
,001-39199 
,001390333 
,001-38.866 
,001-387001 
,001-385347 
,001-383697 
,001-383051 
,001-38041 
,001-378773 
,001-377139 
,001-37.551 
,001*373885 
.001-373165 
.(H)1-37Ü64» 
,001-369036 
,001-3674-37 
,001-3658*33 
.001-364H3 
,001-36-36-36 
,001-361034 
,001-359446 
,001-35786-3 
,001-3.V)-381 
,001-354705 
,001-3.53133 
,001-351364 
' ,001-35 
1 ,001-348439 
I ,001*346883 
I ,00114533 
I ,001*343781 
,oor34-3-i«> 
I ,001140695 
I ,001*339157 
I ,001*337614 
i ,001-33609« 
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Zahl 

; umgekehrter 
Werth 

Zahl 

umgokehrtcr 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Zahl 

umgekehrter 

Werth 

Sin 

,001-234.5(18 

8,58 

,001165501 

906 

,001103753 

954 

,00104,8218 

üii 

,001-233016 

859 

,001164144 

907 

,(X)I1I>2536 

955 

,00104712 

aii 

,001-2315-27 

8(i0 

,00116-2791 

908 

.001101322 

956 

,001046025 

81,1 

,00123001-2 

bbl 

,00116144 

909 

,(K)I1(X)11 

957 

,00104493-2 

aiA 

,0012-28501 

86-2 

,00116iKI93 

910 

,1X11098901 

958 

,001043841 

aiä 

,00|-2-2(i!l94 

863 

,001158749 

911 

,001097695 

9.59 

,00104-27.53 

81b 

,001-2-25499 

864 

,0011.57407 

912 

,001096491 

%0 

,00104  lb(i7 

812 

,001-22399 

865 

,001156069 

913 

,001095-29 

%1 

,(X)1010583 

818 

,0012-2-2494 

866 

,001151734 

914 

,001094092 

9fi-2 

,4010.19501 

819 

,Oül-2-21(KM 

M)7 

,001153403 

9 15 

,001092896 

963 

,0010381-22 

890 

,00121951-2 

sob 

,00115-2074 

916 

,001091703 

964 

,001037344 

8-11 

,001-2180-27 

869 

,001150748 

917 

,001090513 

965 

,0010.36-269 

811 

,001-216545 

870 

,(H)1 1494-25 

918 

,0010893-25 

9{i6 

,001035197 

8-U 

,001-215067 

871 

,001148106 

919 

,0010881.19 

9«>7 

,0010341-26 

8-14 

,001-213592 

872 

,001146789 

9-20 

,001086957 

968 

,001033058 

8Ü> 

,001-21-2121 

873 

,001145475 

921 

,001085776 

969 

,00103199-2 

81(> 

,OÜl-2l(Ki54 

874 

,001144165 

922 

,001084599 

970 

,001030928 

8-17 

.001-20919 

875 

,00114-28.57 

923 

,0010834-23 

971 

,0010-29866 

8-28 

,001-207729 

SI6 

,0011415.53 

9-24 

,00108-2-251 

97-2 

,0010-28807 

8-29 

,001-206-273 

677 

,1X11140-251 

925 

,001081081 

973 

,0010-27749 

8J0 

,001-204819 

878 

,0011.1895-2 

926 

,001079914 

974 

,001026694 

831 

,001-203369 

879 

,001137656 

9-27 

,001078719 

975 

,001025641 

Kl-2 

,001-2019-23 

880 

,0011.16364 

928 

,001077586 

976 

,0010-2459 

833 

,001-20048 

881 

,001135074 

9-29 

,0010764-26 

977 

.0010-23541 

834 

,001199041 

68-2 

,001133787 

930 

,001075269 

978 

,0010-22495 

835 

,001197605 

883 

,0011.3-2503 

931 

,001074114 

979 

,0010-2145 

836 

,00119617-2 

asi 

,001131-2-22 

932 

,00107-2961 

980 

,0010-20408 

837 

,001194743 

885 

,0011-29944 

933 

,001071811 

981 

,001019168 

838 

,00119.3117 

886 

,0011-28668 

934 

,001070664 

I‘S-2 

,00101833 

832 

,001191895 

887 

,001 1-27396 

935 

,001(X)n519 

983 

,001017294 

840 

,1X)  1190 176 

SSb 

,0011-261-26 

936 

,0010(k8,576 

984 

,001016-26 

841 

,001189061 

889 

,0011-248.59 

937 

,OOItX«7-236 

9a5 

,001015-2-28 

84-2 

,001187648 

890 

,0011-23596 

938 

,00106(1098 

9S() 

,001014199 

843 

,001186-24 

891 

,0011-2-2334 

9.19 

,(X)HM>4963 

987 

,(XMül3171 

8ü 

,001 184834 

89-2 

,001121076 

940 

,001lX).W.i 

988 

,00101-2146 

845 

,001181432 

893 

,001119821 

941 

,00llX)-2699 

989 

,0010111-22 

846 

,0011.8-20,33 

894 

,00tlia5()8 

94-2 

,(M)I061.571 

990 

,001010101 

847 

,Ü01 180638 

895 

,001117818 

943 

,0010fX)445 

991 

,(X)10090S-2 

848 

,001179245 

89(. 

,001116071 

944 

,0010393-2-2 

99-2 

,001008065 

849 

,001177856 

897 

,0011148-27 

945 

,001058.201 

993 

.001007049 

850 

,OOI17()471 

898 

,001113586 

946 

,0014.5708-2 

994 

,OOI(XXX)36 

831 

,001175088 

899 

,00111-2347 

947 

,001055966 

995 

,0011X150-25 

85-2 

,001173709 

900 

,001111111 

948 

,00105485-2 

996 

.001004016 

853 

,00117-23.33 

901 

,001109878 

949 

,(X)105.)741 

997 

,1X11003009 

854 

,00117096 

90-2 

,(K)1108()17 

950 

,00105-26.12 

998 

,(K)1002004 

8.55  , 

,001169.591 

903 

,00110742 

951 

,001051525 

999 

,001001001 

856 

,001 168224 

904 

,ldU  106195 

95-2 

,0010504-2 

1000 

,001 

857  1 

,001166861 

905 

,00110497-2 

953 

,001049318 

Abgekikrzte  Diriaion  mit  die  Einheit  ihrer  Ictitcn  Stelle,  uml 
Deci  malbrbchen.  selbst  nls  die  halbe  Einheit  derselben 

ist,  wenn  man  dann  die  letzte  Stelle 
Wenn,  wie  in  der  Regel,  Divisor  und  nm  1 erhöht,  wenn  eine  [t  oder  mehr 
Dividendns  durch  Rechnung  oder  Mea-  darauf  folgen  würde.  Ea  iat  anvCrderat 
anog  gefundene  DecimalbrUcbe  aind,  so  in  prüfen,  wcleben  Kinflnas  die  Fehler 
werden  dieaelben  mit  einem  Fehler  be>  von  Dividendns  nnd  Divisor  anf  den 
haftet  sein,  der  jedoch,  wenn  man  alle  Quotienten  auaüben,  damit  man  bei  Bil- 
fehlerhaften  Stellen  wegl&ast.  kleiner  als  düng  desselben  nieht  weiter  fortachreitet, 
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al<  derselbe  richtig  Ziffern  liefert.  — 
Sei  a der  vorhandene  Theil  des  Divi- 
videndns,  Oft  der  weggelasscne  oder  der 
Fehler,  wo  also  au  auch  negativ  sein 
kann , 6 der  vorhandene  Theil  des  Di- 
visor, by  sein  Fehler,  und  c , c9  diese 
QrOsaen  in  Besag  anf  den  Quotienten, 
so  ist,  nenn  man  mit  den  fehlerhaften 
Zahlen  rechnet; 


Dagegen,  nenn  mit  den  genommenen 
Werlhen  gercehnol  ntlrdc: 


d.  h.: 


oder: 


^ = 1 + ^ 

1 4-  y 


Nullen  beginnt,  no  dann  gellende  Ziffem 
folgen.  In  f4—y  nird  also  anf  die 
höchste  Stelle  dieser  Differeni,  und  so- 
mit anf  den  Fehler  des  Quotienten  die- 
jenige von  beiden  GrOaaen  keinen  Ein- 
fluss austlbon,  welche  die  meisten  Stellen 
hat.  Uieraus  folgt; 

„Haben  Divisor  and  Dlvidendnj  un- 
gleich viel  Stellen , so  sind  diejenigen 
Stellen , welche  die  eine  der  beiden 
Grossen  mehr  hat,  vollkommen  entbehr- 
lich, insofern  sich  aus  ihnen  kein  Ein- 
flnss  auf  die  richtigen  Ziffern  des  Quo- 
tienten ergibt.“ 

Ist  I.  B.  gesneht; 

37,6192  . . . 

6,817  . . . ’ 

so  kann  man  statt  dessen,  ohne  den 
Fehler  des  Quotienten  an  vermehren, 
auch  schreiben: 


(1-1-^)=  (1  -f-  v)  (1-f  »)  = 1 -+-  v-f  .“l  -b  y», 

l+y 

EntliKit  nun  t.  B.  der  Dividendns  j> 
Stellen  vor  dem  Komma,  so  ist : 

a = «10'’, 

wo  a grosser  als  1 und  kleiner  als  10 
sein  mnss,  und  hat  er  im  Gänsen  h 
Stellen  (die  vor  nnd  nach  dem  Komma 
snsammengerechnet,  so  dass  s.  B.  63,412 
im  Gänsen  fünf  Stellen  bat),  so  ist  der 
Werth  einer  Einheit  der  leisten  Stelle 

jyP— »,  man  hat: 


37,52  . . . 

6,817  . . 

da  der  Divisor  vier  Stellen  hat,  also 
swei  des  Dividendns  entbehrlich  sind.  — 
Die  Abkflrsung  ist  also  so  sn  madien, 
dass  n = f wird,  und  man  hat; 


10 


.»=  - 


1+ 


10" 


kann  hOebatana  gleich  2 isu, 

o /> 

wenn  nimlich  eine  der  Grossen  a oder 
ß negativ  ist.  Der  Nenner  wird  sich 


du  = 10^  ",  ^ = «10  ", 

Hat  der  Divisor  q Stellen  vor  dem 
Komma,  nnd  im  Gänsen  s Stellen,  so 
ist  ebenso: 

r = 10~‘, 

WO : 

6 = /J10’ 

ist.  ß ist  grosser  als  1 und  kleiner  als 
10.  Es  ist  also : 

^<10~"  nnd  ;u>10“"“‘, 

K<10~*  und  v>20~*~*, 
denn  die  Nenner  a und  fl  würden  die 
Exponenten  um  die  Einheit  erniedrigen, 
wenn  sie  gleich  10  w&ren,  dentelben 
QiiTer&odert  iMsen,  wenn  lie  gleich  1 
wftren.  Ee  wird  alio  /4  jedenfaUs  eine 
Zahl  «ein,  die  mit  n Kt^en  nach  dem 
Komma  l^ginnt,  ebenso  wie  r mit  t 


10" 

wegen  des  sehr  kleinen  Bruches  -j- 
nur  sehr  wenig  ron  1 unterscheiden;  es 


ist  aber  der  Fehler  wenn 

gesetzt  wird,  und  derselbe  wird 

mithin  kleiner  als  2yl0**  " sein,  also 

io  der  r^nten  Stelbe  nach  dem  KommSv 
oder  in  der  »ton  Stelle  eintreten  können, 
so  dass  man  in  der  Thal  deren  ii“-l 
oder  fl  richtige  hat,  je  nach  dem  Werth 
von  y.  Hieraus  folgt: 


^ Dem  Quotienten  können  böchsteni 
soviel  richtige  Stellen  gegeben  werden, 
als  Divisor  oder  Diridendus  haben,  oder 
wenn  die  Stellen  beider  ungleich  sind, 
diejenige  Zahl  von  beiden,  welche  am 
wenigsten  Stellen  hat.*' 

Keinesfalls  aber  ist  die  Division  wei* 
ter  aussodehnen.  Berücksichtigt  nut 
dies,  so  wird  man  finden,  dass,  wenn 
man  nach  Erschöpfung  der  Stollen  das 
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Diridcndui  znm  Iteato , wie  dies  vorge- 
Bchrioben  war.  immer  Nullen  liinzufUgt, 
man  mehr  ZiiTcm.  als  nüthig  ist.  in  An- 
wendung bringt.  Es  wird  dies  am 
besten  folgendes  Schema  zeigen; 

812,12  ! 79,S46. 

Der  Divisor  enthalt  drei  Stellen  nach 
dem  Komma,  also : 

79346  I 81212i0  | 10,2351 
_79346| 

18(560 

OOOOjO 

186(5(X) 

^.  92  _ 

279  080 
238  038 
4l'ol20 

39  6730 

lWooo 

Es  ist  hier  von  der  letzten  Stelle,  die 
der  Dividend  ursprünglich  hat  (also  ohne 
Berücksichtigung  der  hinzugefügten  Nulll, 
ein  senkrechter  Strich  gezogen,  und  die- 
ser schneidet  links  alle  diejenigen  Zif- 
fern, welche  bei  der  Rechnung  in  Be- 
tracht kommen,  von  denen  rechts  ab, 
die  nicht  gebraucht  werden.  Bei  der 
Bildung  der  Tbeilqnotienten  und  Reste 
kommt  cs  nümlich  immer  nur  auf  die 
höchsten  Ziffern  an , und  die  andern 
üben  nur  auf  die  nächsten  Reste  einen 
Einfluss  aus. 

So  weit  die  Rechnung  richtig  ist,  also 
der  Quotient  nicht  mehr  Stellen  hat  als 
Divisor  und  Dividendus,  wie  hier,  wird 
man  keine  ausserhalb  des  Striches  lie- 
gende Ziffern  brauchen,  da  nach  deren 
Erschöpfung  sechs  Stellen  des  Quotien- 
ten bereits  gefunden  sind.  Man  rechnet 
also  abgekürzt  derart,  dass  man,  statt 
Nullen  den  Resten  hinzuznfügen,  immer 
die  letzte  Stelle  rechts  im  Divisor  streicht, 
dieselbe  aber  noch  so  weit  berücksich- 
tigt, als  sie  auf  die  noch  erscheinenden 
bei  Bildung  der  Reste  einen  Einfluss 
ausUbt.  Folgende  Rechnung  zeigt  dies . 

79346  1 81212  01  10,235 
79346 
1866 
_1587 
279 
238 

41 

40 

Nachdem  man  79346  von  81212  abge- 
zogen , streicht  man  die  6 des  Divisor. 
7934  in  1866  gebt  Null  mal;  man  streicht 


dann  die  4 dos  Divisor.  793  in  1866 
geht  2 mal.  Indem  man  aber  793  mit 

2 multiplieirt , berücksichtigt  man  die 
letzte  gestrichene  Ziffer  4 noch  in  fol- 
gender Weise.  2 mol  4 ist  8,  8 ist 
grösser  als  5,  also  ist  die  zuletzt  stehen 
bleibende  Stelle  des  Products  um  1 zu 
erhöhen.  2 mal  3 = 6 und  1 dazu  ist 
7,  2-  9=18  u.  8.  w , so  dass  man  1587 
erhalt,  Rest  279.  Jetzt  wird  auch  die  3 
gestrichen.  79  in  279  geht  3 mal. 

3 mal  3 ist  9,  also  es  ist  1 zur  näch- 
sten Ziffer  hinzuzufügen.  3-9  = 27,  1 
hinzu  gibt  28,  das  Product  ist  238,  der 
Rest  41.  Streicht  man  auch  die  9,  so 
wird  7 in  41  5 mal  gehen,  5 -9  = 45. 
Es  sind  5 zu  5 • 7 = 35  hinzuzufügen. 
Rest  40.  Es  Hesse  sich  hier  noch  eine 
Stelle  finden,  wenn  man,  da  die  letzte 
des  Divisors  nicht  zu  streichen  ist,  eine 
Null  hier  anhängte.  7 in  10 geht!  mal. 
Das  Resultat  ist  also  wie  oben.  Wir 
fügen  noch  zwei  Beispiele  des  abgekürz- 
ten Dividirens  hinzu. 

6,217  : 192,3. 

1923  I 6217  I 0,03232 
5769 
448 

63 

58 

5 

241,7  : 2,252. 

2252  I 2417  00 1 107-s3 
22.52 
165 

7 

7)  Abgekürzte  Ausdrücke  für 
diejeuigen  Quotienten,  worin 
Divisor  und  Dividendus  sehr 
viele  Ziffern  haben. 

Wenn  die  Decimalbrüche  immer  ein 
geeignetes  Mittel  zur  unnäherungsweisen 
Berechnung  der  Quotienten  gewahren,  so 
tritt  oft  der  Fall  ein,  dass  man  abge- 
kürzte Werthe  derselben  in  der  Form 
von  gewöhnlichen  Brüchen  sticht,  na- 
mentlich bei  solchen  Quotienten  oder 
Brüchen,  welche  oft  Vorkommen,  und 
in  Rechnungen,  bei  welchen  nicht  die 
ausserste  Genanigkeit  erforderlich  ist. 
Ein  solches  Mittel  gewähren  die  Ketten- 
brüche, d.  h.  diejenigen  Brüche,  die  zum 
Nenner  eine  ganze  Zahl  und  einen  Bruch 
haben,  dessen  Nenner  wieder  eine  ganze 
Zahl  und  ein  Brach  ist  u.  s.  w.  Man 
kann  hierbei  alle  Zähler  des  Ketten- 
51 
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brnchs  der  Einheit  gleich  machen.  Wie 
beliebige  Brüche  in  Kettenbrüche  ver- 
wandelt werden,  zeigt  folgendes  Schema. 
Sei  der  zu  verwandelnde  Quotient: 
8078281 
9063140' 

Man  dividirt  mit  dem  Zahler  in  den 
Nenner  oder  umgekehrt,  jo  nachdem  der 
eine  oder  andere  kleiner  ist: 

8078281  I 9063140  I , , 984859 
8078281  1 


^8078281 


984859 

SSl 

lelt: 

34859  1 8078281  1 199409 

7878872  j '’'^984859 
199409' 


also : 


und : 


8078281 ..  o 190409 
984859  “■'■984859' 


984859  . 
8078281' 


1 

199^ 

“■'■984859 


199409  I 984859  I , , 187223 


797636  I 


4+ 

■ 187223 
199409  1 


199409 


984859  . , 187^’ 

■''199400 


187223 1 199409 


12186 


1872231  ^■*'187223 


12186 

187223 


199409 


1-f- 


1 

12186' 

187223 


12186  I 187223  I ,,  , 4433 

12186  I l°-'-i2l86 

65363 

60930 


4433 


12186 


187223 


15+ 


4433 1 12186  I 
8866 


1 

4433' 
12186 
3320 


2+ 


4433 


4433 

12186' 


2+' 


1_ 

3320' 

4433 


19 


Quotient. 

3320  I 4433  I , , 1113 
3320  I ^■*'3320 
1113 

3320  _1_ 

4433  ~ , . 1113' 
^■•■3320 

1113  I 3320  I „ , 1094 
1094' 

1113  _ 1 

3320  - „ , 1094' 
^■''1113 

10941 11131  19 

10941^-^1^4 

19 

1094  _ 1 

1113  ~ . , 19  ' 

^■•■looi 

19  1 1094  I „^11 
95 
144 
J33 
11 

19  1 

1094  , 11' 

11119  1 8 

n\^+n 

8 

n _i_ 

‘'‘11  >4 

3 

8^ 1_ 

11  " 1+1' 

^8 

®l?l2+-^ 

8 

2 

3 1 

®~2+|-‘ 

^llll+l 


'4’ 


7 Ckx)gle 
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Also,  wenn  man  alle  diese  Theilresultatc  nach  und  nach  snbstituirt: 

8078281  _ 1 

9063140  ■ 1+  1_ 

8+1 
4 + 1 
1+1 
15+1 
2+1 
1+i 
2+1 
1+1 
57+1 
1+1 
1+1 
2+1 
1 + 1 
2 


OCTeobar  kommt  es  nur  darauf  an,  die 
ganzen  Quotienten , die  sich  aus  den 
rerachiedenen  Divisionen  ergeben,  mit 
den  Zählern  1 versehen , in  dio  Gestalt 
eines  Kettenbruchs  zu  bringen.  Um  nnn 
Nähemngsbrüche  abzuleiten,  kann  man 
in  dem  Kettenbruche  die  letzten  Theile 
weglassen,  und  den  übrigen  Theil  in 
einen  gemeinen  Bruch  verwandeln , so 
dass  man  bat: 


1 _33 

1+1  “37’ 

8 + 1 
4 

1 _41 

1+1  “ 46’ 
8+1 
4+1 
1 


Geht  man  bis  tum  letzten  Theil,  so 
wird  natürlich  der  ursprüngliche  Bruch  er- 
scheinen. 

Uebrigens  gewährt  die  Theorie  der 
KettenbrOebe  ein  Mittel , um  das  Auf- 
finden der  Näberungsbrüche  auf  beque- 
mere Art  zu  vollziehen , als  durch  ab- 
gesonderte Berechnung  derselben  ge- 
schehen kann.  Auch  lässt  sich  zeigen, 
dass  die  auf  diesem  Wege  erhaltenen 
Näherungswertbe  genauer  als  alle  an- 
deren Brüche  den  gesuchten  Quotienten 
geben,  bei  welchen  Zähler  und  Nenner 
nicht  grosser  sind  als  die  hier  gefunde- 
nen. Die  KettenbrOebe  lOsen  also  das 
Problem  immer  auf  die  zweckmässigste 
Weise.  Siehe  hierüber  den  Artikel : un- 
bestimmte Aufgaben.  Wir  fügen  hier 
nur  noch  zwei  Beispiele  solcher  Annä- 
herungen hinzu. 

Das  Yerhältniss  der  Peripherie  eines 
Kreises  zum  Durchmesser  ist  bekanntlich; 

14159265 

3,14159265  - 3+  ioooooooq- 

Die  Verwandlung  in  einen  Kettenbmch 
gibt: 


3,14159265  = 3+ 

15+1 

1+  1 


Die  Bechnung  ist  übrigens  in  dem  Artikel:  Quadratur  ebener  Figuren,  Ab- 
schnitt 4),  dnrehgeführt. 

Man  gelangte  daselbst  zu  den  Näherungswertben ; 

51* 
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22  333  3M  10^ 

7’  106’  113’  32650 


u.  s.  w. 

Dm  Verhältniss  des  synodischen  Mo- 
nats zum  tropischen  Sonnenjahro  ist: 

29530589 

3652422Ö' 

Die  Verwandlung  in  einen  Kettenbmeh 
gibt: 

2953059  1 36524220 1 12 
2953059 
6993630 
5906118 

1087512  also: 


1087512  I 2953059  | 2 
2175024 
778036 

778035 1 1087512  1 1 
778035 
309477 

309477  I 778035  I 2 
618954 
159061 

159081 1 809477  1 1 
159081 
150396 

150396  I 159061 1 1 
150396 
8685 


i_ 

12-1-1 
2-1-1 
1-1-1 
2-fl 
1-fl 
1-f  . 


Die  Nkhemngswerthe  sind: 

1 ^ _3  £ 11  ü 

l2’  25’  37’  99’  136’  235  ‘ 

Um  also  die  Jahre  in  eine  möglichst 
genaue  Zahl  von  ganzen  Mondmonaten 
zu  theilen.  kann  man  in  erster  Annähe- 
rung einem  Jahre  12  Monate,  genauer 
2 Jahren  25,  3 Jahren  37,  8 Jahren  99, 
11  Jahren  136,  19  Jahren  235  u.  s w. 
Monate  geben.  Die  erste  Annäherung  ist 
die  des  gewOhnlichenLebcns.  die  vierte  die 
ältere  griechische,  die  sechste  die  des 
Meton,  nnd  kommt  der  Wahrheit  schon 
sehr  nahe.  Sie  ist  bei  den  TOrken,  Ja- 
den und  andern  V Olkem  noch  jetzt  in 
Gebranch. 


8)  Division  von  Bnehstaben- 
ansdrheken. 

Sind  Divisor  nnd  Dividendns  ganze 
Functionen  einer  oder  mehrerer  Grossen, 
so  kann,  wenn  der  Dividendns  ein  Viel- 
faches des  Divisor  ist,  die  gsinze  Func- 
tion, der  der  Quotient  gleich  ist,  ermit- 
telt worden,  nnd  wenn  dies  nidit  der 
Fall  ist,  der  Quotient  in  Form  einer 
ganzen  Fnnction  nnd  eines  Bruches  ans- 
gedrflekt  werden,  dessen  Zähler  von  nie- 
drigerem Grade  ist  als  der  Kenner. 
Beides  geschieht  in  ähnlicher  Weise  wie 
bei  Zahlengrossen,  wie  folgendes  Schema 
zeigt. 

Sei  gesucht: 


22*y‘-y  y‘-  ^ **  *‘»-l-6x«-|-19x*  y* 

Ü 9 4 5 i ' 

I*.  j,.-|a:*y-5-xy*-H^y‘.f-5-** 


hian  ordnet  Divisor  nnd  Dividendns,  a.  B,  nach  absteigenden  Potenzen  von  x: 


. : . -ri 

-•*  i t u 


*=  in'. 
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31 


417 


25 


6x»— YJc*y4-19JC*y’“^**y'+22a:y*— j 12x-15y 
48 

6x*— 8x*y+  9x*y* — g-x*y*+10xy* 

IR  0^ 

— ^x*y+10r*y»— *’y*+12xy*— ^y» 

1 4T»  9^ 

-^**y  + 10xV-  Y **y’+12xy*-^y» 

Mad  dividirt  mit  dem  ersten  Gliede  gesuebten  Quotienten.  Es  wird  wieder 
, T^..  . 1 . . , , .X.  mit  dem  Divisor  maltiplicirt,  nnd  das 

des  Divisor»  -X*  m das  erste  des  Di-  p.^d^ct  von  dem  noch  übrigen  Thcil 

videndns  6j‘,  der  Quotient  12x  ist  das  ‘•<=*  Dividenden  abgesogen.  Hier  erhttlt 
erste  Glied  des  gesnebten  Quotienten.  uq*u  als  Kest  Null,  und  somit  ist  die 
12x  wird  dann  mit  dem  ganzen  Divisor  Division  beendet.  Wlre  dies  nicht  der 
mulüplicirt,  nnd  das  Product  vom  Di-  »Sro  die  Ueebnung  so  lange 

videndns  abgezogen.  Der  Rest  muss  fortzusetzen,  bis  entweder  der  Rest  Null 
wieder  nach  absteigenden  Potenzen  von  oder  ein  Rest  erscheint,  der  von 
X geordnet , und  das  erste  Glied  dessel-  niedrigerer  Ordnung  als  der  Divisor  ist. 

^5  Im  letztem  Falle  ist  dieser  Rest  Zähler 

ten»  ~'^**y*  durch  das  erste  Glied  eines  Bruches,  der  den  Divisor  zum  Nen- 
2 ner  hat  nnd  zum  ganzen  Quotienten 

des  Divisor  — x*  dividirt  werden.  Der  hinzugefügt  werden  muss. 

Quotient  15  y ist  das  zweit«  Glied  des  «eben  hierxn  noch  zwei  Beispiele 


lx‘.- 

81 


iJl' 


16 

^27 


-27 


27* 


x‘-16 

x'-t-l-*' 


-|x.-16 


Es  erscheinen  hier  bei  jeder  Subtraction  nene  Glieder.  Dieselben  werden 
vorn  gesehrieben,  da  nach  absteigenden  Potenzen  von  x geordnet  ist. 
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10t’4-16ty-4y» 

20i*+32**y— 58t*y’+118s*y‘— 70iy‘+15y*  | 2z*— 5z’y’+8ty*— 3y* 

20z‘+82z»y-  8z‘y’ 

— 50z*y'+  118z*y‘— 70zy*+15y* 

-80s*y*-50z*y*4-  20»’y*  , 

80z’y*+  98z’y‘-70»y‘+15y*  ,, 

80z*y*+128z*y*-32zy‘  ‘‘ 

- 3üz’y*-38zy‘  + 15y* 

- 30z»y*-48zy*+l 2y • 

+10zy*+  3y* 

Da  der  Rest  in  Bezug  auf  z Ton  niedrigerem  Qrade  al«  der  Diviior  iit,  lo 
hat  man: 


2»‘-5z»y>  + 8zy*-3y‘  + 


10zy*+4y* 

10i*+16zy-4y* 


als  Quotienten. 

Was  die  Gründe  des  Verfahrens  anbetrifft,  so  sei  n der  Diridendns,  b der  Di- 
visor, c,  d,  e,  f . . . die  nach  und  nach  gebildeten  Tbeilquotienten  und  r der 
letzte  Rest.  Jeder  Theilquotient  wird  mit  dem  Divisor  multiplicirt  und  das  Pro- 
duct nach  und  nach  vom  Dividendns  abgezogen.  Man  erhllt  als  Resultat  auf 
diese  Weise  endlich  den  letzten  Rest.  Es  ist  also: 


oder: 


also : 


a—bc—bd—bt—bf—  . . . =r, 

a 

a = 6 (c  + d+e-^f)-i-r, 


-g—  c+d+e+f  -f-j-, 

also : 

„Die  Summe  der  Tbeilquotienten,  vermehrt  um  einen  Bruch,  dessen  Zähler 
der  letzte  liest  und  der  Nenner  der  Divisor  ist,  gibt  den  Quotienten , so  wie  es 
in  nnserm  Verfahren  verlangt  war.** 

Man  kann  sich  des  gleichen  Verfahrens  auch  bedienen,  um  Brüche  in  unend- 
liche Reihen  zu  entwickeln,  indem  man,  statt  den  Rest  als  Zähler  des  Ergän- 
cungsbruches  zu  benutzen,  die  Division  nach  Belieben  fortsetzt. 

Sei  gegeben : 

1 

1-z-t*' 


l-z-z*|l  | = H-z4-2z*+z*-3s‘-4z* 

1-s-s« 

+ Z-1-Z« 

- s— z’— z* 

2z* -z* 

2z*-2z*-2z‘ 

+ z*-2z* 

I'  , ,4_  ,Z 

-8z*-  z* 
-3z‘-f3*‘-f3z* 

-4z* -8t* 

Die  unendliche  Reihe  des  Quotienten  ist  hier; 

l-Hz-f-2t*+z*-3z*-4z‘-7z*-llz'-  . . . 
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Offenbar  hat  dieielbc  aber  nnr  für  die  Werthe  von  a eine  Gültigkeit,  für  welche 

sie  convergirt.  Da  der  Quotient  für  * = 0 endlich  bleibt,  findet  dies 

immer  bis  an  einer  gewissen  Grenze  hin  statt.  Das  Criterinm  der  Convergenz  ist 
übrigens  hier,  wie  leicht  zu  sehen,  das,  dass  der  Best,  mit  welchem  man  abbrieht, 
sich  mit  zunehmender  Gliederzahl  der  Null  nähern  muss,  weil  nur  in  diesem  Falle 
der  Ergänznngsbrnch  verschwindet. 

9)  Umwandlung  derjenigen  Quotienten,  welche  Irrationali- 
täten im  Nenner  haben. 

Es  ist  oft  nOthig,  den  Quotienten,  welche  Irrationalitäten  enthalten,  eine  solche 
Form  zn  geben,  dass  im  Nenner  dieselbe  wegfällt.  Es  kann  dies  immer  gesche- 
hen. — Wir  zeigen  dies  zunächst  für  die  einfacheren  Fälle. 

A)  Enthalte  der  Divisor  eine  Quadratwurzel,  oder  er  bestehe  ans  zwei  Glie- 
dern, deren  jedes  eine  Quadratwurzel  bildet. 

Der  Quotient  hat  in  diesem  Falle  eine  der  Formen ; 


h + yx  yb  + Yx- 

Im  ersten  Falle  wird  Zähler  und  Nenner  mit  b—yz,  im  letztem  mit 
weitert.  Man  erhält; 


a{b-yx)  _a[b-Yx) 
(i-|-V*)(4-V*)“  b'-x  • 
a{yb-Yx)  _a(yb-Yx) 
(V4+Vx)(V4-Vx)  - 4-x  • 


V20  _V20(3-F8) 
8-I-V8  ~ 9-8 


= 6V5-4V10. 


2V8  _ 2 V8  (2V6-3V2)  _ V8  (2  V6  - 3V2)  _ 8V3-12  _ 8V3 

2V6-I-3V2“  24-18  ~ 3 ~ 3 ~ 3 


4. 


B)  Kommen  mehr  als  eine,  bezüglich  zwei  Quadratwurzeln  vor,  so  kann  man 
dies  Verfahren  so  oft  als  nOtbig  wiederholen. 


Beispiele. 

Sei  gegeben : 

V24 

V2+y'6-K7‘ 

Man  denkt  V2-t-V6-l-V7.  Dies  gibt: 

V2(V2-|-V'6-|->'7)  _ 2+2V3-I-V14 
0'2-HVG)*-7  ~ 1-1-4  V3  • 

Es  wird  nun  mit  1— 4V3  erweitert: 

(2-f-2V3-l-V14)(l-4V3)  _ -22-6V3-fV14-4V42  _ 22-f- 6 V3-f-4  V42-V14 
H + 4>'3j(l-4V3j  “ -47  “ 47 

C)  Dies  Verfahren  lässt  sich  anf  alle  Arten  von  Irrationalitäten  erweitern. 
Sei  zunächst  der  Quotient; 


und  X,  irgend  eine  Wnrzel  einer  Gleichung  nter  Ordnung.  x„  x,  , . . x^  seien 
die  andern  Wurzeln  derselben.  Nnn  ist : 


ax..  X,  ...  X 
a _ • * fl 

x”  ~ x,.x,.x,  . . . X^' 

Das  Product  im  Nenner  ist  bekanntlich  gleich  dem  Coefficienten  des  letzten  Glie- 
des der  Gleichung,  and  somit  ist  der  Nenner  rational  gemacht. 
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Sei  der  Quotient  jetzt: 

a 

a4-iJi+cii*+e*,*+  ■ ■ ■' 

wo  X die  obige  Bedeutung  bat.  Han  bildet  dann  die  Polynomina: 
a+4x,+cx,*+ex,*+  . . . 
a+4x>+c*i’+e*i'+  • . • 


a+bz  +CX  >4**  *4  • • • 

und  erweitert  den  Brueh  mit  dem  Produetc  derselben.  Führt  man  ini  Nenner 
dann  die  Keehnung  aus.  so  wird  derselbe  uur  symmetrische  Functionen  der  Wur- 
zel enthalten,  und  diese  lassen  sieh  bekanntlich  rational  durch  die  Coefficienlen 
der  Gleichung  ausdrUeken,  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


Beispiel. 

7 

94z'i 

sei  gesucht,  wo  x,  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

X»  42x-4  = 0 

sein  soll.  — Man  hat: 

(9+x,)(94x,)(94*t)  = 729481.(x,+.T,+x,)49(x,  x,4x,  x,4x,x,) 

+x,x,x. 


Aber: 


also : 


c,4x,4x,=0,  X,  x,+x,  x,4x,  X,  =2  und  x,x,xj=4. 


7 _ 7(94x.)(94x.)  _ 7(94x,)(94x.) 

• 9+x,  729  42  - 9 -1-4  7f)l 

Die  hlufig.stc  Anwendung  des  Kationalmachcns  der  Nenner  ist  die  auf  Ausdrücke 
von  der  Form: 


«4/8V-1 

y4«^K-l‘ 

Wird  hier  mit  y—ity  — 1 erweitert,  so  erhält  man: 

V-i 

y’4<f> 

10)  üeber  das  Wogschaffen  gemeinschaftlicher  Factoren  in 
Dividendus  und  Divisor  bei  Zahlen  nnd  Buchstabenausdrücken. 


Die  Aufgabe,  aus  einem  Quotienten  einen  möglichst  grossen  Zahlen-  oder 
Buchstabenfactor  wegznheben , ist  offenbar  identisch  mit  derjenigen,  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Factor  zweier  Zahlen  oder  Bnchstabenansdrüeke  zu  ermitteln. 
Das  Verfahren  ist  folgendes.  Sei  a die  grössere,  b die  kleinere  beider  Zahlen, 
oder  a der  Buchstabenansdmck  von  höherer  Ordnung,  6 der  von  niederer.  Man 
dividirt  n durch  b und  bildet  den  Divisionsrest  r, , dividirt  dann  b durch  r,,  sei 
r,  der  Dirisionsrest.  Es  wird  dann  r,  durch  r,  nnd  so  fort  immer  der  letzte 
Divisor  durch  den  Divisionsrest  dividirt,  bis  endlich  die  Division  aufgeht  oder  der 
Rest  1 erscheint.  Im  ersteren  Falle  ist  der  letzte  Divisor  der  grösste  gemein- 
schaftliche Factor  von  a und  b.  Im  letztem  Fall*  ist  kein  solcher  Factor  vor- 
handen. 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  führen. 

Seien  J,  9i,  . • ■ die  auf  einander  folgenden  ganzen  Quotienten,  also; 


r 


■I 


= ? 


n 
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Die  Ictite  DiTision  soll  nämlich  anfgehn.  — Man  bat  also  auch: 


a = qb+r^,  b = g^r^+r„  r,  =j,r,+r. 


?»  9i>  9«  • • ■ 9„  sind  ganie  Zahlen 

oder  ganze  Functionen.  Offenbar  ist 
dann  ein  Factor  ron  a nnd  b,  denn 

Jn  = muss  ein  Factor  von 

r sein;  dar  —g  r ,+r, 
«—1  ’ II— S ’n— I II— 1^  n’ 

nnd  ein  Factor  von  beiden  Gliedern 

rechts  ist,  so  ist  es  nii*  h ein  Factor  der 
Summe  r , und  indem  man  so  weiter 

fl  “ i 


*"n— 2 ®n— i^n— 

'■«-l  = »nV 

29155  I 4.5619  1 1 

^Jl.5^ 

16464 

16464  I 29155  1 1 
16464 
12691 

12691  I 16464  I 1 
12691 
3773 


rflekwärts  geht,  als  Factor  von  r, +r, 
wird  auch  ein  Factor  von  4,  und  als 

Factor  von  yi+r,  auch  ein  solcher  von 
a sein. 

Es  können  a und  b aber  auch  keinen 
grossem  gemeinschaftlichen  Factor  als 
haben,  denn  gäbe  es  einen  solchen, 

so  müsste  wegen  a = j6-fr,  oder 
« — j6  = r,  denselben  auch  r,,  wegen 
4 — r,  = r,  auch  r,  und  so  fort, 

also  auch  r , nnd  wegen  r 

n— I “ n— 8 

-9„_,*-„_,='-„  “nch  haben.  Es 

kann  aber  keinen  grossem  Factor 

haben,  als  diese  Grösse  selbst  beträgt. 
Ist  so  ist  1 der  grösste  gemein- 

schaftliche Factor  von  a und  4,  also  kein 
solcher  vorhanden. 


3773 

1 12691  1 
11319 

1372 

1372 

1 3773  1 2 
2744 

1029 

1029  1 

1372  1 1 
1029 

343 

343  1 1029  1 3 
1029 

Zu  bemerken  ist , dass  die  Rechnung 
ganz  dieselbe  ist,  als  die  bei  der  Ver- 
wandlung in  Kettenbrüche  anznwcndcndc. 
Sei  ferner  gegeben  : 

4135590 

4311591' 


Beispiele. 

Sei  zu  vereinfachen  der  Bruch: 

118,3693 

1603182' 

1183693  1 1603182  1 1 
1183693 
419489 

419489  I 1183693  | 2 
838978 
344715 

344715  I 419489  | 1 
344715 
74774 

74774  I 344715  I 4 
299096 
45619 

45619  I 74774  I 1 
45619 
29155 


4135590  I 4311591 1 1 
4135590 
176001 

176001  I 4135590  | 23 
352002 
615570 
528003 
87567 

87567  I 176001 1 2 
175134 
867 

867  I 87567  I 101 
867 
867 

867  ist  der  grösste  gemeinschaftliche 
Factor.  In  der  That  ist: 

867 1 4135590  I 4770 
3468 
6675 
6069 
6069 
6069 
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867  I 4311o£a  , 4973 

6329 

60.79 

2i»l 

2601 

also: 

41»X)90  _ 4770 
43U;.91  " 4973 

Sei  ferner  gegeben: 

30t‘-75o»  s*-30«i‘+l®«*  *• 
&2fl’i*-62o*i»-130a‘  I + 234«*’ 

52«’i»-52«»t»-130a«  t-t-234«» 
30i‘— 30«t‘— 75o*  z*  + 135o*  t*  15 1* 

30t‘— 30at*— 75a*t*  + 135o’ 1*  26o> 

^ . 15*’ 

Der  Qnotient  iit  ^ . 

Sei  endlich  gegeben : 

81  n«  c«  + 16t*-72a»t^ c« 

45o*  c*  +60o’  e*  4 + 20oc4»’ 

45o«c*+60n»f«  4+20act* 

81n*  c‘-72o*A*c»+iei‘  i.„_lH4 

81o*c‘  + 108a»e«t4-36a»  t»c» 5 5 

I^lOSä*^*  i-108a>4*c«  + 16&‘ 

-108a*  c*  4-144 a* 4! c«  -48a4*c 

36a»4»c*+48a4»  c + 164‘ 

36a'4»  c«+48a4*  c-fl64* 
46a*c*+60a*  c*4  + 20ac4*  I ^ m 
45b»  c*+60b*  c*  4 + 20ac4*  1 4 4* 

Ei  iit  Blio  gemeinichnftlicher  Factor: 

36a*  4*  c*+48a4’c+lG4*. 

In  der  That  iit: 

81a‘c‘  + 164‘-72a*4»  c*=(9a*  c*-44*)’ = (3ac-24)*  (3ac+24) •. 
Ferner: 

46  a*  c*+60a*c*  4+20ac4»  =5ac(9  o»  c*+12a4c4-44*)=  5ac  (3ac+24)*. 
Ei  iit  alio  gemeinichaftlicher  Factor : 

(3«c+24)*=9o’  c*+12a4c+44*, 

ein  Anadmck,  welcher  mit  dem  obigen  Obereinitimmt , wenn  deraelbe  mit  44’ 
diridirt  wird. 

In  der  That  iit  4 4*  nicht  als  Factor  in  nnserm  Quotienten  enthalten,  ob- 
gleich er  iich  bei  der  Divieion  ergab.  Der  Grund  davon  iit  folgender. 
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Bei  der  ganzen  Rechnung  wurden  Zah- 
ler und  Nenner  ala  ganze  Functionen 
von  a,  nicht  aber  ala  aolche  von  h be- 
trachtet, indem  man  Zahler  und  Nenner 
durch  46'  dividirt,  hOren  alao  dieae 
Auadrficke  nicht  auf,  ganze  Functionen 
zu  sein.  Dieaer  Factor  iat  alao  ganz 
zufällig,  und  kann  aich  bei  nnaerro  Ver- 
fahren einatellen  , waa  freilich  der  An- 
wendung unterer  Methode  auf  Bnch- 
atabenauadrfleke,  wenn  dieaelben  ciniger- 
maaaaen  complicirt  aind,  eigenthOmlicbe 
Schwierigkeiten  bereitet. 

Wenn  et  alao  geschehen  kann,  bedient 
man  sich  bei  dem  Heben  von  Buch- 


stabenbrfichen  am  liebsten  directer  Me- 
thoden. 

Hier  f&hrte,  wie  wir  gesehen  haben, 
eine  aolche  auf  den  Ansdmck : 

(3flc-26)»(3ae-|-26)»  _ (3ac-26)» 
5oc(3ac-|-26)*  ~ 5ac  ’ 

Zum  Schinase  dieses  Artikels  erwäh- 
nen wir  noch  der  Quotienten  von  der 
Form  {.  Dieser  wichtige  Gegenstand 
ist  in  dem  Artikel:  Quantitäten  (imagi- 
näre, in  ihrer  Anwendung  auf  die  Func- 
tionenrechnung),  Abschnitt  10,  abgehan- 
delt. 
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